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Der  Erfindung  der  Infinitesimalrechnung  durch  Netvton  und  Leibniz 
folgte  die  Anwendung  und  Ausbildung  derselben  an  zahlreichen  Auf- 
gaben verschiedenster  Natur  aus  der  Geometrie  und  der  mathemati- 
schen Physik,  sowie  die  formale  Entwicklung  der  Integralrechnung 
incl.  der  bestimmten  Integrale.  Durch  das  Problem  der  zweidimen- 
sionalen Strömung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  wurde  man  auf 
ein  Paar  von  reellen  Funktionen  n,  v  der  rechtwinkligen  Koordi- 
naten X,  y  geführt,  die  den  beiden  Relationen  genügen: 

Judx  -\-  vdy  =  0,      jvdx  —  udy  =  0, 

wobei  die  Integrale  über  eine  beliebige  geschlossene  Kurve  hin  er- 
streckt werden.  Dieses  Problem  war  typisch  für  eine  Reihe  von 
Problemen  der  Physik  und  der  Geometrie  (namentlich  der  Karten- 
projektion), wo  sich  ein  Funktionenpaar  («,  v)  einstellt,  dessen  Ele- 
mente den  Differentialgleichungen 

du cv         dv  du 

ex        dij '       ex  dy 

genügen.  Man  erkannte,  dass  die  Funktion  u  eine  Lösung  der  Laplace- 
schen  Differentialgleichung 

cx^     '    dij^ 
ist  und  dass  jede  Funktion  von  der  Form 

u  =  (p(x-}-y  Y—  i)  -f  1/;  (a:  —  1/  V—  l) , 
wo   9),  tl;  „willkürliche    Funktionen"    sind,    deren    Summe    nur    reeUe 
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Werte  annimmt,  eine  Lösung  dieser  Gleichung  liefert.  Selbstverständ- 
lich fehlte  zu  der  Zeit  jede  genaue  Bestimmung  des  Funktionsbegriffs. 
Man  definierte  die  Zahlen  und  die  Funktionen  nicht,  man  rechnete 
mit  ihnen.  Für  den  Fall,  dass  (p,  ip  Polynome  oder  Potenzreihen  mit 
reellen  Koeffizienten  oder  sonstige  aus  den  elementaren  Funktionen 
zusammengesetzte  Ausdrücke  waren,  war  die  Sache  ja  in  Ordnung 
und  um  die  Berechtigung  zur  Verallgemeinerung  machte  man  sich 
keine  Sorge. 

Während  dieser  Zeit,  also  bis  Ende  des  18.  Jahrhunderts,  hatten 
sich  die  imaginären  Grössen  auch  bei  der  formalen  Entwicklung  der 
Analysis  als  nützlich  erwiesen.  Die  Trigonometrie  war  durch  den 
De  Moivre'schen  Satz  bereichert.  Die  elementaren  Funktionen  wurden 
für  komplexe  Werte  des  Arguments  formal  erklärt.  Man  gelangte 
zu  der  Einsicht,  dass  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  einer  algebra- 
ischen Kurve  Wi*"  mit  einer  solchen  'n}^^  Ordnung  nicht  blos  die  Zahl 
mn  zur  oberen  Orenze  hat,  wenn  man  die  reellen  Schnittpunkte  aus- 
schliesslich betrachtet,  sondern  dass  bei  Zulassung  imaginärer  Grössen 
(und  bei  geeigneter  Festsetzung  bez.  des  Verhaltens  der  Kurven  im 
Unendlichen)  diese  Zahl  in  der  That  stets  erreicht  wird.  In  der 
Integralrechnung  stellte  sich  heraus,  dass  die  im  Gebiete  der  reellen 
Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen  völlig  von  einander  ver- 
schiedenen Formeln 


/ 


dx 


1  -\-  ax^ 


--rr  arc  tg  ;»  ]/ö^ ,      a  >  0; 

ya 

log — ' ^-=^,     a<yj, 


2  y  —  a        1  —  x  V- 


im  Gebiete  der  komplexen  Grössen  mit  einander  identisch  sind.  Diese 
Übereinstimmung  sprach  den  ästhetischen  Sinn  der  Mathematiker  an. 
Für  die  Praktiker  war  der  Umstand  von  Bedeutung,  dass  man  die 
bekannten  Formeln  für  die  Auswertung  bestimmter  Integrale  durch 
den  Gebrauch  imaginärer  Grössen  wesentlich  erweiterte. 

Die  Existenzbeweise,  welche  das  19.  Jahrhundert  in  der  Mathe- 
matik auszeichnen,  wurden  um  die  Wende  des  Jahrhunderts  durch 
den  Gauss'schen  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  ein- 
geleitet. Auch  die  Darstellung  komplexer  Zahlen  durch  die  Argand- 
Gauss'sche  Zahlenebene  kann  gewissermassen  als  ein  Existenzbeweis 
für  die  imaginären  Grössen  angesehen  werden  und  ist  in  der  That 
vielfach  als  ein  solcher  aufgefasst  worden.  Diese  Darstellung  trug 
entschieden  dazu  bei,  den  Gebrauch  der  komplexen  Zahlen  den  Mathe- 
matikern sympathischer  zu  machen.     Von  welcher  Wichtigkeit  diese 


Einleitende  Bemerkungen.  7 

Zahlen  und  die  mittelst  derselben  erhaltenen  Resultate  bereits  damals 
waren,  zeugt  der  Umstand,  dass  die  frühesten  Forschungen  der  beiden 
ersten  Mathematiker  des  Jahrhunderts,  Gauss^)  und  Caucliy,  sich  auf 
diesem  Gebiete  der  Mathematik  bewegten.  Allerdings  war  es  Cauchj 
von  vornherein  nicht  um  die  imaginären  Grössen  als  solche  zu  thun. 
Er  verhielt  sich  diesen  gegenüber  neutral,  ja  man  könnte  fast  sagen, 
dass  sein  Bestreben  eher  darauf  gerichtet  war,  derselben  zu  entraten. 
Erst  nachdem  er  sein  Problem  unter  Trennung  der  Funktionen  in 
ihren  reellen  und  rein  imaginären  Teil  gelöst  hatte,  erkannte  er,  wie 
gut  es  ist,  eine  solche  Trennung  eben  nicht  vorzunehmen,  sondern 
direkt  von  dem  Satze 

"^  (^)  d2  =  0, 


ff(' 


wo  das  Integral  über  eine  beliebige  geschlossene  Kurve  hin  erstreckt 
wird,  auszugehen**).  Darauf  gründet  sich  der  Residuenkalkül,  der  ja 
nichts  anders  ist  als  die  Methode  des  Herumintegrierens.  Dieser 
Fortschritt  ist  durch  den  Versuch  herbeigeführt,  die  durch  formale 
Integration  imaginärer  Ausdrücke  erhaltenen  Formeln  der  Integral- 
rechnung durch  strenge  Methoden  zu  begründen. 

Eine  Frage  der  ersten  Wichtigkeit  für  die  angewandte  Mathe- 
matik ist  die  der  Gültigkeit  der  verwendeten  Reihenentwicklungen. 
Indem  Cauchy,  von  der  für  die  Astronomie  besonders  wichtigen 
Lagrange'schen  Reihe  ausgehend,  sich  die  Aufgabe  stellte,  den  Gültig- 
keitsbereich der  Entwicklung  einer  Funktion  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  zu  bestimmen,  wurde  er  auf  eine  der  wesentlichsten  Eigen- 
schaften der  analytischen  Funktionen  geführt,  und  zwar  auf  eine 
Eigenschaft,  welche  die  Bildung  der  Funktion  für  komplexe  Werte 
des  Arguments  unvermeidlich  machte.  Ist  nämlich  f{x)  eine  reelle 
Funktion  der  reellen  Veränderlichen  x,  welche  sich  für  den  Wert 
X  =  Xq  in  eine  Potenzreihe  nach  x  —  Xq  entwickeln  lässt  —  es  sei 
beispielsweise  f{x)  =  \ll-{-x^  —  so  stellt  sich  heraus,  dass  der 
Gültigkeitsbereich  dieser  Entwicklung  für  reelle  Werte  von  x  sich 
dadurch  bestimmen  lässt,  dass  man  die  Funktion  fix)  für  komplexe 
Werte  z  des  Arguments  in  naheliegender  Weise  definiert,  die  singu- 
lären  Punkte    derselben    aufsucht    (im  vorliegenden  Beispiel    sind    es 


*)  Man  vgl.  ferner  die  Briefe  an  Bessel  vom  21./11.  u.  18./12.  1811  (Brief- 
wechsel, p.  152,  157,  der  2.  auch  Werke  8,  p.  90),  sowie  das  demnächst  in  der  Fest- 
schrift der  Göttinger  Ges.  d.  Wiss.  erscheinende  Tagebuch  von  Gauss  (1798),  Nr.  95. 
**)  Die  beiden  Gleichungen  Cudx  -\-  vdy  ^  0,  Cvdx  —  udy  =  0,  welche 
die  mathematische  Physik  lieferte,  werden  also  jetzt  zu  einer  einzigen  Gleichung 
zwischen  komplexen  Grössen  vereinigt. 
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also  die  Punkte  ^  =  +  ]/ —  1)  und  dann  einen  Kreis  in  der  ^-Ebene 
mit  dem  Mittelpunkt  0  =  Xq  beschreibt,  der  durch  die  diesem  Punkte 
am  nächsten  gelegene  Singularität  geht.  Dieser  Kreis  schneidet  auf 
der  reellen  Axe  den  Gültigkeitsbereich  der  reellen  Potenzreihenent- 
wicklung der  reellen  Funktion  f(x)  ab.  Nun  wird  aber  die  Singula- 
rität, welche  den  Radius  dieses  Kreises  bestimmt,  im  allgemeinen 
nicht  auf  der  reellen  Axe  liegen,  so  dass  die  Definition  und  die  Unter- 
suchung des  Verlaufs  der  Funktion  im  komplexen  Gebiet  gar  nicht 
zu  vermeiden  ist*).  Aber  noch  mehr.  Will  man  eine  unendliche 
Reihe  zum  Zweck  des  numerischen  Rechnens  gebrauchen,  so  genügt 
nicht,  von  derselben  blos  zu  wissen,  dass  sie  konvergiert.  Man  muss 
ausserdem  noch  den  Fehler  abschätzen  können,  den  man  beim  Ab- 
brechen der  Reihe  begeht.  Diese  Abschätzungsformel  für  die  Potenz- 
reihenentwicklung **)  ergiebt  sich  auch  aus  den  Werten,  welche  die 
Funktion  im  komplexen  Gebiete  annimmt.  Damit  ist  denn  das  Pro- 
blem der  Darstellbarkeit  einer  Funktion  durch  eine  Potenzreihe  zum 
Zweck  des  numerischen  Rechnens  in  seinen  beiden  Teilen  gelöst  und 
zwar  beruht  die  Lösung  wesentlich  auf  dem  Gebrauch  imaginärer 
Grössen.  Dieser  Entdeckung  Caiichy^s  war  durch  seinen  Cours  d'Ana- 
lyse  vom  Jahre  1821  eine  strenge  Begründung  der  Reihensätze  für 
komplexe  Grössen  vorausgegangen. 

Indessen  hatten  sich  Abel  und  Jacohi  in  das  Studium  der  ellip- 
tischen und  höherer  Transcendenten  vertieft.  Die  Periodeneigen- 
schaften dieser  Funktionen,  welche  den  Anstoss  zu  so  vielen  Unter- 
suchungen der  modernen  Mathematik  gegeben  haben,  wurzeln  in  den 
gemeinen  komplexen  Zahlen***),  während  die  neuen  Hülfsfunktionen 
(die  ©-Funktionen  u.  dergl.)  mit  dazu  beitrugen,  eine  allgemeine  Funk- 
tionentheorie anzubahnen.  Es  sei  noch  der  Fortschritte  der  mathe- 
matischen Physik  in  dieser  Periode,  namentlich  der  Ausbildung  der 
Methode  der  krummlinigen  (insbesondere  der  isothermischen)  Koordi- 
naten gedacht. 


*)  Bei  dieser  Skizze  des  Verfahrens  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Funktion  f(z) 
entweder  überhaupt  eindeutig  ist  oder  doch  in  dem  in  Betracht  kommenden 
Bereich  T  der  ^r- Ebene  nicht  mehrdeutig  wird. 

**)  Es  handelt  sich  hier  im  wesentlichen  um  die  Formel  j  «„  1  <C  Mr~ " , 

OD 

wo  f{x)  =^%ix  —  x^f,     \x  —  x^l^r,      \f(z)\^M,    ]z  —  x^]  ==  r    und 

n  =  0 

«n^ir /"^"^(^o)  ist. 

***)  Bei  den  arithmetischen  Untersuchungen  von  Gauss  und  Galois  spielten 
die  imaginären  Zahlen  auch  eine  Hauptrolle. 
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Gegen  Mitte  des  Jahrhunderts  war  nun  der  Boden  bereitet  für 
eine  allgemeine  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Veränder- 
lichen. Bei  Riemamz's  Untersuchungen  war  die  Definition  einer  Funk- 
tion durch  Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen  der  leitende  Gedanke, 
die  Methode  der  konformen  Abbildung  ein  wesentliches  Hülfsmittel, 
während  die  Abgrenzung  des  Funktionsbegriffs  durch  analytische  Fort- 
setzung von  Weierstrass  scharf  betont  wurde.  Der  prinzipielle  Ge- 
brauch von  Funktionalgleichungen,  um  die  analytische  Funktion  zu 
definieren  und  zu  erforschen,  nahm  nunmehr  eine  Hauptstellung  in 
der  Theorie  ein.  Die  Grundlage  der  modernen  Funktionentheorie  ist 
jetzt  fertig*). 

Stellt  man  sich  die  Frage,  warum  sich  die  Mathematiker  so  ein- 
gehend mit  der  Theorie  dieser  Funktionen  beschäftigt  haben,  so  ist 
der  Grund  wohl  darin  zu  erblicken,  dass  aus  einer  geringen  Anzahl 
einfacher  Eigenschaften  eine  Fülle  von  Funktionsklassen  hervorgeht. 
welche,  an  sich  interesftint,  in  enger  Beziehung  zu  wichtigen  Ge- 
bieten der  reinen  und  der  angewandten  Mathematik  stehen.  Es  zeigt 
sich  also  ein  innerer  Zusammenhang  zwischen  den  gemeinen  kom- 
plexen Zahlen  und  derjenigen  Analysis,  welche  sich  für  die  Mathe- 
matik, wie  sie  sich  entwickelt  hat,  als  brauchbar  erweist. 


I.   Grundlagen  der  allgemeinen  Theorie  der  analytischen 
Funktionen  einer  komplexen  Grösse. 

1.  Die  Bereiche  T,  B,  T .  Unter  einem  Kontinuum  der  z=x-\-yi- 
Zahlenebene  (IA4)  versteht  man  eine  Punktmenge  T  von  der  Be- 
schaffenheit, a)  dass  jeder  Punkt  z  von  T  ein  innerer  Punkt  der 
Menge  ist,  d.  h.  dass  alle  Punkte  z'  eines  genügend  kleinen  Kreises 
mit  dem  Mittelpunkt  z  {\z' — ^  |  <  ^)  zur  Menge  gehören;  b)  dass 
je   zwei  Punkte   von   T  sich   durch   eine   reguläre^)   Kurve  verbinden 

*)  Näheres  über  die  leitenden  Gesichtspunkte  dieser  Theorie  findet  man  in 
den  Nrn.  30,  13,  16,  19  ff.  dieses  Artikels. 

1)  Ein  Kurvenstück  soll  in  diesem  Artikel  regulär  heissen,  wenn  die  Kurve 
sich  selbst  nicht  schneidet  und  in  jedem  Punkte  eine  Tangente  besitzt,  die  sich 
längs  des  ganzen  Stückes  incl.  der  Endpunkte  stetig  dreht.  Eine  Kurve  soll 
regulär  heissen,  wenn  sie  durch  Aneinanderreihung  einer  endlichen  Anzahl  regu- 
lärer, einander  nicht  schneidender  Kurvenstücke  gebildet  ist.  Zum  vorliegenden 
Zweck  könnte  man  einfach  festsetzen,  dass  die  Kurve  aus  einer  endlichen  An- 
zahl analytischer  oder  sogar  geradliniger  Stücke  bestehen  soll. 

Diese  Definition  des  Kontinuums  rührt  von  Weierstrass  (Vorlesungen  an 
der  Berliner  Universität)  her;  vgl.  auch  Weierstrass,  Berl.  Her.  1880,  p.  719,  §  1; 
Stolz,  Diff.-  u.  Int.-Rechn.  3,  p.  119;  sowie  II  A  1,  Nr.  21. 
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lassen,  die  ganz  in  T  verläuft.  In  diesem  Artikel  soll  schlechtweg 
unter  einem  Bereich  T  stets  eine  solche  Menge  verstanden  werden^). 
Die  Randpunkte  eines  Bereiches  T  gehören  nicht  zum  Bereich.  — 
Wird  ein  Kontinuum  durch  eine  endliche  Anzahl  (w)  regulärer  Kurven 
vollständig  begrenzt  und  zählt  man  die  Randpunkte  auch  zu  der 
Menge,  so  wird  eine  solche  Punktmenge  als  ein  Bereich  B  resp.  B^ 
bezeichnete^).  Endlich  wird  ein  in  T  beliebig  gelegener  Bereich  B 
resp.  B^  mit  T  resp.  T^  bezeichnet.  Der  Begriff  des  Bereiches  T' 
setzt  also  einen  Bereich  T  voraus.  Es  sei  bemerkt,  dass  die  untere 
Grenze  der  Entfernung  zwischen  einem  beliebigen  Punkte  von  T 
und  einem  beliebigen  dem  Bereich  T  nicht  zugehörigen  Punkte  eine 
positive  Grösse  ist.  Unter  dem  Ausdruck:  z  liegt  in  resp.  innerhalb 
B,  T',  soll  verstanden  werden,  dass  z  ein  innerer  oder  Randpunkt 
resp.  ein  innerer  Punkt  von  B,  T'  ist. 

Unter  der  Umgehung  (oder  Nähe,  Nachbarschaft)  eines  Punktes  a 
versteht  man  einen  den  Punkt  a  enthaltiaden  Bereich  T,  dessen 
Punkte  z  sämtlich  um  weniger  als  eine  zweckmässig  anzunehmende 
positive  feste  Grösse  h  von  a  abstehen:  \  z  —  a\<h.  läi  S  eine 
Punktmenge  von  der  Beschaffenheit,  dass  für  jeden  Wert  von  h 
mindestens  ein  Punkt  von  S  der  entsprechenden  Umgebung  von  a 
angehört,  so  sagt  man :  in  der  Umgebung  des  Punktes  a  liegen  Punkte 
von  S.  Überhaupt  liegt  es  in  dem  Begriff  der  Umgebung,  dass, 
wenn  \  ein  Wert  von  h  ist,  der  den  Anforderungen  des  Problems 
entspricht,  jeder  kleinere  Wert  hc^:0<h^<h^,  denselben  auch  ge- 
nügen muss. 

2.  Funktionen  eines  komplexen  Arguments;  analytische  Funk- 
tionen. In  einem  Bereich  T  mögen  zwei  reelle  Funktionen  u,  v  ein- 
deutig erklärt  sein;  man  bilde  die  Funktion  f{z)  =  u -\-  vi.  Sind  u,  v 
beide  in  T  stetig,  so  heisst  f(z)  in  T  stetig.    Es  besteht  der  Satz  3): 


2)  Soll  in  einem  besonderen  Fall  die  schlichte  Ebene  als  Trägerin  des 
Kontinuums  durch  eine  mehrblättrige  Eiewiawn'sche  Fläche  (Nr.  11)  ersetzt  werden, 
so  wird  das  ausdrücklich  erwähnt;  der  betreffende  Bereich  wird  dann  mit  einem 
Fraktur -2  bezeichnet.  —  Die  Begrenzung  von  T  kann  durch  reguläre  Kurven 
und  isolierte  Punkte  oder  auch  durch  eine  (geschlossene)  Punktmenge  kompli- 
zierten Charakters  (vgl.  Nr.  34)  gebildet  werden. 

2')  Dass  jede  geschlossene  Kurve  ohne  mehrfachen  Punkt  die  Ebene  in 
äussere  und  innere  Punkte  zerlegt  und  dass  die  äusseren  Punkte  einerseits  und 
die  inneren  Punkte  andererseits  ein  Kontinuum  bilden,  hat  C.  Jordan  (Cours 
d'anal.  1,  2.  Aufl.,  p.  90)  gezeigt,  indem  er  die  Richtigkeit  dieser  Sätze  für  den 
Fall  eines  Polygons  als  einleuchtend  ansieht.  Ist  die  Kurve  eine  reguläre,  so 
bilden  die  inneren  Punkte  nebst  den  Punkten  der  Kurve  einen  B^ . 

3)  In  dieser  Form  von  Gh.  Sturm  ausgesprochen  und  bewiesen ;  J.  de  math. 
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Ist  f{z)  in  T  stetig  und  verschwindet  f\z)  in  einem  T/  nicht,  so 
kehrt  eine  Bestimmung  des  Winkels  0  =  arc  tang  v/u ,  welche  sich 
stetig  ändern  soll,  während  z  die  Begrenzung  von  T^  stetig  durch- 
läuft, in  ihren  Anfangswert  wieder  zurück.  Daraus  ergiebt  sich  ein 
BeAveis  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra,  sowie  der  Stetigkeit  und 
des  analytischen  Charakters  einer  algebraischen  Funktion*).   Vgl.  auch 

Nr.  7. 

z 

Der  Begriff  des  bestimmten  Integrals    rf{z)  dz  als  Grenzwert  der 

w  — 1 

Summe  ^/*(^,:)(^,4.i — 0,),    wo  die  Punkte  Zi  auf  einer  in  T  beliebig 
«=o 

verlaufenden  regulären  Kurve  liegen,  ist  von  Caucliy  eingeführt^),  der 

sich    der  FarameterdarsteUung   x  =  (p(t),   y  =  xjj(f)    bedient  und  der 

Definition  die  Formel  zu  Grunde  legt: 

ZT  T 

J  f{z)  dz  =J'{xu  —  yv)dt  -{-  ij  (y'u  -j-  xv)dt. 

Man    sagt:    die   Funktion   f{z)    besitzt    eine    Ableitung   f'(z)    in 
einem  Punkte  Zq  von  T,  falls  der  Quotient 

Az 


1  (1836),  p.  298.     Vgl.  auch  Stolz,  DifF.-  u.  Int.-Rechn.  2,  XI.  Abs.,   Nr.  7;    sowie 
Briot  et  Bouquet,  2.  Aufl.,  Nr.  21. 

4)  Cauchy,  Turiner  Abhandlung  vom  Jahre  1831;  Exerc.  d'anal.  2  (1841), 
p.  109;  Briot  et  Bouquet,  2.  Aufl.,  eh.  2. 

Wegen  Cauchy's  Leistungen  sei  überhaupt  auf  das  Werk  verwiesen:  La  vie 
et  les  travaux  du  Baron  Cauchy,  par  C.-A.  Valson,  Paris  1868,  sowie  auf  eine 
Besprechung  desselben  von  J.  Bertrand,  Darb.  Bull.  1  (1870),  p.  105.  Ferner 
vgl.  man  Casorati,  Teorica  delle  funzioni  di  variabili  complesse,  Pavia  1868. 
Der  Bericht  von  Brill  und  Noether,  Jahresb.  d.  D.  Math.-Ver.  3  (1892/93)  ent- 
hält eine  Übersicht  und  eine  kritische  Würdigung  jener  Leistungen  auf  dem 
Gebiet  der  Funktionentheorie.  Die  erste  zusammenfassende  Darstellung  der 
Cawc/tJ/'schen  Theorie  ist  von  Briot  und  Bouquet  gegeben  worden:  J.  ec.  pol. 
cah.  36,  Bd.  21  (1856),  p.  85 — 254;  im  Anschluss  daran  ihr  Lehrbuch,  vgl.  Litte- 
raturverzeichnis. 

In  dem  Bericht  von  Brill  und  Noether  wird  auch  die  Vorgeschichte  der 
heutigen  Funktionentheorie  geschildert.  Die  Newtonsche  Reihenentwicklung 
einer  impliciten  algebraischen  Funktion,  der  Taj/Zor'sche  und  der  Maclaurin' sehe 
Lehrsatz,  das  Problem  der  Reihenentwicklung  in  einem  singulären  Punkte  einer 
algebraischen  Kurve,  die  Entstehung  des  Begriffs  „Funktion"  {Leihniz)  und  die 
Lagrange' sehen  „fonctions  analj^tiques"  werden  besprochen. 

5)  Jedoch  ohne  Bezugnahme  auf  geometrische  Vorstellungen;  vgl.  ^^. 
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gegen  ein  und  denselben  endlichen  Grenzwert  /"'(-^o)  konvergiert,  wie 
auch  immer  A0  dem  Wert  0  zustrebt^). 

Die  Funktion  f(2)  heisst  in  T  analytisch'^),  wenn  sie  in  jedem 
Punkte  von  T  eindeutig  erklärt  ist  und  eine  Ableitung  f"  {z)  besitzt. 
Bisher  war  man  gezwungen,  auch  noch  die  Stetigkeit  der  Ableitung 
zu  verlangen,  denn  sonst  war  kein  Beweis  des  Ca^tc%'schen  Integral- 
satzes (Nr.  3)  bekannt.  Durch  den  neuen  GoursaV&chen  Beweis  ^^) 
ist  man  dieser  Voraussetzung  überhoben.  —  Zur  vollständigen  Defini- 
tion der  analytischen  Funktion  gehört  noch  der  Begriff  der  analytischen 
Fortsetzung  (Nr.  13).  Man  darf  wohl  sagen,  die  bisherige  Definition 
bezieht  sich  auf  das  Verhalten  der  Funktion  im  Kleinen  (weiter  war 
man  ja  vor  Weierstrass  nicht  gekommen);  es  fehlt  noch  eine  Fest- 
setzung bezügl.  des  Verhaltens  der  Funktion  im  Grossen^).  —  Eine 
Funktion  /'(^)  verhält  sich  im  PunJcte  z^  analytisch^)  oder  ist  analytisch 
im  Pimlite  Zq,  wenn  f{z)  in  der  Umgebung  des  Punktes  Zq  analy- 
tisch ist. 

Eine  hinreichende  Bedingung,  dass  f{z)  =  u-\-  vi  eine  in  T  ana- 


6)  Die  Mittelwertsätze  der  Differential-  und  Integralrechnung  sind  auf 
Funktionen  eines  komplexen  Arguments  von  G.  Darhoux  (J.  de  math.  (3),  2  (1876), 
p.  291)  und  K.  Weierstrass  ausgedehnt  worden;  vgl.  Hermüe,  Cours,  4.  Aufl.  (1891), 
7°  Le9on,  p.  57;  Steh,  Diff.-  u.  Int.-Rechn.,  2,  p.  66  u.  167. 

7)  Nach  Weierstrass,  in  Anlehnung  an  Lagrange.  Weierstrass  legte  eine  der 
Form  nach  von  der  des  Textes  verschiedene  Definition  zu  Grunde  (Nr.  13).  Holo- 
morph, synectique  und  regulär  werden  auch  in  diesem  Sinne  gebraucht.  —  Cauchy 
und  seine  Schüler  führten  eine  grosse  Anzahl  neuer  Bezeichnungen  ein,  wie  z.  B. 
monodrom,  Exerc.  d'anal.  4  (1847),  p.  325  u.  345,  u.  Par.  C.  R.  36  (1853),  p.  458; 
monotrop,  Briot  et  Bouquet,  1,  2.  Aufl.,  p.  10;  monogene,  ibid.  p.  346;  synectique, 
Cauchy,  Par.  C.  R.,  36  (1853),  p.  459;  holomorph,  Briot  et  Bouquet,  1,  2.  Aufl.,  p.  14, 
u.  s.  w.  Die  entsprechenden  Definitionen  sind  jedoch  von  den  Mathematikern 
mehrfach  abgeändert  worden. 

8)  Der  Begriff  des  Verhaltens  einer  Funktion  im  Kleinen  und  im  Grossen 
spielt  in  der  Analysis  eine  wichtige  Rolle  und  erstreckt  sich  auf  alle  Gebiete 
der  Mathematik  (namentlich  auch  auf  die  Geometrie),  wo  eine  stetige  Menge 
von  Elementen  das  Substrat  für  die  in  Betracht  zu  ziehenden  Gebilde  bildet. 
In  der  Funktionentheorie  versteht  man  unter  dem  Verhalten  einer  Funktion  im 
Kleinen  resp.  im  Grossen  ihr  Verhalten  in  der  Umgebung  eines  festen  Punktes  a, 
(«1 ,  Oj ,  .  . . ,  a„)  oder  einer  Punktmenge  P  (Nr.  40)  [der  Kürze  halber  spricht 
man  dann  schlechtweg  von  ihrem  Verhalten  im  Punkte  a,  (a^,  a^, .  . .,  aj  oder 
in  der  Punktmenge  P]  resp.  in  einem  Bereich  T,  T\%,%'  u.  s.  w.,  dessen  Aus- 
dehnung von  vornherein  feststeht  und  nicht  erst  hinterher  den  Bedürfnissen 
des  vorgelegten  Problems  entsprechend  bestimmt  wird.  In  vielen  Fällen  folgt 
aus  einem  gegebenen  Verhalten  im  Kleinen  in  jedem  Punkte  eines  Bereiches 
T',  %'  das  entsprechende  gleichmässige  (Nr.  6)  Verhalten  im  Grossen. 

9)  Die  Bezeichnungen  holomorph  u.  s.  w.  werden  auch  gebraucht;  vgl.  '^. 
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lytische  Funktion  von  z  ist,  besteht  darin,  a)  dass  «,  v  beide  in  jedem 
Punkte  von  T  eindeutig  erklärt  sind  und  ein  erstes  vollständiges  Diffe- 
rentiaP")  besitzen;  b)  dass 

du dv  dti  dv 

dx       dy '  dy  dx 

sind.  Dass  diese  Bedingung  auch  notwendig  ist,  ergiebt  sieh  aus 
der   in  Nr.  3  nachgewiesenen  Stetigkeit  der  Funktion  f"  {£). 

Die  Gleichungen  heissen  die  Caucliy-Biemann' sehen  Bifferential- 
gleichumjen;  sie  treten  bereits  bei  d'Älemhcrt''-'^)  auf. 

Sind  f{i),  (p{z)  zwei  in  T  analytische  Funktionen,  so  sind  auch 
die  Funktionen  f(z)  -\-  cp{z),  f{z)  •  cp{z)  und,  wofern  cp(/)  in  T 
nicht  verschwindet,  f(ß)/(p{z)  in  T  analytisch.     Ferner,  sei   (p(z)  im 


10)  Stolz,  Diff.-  u.  Int.-Reclin.  1,  IV.  Abs.  §  8. 

11)  Essai  d'une  nouvelle  tht^orie  de  la  resistance  des  fluides,  Paris  1752. 
Um  die  Geschwindigkeitskomponenten  einer  Flüssigkeit  zu  bestimmen,  die  sich 
in  zwei  Dimensionen  bewegt,  wird  d^Alemhert  auf  das  Problem  geführt  (S.  60 
des  Essai):  Es  seien  udx  —  vdy,  v  dx  -\-  u  dy  exakte  Differentiale;  man  soll 
die  Funktionen  w,  v  bestimmen.  Die  Lösung  bewerkstelligt  er  durch  einen 
Kunstgriff,  indem  er  bemerkt,  dass  sowohl 

udx  —  V  dy  -\-  i{v  dx  -\-  u  dy)  =  (m  -j-  iv)  (dx  -f  i  dy) 
als   auch 

udx  —  V  dy  —  i  (v  dx  -\-  u  dy)  =  (m  —  iv)  {dx  —  i  dy) 

exakte  Differentiale  sind.  Daraus  schliesst  er,  dass  u  -\-  iv  eine  Funktion  von 
x  -\-  iy  und  dass  u  —  iv  eine  Funktion  von  x  —  iy  ist.  Damit  die  Werte 
von  Tt,  v  reell  ausfallen,  genügt  es, 

u  -\-  vi  =  (pix  -\-  iy)  -{-  iip{x  -f-  iy) 
zu  setzen,  wo  qp,  i/;  zwei  beliebige  analytische  Funktionen  sind,  die  reelle  Werte 
annehmen,  wenn  y  verschwindet.  Auf  das  d'Älemberf  sehe  Resultat  nimmt  Euler 
Bezug:  Berl.  Mem.  (anne'e  1755),  p.  356.  Vgl.  ferner  Stachel,  Bibl.  math.  (3)  1 
(1900),  p.  109;  Timtschenko,  Abh.  neuruss.  Ges.  Naturf.  19,  Odessa  1899;  Revue 
semestr.  8  (1899),  p.  151.  —  Bei  Lagrange  treten  diese  Differentialgleichungen 
an  verschiedenen  Stellen  auf;  vgl.  eine  Abhandlung  über  Flüssigkeitsbewegung, 
Mise.  Taur.  3  (1762—65),  p.  205  ==  Oeuvres  1,  p.  498,  sowie  seine  Untersuchungen 
über  Kartenprojektion,  Berl.  nouv.  mem.  (annäe  1779),  p.  161  =  Oeuvres  4,  p.  637 
=  Ostwald,  Klassiker,  Nr.  55. 

Als  ein  Vorläufer  der  d'Alemhert' sehen  Arbeit  ist  ein  Werk  von  Clairaut, 
Theorie  de  la  figure  de  la  terre,  tiree  des  principes  de  l'hydrostatique  (Paris 
1743)  zu  erwähnen,  in  welchem  die  Bedingung,  dass  der  Wert  des  Integrals 
JPdx-\-  Qdy  vom  Integrationswege  unabhängig  sei,   nämlich   die  Bedingung 

ö — ^ö"^!  abgeleitet  ist.  Vgl.  eine  zweite  Abhandlung  von  Stachel  zur  Ge- 
schichte der  Funktionentheorie  im  18.  Jahrhundert,  wo  der  hydrodynamische 
Ursprung  dieser  Differentialgleichungen  näher  erörtert  ist;  Bibl.  math.  (3)  2 
(1901),  p.  111. 
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Punkte  :3q,  f{iv)  im  Punkte  Wq  analytiseli,  und  sei  iv  =  <p{ß),  dann 
wird  fiw)j  als  Funktion  von  8  betrachtet,  im  Punkte  Zq  analytiseli 
sein  ^^). 

3.  Der  Caucliy'sclie  Integralsatz;  das  Residuum.  Einer  der 
wichtigsten  Sätze  der  Funktionentheorie  ist  der  sogenannte  Caucliy'sclie 
Integralsatz ^^):  Ist  die  Funktion  /'(^)  in  T  analytisch  und  wird  das 
Integral  /  f(z)  dz  längs  der  n  Begrenzungskurven  C^,  .  .  .,  C„  eines 
beliebigen  T^'  erstreckt,  so  hat  das  Integral  den  Wert  0: 

ff{z)dz  =  0. 
c 

Der  ursprüngliche  Cauchi/sche  Beweis,  welcher  mittelst  der  Variations- 
rechnung geführt  wurde,  ist  von  Falk  streng  gemacht  worden^*). 
Ein  zweiter  Beweis   stützt   sich  auf  den  Satz  der  Integralrechnung^-'') 


12)  Dieser  Satz  ist  gleichbedeutend  mit  dem  Satz  der  Potentialtheorie:  Es 

sei  u  eine  Lösung  der  iap/ace'schen  Differentialgleichung  Au  =  y^-^A--^ — i  =  0 

in  einem  Bereich  T;  führt  man  dann    isothermische  Koordinaten   |  :=  x{^,  2/), 

7j  =  (a(.x,  v)  ein,  wo  Ai  =  0  ,    -— ^ ---? ,    -„— =  —  7-—,    so    wird    auch    u   der 
'  ^  '  -//  '         ^   dx      dy      oy  dx 

Laplace'ächen  Gleichung    -^^  -(-  ^— ^  =  0    genügen. 

Der  Satz  wird  zuweilen  wie  folgt  ausgesprochen:  Eine  analytische  Funk- 
tion einer  analytischen  Funktion  ist  wieder  eine  analytische  Funktion.  Ge- 
nauere Formulierung  bei  BurJchardt;  vgl.  Nr.  13. 

13)  Cauchy ,  Memoire  sur  les  integrales  definies,  prises  pntre  des  limites 
imaginaires,  Paris  1825;  wieder  abgedruckt  in  Darb.  Bull.  7  (1874),  p.  265  und 
8  (1875),  p.  43  und  148.  Der  Satz  ist  hier  etwas  anders  formuliert  und  dient 
noch  nicht  zu  den  Zwecken  einer  allgemeinen  Theorie  der  Funktionen;  erst  in 
den  vierziger  Jahren  erscheint  er  im  gegenwärtigen  Lichte;  vgl.  Brill  u.  Noether, 
p.  172,  Nr.  18  u.  p.l81,  Nr.  25.  —  C.Jordan,  Cours  d'anal.  1,  2.  Aufl.,  §  196.  Jordan 
definiert  das  komplexe  Integral  und  beweist  den  Integralsatz  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  der  Integrationsweg  resp.  die  Begrenzungskurven  Cj ,  . . . ,  C^  von 
2"  bloss  rektifizierbar  sind.    Vgl.  auch  Ä.  Pringsheim,  Münch.  Ber.  25  (1895),  p.  64. 

Dem  Integralsatz  waren  Untersuchungen  von  Cauchy  über  Integration 
durch  imaginäres  Gebiet  vorausgegangen;  vgl.  Monographieen,  Cauchy,  (1).  Der 
dritte  Gauss'sche  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  (1816)  beruht  auch 
auf  dem  Verhalten  eines  Doppelintegrals  bei  Vertauschung  der  Integrationsfolge. 
Vgl.  den  Bericht  von  Brill  und  Noether,  p.  157,  sowie  den  Brief  von  Gauss  an 
Bessel  ^**). 

Wegen  Integration  durch  imaginäres  Gebiet  vgl.  StücJccl,  Bibl.  math.  (3)  1 
(1900),  p.  109.  Vor  Cauchy  waren  schon  auf  formalem  Wege  manche  Integra- 
tionsformeln gewonnen;  vgl.  unten. 

14)  Cauchy,  ibid.;  Falk,  Darb.  Bull.  (2)  7  (1883),  p.  137. 

15)  Cauchy,  Par.  C.  R.  23   (1846),  p.  251;    B.  Biemann,   Gott.  Diss.   1851 
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(II  A  2,  Nr. 45):  Sind  P,  Q,  ^,  ||  in  T  eindeutige  und  stetige  Funk- 

tionen  von  x,  y  und  ist  -^  =  ~ ,  so  hat  das  Integral  j  Fdx-\-  Qdy, 

längs  der  Begrenzung  C^,  . ..,  C^^  eines  beliebigen  T^  erstreckt,  den 
Wert  0: 

fPdx-i-  Qdy  =  0. 
h 

Noch  einen  dritten  Beweis  hat  E.  Goursat^^)  gegeben  und  später  in 
der  Weise  ergänzt,  dass  bloss  die  Existenz,  nicht  aber  die  Stetigkeit 
der  Ableitung  vorausgesetzt  wird. 

Der  Integralsatz  gilt  noch  unter  der  Voraussetzung,  dass  f(z)  in 
einem  Bereich  B  eindeutig  und  stetig  und  innerhalb  B  analytisch  ist, 
wobei  dann  das  Integral  selbst  längs  der  Begrenzung  C  von  B  er- 
streckt werden  darf  (Beweis   etwa  durch   Grenzübergang^^)).  —  Aus 

z 

dem  Integralsatz  ergiebt  sich,  dass  das  Integral   /  f{£)  dz ,  längs  eines 

in  einem  T^'  gelegenen  Weges  erstreckt,  eine  in  T^  eindeutige  und 
analytische  Funktion  von  z  darstellt  ^^).  —  Der  Integralsatz  lässt  auch 
eine  LFmkehrung  zu:  Ist  f{z)  in  T  eindeutig  und  stetig  und  ver- 
schwindet I  f(z)dz ,  was  auch  immer  für  ein  Bereich  1\'  angenommen 

c 
werden  möge,  so  ist  f(2)  in  T  analytisch^"). 


=  Werke,  p.  3;  Picard,  Tr.  d'anal.  1,  p.  73;  2,  p.  4;  A.  Pringsheim  a.  a.  0.  p.  39; 
M.  Bocher,  N.  Y.  Bull.  (2)  2  (1896),  p.  14G. 

16)  Acta  Math.  4  (1884),  p.  197;  Bull.  Am.  Math.  Soc.  (2)  5  (1899),  p.  427; 
Amer.  Trans.  1  (1900),  p.  14. 

17)  H.  A.  Schwarz,  Zur.  Viert.  15  (1870),  p.  113  ==  Werke  2,  p.  174;  vgl. 
Stolz,  Diff.-  u.  Int.-Rechn.  2,  p.  217.  Der  Beweis  bedarf  einer  Ergänzung,  da  der 
Fall,  wo  die  Randkurve  durch  eine  Parallele  zur  x-  resp.  y-Achse  unendlich  oft 
geschnitten  wird,  nicht  erledigt  ist;  vgl.  A.  Pringsheim,  Amer.  Trans.  2  (1901). 

18)  Diesen  Satz  spricht  Gauss,  nachdem  er  den  Begriff  des  zwischen  kom- 
plexen Grenzen  erstreckten  Integrals  erklärt  hat,  in  einem  Brief  an  Bessel  vom 
18.  Dez.  1811  aus,   ohne  jedoch  den  analytischen  Charakter  der  Funktionen  zu 

X 

/dx 
—^  -|-  (7, 

1 
dass  die  Definitionen  einer  Funktion   einer  reellen  Variabein  in   verschiedenen 

Intervallen  der  reellen  Achse  nicht  unabhängig  von  einander  getroffen  werden 
dürfen,  falls  der  stetigen  Fortsetzung  derselben  durch  das  Imaginäre  nicht  Ab- 
bruch gethan  werden  soll  (Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Bessel,  Leipzig 
1880,  p.  157  =  Werke  8,  p.  90). 

19)  G.  Morera,  Lomb.  Rend.  (2)  19  (1886),  p.  304.    Vgl.  ferner  Osgood  "). 
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Mittelst  des  Integralsatzes  lassen  sich  eine  grosse  Anzahl  reeller 
bestimmter  Integrale  auswerten  (II  A  3)  (man  vgl.  die  gebräuchlichen 
Lehrbücher).  In  der  That  bildete  das  Bestreben,  die  auf  formalem 
Rechnen  mit  imaginären  Grössen  beruhende  Auswertung  solcher  Inte- 
grale durch  strenge  Methoden  zu  begründen,  den  Ausgangspunkt  für 
Caucliy's  erste  Untersuchungen  auf  dem  Gebiet  der  Funktionentheorie  ^). 
Auch  für  den  Residuenkalkül,  dessen  Anfänge  man  bereits  in  jener 
Abhandlung  vom  Jahre  1814  über  bestimmte  Integrale  erblickt,  bildet 
der  Integralsatz  die  eigentliche  Grundlage.  Unter  dem  Residuum  der 
Funktion  f^z)  im  Punkte  a  versteht  man  den  Wert  des  Integrals 
- — .jf{z)dz,   welches    längs    einer    den    Punkt    a    umschliessenden 

G 

Kurve  C  in  der  positiven  Richtung  erstreckt  wird.  Dabei  soll  f{z) 
in  der  Umgebung  von  a  mit  Ausnahme  des  Punktes  a  selbst  analy- 
tisch sein.  Das  Residuum  im  Punkte  a  lässt  sich  auch  als  der  Koeffi- 
zient des  Termes  (z  —  a)~^  in  der  Entwicklung  nach  ganzen  Potenzen 
von  z  —  a  (Nr.  9)  erklären ^^).  Es  besteht  der  Satz:  Ist  f{z)  in  jedem 
Punkte  von  T  mit  Ausnahme  gewisser  isolierter  Punkte  z^,  z^,  .  .  . 
eindeutig  und  analytisch  und  liegt  keiner  dieser  Punkte  auf  der  Be- 
grenzung  eines    T„',    so    ist  der   Wert   von  - — :  /  f{z)  dz,  längs   des 

c 
Randes  von  T/  in  der  positiven  Richtung  erstreckt,  gleich  der  Summe 
der    Residuen    von    f{z)    in    den    innerhalb    T^    gelegenen    Punkten 
Zi,...,z^.    Weiteres  über  das  Residuum  und  Verwandtes  findet  sich 
in  Nr.  4,  7,  9. 

4.    Die  Cauchy'sclie  Integralformel;  isolierte  singulare  Punkte. 

Weitere  Eigenschaften  der  analytischen  Funktionen  werden  mit  Hülfe 
einer  expliciten  Darstellung  derselben  abgeleitet.  Cauchy  hat  zwei 
solche  Formeln  gegeben,  die  sogenannte  Cauchy 'sehe  Integralformel 
und  die  Cauchy- Taylor  sehe  Reihe  (Nr,  7).  Auf  diesen  Formeln  lässt 
sich  die  ganze  Funktionentheorie  aufbauen.    Die  Integral formeP^):  Ist 


20)  Vgl.  Mem.  sur  les  integrales  definies  (1814),  Par.  sav.  [^tr.]  1  (1825), 
p.  599  =  Werke  (1)  1,  p.  319;  sowie  die  Schrift  ^^^ 

21)  Cauchy,  Exerc.  de  math.  1,  Paris  1826,  p.  11.  —  Die  erste  im  Text  ge- 
gebene Definition  hat  den  Vorteil,  dass  sie  sich  auf  den  Fall  des  Punktes  z==(X> 
(Nr.  8),  sowie  eines  Verzweigungspunktes  endlicher  Ordnung  (Nr.  11)  unmittel- 
bar ausdehnen  lässt. 

22)  Cauchy,  Turiner  Abhandlung  vom  Jahre  1831  ==  Exerc.  d'anal.  2  (1841), 
p.  52;  strenge  Ausführung  des  Cauchy'schen  Beweises  bei  Stolz,  Diff-.  u.  Int.- 
Rechn.  2,  p.  248,  Nr.  9.  Der  bekannte  Beweis  stammt  wohl  von  Biemann  her;  vgl. 
Hoch,  Zeitschr.  Math.  Phys.  8  (18G3),  p.  24. 

In  späteren  Noten  (vgl.  z.  B.  Par.  C.  R.  32  (1851),  p.  207)  bezeichnete  Cauchy 
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fiß)  in  T  analytisch,  so  lässt  sich  der  Wert  von  f{ß)  in  einem  be- 
liebigen innern  Punkte  eines  T^  mittelst  der  Werte  f{t),  welche  f{z) 
auf  dem  Rande  C^,  .  .  .,  C^  von  T^'  annimmt,  durch  die  Formel  aus- 
drücken ^^) : 

f^'->==2^ij  7=7' 

c 

Diese  Formel  entspricht  der  Formel  der  Potentialtheorie  (It  A  7  b, 
Nr.  18): 

c 

wo  G  die  Greeti'sche  Funktion  von  T^',  u  (t)  den  Wert  von  u  (x,  y) 
auf  dem  Rande  bedeutet,  und  leistet  für  die  Funktionentheorie  auch 
ähnliche  Dienste. 

Die  Ableitung  von  f{z)  wird  durch  die  Formel 

'f{t)dt 


f'^')  =  i^ij 


{t-zf 


dargestellt  und  erweist  sich   somit  auch   als   eine   in    T   stetige    und 
sogar  noch  analytische  Funktion  von  3.     Allgemein  ist^^) 


{t  —  Z) 

C       ^  ' 

\p-\z^\^n\Mi-^,      wo       \f{z)\<^M,     \z  —  z^\=^r. 

Die  reellen  Funktionen  m,  v  besitzen  in  T  stetige  Ableitungen  aller 
Ordnungen  und  genügen  nebst  denselben  der  iapZace'schen  Differen- 
tialgleichung ^s)  (II  A  7  b,  Nr.  2): 

n 
das  Integral  /  f(re^f\ä(p  als  „moyenne  isotropique" ;  vgl.  den  (?at<ss'sclien 

—  71 

„Satz  vom  arithmetischen  Mittel"  (II A  7  b,  Nr.  13). 

23)  Zur  Bestimmung  des  Integrals  ist  die  Kenntnis  der  Funktionswerte  in 
allen  Punkten  von  C,  also  in  einer  nicht  abzahlbaren  Punktmenge,  nicht  erfor- 
derlich; es  genügt,  diese  Werte  in  einer  abzahlbaren  überall  dicht  auf  C  ge- 
legenen Punktmenge  zu  wissen;  vergl.  Nr.  13. 

24)  Cauchy,  Exerc.  d'anal.  2  (1842),  p.  51,  53. 

25)  Stäckel  sagt  in  der  letzten  unter  ^')  citierten  Abhandlung,  p.  117:  „Zum 
ersten  Mal  scheint  diese  Gleichung  in  dem  ersten,  1761  erschienenen  Bande  der 
Opuscules  mathematiques  von  d'Alemhert  aufzutreten,  der  in  der  Abhandlung: 
Recherches  sur  les  vibrations  des  cordes  sonores  (Bd.  1,  p.  11)  sagt,  bei  anderen 
als  den  üblichen  Annahmen  über  die  Kräfte  komme  man  für  die  schwingende 
Seite  zu  der  Differentialgleichung 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     II  2.  2 
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Diese  Funktionen  sind  überdies  analytische  Funktionen  der  beiden 
unabhängigen  Veränderlichen  x^  y  (Nr.  40). 

Ist  fiß)  in  jedem  Punkte  z  der  Umgebung  des  Punktes  a,  höch- 
stens mit  Ausnahme  des  Punktes  s  =  a  selbst,  analytisch;  bleibt  f{z) 
ferner  in  diesem  Bereiche  endlich,  so  ist  f{z)  auch  im  Punkte  a  ana- 
lytisch, wofern  von  einer  durch  Abänderung  des  Wertes  von  f{z)  im 
Punkte  z  =  a  hebbaren  Unstetigkeit  abgesehen  wird^*').  Hört  f{z) 
also  in  einem  isolierten  Punkte  a  auf,  analytisch  zu  sein,  ohne  in 
a  eine  hebbare  Unstetigkeit  zu  haben,  so  muss  |  f{z)  \  eine  beliebige 
positive  Grösse  G  mindestens  in  einem  Punkte  der  Umgebung  von 
a  übersteigen.     Man    unterscheidet  zwei  Fälle:    a)  ist  lim /'(^;)  ==  oo , 

SO  dass  also  die  Funktion  F(/)==l/f{z),  ^=|=a;  F{a)  =  0,  in  a 
analytisch  ist,  so  heisst  a  ein  Pol  von  f{z)  {Briot  u.  Bouquet)  oder 
eine  ausserwesentliche  singulare  Stelle  (Weierstrass^'^)) :,  b)  ist  dagegen 
diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  und  liegt  keine  hebbare  Unstetigkeit 
vor,  so  heisst  a  eine  ivesentliche  singulare  Stelle  der  Funktion  ^^).  In 
der  Nähe   einer    isolierten  wesentlichen    singulären  Stelle  kommt   die 


dt'''       dx^' 
der  durch 

y  =  cp{x  +  y^l  0  +  A  (o:  -  "j/- 1  t) 

genügt   werde."     Bei   Lagrange,  Mise.  Taur.  3  (1762—65),  p. '205  =  Oeuvres,  1 
p.  498,  erscheint  der  Satz  als  bekannt. 

26)  Biemann,  Diss.  ^^)  §  12.  Einen  s.  Z.  nicht  veröffentlichten  Beweis  dieses 
Satzes  hatte  Weierstrass  1841  gefunden;  Werke  1  (1894),  p.  63.  Vgl.  auch  "). 
Ein  unrichtiger  Beweis  des  Satzes  erschien  wohl  zuerst  in  der  zweiten  Auflage 
des  Dwre^e'schen  Werkes  über  Funktionentheorie  (1873,  p.  112)  und  ist  von  spä- 
teren Autoren  {Biermann,  Ilarnack,  Forsyih)  weiter  publiziert.  In  der  ersten 
Auflage  jenes  Werkes  findet  sich  ein  strenger  elementarer  Beweis,  der  vielleicht 
von  Biemann  herrührt.  O.  Holder  hat  auch  einen  Beweis  des  Satzes  gegeben: 
Math.  Ann.  20  (1882),  p.  138;  vgl.  ferner  Osgood,  N.  Y.  Bull.  (2)  2  (1896),  p.  296. 

Ist  f{z)  in  T  eindeutig  und  stetig  und  bis  auf  die  Punkte  einer  endlichen 
Anzahl  regulärer  Kurven  überall  analytisch,  so  ist  f{z)  ausnahmslos  analytisch 
in  T;  vgl.  etwa  Harnadc,  Diff.-  u.  Int.-Rechn.  1881,  p.  369.  Der  Satz  lässt  sich 
aber  nicht  dadurch  verallgemeinern,  dass  man  an  Stelle  der  Kurven  eine  be- 
liebige Punktmenge  vom  Inhalt  null  setzt;  der  erste  von  Chessin,  Par.  C.  R. 
128  (1899),  p.  605,  ausgesprochene  Satz  ist  falsch. 

27)  Weierstrass,  Berl.  Abb.  1876,  p.  11,  §  1  =  Werke  2,  p.  77,  §  1.  All- 
gemein bezeichnet  man  jeden  Begrenzungspunkt  des  Definitionsbereichs  einer 
eindeutigen  Funktion,  der  kein  Pol  der  Funktion  ist,  als  eine  wesentliche  singu- 
lare Stelle;  vgl.  ferner  Nr.  13. 
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Funktion  jedem  vorgegebenen  Werte  beliebig  nalie^^).  —  Ist  f{z)  in 
jedem  Punkte  der  Ebene  analytisch  und  bleibt  ]  f{z)  \  stets  unterhalb 
einer  festen  Grösse  G,  so   ist  ({z)   eine  Konstante  ^^). 

5.  Die  konforme  Abbildung  im  Kleinen.  Ist  2q  ein  Punkt,  in 
welchem  iv  =f{z)  analytisch  ist  und  f'(z)  nicht  verschwindet,  so  ist 
umgekehrt  z  eine  analytische  Funktion  von  tu.     Die  Gleichungen 

lassen  sich  nämlich,   da   die   Ableitungen  >,— ,  ^    ,  tt- ,  t^-  stetig  sind 
'  ^       ex'  cy     cx^  cy  " 

und  die  Jaco&i 'sehe  Determinante 


ir(^) 


du      du 
dx      dy 

dv       dv 
dx      cy 

im  Punkte  {Xq,  y^)   nicht  verschwindet,   eindeutig   nach  u,  v  auflösen 
und  es  bestehen  zwischen  den  stetigen  Ableitungen  die  Beziehungen^"): 

dx dy  dx dy 

du       dv '  dv  dit 

Denkt  man  sich  die  Werte  der  Funktion  iv  =  f{z)  in  einer 
zweiten  (der  tv-)  Ebene  aufgetragen,  und  ist  f{z)  im  Punkte  z  =  a 
analytisch  und  f  (o)  ^  0,  so  wird  die  Umgebung  des  Punktes  a  ein- 


28)  Satz  von  Weierstrass  -')  §  8.  —  Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes,  wo 
a  der  Punkt  2  =  oo  (Nr.  8)  ist  und  die  Funktion  keine  Singularitäten  im  End- 
lichen hat,  war  bereits  Briot  u.  Bouquet  (1:  Aufl.  §  38;  unrichtige  Formulierung) 
bekannt.     Der  Satz   ist  von  Picard  verschärft,  Nr.  29. 

29)  Cauchy,  Par.  C.  R.  19  (1844),  p.  1377.  Der  Satz  wird  auch  LiouviUe 
zugeschrieben.  Painleve  hat  folgenden  Satz  gefunden  und  bewiesen  (Par.  these 
1887  =  Toulouse  Ann.  2  (1888),  p.  18):  Die  Funktion  f{z)  sei  analytisch  in 
jedem  Innern  Punkte  eines  durch  zwei  Gerade  OÄ,  OB  begrenzten  Bereiches 
und  bleibe  endlich,  wenn  z  längs  irgend  einer  Kurve  ins  Unendliche  rückt, 
welche  in  einem  durch  zwei  Gerade  OA^,  OB^  begrenzten,  innerhalb  des  ersten 
gelegenen  Bereiche  verläuft.  Dann  konvergiert  f  (z)  und  somit  auch  jede  höhere 
Ableitung  gegen  0,  wenn  z  längs  einer  solchen  Kurve  ins  Unendliche  rückt. 

30)  Jordan,  Cours  d'anal.  1,  2.  Aufl.,  §  191.  Der  Beweis  stützt  sich  auf  die 
Existenzsätze  für  reelle  implicite  Funktionen;  diese  Sätze  sind  eine  unmittelbare 
Folge  des  Existenztheorems  für  die  Lösung  eines  Systems  totaler  Differential- 
gleichungen (IIA  4  a,  Nr.  12);  sie  sind  zuerst  von  U.  Dini  direkt  bewiesen:  Ana- 
lisi  infinitesimale  1,  p.  162  (lith.)  Pisa  1877/78.  Der  Dmi'sche  Beweis  ist  zu- 
erst von  Pmwo-Gmocc/»,  Calcolo  diiferenziale,  Turin  1884,  Nr.  110—123;  deutsche 
Übersetzung  von  Bohlmann  und  Schepp,  Leipzig  1899,  gedruckt  worden.  C.Jordan 
hat  denselben  reproduziert:  Cours  d'anal.  3,  1.  Aufl.  1887,  p.  583  =  1,  2.  Aufl. 
J893,  p.  80. 

2*' 
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eindeutig  und  stetig  (mit  stetigen  ersten  Ableitungen)  auf  die  Um- 
gebung des  Punktes  h  ==  f(a)  bezogen.  Schneiden  sich  zwei  Kurven 
der  ;S?- Ebene  in  einem  Punkte  Zq  der  Umgebung  von  a,  so  werden 
sich  die  entsprechenden  Kurven  der  w- Ebene  in  einem  Punkte  iVq 
der  Umgebung  von  h  schneiden  und  zwar  unter  gleichem  Winkel. 
Die  Umgebung  von  a  wird  somit  auf  die  Umgebung  von  h  konform 
abgebildet  ^^) ;  das  Ahnlichkeitsverhältnis  der  konformen  Abbildung  im 
Punkte  2  =  3q  ist  gleich  |/*'(^o)l-  ^^^®i  Bereiche  T,  T*  heissen  kon- 
form auf  einander  abgebildet,  wenn  eine  ein-eindeutige  Beziehung 
zwischen  ihren  Punkten  besteht,  während  die  Umgebungen  je  zweier 
entsprechender  Punkte  stets  konform  auf  einander  abgebildet  werden 
(III  D  6).  —  Umgekehrt  wird  durch  die  konforme  Abbildung  zweier 
Bereiche  auf  einander  eine  analytische  Funktion  definiert;  vgl.  Nr.  19. 

6.  Gleichmässige  Konvergenz.  Die  Funktion  s(^,  a)  möge  für 
jeden  Wert  des  reellen  oder  komplexen  Parameters  a,  welcher  einer 
gegebenen  Punktmenge  mit  HäufungssteUe  ä  (insbesondere  kann 
u  =  oo  sein;  Nr.  8)  zugehört,  und  für  jeden  Wert  0  eines  Bereiches 
T  resp.  B  eindeutig  erklärt  sein.  Man  sagt:  die  Funktion  s(^,  a) 
konvergiert  in  T  resp.  B  gleichmässig  gegen  einen  Grenzwert,  wenn 
a  gegen  ä  konvergiert,  falls  sich  nach  Annahme  einer  beliebigen 
positiven  Grösse  s  die  Existenz  einer  zweiten  von  z  unabhängigen 
positiven  Grösse  b  (resp.  G,  im  Falle  ^  =  cc)  nachweisen  lässt,  der- 
gestalt, dass  für  alle  Werte  der  «-Menge,  die  an  die  Bedingung 
|a  —  ä|<^,  |a'  —  ä!<(^  (resp.  \a\>  G,  |  «'  |  >  6^)  geknüpft  sind, 
und  für  einen  beliebigen  Punkt  z  von  T  resp.  B,     , ' 

\s{z,a)  —  s {z,  «')!<£ 

ist.     Eine    unendliche   Reihe  heisst   sonach  gleichmässig   konvergent, 

wenn  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  s^{z)  {a  =  n,  ü  =  oo,    G  =  m) 
gleichmässig^^)  konvergiert: 

I  Sn+piß)  —  Sniz)  I  <  £,     n>m,  i9  =  1,  2,  .  .  . 


31)  Lagrange,  Kartenprojektion  i^);  Gauss,  Astronomische  Abh.,  Heft  3  (1825), 
p.  1  =  Werke  4,  p.  189  =  Ostwald,  Klassiker,  Nr.  55.  Die  Bezeichnung  hon- 
form ist  von  Gauss  eingeführt,  Gott.  Abh.  2  (1844),  p.  4  =  Werke  4,  p.  262. 

32)  Weierstrass,  Berl.  Ber.,  12.  Aug.  1880  =  Werke  2,  p.  202;  sowie 
Werke  1,  p.  67  (Abhandlung  aus  dem  Jahre  1841).  —  Eine  andere  Defi- 
nition der  gleichmässigen  Konvergenz  hat  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen 
gegeben ,  wonach  s  {z,  a)  in  einem  Punkte  z  =  z^  von  T  gleichmässig  konver- 
gieren soll,  wenn  a  gegen  ä  konvergiert,  falls  in  einer  gewissen  Umgehung  des 
Punktes  z^,  die  Bedingungen  der  im  Text  gegebenen  Definition  erfüllt  sind. 
Nach   dieser  letzten  Definition   konvergiert  insbes.   eine   Potenzreihe    innerhalb 
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Satz.  Ist  s(z,a)  für  jeden  der  «-Menge  zugehörigen  Wert  von 
a  eine  in  T  analytische  Funktion  von  z  und  konvergiert  s  {z,  a)  in 
jedem  T^  gleichmässig,  wenn  a  gegen  ä  konvergiert,  so  ist  der 
Grenzwert  F  {z)  von  s  {Zy  a)  ebenfalls  in  T  analytisch  und  es  ist 


I F(z)dz  =  lim  ls{z,  a)dz, 

F  (z)  =  lim  — -^---^  • 
^  ^        -      dz 


Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  es  sich  nur  um  eigentliche  Integrale 
handelt.  Die  Funktion  cs(z,  a)/dz  konvergiert  ebenfalls  gleichmässig 
in  jedem  T^'.  —  Konvergiert  insbesondere  die  Reihe 

deren  Glieder  sämtlich  in  T  analytische  Funktionen  sind,  in  jedem 
Ti  gleichmässig,  so  ist  der  Wert  derselben  F(z)  eine  in  T  analy- 
tische Funktion  und  die  Reihe  lässt  sich  gliedweise  integrieren 
und  differenziieren.  Dieser  Reihensatz  gehört  zu  den  frühesten 
Entdeckungen  Weierstrass's^^),  der  überhaupt  die  Bedeutung  der 
gleichmässigen  Konvergenz  als  ein  Hülfsmittel  für  analytische  Unter- 
suchungen zuerst  erkannte  und  sich  dieser  Methode  prinzipiell  be- 
diente.    Die  wichtigste    derartige  Reihe   ist   die  Potenzreihe  ^a^z", 

n  =  0 

welche  in  jedem   I\'   des  Innern    ihres   Konvergeuzkreises  T   gleich- 


ihres  Konvergenzkreises  stets  gleichmässig;  nacli  der  ersten  Definition  ist  dies 
im  allgemeinen  nicht  der  Fall.  —  Vgl.  übrigens  II  Al,  Nr.  16, 17. 

Abel  hat  zuerst  bewiesen,  dass  eine  Potenzreihe  eine  stetige  Funktion  dar- 
stellt, indem  er  den  Rest  der  Reihe  gleichmässig  abschätzte;  J.  f.  Math.  1 
(1826),  p.  311. 

33)  Weierstrass^^);  Beweis  mittelst  der  Potenzreihen.  Nachdem  HarnacJc 
durch  die  Methoden  der  Potentialtheorie  den  ersten  der  beiden  (II A  7  b,  Nr.  30) 
angeführten  Sätze  bewiesen  hatte,  bewies  Painleve  in  ähnlicher  Weise  durch 
Integration  den  obigen  Reihensatz;  These,  Paris  1887  ==  Toul.  Ann.  2  (1888), 
p.  Bll;  Burkhardt,  Anal.  Funkt,  p.  138.  Der  Satz  des  Textes  ist  eine  Verall- 
gemeinerung dieses  Reihensatzes. 

Ein  Beispiel  einer  ungleichmässig  konvergenten  Reihe,  deren  Glieder  ganze 
rationale  Funktionen  von  2  sind  und  die  eine  allenthalben  analytische  Funktion 
(nämlich  die  Null)  darstellt,  ist  von  Bunge  gegeben  worden:  Acta  math.  6  (1885), 
p.  245.  —  Die  in  der  Praxis  vorkommenden  Reihen  (oder  allgemeiner:  Funk- 
tionen s{z,a))  konvergieren  häufig  in  einem  Bereich  T  ungleichmässig;  meines 
Wissens  ist  jedoch  keine  solche  Reihe  bekannt,  die  in  jedem  Punkte  eines  Be- 
reiches T  konvergierte,  ohne  in  einem  beliebigen  T'  gleichmässig  zu  kon- 
vergieren. 
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massig   konvergiert  und   somit    eine    analytische  Funktion  f(^z)   deß.- 
niert^^).     Dabei  ist  a^  =  fi^) (p) / nl 

Das  eigentliche  bestimmte  Integral 


fm,^)cH 


stellt  eine  analytische  Funktion  JF'(^)  von  2  dar,  falls  für  jeden 
Punkt  2;  des  Integrationsweges  f(^,  z)  eine  in  ein  und  demselben 
Bereich  T  analytische  Funktion  von  3  ist,  welche  als  Funktion  der 
unabhängigen  Variabein  (t,,  z)  betrachtet  stetig  ist;  und  es  ist 

z  b  z 

fF{i)dz=fdiff{t,z)dz, 


F\z)-f^l^äi. 


Dabei  braucht  f{t,,  z)  keine  analytische  Funktion  von  ^  zu  sein. 

Die  Hauptsätze  dieses  Paragraphen  sind  von  Ch.  J.  de  la  Vallee- 
Poussin^^)  zusammengefasst  und  in  einfacher  Weise  bewiesen  worden. 

7.    Die  Cauchy-Taylor'sclie  Reihe,  nebst  Anwendungen.     Aus 

dem  Cauchy^schen  Integralsatz  wird  ferner  die  Cauchy- Taylor' sehe 
Heihe^^)  abgeleitet.  Sei  f{z)  in  T  analytisch  und  sei  Zq  ein  beliebiger 
Punkt  von  T  (man  beachte  jedoch,  dass  alle  Punkte  von  T  innere 
Punkte  sind  (Nr.  1));  bezeichnet  man  dann  mit  M  den  Radius  des 
grössten  Kreises  mit  Mittelpunkt  Zq,  dessen  innere  Punkte  sämtlich 
Punkte  von  T  sind,  so  lässt  sich  f{z)  für  alle  inneren  Punkte  z  dieses 
Kreises  durch  die  Potenzreihe 

m  =  Ja„  (^  -  ^oY,  ein  =  /■(«)  (z,)/n\ 

71=0 

darstellen.  Ein  besonderer  Fall  ist  der,  dass  f(z)  in  jedem  Punkte 
der  Ebene  analytisch  ist.  f\z)  wird  dann  in  ihrem  Gesamtverlauf  durch 
eine    beständig  konvergente   Potenzreihe    dargestellt    und    heisst  eine 

34)  Briot  et  Bouquet,  1.  Aufl.,  eh.  2. 

35)  Brux.  Ann.  Soc.  Scient.  17  (1892—93),  p.  323. 

36)  Turiner  Abhandlung  1831,  vgl.  Monographieen ;  Gazette  de  Piemont, 
22.  Sept.  1832;  Brief  an  Coriolis,  l'ar.  C.  R.  4  (1837),  p.  216;  Exerc.  d'anal.  1 
(1841),  p.  31;  2  (1841),  p.  52.  0.  Bonnet  (Brux.  mem.  cour.  23  (1849),  p.  94); 
C.  Neumann  (das  Dirichlet'sche  Prinzip,  Leipzig  1865,  p.  9)  und  Harnack  (Math. 
Ann.  21  (1883),  p.  305)  haben  den  lieihensatz  aus  den  Cauchy-Riemann'schen 
Differentialgleichungen  mittelst  der  Fourier'schen  Reihen  abgeleitet.  Die  Ge- 
schichte des  Taylor'schen  Lehrsatzes  ist  von  A.  Pringsheim  eingehend  behan- 
delt worden;  Bibl.  math.  (3)  1  (1900),  p.  433. 
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ganze  (rationale  oder  transcendente)  Funktion.  Ist  M  der  grösste 
Wert  von  j/'(^)j  auf  dem  Kreise  \z  —  BQ\=r<iB,,  so  ist^'^) 

|a,J^  iltfr-»^. 

Für  den  Rest  der  Reihe  gilt  die  Formel  ^^'^) 

n  =  m  i  \  '    /      \  '   / 

wodurch  dann  der  Fehler  beim  Gebrauch  einer  endlichen  Anzahl  von 
Gliedern  abgeschätzt  werden  kann. 

00 

Ist   der   wahre  ^^)    Konvergenzkreis    der   Potenzreihe  ^a„^"    ein 

endlicher,  so  lässt  sich  die  so  definierte  Funktion  ausserhalb  dieses 
Kreises  nicht  so  erklären,  dass  sie  sich  in  jedem  Punkte  der  Be- 
grenzung desselben  analytisch  verhält.  —  Eine  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung,  dass  die  in  T  analytische  Funktion  f{z)  in  der 
Nähe  eines  Punktes  Zq  von  T  identisch  verschwindet,  besteht  darin,  dass 
/■(^o)  =  0,    /■W(^o)  =  0,        n=l,2,.... 

Die  Darstellung  von  f{z)  durch  die  Potenzreihe  ist  somit  eindeutig. 
Als  Bestimmungsstücke  einer  analytischen  Funktion  kann  man  also 
die  abzählbare  Wertemenge  der  Koeffizienten  einer  beliebigen  Potenz- 
reihe mit  nicht  verschwindendem  Konvergenzkreis  ansehen.  Diese 
Bestimmungsweise  legt  Weierstrass  zu  Grunde;  vgl.  unten  III.  — 
Verschwindet  f(z)  in  einem  Punkte  Zq  von  T,  ohne  identisch  Null  zu 
sein,  so  lässt  sich  f(z)  stets  in  der  Form 

f(z)  =  (z-z^Ycp{z) 

darstellen,  wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  und  q)  (z)  eine  in  Zq  analy- 
tische, dort  nicht  verschwindende  Funktion  bedeutet.  Ist  Zq  ein  Pol, 
so  gilt  eine  ähnliche  Darstellung: 

f(z)  =  (z-z,y-^(p(z). 


37)  Cauchy,  Turiner  Abh.  1831  =  Exerc.  d'anal.  2  (1841),  p.  53;  Weierstrass, 
s.  Z.  nicht  veröffentlichte  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1841,  Werke  1  (1894),  p.  59. 

37')  Cauchy  ^^.  Damit  eine  Reihe  zum  Zweck  des  Rechnens  brauchbar 
sei,  genügt  nicht  die  blosse  Konvergenz,  es  muss  auch  möglich  sein,  den  Fehler 
abzuschätzen,  den  man  begeht,  wenn  man  nur  die  ersten  n  Terme  derselben 
berücksichtigt.    Auf  solche  Abschätzungsformeln  legte  Cauchy  besonderes  Gewicht. 

38)  Unter  dem  wahren  Konvergenzkreis  (oder  einfach  Konvergenzkreis)  einer 
Potenzreihe  versteht  man  einen  Kreis,  für  dessen  innere  Punkte  die  Reihe  kon- 
vergiert und  für  dessen  äussere  Punkte  sie  divei'giert.  Die  Bezeichnung  rührt 
wohl  von  Weierstrass  her.  —  Dass  der  Konvergenzbereich  einer  Potenzreihe  aus 
dem  Innern  eines  Kreises  besteht,  hat  Abel^^  für  den  Fall  der  binomischen 
Reihe  gezeigt. 
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Der  Punkt  2q  heisst  ein  Nullpunkt  resp.  Pol  m^"  Ordnung  der 
Funktion.  Die  Nullpunkte  sowie  die  Pole  einer  analytischen  Funk- 
tion sind  also  isoliert  und  von  endlicher  ganzzahlisrer  Ordnuns.  — 
Bilden  die  Nullpunkte  von  f{2)  eine  Menge,  die  einen  Punkt  2q  von 
T  zur  Häufungsstelle  hat,  so  verschwindet  f{d)  zunächst  im  Innern 
des  Kreises  {Zq,  B),  dann  aber  im  ganzen  Bereiche  T  identisch ^^). 
Zwei  in  T  analytische  Funktionen  sind  daher  mit  einander  identisch, 
falls  ihre  Werte  in  den  Punkten  einer  solchen  Menge  überein- 
stimmen. —  Ist  fi^z)  in  T,  höchstens  mit  Ausnahme  von  Polen, 
analytisch,  so  kann  f{z)  in  einem  T„'  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Nullpunkten  und  Polen  haben;  es  gelten  die  Formeln: 

WO  1p (i),  cp{z)  in  T^'  analytisch  sind  und  cpiz)  dort  nicht  verschwindet. 
Vgl.  auch  Nr.  9. 

Sind  keine  Pole  in  T^  vorhanden  und  liegt  kein  Nullpunkt  auf 
der  Begrenzung  von  T^/,    so   erhält    man    die    Gesamtzahl    der  Null- 

punkte,  ^ccj  ,  indem  man  z  der  Reihe  nach  die  n  Begrenzungskurven 

des  Bereiches  T^  durchlaufen  lässt  und  auf  jeder  Kurve  den  Zuwachs 
Sj  des  stetig  sich  ändernden  Winkels   0  =  arc  tang  vju  der  Funktion 

n 

f{z)  =  u  -\-  vi  bestimmt  (vgl.  Nr.  2).    Der  Gesamtzuwachs  S  =  ^Sk 

k  =  \ 

1 

hat  den  Wert  2  tc  ^cc/  .     Liegen  Pole  von  f^z)  innerhalb  jT^',   so  ist 

S  =  27t  l  2 ccj —  2 ^j]-    Der  Winkel  0  ist  gleich  dem  Koeffizienten 

V=i  }=\.     J 

des  rein  imaginären  Teils  der  Funktion  log(i(  -f-  yi);  der  reelle  Teil 
dieser  Funktion  ist  eindeutig.  Der  Gesamtzuwachs  der  Funktion 
log/"(^)  beträgt  also,  wenn  z  die  n  Begrenzungskurven  durchläuft,  iS 
und  man  erhält  die  Formel 


39)  Es  handelt  sich  hier  um  die  analytische  Fortsetzung  im  tmeigentUchen 
Sinne.    Vgl.  Nr.  13.     Den  Satz  verdankt  man  Biemann,  Gott.  Diss.  *^). 

Ist  Zq  ein  Randpunkt  von  T,  so  braucht  f(z)  ja  nicht  identisch  zu  ver- 
schwinden. Besteht  die  Begrenzung  von  T  zum  Teil  aus  einer  beliebigen  Jor- 
dan'schen  Kurve  C  und  nähert  sich  f{z)  dem  Werte  Null,  wenn  z  gegen  einen 
beliebigen  Punkt  von  C  konvergiert,  so  verschwindet  f{z)  in  jedem  Funkte  von  T; 
Painleve,  Par.  These  1887  =  Toul.  Ann.  2  (1888),  p.  29. 
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iS  =fd  \ogf{z)  =/^f  d^  =  2;^^•(  J«;  -2\^  . 

Die  letzte  Gleichung  lässt  sich  mittels  des  Residuenkalkuls  (Nr.  3) 
sofort  hinschreiben.  Sie  gilt  auch  für  einen  Bereich  ST^'  einer  Rie- 
mawn'schen  Fläche  (Nr.  11 — 13). 

Eine    allgemeinere    Formel    erhält    man,    indem    man    noch   eine 
Funktion  (p^d)  in  Betracht  zieht,  die  in  T  analytisch  ist.    Es  ist  dann 

C  j  =  l  j  =  l 

Hat  f(2)  insbesondere  keinen  Pol  und  nur  einen  einfachen  Nullpunkt 
0/  in  T^',  und  setzt  man  (p(z)  =  z,  so  ergiebt  sich  die  Formel ^^*): 


V 


Eine  bemerkenswerte  Anwendung  des  Residuenkalkuls  auf  die 
Darstellung  der  ersten  n  Glieder  einer  unendlichen  Reihe  durch  ein 
bestimmtes  Integral  ist  von  Cauchy  gemacht  und  von  U.  Dini  weiter 
ausgebeutet  worden  ^^^). 

Mit  der  nach  Potenzen  von  2  fortschreitenden  Cauchy-Taylor'- 
schen  Reihe  ist  eine  zweite  nach  Potenzen  einer  linearen  Funktion 
von  z  fortschreitende  Entwicklung   der  Funktion  f{/)   eng  verwandt: 

m = «0  + «.  Ct$0  + «.  (^M-^^ + ■  ■  • ,     .*  -  ^  r + 0. 

Diese  Formel  ist  anwendbar,  wenn  f{z)  sich  im  Punkte  z^  analytisch 
verhält,  wo  az^  -\-  ß  =  0  ist.  Sowohl  Zq  als  z^,  wo  yz^  -\-  d  =  0 
ist,  dürfen  beliebige  Punkte  der  erweiterten  Ebene  (Nr.  8)  sein;  dabei 
versteht  man  z.  B.  unter  ^^  =  00  das  Verschwinden  des  Koeffi- 
zienten a.  Diese  Reihe  konvergiert  in  einem  Gebiete,  welches  von 
einem  Kreise  (insbes.  von  einer  Geraden)  begrenzt  ist,  z^^,  z^  zu  kon- 
jugierten Punkten  im  Sinne  der  Geometrie  der  reciproken  Radien  hat 
und  den  Punkt  Zq  enthält.  Das  grösste  derartige  Gebiet,  welches 
keinen  singulären  Punkt  der  Funktion  im  Innern  enthält,  bildet  den 
wahren  Konvergenzbereich  der  Reihe.  Dies  alles  beweist  man  mittelst 
der  linearen  Transformation  iv  =  {az  +  ß)l{yz  -\-  8). 


39»)  Turiner  Abh.  '«)  =  Exerc.  d'anal.  2,  p.  64. 

39^)  Cauchy,  Exerc.  de  math.  2  (1827),  p.  341  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  393; 
Picard,  Traite  2,  p.  167.  Auf  diese  Weise  leitete  Cauchy  die  Fourier'sche  Reihe 
ab;  die  Methode  ist  von  Dini,  Serie  di  Fourier,  u.  s.  w.,  Pisa  1880  (vgl.  insbes. 
p.  139 — 156)  noch  auf  andere  Reihenentwicklungen   ausgedehnt. 
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Wie  bei  den  Darstellungen  einer  reellen  Funktion  neben  der 
Fourier'schen  Reihe  noch  das  Fourier'sche  Integral  Platz  greift,  so 
kann  man  auch  hier  der  Cauchy-Taylor'schen  Reihe  eine  analoge 
Integraldarstellung  gegenüberstellen.  Die  Funktion  f(2)  sei  analy- 
tisch in  allen  Punkten  ^  =  x  -\-  iy,  wofür  x  ^Jc  ist,  der  Punkt 
^=00  eingeschlossen,  und  f(<x>)  sei  =  0  (Nr.  8).    Mittelst  der  Formel 


OD 


t 

0 


wo  V  reelle  positive  Werte  durchläuft  und  der  reelle  Teil  von  s  —  t 
negativ  ist,  wird  die  Cauchy'sche  Integralformel 


A-)  =  ^J 


f{t)dt 
"t  —  z 


umgeformt.  Diese  Formel  gilt  im  vorliegenden  Falle,  wenn  längs  der 
Geraden  z  ==li  von  —  00  i  bis  -\-  ooi  integriert  wird.  Es  ergiebt 
sich  durch  Vertauschung  der  Integrationsfolge  für  alle  Werte  von 
z  ==  X  -\-  iy,  wofür  X  <  Ic  ist,  die  Darstellung^^"): 

CO  CO 

0  — 00 

Eine  ähnliche  Verallgemeinerung  durch  lineare  Transformation 
von  z,  wie  im  Falle  der  Cauchy-Taylor'schen  Reihe,  ist  auch  hier 
möglich. 

8.  Der  Punkt  z  =  no.  Der  unendlich  ferne  Bereich  der  Zahlen- 
ebene wird  als  Punkt,  der  Punkt  ^  =  00  definiert,  indem  man  den 
eigentlichen  Punkten  der  Zahlenebene  noch  einen  idealen  Punkt,  den 
Punkt  z=oo,  adjungiert;  denn  für  die  Zwecke  der  Funktionen- 
theorie empfiehlt  es  sich,  an  der  Hand  der  Transformation  z  =  \/z 
das  Verhalten  einer  Funktion,  welche  allenthalben  ausserhalb  eines 
genügend  grossen  Kreises  mit  Mittelpunkt  £;  =  0  eindeutig  und 
analytisch  ist,  wenn  |  z  \  unendlich  wird,  mit  dem  Verhalten  der 
Funktion  (p{z')  =^f{z)  im  Punkte  /  =  0  dadurch  in  Verbindung  zu 
bringen,  dass  man  die  Definitionen  einführt:  f(z)  ist  analytisch  im 
Punkte  z  =  00,  hat  dort  einen  Nullpunkt  oder  Pol  w'"  Ordnung  oder 
eine  wesentliche  singulare  Stelle,  je  nachdem  (p  {/)  im  Punkte  z  =  0 
analytisch  ist  (in  dem  Falle  versteht  man  unter  q)  (0)  =  /*(<^)  den 
lim  f{z)),  dort  einen  Nullpunkt  oder  Pol  w*"  Ordnung  oder  eine  wesent- 


39")  Cauchy,  Par.  C.  R.  32  (1851),  p.  215. 


8,   Der  Punkt  z  =  oo.     9.   Der  Laurent'sche  Satz;  die  rat.  Funkt.         27 

liehe  singulare  Stelle  hat.  Unter  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  oo 
versteht  man  den  Bereich,  welcher  der  Umgebung  des  Punktes  /  =  0 
entspricht.  Ist  /'(^)  im  Punkte  ^  =  oo  analytisch,  so  gilt  die  Dar- 
stellung: 

f(z)  =  ^an2-%       a^=     t^-^f(t)dt. 


n  =  0 


C 


Durch  Hinzunahme  des  Punktes  ^  =  oo  wird  die  Ebene  im 
geometrischen  Sinne  „gescJiIossen".  Projiziert  man  dieselbe  stereogra- 
phisch (III  A  7)  auf  eine  Kugel^°),  wobei  das  Projektionscentinim  im 
„Nordpol"  liegt  und  der  Punkt  ^  =  0  in  den  „Südpol"  übergeht,  so 
entsteht  bei  geeigneter  Festsetzung  bezüglich  des  Punktes  ^  =  oo 
nebst  Umgebung  eine  ausnahmlos  ein -eindeutige  und  konforme  Ab- 
bildung der  beiden  Flächen  aufeinander.  Die  Umgebung  des  Punktes 
z  =  0  wird  ein-eindeutig  und  konform  auf  die  Umgebung  des  Nord- 
pols abgebildet.  Ist  also  iv  =  f  (z)  im  Punkte  z  =  oo  analytisch 
und  ist  9)'(/)  |j'=o  =  lim  ( — ^^f'{2)]   von  Null  verschieden,   so  wird 

5  =  00 

die  Umgebung  des  Punktes  Wq  =  f(oo)  konform  auf  die  Umgebung 
des  Nordpols  bezogen.  Für  den  Fall,  dass  an  Stelle  der  schlichten 
Ebene  eine  mehrblättrige  Biemann'sche  Fläche  (Nr.  11)  tritt,  werden 
diese  Definitionen  in  leicht  ersichtlicher  Weise  erweitert. 

t).  Der  Laurenfsche  Satz;  die  rationalen  Funktionen.  Ist  f(z) 
in  einem  Kreisring  T  mit  Mittelpunkt  Zq  eindeutig  und  analytisch 
und  ist  Tg'  ein  zweiter  mit  T  konzentrischer  Ring,  so  ist 


'  ^^         2  7tiJ     t-z  ~2niJ 


f{t)_M 

t  —  z 
r 


wo  z  einen  inneren  Punkt  von  T^  bedeutet  und  C,  F  sich  auf  die 
äussere  und  innere  Begrenzung  von  Tg'  beziehen.  Die  Funktion  f{z) 
lässt  sich  somit  als  Summe  zweier  Funktionen  darstellen,  wovon 
die  eine  überall  innerhalb  der  äusseren,  die  andere  überall  ausser- 
halb der  inneren  Begrenzung  von  T  analytisch  ist.  Diese  Funktionen 
können  wieder  in  Potenzreihen  nach  z  —  Zq  entwickelt  werden,  wo- 
durch die  Formel  entsteht,  die  man  als  den  Laurent' schm  Satz^^)  be- 
zeichnet: 


40)  Die  Einführung  der  Kugel  rührt  von  Miemann  her  und  ist  zuerst  Ton 
C.  Neumann,  Abel'sche  Integrale,  1865,  publiziert  worden.  \g\.  jedoch  auch 
Möhius,  Leipz.  Ber.  1853,  §  13  =  Werke  2,  p.  215;  sowie  Gauss,  Nachlass, 
Werke  8  (1900),  p.  351  u.  StäckeVs  Bemerkungen  dazu,  ibid.  p.  356. 

41)  Par.  C.  R.  17  (1843)  p.  938.  Weierstrass  war  bereits  im  Jahre  1841  im 
Besitze  dieses  Satzes  nebst  einem  Beweis;  s.  Z.  nicht  veröffentlichte  Abhandlung 
=  Werke  1  (1894),  p;  51. 
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X  ■ —  00  rc 

7j  =  0  n  =  —  1  — =o 

_  1   r  f(t)  dt    _  1   r  ^(0  dt 

''n  -  2^i  7  \t~Z,f  +  '   ~~  2«y    {t-zS  +  '  ' 
1   «J  ^  Jf^-n^ 

WO  I  f(z)  \<M     für     \2  —  Zq\  =  r, 
und   der  Kreis  \  z  —  Zq\  =  r  ein  beliebiger  in  T  gelegener  ist.    Die 
Darstellunec  ist  eindeutig.    Der  Radius  des  Kreises  C  kann  insbesondere 
unendlich,  der  des  Kreises  F  null  werden. 

In  der  Nähe   einer  isolierten  singulären  Stelle  ^„  lässt  sich  f{z) 
in  der  Form  darstellen: 

n  =1 

resp.,  falls  2^  =  oo, 


wo  %  [z]  eine  im  Punkte  Zq  analytische  Funktion  bedeutet  und  p  eine 
positive  ganze  Zahl  ist,  falls  z^  ein  Pol,  ^  =  oo,  falls  Zq  eine  wesent- 
liche singulare  Stelle  ist.  Den  ersten  Term  rechts  nennt  man  wohl 
den  Hauptteil  der  Funktion  f{z)  im  Punkte  Zq.  Für  den  Fall  eines 
Poles  lassen  sich  diese  Formeln  auf  elementarere  Weise  ableiten 
(vgl.  Nr.  7). 

Die  rationalen  Funktionen  lassen  sich  auf  Grund  ,ihrer  funktionen- 
theoretischen Eigenschaften  wie  folgt  charakterisieren^^),  a)  Ist  f{z) 
eine  eindeutige  Funktion  von  z,  die  in  jedem  Punkte  der  erweiterten 
^- Ebene  (Nr.  8)  analytisch  ist,  so  ist  f(z)  eine  Konstante,  b)  Ist  f{z) 
eine  eindeutige  Funktion  von  z,  die  sich  in  der  erweiterten  ^-Ebene 
mit  Ausnahme  von  Polen  allenthalben  analytisch  verhält,  so  ist  f{z) 
eine  rationale  Funktion  von  z."^^)  Hat  f{z)  in  keinem  endlichen 
Punkte  der  Ebene  einen  Pol,  so  ist  sie  eine  ganze  rationale  Funktion. 
c)  Durch  Angabe  der  Pole  nebst  dem  Hauptteil  der  Funktion  in  jedem 
derselben,  resp.  durch  Angabe  der  Nullpunkte  und  Pole  (je  mit  der 
zugehörigen  Ordnungszahl),  wird  eine  rationale  Funktion  bis  auf  eine 
additive,  resp.  multiplikative  Konstante  bestimmt.  Bei  der  letzten  Be- 
stimmung muss  nur  die  Gesamtzahl  der  Nullpunkte  und  Pole  die  näm- 
liche sein.  —  Der  Beweis  dieser  Sätze  stützt  sich  auf  den  Satz  von 
Nr.  4,  Ende. 

42)  Briot  et  Bouquet,  1.  Aufl.,  eh.  4,  p.  34;  vgl.*^. 

43)  Meray,  Par.  C.  R.  40  (1855),  p.  788. 
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Ähnliche  Sätze  lassen  sich  auch  über  die  einfach  und  doppelt 
periodischen  Funktionen  aussprechen.  Die  letzteren  rühren  von  Liou- 
ville  her  und  waren  die  ersten  Früchte  der  von  Cauchy  geschaffenen 
allgemeinen  Funktionentheorie  (Nr.  24  und  ^^^). 

10.  Mehrdeutige  Funktionen;  ScMeifenwege.  Jedem  Punkte  z 
eines  Bereiches  T  mögen  mehrere  Werte  iv^'^\  m'(^),  .  .  .  zugeordnet 
werden.  Ist  Zq  ein  beliebiger  Punkt  von  T  und  ist  iv^^'^  einer  der 
diesem  Punkte  zugeordneten  Werte^  so  soll  es  möglich  sein,  jedem 
Punkte  z  der  Umgebung  \z  —  ^^  j  <  h-^  des  Punktes  Zq  einen  solchen 
Wert  w  zuzuordnen,  a)  dass  w  einer  der  dem  Punkte  z  zugeord- 
neten Werte  w''^\  w''^\  ...  ist;  b)  dass  die  Gesamtheit  der  heraus- 
gegriffenen «c; -Werte  eine  im  Punkte  z  =  Zq  analytische  Funktion  von 
z  bildet,  welche  als  f^{z,  z^  bezeichnet  sein  soll.  Dabei  wird  h-  im 
allgemeinen  sowohl  von  i  als  von  Zq  abhängen.  Wir  setzen  ferner 
fest'*^),  entweder  dass  die  Anzahl  der  «(;-Werte  in  jedem  Punkte  von  T 
eine  endliche  sei  und  verlangen  dann,  dass  die  n.^  Funktionen  fj{z,  z^, 
i  =  1,2,  .  .  .,  n^^,  die  den  Punkten  der  Umgebung  von  Zq  zugeordneten 
w-Werte  genau  erschöpfen  (d.  h.  dass  jeder  solche  «(;-Wert  an  einer 
und  nur  an  einer  dieser  n^^  Funktionen  teilnimmt);  in  diesem  Fall 
wird  n  für  jeden  Punkt  von  T  denselben  Wert  haben;  oder  dass 
einem  beliebigen  Bereich  T^'  eine  positive  konstante  Grösse  h  ent- 
sprechen soll,  welcher  man  /i-  gleichsetzen  darf  für  alle  Punkte  Zq 
von  T^  und  für  alle  Werte  von  i.  Dann  lassen  sich  die  «<;-Werte 
auch  im  Grossen,  nämlich  für  einen  heliebigen  Bereich  T/,  in  der 
Weise  zusammenfassen,  dass  eine  Reihe  in  T^  eindeutiger  analytischer 
Funktionen  f^^'^{z),  f^^(z),  ...  entsteht,  deren  Wei-te  sich  mit  den 
Werten  w''^\  w^^\  .  .  .  gerade  decken  ^^).     Um  die  stetige  Fortsetzung 

44)  Es  werden  nämlich  jetzt  diejenigen  isolierten  Punkte,  die  sich  später  als 
Verzweigungspunkte  erweisen  werden,  mit  in  die  Begrenzung  von  T  aufgenommen, 
so  dass  T  beispielsweise  aus  den  innern  Punkten  eines  Kreises  mit  Ausnahme 
des  Mittelpunktes  bestehen  kann.  Man  könnte  noch  von  allgemeineren  Voraus- 
setzungen ausgehen.  Der  gewöhnliche  Gang  der  Darstellung  ist  jedoch  der, 
dass  man  die  Eiemann'sche  Fläche  zuerst  für  isolierte  Windungspunkte  im 
Kleinen  herstellt,  um  dann  an  der  Hand  der  analytischen  Fortsetzung  im  eigent- 
lichen Sinne  (Nr.  13)    die  Fläche   in  ihrem  Gesamtverlauf  zu  konstruieren. 

Die  analytische  Eigenschaft  der  Wertesysteme  braucht  man  an  dieser  Stelle 
noch  nicht  zu  verlangen;  vielmehr  genügt  es^  dass  die  iü's  sich  zunächst  im 
Kleinen  zu  stetigen  Funktionen  zusammenfassen  lassen,  die  dann,  weiteren  Fest- 
setzungen zufolge,  in  jedem  T/  eindeutige  Funktionen  abgeben.     Vgl.  Stolz  ^). 

45)  Strenger  Beweis  nach  wohlbekannten  von  Sturm  und  Weierstrass  her- 
rührenden Methoden;  vgl. »).  Puiseux  hat  den  Satz  für  die  algebraischen 
Funktionen  ausgesprochen  und  bewiesen;  J.  de  math.  15  (1850),  p.  365  (deutsche 
Übers,  von  H.  Fischer,  Halle  1861). 
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einer  Bestimmung  der  Funktion  längs  eines  gegebenen  Weges  zu  ver- 
folgeU;  bedient  mau  sich  einer  Reihe  übereinander  greifender  Kreise, 
deren  Mittelpunkte  auf  dem  Wege  liegen^*"'). 

Das  Verhalten  einer  mehrdeutigen  Funktion  in  einem  Punkte 
g  =  a,  wo  mehrere  «<; -Werte  zusammenfallen,  ist  zuerst  von  Puiseux^') 
für  den  Fall  einer  algebraischen  Funktion  untersucht  worden.  Pui- 
seux  zeigt,  dass  die  verschiedenen  Bestimmungen  von  iv  in  der  Nähe 
von  a  in  einem  oder  mehreren  Cyklen  zusammenhängen  und  dem- 
entsprechend dort  durch  eine  oder  mehrere  Reihen  von  der  Form 


lü 


=  ^Cni2-ay 


dargestellt  werden  können,  wobei  q  eine  positive  ganze  Zahl  und  m 
eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  oder  0  bedeutet.  (Vgl.  Nr.  1 1 
wegen  Riemnnn's  Ableitung  und  Verallgemeinerung  dieses  Resultats.) 
Damit  sind  die  Pole  von  den  Verzweigungspunkten  (Nr.  11)  zum 
ersten  Mal  scharf  unterschieden  worden.  —  Legt  man  um  den  Punkt  a 
eine  Schleife  ^ä),  die  vom  Punkte  0q  ausgeht  und  nach  diesem  Punkte 
zurückkehrt,  ohne  einen  zweiten  solchen  Punkt  zu  umfassen,  so  er- 
fahren die  verschiedenen  Bestimmungen  von  w  im  Punkte  Zq,  indem 
man  sie  längs  des  Schleifenweges  führt,  eine  für  den  Punkt  2  =  a 
charakteristische  Vertauschung.  Jeder  von  Zq  ausgehende  und  nach 
Zq  zurückkehrende  Weg,  welcher  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten 
a  einschliesst,  ist  einer  Reihenfolge  von  solchen  Schleifenwegen  äqui- 
valent und  die  entsprechende  Vertauschung  der  ^(/rWerte  lässt  sich 
aus  den  zu  den  Schleifen  wegen  gehörigen  Vertauschungen  zusammen- 
setzen. Die  Bedeutung  der  Puiseux'' sehen  Untersuchungen  für  die 
Galois'sche  Theorie,  wofern  es  sich  um  die  Monodromiegruppe  einer 
algebraischen  Gleichung  (I B  3c,d,  Nr.  5)  handelt,  hat  Hermite^^') 
hervorgehoben.  —  Die  Methode  der  Schleifenwege  reicht  für  die 
Untersuchung  der  algebraischen  Funktionen  aus.  Bei  den  kompli- 
zierteren Periodeneigenschaften  ihrer  Integi-ale  ist  aber  erst  durch  die 


46)  Tuiseux^^)  p.  379  und  Fig.  7.  Weierstrass,  s.  Z.  nicht  veröffentlichte 
Abhandlung  aus  dem  Jahre  1842  ==  Werke  1  (1894),  p.  82. 

47)  Puiseux  ").  Strenger  Beweis  nach  der  Pwzsewx'' sehen  Methode  bei  C.Jordan, 
der  die  Pwtsew.'r'schen  Voraussetzungen  verallgemeinert:  Cours  d'anal.  1,  2.  Aufl., 

§  361. 

48)  contour  elementaire  {Puiseux^'-')  p.  411);  lacet  (Briot  et  Bouqiiet,  1.  Aufl., 
p.  69);  Schleife  {Clebsch  und  Gordan,  Abersche  Funktionen,  Leipzig  1866,  p.  82). 
Vgl.  auch  die  ligne  d'arret  von  Cauchy,  Far.  C.  R.  32  (1851),  p.  70;  sowie  die 
coupures  von  Hermite,  J.  f.  Math.  91  (1881),  p.  62. 

48»)  Par.  C.  R.  32  (1851),  p.  458. 
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anschaulichen  Mittel  der  Bietnann' sehen  Fläche  der  Fortschritt  o-eo-ehen 
worden^^).     (II  B  2.)  "^  " 

11.  Die  Riemann'sclie  Fläclie;  das  Verhalten  einer  mehr- 
deutigen Funktion  im  Kleinen.  Den  Bereich  T/  (Nr.  10)  denke 
man  sich  mit  übereinander  liegenden  Blättern  bedeckt,  denen  man 
resp.  die  Funktionen  fW(z\  f^'\z),  .  .  .  zuordnet.  Jedes  Blatt  wird 
somit  zum  Träger  einer  in  T/  eindeutigen  analytischen  Funktion. 
Ist  der  Punkt  ^  =  a  ein  isolierter  Punkt  der  Begrenzung  von  T  und 
besteht  T/  aus  einem  Kreisring  mit  dem  Mittelpunkt  a,  der  etwa 
längs  eines  Radius  aufgeschnitten  ist;  werden  ferner  die  Blätter  längs 
des  Schnittes  in  geeigneter  Weise  zusammengefügt,  während  die  innere 
Begrenzung  des  Kreisrings  auf  den  Punkt  a  zusammenschrumpft, 
so  entsteht  in  der  Nähe  des  Punktes  a  ein  (aus  einem  oder  mehreren 
Stücken  bestehender)  Teil  einer  liicmann'schen  Fläche  ^o),  auf  welcher 
die  verschiedenen  Bestimmungen  von  tv  =  f{z)  eindeutig  und,  höch- 
stens vom  Punkt  a  abgesehen,  analytisch  sind.  Hängen  in  a  q  (resp. 
unendlich  viele)  Blätter  zusammen,  so  bildet  der  Punkt  a  einen  Win- 
dimgs-  oder  VerziveigimgspunU  q  —  1*"  (resp.  unendlich  hoher)  Ord- 
nung^^).     Setzt  man 

2  —  a  =  fi, 

so  wird  der  g-blättrige  Bereich  um  den  Punkt  a  auf  einen  schlichten 
Bereich  um  den  Punkt  t  =  0  ein-eindeutig  und,  abgesehen  vom 
Punkte  ^  =  a,  konform  abgebildet  ^2).  Die  g  Bestimmungen  von  tv 
gehen  in  eine  eindeutige,  höchstens  vom  Punkt  t  =  0  abgesehen, 
analytische  Funktion  von  t,  (p(t)  über. 

49)  Wegen  einer  vergleichenden  Betrachtung  dieser  Methode  und  der 
Methode  der  Querschnitte  auf  einer  liiemann'schen  Fläche  (Nr.  12)  sei  auf  den 
Bericht  von  Brül  und  Noether,  p.  190  ff.  verwiesen;  vergl.  aber  auch  p.  227  des 
Berichts. 

50)  Eiemann,  Gott.  Diss.i^).  Die  Eiemann'sche  Funktionentheorie,  deren 
Grundgedanken  zunächst  in  der  Inauguraldissertation  und  den  Abhandlungen 
über  die  ^öe^schen  Funktionen  und  die  Gauss'sche  Reihe  niedergelegt  sind 
erfuhr  zuerst,  wenigstens  zum  Teil,  durch  die  Werke  von  H.  Durege,  C.  Neimann 
und  F.  Casorati  eine  systematische  Darstellung.  Vgl.  auch  die  Publikationen 
von  Eiemann'ä  Schülern,  Prym  (Berl.  Diss.  1863;  Wien.  Denkschr.  24  (1864);  so- 
wie die  Schrift:  Z.  Th.  d.  Funktionen  in  einer  2-blättrigen  Fläche,  Zürich  1866) 
und  G.  Roch,  Zeitschr.  Math.  Phys.  1863,  p.  12  u.  183.  Das  erste  französische 
Werk,  welches  die  Theorie  behandelt,  ist  das  Hoüel'sche.  Vergl.  auch  Simart 
Par.  these  1882. 

51)  Eiemann'%  %  5.     Wegen  des  „Verzweigungsschnittes"  vgl.  Nr.  12. 

52)  Biemann,  §  14.  Die  Umgebung  des  Punktes  z  =  a  wird  so  in  ihren 
einblättrigen  Zustand  versetzt.  Vgl.  Neumann,  Abel'sche  Int.,  2  Aufl.  (1884)  17 
u.  18.  Kap.  \        h      ■ 
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0(5 

Aus  der  Darstellung  mittelst  des  Laurenf sehen  Satzes:  <p(f)  =^cj" 

11 = j/( 

ergiebt  sich,  dass  die  g  Bestimmungen  von  iv  sich  durch  die  FormeP^) 
ausdrücken  lassen: 


IV 


=2cA^-c^y 


wo  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  0,  oder  auch  —  oo 
bedeutet.  Es  war  dies  die  erste  AnAvendung  der  i^iemawn'schen  Fläche, 
um  neue  analytische  Sätze  zu  entdecken  und  zu  beweisen.  Hiermit 
wird  auch  (als  spezieller  Fall)  eine  strenge  Ableitung  der  Pwisewa;'schen 
Reihenentwickelung  gegeben.  —  Indem  man  w  als  eindeutige  Funktion 
auf  der  Fläche  ansieht,  sagt  man:  die  Funktion  lo  ist  im  Verzwei- 
gungspunkte z  -=  a  analytisch  oder  hat  dort  einen  Nullpunkt  oder 
Fol  m}^^  Ordnung  resp.  einen  wesentlichen  singulären  Punkt,  wenn 
die  Funktion  (p{t)  im  Punkte  ^  =  0  analytisch  ist  oder  dort  einen 
Punkt  gleicher  Bezeichnung  besitzt  (Nrn.  4,  7),  Liegt  ein  Punkt  der 
letzten  Art  vor,  so  gelten  ähnliche  Sätze,  wie  bei  den  eindeutigen 
Funktionen.  —  Ist  «  =  oo,  so  hat  man  1/z  an  Stelle  von  z  —  a 
treten  zu  lassen. 

Wenn  iv  im  Punkte  z  =  a  einen  Pol  w*^'"  Ordnung  resp.  falls 
w{a)  =  'b  endlich  ist,  die  Funktion  w  —  6  im  Punkte  z  =^  a  einen 
Nullpunkt  m*"  Ordnung  besitzt,  so  wird  die  Umkehrfunktion  z{w)  im 
Punkte  ?(;  =  oo  resp.  tv  =  h  einen  Verzweigungspunkt  m  —  1*^'  Ord- 
nung haben  ^^).  Beide  Flächen  lassen  sich  auf  die  schlichte  Umgebung 
des  Punktes  t  =  0  ein-eindeutig  durch  die  Formeln  abbilden: 

z  —  a  =  t'iil){t),         lü  —  1  =  t"'(o{t) , 

wo  t(t),  (o{t)  eindeutige  im  Punkte  ^  =  0  analytische,  dort  nicht 
verschwindende  Funktionen  bedeuten  und  q,  m  stets  positiv  und  ganz 
angenommen  werden  dürfen,  wofern  man  unter  z  —  oo ,  w  —  oo  resp. 
z-^,  w-^  versteht.  An  Stelle  von  t  kann  jeder  andere  zugleich 
mit  t  verschwindende  Parameter  t  =  F  (t)  treten,  wo  F  (t)  im 
Punkte  ^  =  0  analytisch  und  F'{0)^0  ist.  Jedem  in  Betracht 
kommenden  Wertepaar  (iv,  z)  wird  dann  ein  und  nur  ein  Wert  t 
resp.  T  entsprechen^^).  Insbesondere  kann  man  erreichen,  dass  eine 
beliebige  der  beiden  Funktionen  ^l){t),  (o{t)  gleich  1  wird. 


53)  ibid.    Den  Fall  m  =  —  oo  erwähnt  Biemann  nicht. 

54)  ibid.  §  14,  15. 

55)  Vgl.  Weierstrass,  Vorlesungen  über  Abel'sche  Funktionen,  wo  die  For- 
mel eingeführt  und  prinzipiell  gebraucht  wird. 
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Wird  w  als  implicite  Funktion  von  z  durch  die  Gleichung 
F{w,  z)  =  0 
definiert  (Nr.  44),  wo  F{%v,  z)  eine  im  Punkte  z  =  a,  w  ==  h  analy- 
tische Funktion  der  unabhängigen  Variabein  w,  z  bedeutet  und  F{w,  a) 
nicht  identisch  verschwindet,  so  lassen  sich  die  m  nahe  bei  h  liegen- 
den Werte  ^'')  von  iv  auf  einer  oder  mehreren  Windungsflächen  um 
den  Punkt  a  (worunter  auch  schlichte  sich  einstellen  dürfen)  eindeutig 
ausbreiten  und  dementsprechend  durch  eine  oder  mehrere  Formeln  von 
der  Form  darstellen: 

Dabei  darf  sowohl  a=oo  als  ?>  =  oo  sein.  Nach  dem  Vorhergehenden 
lässt  sich  diese  Formel  durch  die  Parameterdarstellung:  z  —  a  =  fil;(t) 
tv  —  h  =  f-c3(t)  ersetzen.  —  Ist  insbesondere  die  Funktion  I{iv,z) 
ein  Polynom,  so  gelten  solche  Formeln  für  jeden  Wert  von  z  und 
die  Gesamtheit  der  der  Gleichung  F(iv,  z)  =  0  genügenden  Werte- 
paare (tv,  z)  —  das  sogenannte  algebraische  Gebilde  ( Weiersirass)  — 
lässt  sich  durch  eine  endliclie  Anzahl  dieser  Formeln  darstellen"). 

12.  Portsetzung;  algebraische  Funktionen.  Der  Verlauf  einer 
mehrdeutigen  analytischen  Funktion  im  Grossen  wird  durch  eine  mehr- 
blättrige Biemann'sche  Fläche  veranschaulicht.  Die  Blätter  der  Fläche 
hängen  im  allgemeinen  in  Verzweigungspunkten  zusammen  und  gehen 
längs  Linien  (Verzweigungslinien  oder  -schnitte),  niemals  aber  bloss  in 
isolierten  Punkten  in  einander  über.  Die  genaue  Lage  dieser  Linien 
ist  belanglos  und  ist  niemals  fest  vorgeschrieben;  sie  verbinden  im 
allgemeinen  Verzweigungspunkte  und  dürfen  sonst  (wenigstens  inner- 
halb gewisser  Grenzen)  beliebig  verschoben  werden. 

Ist  F(tv,z)  ein  Polynom  (Nr.  11),  so  lässt  sich  über  die  ganze 
Ebene  (resp.  Kugel)  eine  mehrblättrige  mit  einer  endlichen  Anzahl 
von  Verzweigungspunkten  versehene  Riemann''sGhe  Fläche  ausbreiten, 
auf  welcher  jede  Bestimmung  von  w  eindeutig  ist  und,  abgesehen  von 
Polen,    sich    allenthalben    analytisch  verhält.     Eine    notwendige    und 


56)  Wegen  des  Beweises,  dass  diese  Werte  sich  im  Kleinen  zu  analytischen 
Funktionen  zusammenfassen  lassen,  vgl.  ")  und  Nr.  44,  45. 

57)  Der  Satz  lässt  sich  durch  die  Methoden  der  allgemeinen  Funktionen- 
theorie direkt  beweisen,  indem  die  Annahme  eines  unbeschränkten  Wachsens 
der  Anzahl  der  Formeln  zu  dem  Widerspruch  führen  würde,  dass  in  der  Um- 
gebung eines  bestimmten  Punktes  des  algebraischen  Gebildes  keine  Darstellung 
der  bewussten  Art  möglich  wäre. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.    II  2  S 


34        II  Bl.    W.F.Osgood.     Analytische  Funktionen  komplexer  Grössen. 

hinreichende  Bedingung,  dass  das  Polynom  unzerlegbar  sei,  ist  die, 
dass  die  Riemami^sche  Fläche  aus  einem  Stück  bestehe  ^^).  iv  heisst 
dann  eine  algebraische  lunldion  von  z.  Die  Fläche  ist  endlich  viel- 
fach zusammenhängend,  d.  h.  sie  lässt  sich  durch  eine  endliche  An- 
zahl von  Querschnitten  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche 
verwandelnd^).  —  Eine  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  eine  mehr- 
deutige Funktion  w  einer  algebraischen  Gleichung  genügt,  besteht 
darin,  dass  jedem  Wert  von  z  im  allgemeinen  m  Werte  von  w  ent- 
sprechen, wo  m  eine  feste  Zahl  bedeutet,  dass  ferner  diese  m  Bestim- 
mungen sich  in  der  Nähe  eines  beliebigen  Punktes  im  allgemeinen 
zu  eindeutigen  analytischen  Funktionen  zusammenfassen  lassen,  und 
dass  endlich  in  den  Ausnahmepunkten  die  verschiedenen  Bestimmungen 
von  w  höchstens  Verzweigungspunkte  und  Pole  aufweisen^").  —  Jede 
rationale  Funktion  von  tv,z:  v  =  R{tv,z),  ist  auf  der  zu  der  alge- 
braischen Funktion  w(z)  gehörigen  Biemann' sehen  Fläche  eindeutig 
und,  von  Polen  abgesehen,  analytisch.  Umgekehrt  lässt  sich  jede  Funk- 
tion V,  die  auf  der  Fläche  eindeutig  und,  von  Polen  abgesehen,  analy- 
tisch ist,  als  rationale  Funktion  von  w,  z  darstellen.  Fehlen  alle 
Pole,  so  ist  V  eine  Konstante.  Sind  die  Werte,  welche  v  für  ein  und 
denselben  Wert  von  z  in  den  verschiedenen  Blättern  annimmt,  im  all- 
gemeinen alle  verschieden,  so  heisst  v  eine  zur  Fläche  gehörige  Funk- 
tion ^^);  es  lässt  sich  dann  umgekehrt  w  rational  durch  v  und  z  dar- 
stellen, und  tv  und  v  sind  somit  gleichberechtigt  (II  B  2).  Eine  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung,  dass  v  eine  zur  Fläche  gehörige 
Funktion  ist,  besteht  darin,  dass  v  auf  der  Fläche  eindeutig  und 
analytisch  ist  und  dass  ausserdem  in  jedem  Verzweigungspunkte  der 
Fläche  dieselbe  Anzahl  von  Zweigen  der  beiden  Funktionen  v,  tv  im 
Cyklus  zusammenhängen.  Wie  man  sieht,  drückt  sich  diese  Bedingung 
durch  das  Verhalten  der  Funktion  v  im  Kleinen  aus.  —  Wegen  anderer 
Gestalten  der  Biemann  sehen  Fläche  vgl.  man  Nr.  22. 


58)  Die  Notwendigkeit  dieser  Bedingung  hat  Puiseux  (selbstredend  in 
anderer  Formulierung)  dargethan;  J.  de  math.  16  (1851),  p.  233. 

59)  Brill  und  Noether  (Bericht,  p.  254)  machen  darauf  aufmerksam,  dass 
der  Begriff  des  Querschnitts,  auf  den  Raum  übertragen,  bereits  vor  Riemann  in 
einer  Abhandlung  von  Kirchhoff  (Ann.  Phys.  Chem.  75  (1848),  p.  189  =  ges.  Abb., 
p.  33)  vorkommt;  vgl.  "'^). 

60)  Briot  et  Bouquet,  1.  Aufl.,  p.  41  (lückenhafte  Formulierung);  2.  Aufl., 
p.  216. 

61)  Dabei  ist  eine  Funktion  auf  der  Fläche,  nämlich  z,  von  vornherein 
ausgezeichnet  und  man  müsste  eigentlich  v  als  in  Bezug  auf  z  zur  Flüche  ge- 
hörig definieren.     Näheres  über  diesen  Begrifi"  findet  man  in  II  B  2. 
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13.  Die  analytische  Fortsetzung;  endgültige  Definition  der 
analytischen  Funktion;  das  analytische  Gebilde.  Der  Begriff  der 
stetigen  Fortsetzung  einer  stetigen  Funktion  ist  so  alt  wie  die  ana- 
lytische Geometrie.  Der  Übergang  zum  Biemann-Weierstrass' sehen 
Begriff  der  analytischen  Fortsetzung  wird  durch  einen  Gauss' schen^^) 
Satz  vermittelt,  welcher  von  Riemann^^)  in  die  Funktionentheorie 
übertragen  ist  und  in  der  so  modifizierten  Fassung,  wie  folgt,  lautet 
(Nr.  7  und  ^^):  Ist  f{z)  eine  in  T  analytische  Funktion  und  ver- 
schwindet f{z)  längs  einer  in  T  gelegenen  Linie  (allgemeiner:  in  den 
Punkten  einer  Menge,  die  eine  in  T  gelegene  Häufungsstelle  besitzt), 
so  ist  f{z)  in  T  identisch  null.  —  Dabei  sieht  man  die  Funktion  in 
dem  in  Betracht  kommenden  Bereich  als  bereits  vorhanden  an  und 
verfolgt  bloss  deren  Werte  längs  eines  im  Bereich  gelegenen  Weges 
etwa  mittelst  übereinander  greifender  Kreise^^). 

Unter  der  analytischen  Fortsetzung  im  eigentlichen  Sinne  ver- 
steht man  folgendes:  An  einen  Bereich  T  möge  ein  Bereich  T  längs 
einer  Kurve  C  derart  angrenzen,  dass  die  Punkte  von  T,  T,  C  (von 
den  Endpunkten  von  C  wird  abgesehen),  einen  Bereich  %  bilden. 
Die  Bereiche  T,  T  dürfen  übereinander  greifen 
und  auch  mehrblättrig  sein;  in  beiden  Fällen 
wird  der  Bereich  %  mehrblättrig  sein.  In  T 
möge  f{z)  analytisch  sein-,  kann  man  dann 
den  Punkten  von  T,  C  solche  Werte  (p(^),  W 
zuordnen,  dass  diese  die  Werte  von  f(2)  in  T 
zu  einer  in  %  eindeutigen  und  analytischen 
Funktion  ergänzen,  so  lässt  sich  f(2)  über  T  F"     i 

hinaus  in  T  analytisch  fortsetzen^);  die  Werte 

9p(^),  W  bilden  die  analytische  Fortsetzung  für  den  Bereich  T.  Um- 
gekehrt können  die  Werte  /■(^),  W  als  eine  analytische  Fortsetzung 
der  in  T  analytischen  Funktion  (p(ß)  angesehen  werden.  Es  kann 
keine  zweite  analytische  Fortsetzung  von  f{i)  über   C  hinaus  in  T 


62)  Gauss,  Allgem.  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Verhält- 
nis des  Quadrats  u.  s.  w.,  Beobachtungen  des  magnet.  Vereins  f.  1839,  Leipzig 
184.0,  Art.  21  =  Werke  5  (1867),  p.  223.  Der  Gauss'sche  Beweis  ist  nicht  stich- 
haltig, denn  mit  der  Integralformel  kommt  man  nicht  durch;  man  muss  sich 
etwa  der  Reihenentwicklung  bedienen;  vgl.  C.  Neumann,  Log.  u.  Newton'sches 
Potential,  1877,  p.  9. 

63)  Dies.  ^^)  %  15.  Dem  Biemanii  achcn  Beweis  haftet  derselbe  Mangel  au, 
wie  dem  ö^awss'schen. 

64)  Hiemann,  J.  f.  Math.  54  (1857),  p.  102  ==i  Werke,  p.  82,  sowie  Werke, 
p.  413;   Weierstrass'^'^),  p.  83  und  Vorlesungen. 

3* 
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geben,  die  mit  cp^^)  nicht  identisch  wäre.  —  Ist  dagegen  die  Funk- 
tion f(/)  so  beschaffen,  dass  sie  sich  längs  keines  Stückes  von  C 
über  T  hinaus  analytisch  fortsetzen  lässt,  so  bildet  die  Kurve  C  eine 
natürliche  Grenze^^)  der  Funktion. 

Auf  Grund  des  Begriffs  der  analytischen  Fortsetzung  lässt  sich 
die  Definition  einer  analytischen  Funktion  vervollständigen.  Man 
gehe  von  einem  Bereich  T  aus,  der  von  einer  einzigen  Kurve  begrenzt 
ist  und  in  welchem  f{z)  eindeutig  und  analytisch  ist.  Lässt  sich  f{z) 
über  T  hinaus  analytisch  fortsetzen,  so  wird  das  neue  Gebiet  zum 
alten  Bereich  T  hinzugefügt.  Dieser  Prozess  wird  wiederholt.  Und 
nun  wird  die  analytische  Funktion  f{z)  in  ihrem  Gesamtverlauf  als 
der  Inbegriff  der  Werte  von  f\z)  in  T  und  der  Gesamtheit  der  durch 
Wiederholung  des  Prozesses  der  analytischen  Fortsetzung  zu  gewinnen- 
den Werte  erklärt. 

Den  Gedanken,  die  analytische  Fortsetzung  als  Mittel  zu  gebrau- 
chen, um  neues  Gebiet  zu  gewinnen,  in  welchem  die  Funktion,  ohne 
aufzuhören,  analytisch  zu  bleiben,  definiert  werden  kann,  verdankt 
man  Riemann^'^).  Weierstrass ,  der  schon  vor  Riemann's  Zeit  diese 
Methode  ersonnen  hatte ^^),  benutzte  dieselbe,  um  dem  Begriff  der 
analytischen  Funktion,   wie  soeben   auseinandergesetzt  ist,    eine    ge- 


65)  Die  erste  gedruckte  Mitteilung  über  das  Auftreten  natürlicher  Grenzen 
findet  man  nach  Schwarz  (J.  f.  Math.  75  (1873),  p.  319  =  ges.  W.  2,  p.  241)  in 
einer  Abhandlung  von  Weierstrass,  Berl.  Ber.  1866,  p.  617.  Die  Möglichkeit  einer 
natürlichen  Grenze  hatte  Weierstrass  bereits  im  Jahre  1842  erkannt;  vgl.  *^),  p.  84. 
In  seinen  Vorlesungen  machte  er  1863  auf  diesen  Gegenstand  aufmerksam  (Schwarz, 
a.  a.  0.).  Beispiele  von  Funktionen,  die  eine  natürliche  Grenze  haben,  sind  von 
HanJcel  (Universitätsprogramm:  Untersuchungen  über  die  unendlich  oft  oscillie- 
renden  und  unstetigen  Funktionen,  Tübingen  1870  =  Math.  Ann.  20  (1882),  p.  63) 
veröffentlicht  worden.  Kroneclcer  war  1863  im  Besitz  des  Beispiels  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen: 


V 


'^'^=  1  +  22  +  22*  -f  22^  + 


{Schwarz,  a.  a.  0.,  wo  ein  Beispiel  Weierstrass'' s  aus  der  Theorie  der  algebraischen 
Differentialgleichungen  in  Verbindung  mit  den  elliptischen  Modulfunktionen 
auch  erwähnt  wird);  hier  kommt  die  Funktion  in  der  Nähe  eines  beliebigen 
Punktes  der  natürlichen  Grenze  jedem  vorgegebenen  Werte  beliebig  nahe.  Vgl. 
ferner  Nr.  20.  —  In  Eiemann's  Nachlass  fanden  sich  Fragmente  über  die  Grenz- 
fälle der  elliptischen  Modulfunktionen,  wo  der  limes  untersucht  wird,  dem  eine 
solche  Funktion  zustrebt,  wenn  das  Argument  sich  einem  Punkte  der  Begren- 
zung des  Definitionsbereiches  der  Funktion  (vgl.  unten),  also  einem  Punkte  einer 
natürlichen  Grenze,  nähert;  Werke,  1.  Aufl.,  p.  427  u.  p.  438;  2.  Aufl.,  p.  455 
u.  p.  466. 

66)  Weierstrass*^),  p.  83. 
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nauere  Fassung  zu  geben,  sowie  um  das  Prinzip  der  Permanenz 
einer  Funktionalgleichung  in  strenger  Weise  zu  begründen  ^'^)  (Nr.  16). 
Den  unmittelbaren  Anstoss  zu  diesen  Begriffsbildungen  gab  Weier- 
strass  die  Theorie  der  Differentialgleichungen.  Es  sei  ein  System 
totaler  Differentialgleichungen  vorgelegt: 

-^  =  G.(x„  .  .  .,x„),       {i  =l,...,n) 

wo  (xj-  eine  im  Punkte  {a.^,...ja^  analytische  Funktion  der  unab- 
hängigen Variabein  x^,  .  .  . ,  x^  (Nr.  40)  bedeutet.  Dann  existieren 
stets  w  Funktionen  (Pi(t) ,  .  .  . ,  (p^{t) ,  welche  in  der  Umgebung  des 
willkürlichen  Punktes  t  =  tQ  analytisch  sind,  in  diesem  Punkte  resp. 
die  Werte  a^,  .  .  .,  a„  annehmen,  und,  in  die  n  Differentialgleichungen 
eingetragen,  denselben  identisch  genügen.  Dieser  Satz  ist  zuerst  von 
CaucJiy^^)  bewiesen  worden.  Weierstrass'^'^)  erfand  unabhängig  von 
Cauchy  einen  Beweis  desselben  und  gelangte  bei  diesen  Untersuchungen, 
über  Cauchy  hinaus,  einerseits  zu  dem  soeben  besprochenen  Begriff 
der  analytischen  Fortsetzung  und  zu  der  auf  denselben  sich  stützenden 
Definition  des  Gresamtverlaufs  des  Systems  von  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichungen (wobei  auch  der  Begriff  der  natürlichen  Grenze  ^^) 
bereits  vorkommt),  andererseits  zu  dem  durch  die  Methode  der  gleich- 
massigen  Konvergenz  der  Reihen  bewiesenen  Satze,  dass  (Pi(f),...,(p^(t) 
analytisch  von  denjenigen  Parametern  abhängen,  von  denen  G^,...,  G^ 
bei  geeigneter  Voraussetzung  analytisch  abhängen. 

Eine  analytische  Funktion,  die  keine  singulare  Stelle  in  der  er- 
weiterten ^-Ebene  hat,  ist  eine  Konstante.  Giebt  es  eine  Bestimmung 
der  Funktion,  die  höchstens  für  einen  einzigen  Wert  von  z  eine  singu- 
lare Stelle  hat,  so  ist  die  Funktion  eindeutig.  Man  sagt:  die  im 
Punkte  2q  analytische  Funktion  f{z)  lässt  sich  längs  eines  den  Punkt 
Zq  mit  einem  zweiten  Punkt  Z  verbindenden  Weges  l  bis  in  den 
Punkt  Z  analytisch  fortsetzen,  wenn  sich  eine  endliche  Anzahl  ana- 
lytischer Fortsetzungen  angeben  lässt,  derart,  dass  die  denselben  ent- 
sprechenden Bereiche  den  Weg  l  der  Reihe  nach  einmal  vollständig 
überdecken  ^^).  Ist  dagegen  der  Punkt  Z  so  nicht  zu  erreichen,  wäh- 
rend durch  solche  Fortsetzungen   in  jede  Umgebung  des  Punktes  Z 


67)  Vorlesungen  an  der  Berliner  Universität.    Durch  diese  Vorlesungen  ist 
die  Methode  erst  in  weiteren  Kreisen  bekannt  geworden. 

68)  Exerc.  d'anal.  1  (1841),  p.  355.     Eine   lithographierte  Ausgabe    dieser 
Abhandlung  ist  bereits  im  Jahre  1835  erschienen.    Vgl.  IIA 4a,  Nr.  11. 

69)  Der  Weg  l  darf  sich  auch  kreuzen,  muss  sich  dann  aber  in  eine  end- 
liche Anzahl  von  Stücken  zerlegen  lassen,  sodass  der  Funktion  f{z)  längs  jedes 
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gedrungen  werden  kann,  so  ist  Z  ein  singulärer  Punkt  derjenigen 
Bestimmung  der  Funktion,  die  dem  Wege  l  entspricht.  Satz:  Lässt 
sich  die  im  Punkte  Zq  analytische  Funktion  f(/)  längs  eines  Weges  L, 
der  vom  Punkte  Zq  ausgeht  und  ohne  sich  zu  schneiden  in  den  Punkt  0q 
wieder  zurückkehrt,  bis  in  den  Punkt  Z  =  z^  analytisch  fortsetzen-, 
stimmt  ferner  die  letzte  analytische  Fortsetzung  in  der  Umgebung  des 
Punktes  0q  mit  der  ersten  nicht  überein,  so  giebt  es  innerhalb  der  Kurve  L 
mindestens  einen  Punkt  Z,  in  den  /'(^)  längs  eines  jeden  innerhalb  L 
gelegenen  Weges  l  nicht  analytisch  fortgesetzt  werden  kann.  M.  a.  W. : 
Ist  2q  ein  Randpunkt  eines  Bereiches  B^  (Nr.  1),  Z  irgend  ein  Punkt 
von  B^  und  lässt  sich  die  im  Punkte  ^q  analytische  Funktion  /'(i) 
längs  eines  beliebig  in  B^  gelegenen,  die  Punkte  Zq  und  Z  verbinden- 
den Weges  l  bis  in  Z  analytisch  fortsetzen,  so  wird  der  so  erhaltene 
Wert  von  f(z)  im  Punkte  Z  vom  Wege  l  unabhängig  sein  und  die 
analytischen  Fortsetzungen  in  die  verschiedenen  Punkte  von  j^^  defi- 
nieren eine  in  B^  eindeutige  analytische  Funktion'^*'). 

Diese  Sätze  beruhen  im  wesentlichen  darauf,  dass  die  erweiterte 
^- Ebene  oder  Kugel  resp.  der  Bereich  B^  einfach  zusammenhängend 
ist.  Auf  einer  Ringfläche  (Nr.  22)  resp,  in  einem  B^  (n  >  1)  können 
beispielsweise  die  verschiedenen  Bestimmungen  einer  analytischen  Funk- 
tion ausnahmslos  analytisch  fortsetzbar  sein,  ohne  jedoch  in  diesem 
Bereiche  eindeutig  zu  sein. 

Um  eine  analytische  Fortsetzung  zu  konstatieren,  sind  mehrere 
Mittel  bekannt,  insbesondere:  1)  das  „Prinzip  der  Symmetrie" ^^)  (Nr.  20), 
2)  die  Methode  der  Potenzi-eihen.  Diese  Methode,  welche  Weierstrass 
der  Funktionenlehre  zu  Grunde  legt^''),  besteht  darin,  dass  man  als 
Ausgangsbereich  T  das  Innere  eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  Zq 
und  Radius  Bq  nimmt  und  die  in  T  eindeutige  und  analytische  Funk- 
tion f(2)  in  eine  Potenzreihe  nach  ^  —  ^^  entwickelt: 

Dabei    möge    Bq   der   Radius    des   wahren    Konvergenzkreises ^^)    der 


einzelnen  Stückes  die  oben  verlangte  Eigenschaft  zukommt.  Die  Bereiche  dürfen 
stets  als  Stücke  übereinander  greifender  Kreise  angenommen  werden,  deren 
Mittelpunkte  auf  dem  Wege  l  liegen;  vgl.  Puiseux*^);  Weierstrass,  Vorlesungen. 

70)  Vgl.  ^*);  ferner  Briot  et  Bouquet,  1,  2.  Aufl.,  p.  35;  Jordan,  Cours  d'anal. 
1,  2.  Aufl.,  §  346. 

71)  Ein  allgemeineres,  in  gewissen  Fällen  mit  dem  ,, Prinzip  der  Symmetrie" 
sich  deckendes  „Prinzip  der  analytischen  Fortsetzung"  ist  von  Klein  gegeben 
worden:  Matb.  Ann.  21  (1883),  p.  164;  sowie  Nrn.  25—27  dieses  Artikels.  Mit 
diesem  Prinzip  vgl.  man  die  Pomcdre'sche  Methode  der  nnalytischen  Fortsetzung 
durch  die  Transformationen  einer  vorgelegten  Gruppe  (II  B  6  c)  und  ^*'*). 
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Reihe  '^(2  —  2q)  sein.  Ist  nun  der  Radius  R  des  wahren  Konver- 
genzkreises der  Reihe  ^  (^  —  ^1)  grösser  als  i?(j  —  | ^^  —  Zq\,  so  de- 
finiert diese  Reihe  eine  analytische  Fortsetzung  von  /'(^)  über  T 
hinaus.  Lässt  man  den  Punkt  s^  das  ganze  Innere  des  Kreises  (^q  ,  Rq) 
durchlaufen,  so  wird  ein  Bereich  %^^^  der  ^-Ebene  ausgefegt,  in  wel- 
chem die  Funktion  /"(<?)  durch  analytische  Fortsetzung  eindeutig  und 
analytisch  definiert  wird^^).  Dabei  hat  man  sich  einer  nicht-abzähl- 
baren Menge  (I  A  5)  von  Potenzreihen  ^  (^  —  ^1)  bedient.  Es  genügt, 
um  X^^)  zu  erhalten,  den  Punkt  0^  bloss  die  rationalen '^^)  Punkte  des 
Kreises  (^0,  Bq)  durchlaufen  zu  lassen,  also  bloss  eine  abzählbare 
Menge  von  Reihen  zu  gebrauchen,  die  man  dann  numerieren  und  als 
erste  Zeile  einer  Tabelle  anschreiben  wird.  Indem  man  ferner  den 
Punkt  %  die  ausserhalb  des  Bereiches  T  gelegenen  rationalen  Punkte 
von  SE(^)  durchlaufen  lässt  (wofern  solche  vorhanden  sind),  entsteht 
im  allgemeinen  eine  Erweiterung  des  Bereiches  SE^^'.  Sollte  der  neue 
Bereich  %^^^  über  sich  selbst  greifen,  so  wird  man  sich  denselben  als 
mehrblättrige  Biemann'sche  Fläche  denken.  Gewöhnlich  lässt  man 
solche  übereinander  liegende  Blätter  wieder  zusammenfallen,  die  Träger 
identisch  gleicher  Funktionswerte  sind^^)-  Es  kommt  so  eine  weitere 
analytische  Fortsetzung  der  Funktion  f(z)  zustande;  die  neuen  ratio- 
nalen Punkte  des  Bereiches  ST'^^  werden  numeriert  und  als  zweite 
Zeile  der  Tabelle  angeschrieben.  Der  Prozess  wird  wiederholt.  Und 
nun  erhält  man  als  Endresultat  eine  abzählbare  Menge  von  Potenz- 
reihen, welche  den  Gesamtverlauf  der  analytischen  Funktion  f(z)  dar- 
stellen. Die  entsprechende  Riemann' sehe  Fläche  bildet  den  Definitions- 
oder Stetigheitshereich'^^)  der  Funktion  und  die  Begrenzungspunkte 
der  Fläche  heissen  singulare  Punkte  für  diejenige  Bestimmung  der 
Fimktion,  welcher  das  anstossende  Blatt  entspricht''^'').    Ein  jeder  Punkt 

72)  Dieser  erste  Bereich  %^^^  kann  allerdings  nicht  über  sich  greifen;  die 
spätem  Bereiche  %^'^\  %^^\  .  .  .  können  jedoch  mehrblättrig  werden. 

73)  D.  h.  solche  Punkte,  deren  Koordinaten  beide  rationale  Zahlen  sind. 
Wegen  dieser  Methode  vgl.  man  Poincare,  Pal.  Rend.  2  (1888),  p.  197,  wo  auch 
nachgewiesen  wird,  dass  die  Werte,  welche  eine  analytische  Funktion  in  irgend 
einem  Punkte  annehmen  kann,  stets  eine  abzählbare  Menge  bilden. 

74)  Es  empfiehlt  sich  jedoch  zuweilen,  die  Blätter  getrennt  bleiben  zu 
lassen;  vgl.  Nr.  28. 

75)  Weierstrass''^)  für  den  Fall  einer  eindeutigen  Funktion. 

75»)  Der  Begriff  eines  nicht  isolierten  wesentlichen  singulären  Punktes 
lässt  sich  auf  mehrdeutige  Funktionen  ausdehnen.  Bildet  ein  schlichter,  d.  h.  ein- 
blättriger Teil  des  Definitionsbereiches  der  Funktion  einen  Bereich  T  mit  dem 
nicht  isolierten  Randpunkt  a  und  lässt  die  Funktion  in  der  Umgebung  von  a 
keine  analytische  Fortsetzung  über  T  hinaus  zu,  so  heisst  a  eine  wesentliche 
singulare  Stelle  der  Funktion,  oder  genauer  gesagt,  des  entsprechenden  Zweiges 


40        II  Bl.    W.F.Osgood.     Analytische  Funktionen  komplexer  Grössen. 

der  Fläche  liegt  in  dem  Konvergenzkreis  einer  jener  Potenzreihen^^) 
und  ein  jeder  Weg  l,  längs  dessen  /'(z)  sich  in  einen  Punkt  Z  ana- 
lytisch fortsetzen  lässt,  wird  durch  eine  endliche  Anzahl  solcher  Kreise 
vollständig  überdeckt  und  liegt  also  in  der  Biemann' sehen  Fläche. 
Die  Gesamtheit  der  den  Punkten  der  Biemann'schen  Fläche  zugehö- 
rigen Wertepaare  {w,^),  wo  tv  =  ({s)  ist,  incl.  gewisser  sogleich  zu 
besprechenden  Punkte,  bezeichnet  Weierstrass  als  das  analytische  Ge- 
hüde,  oder,  wenn  er  betonen  will,  dass  jedes  Element  dieses  Gebildes, 
z  —  a  =  ti^{t),  w  —  l)  =  Pco{t)  (Nr.  11)  aus  jedem  anderen  Element 
z  —  ä  =  t'i  xß{t),  w  —  h  =  fi'a{t)  durch  analytische  Fortsetzung  her- 
vorgeht (vgl.  den  eben  zu  citierenden  Satz),  spricht  er  von  einem  tnono- 
genen  analytischen  Gebilde.  Nähert  sich  die  Funktion  w  einem  bestimmten 
Werte  &,  wenn  s  einem  singulären  Punkt  a  zustrebt  (insbesondere 
kann  sowohl  a  =  oo  als  h  =  oo  sein),  so  heisst  (&,  a)  eine  Grenz- 
stelle des  analytischen  Gebildes.  Wenn  a  ein  Pol  bezw.  ein  Verzweigungs- 
punkt endlicher  Ordnung  ist,  in  welchem  iv  sich  analytisch  verhält  oder 
einen  Pol  hat,  so  rechnet  Weierstrass  die  Grenzstelle  auch  zum  ana- 
lytischen Gebilde,  sonst  aber  nicht.  Es  besteht  dann  der  Satz:  Ist 
fiß)  im  Punkte  ^  =  ^0  analytisch  und  f\z^-^0'.^  bezeichnet  man 
ferner  die  Umkehrung  der  Funktion  tv  =  f{z)  in  der  Umgebung  dieses 
Punktes  mit  z  =  (p(w),  so  fallen  die  beiden  analytischen  Gebilde,  die 
aus  den  Funktionen  f(z),  (p(w)  entspringen,  in  ihrer  ganzen  Ausdeh- 
nung zusammen. 

Der  Definitionsbereich  besteht  aus  einem  im  allgemeinen  mehr- 
blättrigen Kontinuum.  Wird  dasselbe  insbesondere  zu  einem  einblätt- 
rigen, so  ist  /■(^)  eine  eindeutige  Funktion,  ihre  singulären  Punkte 
bilden  eine  abgeschlossene  Menge,  deren  Inhalt  jedoch  nicht  Null  zu 
sein  braucht  ^^)  (Nr.  34  u.  ^^^).  —  Aus  der  Riemann'sGhen  Fläche  kann 

(vgl.  unten)  der  Funktion.  Wegen  verschiedener  Möglichkeiten  bei  der  Begren- 
zung von  T  vgl.  "*)  und  '^®). 

76)  Osgood,  Cambridge  Colloquium,  Bull.  Amer.  Math.  Soc.  (2)  .5  (1898),  p.  72. 

77)  Diese  Definition  der  analytischen  Funktion  weicht  der  Form  nach  etwas 
von  der  Weierstrass'schen  ab.  Weierstrass  geht  von  einer  Potenzreihe  '^(2  —  z^) 
aus  und  leitet  aus  derselben  durch  successive  Fortsetzung  die  Reihen  '^{z\z^^z^)^ 
%  (^  I  ^o>  ^i>  ^i)i  •  •  •  ^  (^  !  ^0'  ^n  •^2)-  •  •  1  •^J  ab.  Jede  dieser  Reihen  lässt  sich  aus 
jeder  der  anderen  auf  die  nämliche  Weise  ableiten.  Die  Gesamtheit  der  so  zu 
erhaltenden  Potenzreihen  bildet  nach  Weierstrass  eine  monogene  analytische 
Funktion.  Jede  einzelne  dieser  Reihen  heisst  ein  Element  der  Funktion.  Weier- 
strass, Vorlesungen  an  der  Berl.  Univ.  von  1860  an;  vgl.  etwa  die  Werke  von 
Biermann  und  Harkness  and  Morley.  Weierstrass,  Berl.  Ber.,  12.  Aug.  1880,  §  1 
=  Werke  2,  p.  201.  Der  Begriff  kommt  bereits  in  der  s.  Z.  nicht  veröffentlichten 
AbhandluDg  ^*')  und  in  der  Abhandlung  J.  f.  Math.  51  (1856),  p.  1  ==  Werke  1, 
j).  155  vor. 


13.  Endgültige  Definition  der  analytischen  Funktion.  41 

man  auf  mannigfaltige  Weise  ein  Blatt  heraussondern ;  die  zugehörigen 
Funktionswerte  bilden  einen  Zweig  der  Funktion, 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  eine  analytische  Funktion  einer  ana- 
lytischen Funktion  nicht  notwendig  eine  monogene  analytische  Funktion 
ist,  sondern  aus  mehreren  getrennten  analytischen  Funktionen  be- 
stehen kann;  m.  a.  W.:  ist  w  =  f(/),  z  =  cp[t),  so  braucht  die  Elimi- 
nation von  z  aus  den  beiden  Gleichungen  nicht  bloss  eine  einzige 
analytische  Funktion  tü  =  -ip(t)  zu  ergeben,  vielmehr  können  sich 
mehrere  Funktionen  einstellen '^^).     Beispiele: 

w  =  z^,  ^  =  e',         w  ==  e^  ,     —  e'^  ; 

M;==log^,        0  =  e',         zv==t,       ^ -f  2:r?,  . .  . 

Wird  eine  beliebige  abzählbare  Menge  von  Grössen  a^,  a^,  .  .  . 
vorgelegt,  die  bloss  so  beschaffen  sind,  dass  der  Konvergenzkreis  der 

00 

Potenzreihe    ^  a^{z  —  z^y    nicht  auf  den  Punkt   z  =  z^   zusammen- 

n  =0 

schrumpft,  so  wird  durch  diese  Reihe  und  die  Methode  der  analyti- 
schen Fortsetzung  eine  analytische  Funktion  völlig  bestimmt.  Mit 
der  Frage  nach  einer  expliciten  Formel  für  eine  analytische  Fortsetzung 
über  den  Konvergenzkreis  der  Reihe  hinaus  haben  Borel  und  Mittag- 
Le/fler  sich  beschäftigt.  BoreV^)  stellt  sich  eine  allgemeinere  Auf- 
gabe und  verfährt,  wie  folgt.     Es  sei 

*«  =  Mo  +  Ml  H \-Un-i,  («0  =  0), 

S(a)  =  So  +  Sj«  +  §2  f'  H }-  s„  -  +  . . . 

und  man  bilde  den  Ausdruck  s(a)e-''.     Konvergiert  die  Reihe  ^%, 

n  =  0 

so  wird  s(a)e-",  wenn  a  reell  ist  und  a  =  -f-  oo  wird,  gegen  den- 
selben Grenzwert  konvergieren.  Divergiert  die  it- Reihe,  so  kann 
s(a)e-«  trotzdem  noch  konvergieren.  Es  seien  Wo(^),  11^^(2),  .  .  .,  s(a,  z) 
in  einem  Bereich  T  analytische  Funktionen  von  z.  Konvergiert 
dann  s{a,z)e-"  in  jedem    T'    gleichmässig,    so   wird   der   Grenzwert 

78)  Vgl.  BurJchardt,  Anal.  Funktionen,  p.  198. 

79)  J.  de  math.  (5)  2  (1896),  p.  103.  Der  Satz  auf  p.  106  unten:  „On  en 
conclut . . ."  ist  falsch;  deswegen  müssen  in  der  Folge  verschiedene  Abänderungen 
eintreten.  Eine  zweite  Arbeit  enthält  "Anwendungen  auf  Potenzreihen,  ibid.  p.  441. 
Diese  Untersuchungen  sind  in  einer  Preisschrift  (1898)  weiter  geführt  und  die 
Theorie  wird  auf  die  Differentialgleichungen  und  ein  StieltJ es' sches  Problem 
(Nr.  39)  angewandt;  Ann.  ec.  norm.  (3)  16  (1899),  p.  9.  Vgl.  femer  die  Le9ons 
sur  les  series  divergentes,  1901.  Es  sei  auch  auf  Servant,  Par.  These  1899, 
verwiesen.  Stieltjes  hatte  bereits  1894,  Toul.  Ann.  8,  p.  J.  56,  einen  Satz  erfunden, 
wodurch  eine  analytische  Fortsetzung  konstatiert  wird.    Vgl.  auch  I  A  3,  Nr.  40, 
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lim  s(a,  z)  e""  =  F{z)  eine  in  T  analytische  Funktion  von  z  sein. 

In  dem  Fall,  dass  die  tt- Reihe  in  einem  gewissen  in  T  enthaltenen 
Bereich  D  gleichmässig  konvergiert,  in  anderen  Punkten  von  T  jedoch 
divergiert,  wird  somit  eine  analytische  Fortsetzung  der  in  D  so  defi- 
nierten analytischen  Funktion  dargestellt. 

Mittag-Leffler^^)  definiert  zunächst  einen  „Stern"  A,  welcher  ein 
Bereich  T  ist,  und  zeigt  dann,  dass  f{z)  in  diesem  Bereich  T  sich 
durch  eine  Reihe 

n  =  l 

darstellen  lässt,  die  in  jedem  T'  gleichmässig  konvergiert.  G„{z)  ist 
ein  Polynom,  dessen  Koeffizienten  lineare  Funktionen  von  «o,  «i, ...  sind. 

Eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  eine  analy- 
tische Fortsetzung  hat  Painhve^^^)  gegeben.  In  einem  Bereiche  T, 
dessen  Begrenzung  zum  Teil  aus  einer  regulären  Kurve  ^)  C  bestehe, 
sei  f{z)  eine  analytische  Funktion,  die  in  jedem  innern  Punkte  von  C 
einem  bestimmten  Grenzwert  W  zustrebt.  (Diese  Werte  bilden  dann, 
wie  Painleve  zeigt,  eine  stetige  Folge  von  Randwerten  der  Funktion  f(ä)). 
In  einem  zweiten  Bereich  T,  der  ausserhalb  T  liegt  und  längs  C  an 
T  stösst,  sei  cp{z)  eine  analytische  Funktion,  die  in  jedem  Punkte 
von  C  dem  Werte  W  ebenfalls  zustrebt.  Dann  bildet  (p(z)  nebst  den 
Randwerten  W  eine  analytische  Fortsetzung  von  f(z)  über  C  hinaus. 

Über  die  stetige  Fortsetzung  einer  analytischen  Funktion  über 
ihren  Definitionsbereich  hinaus  existieren  Arbeiten  von  Borel,  Fabnj 

und  Picard^^). 

Sind  mehrere  Funktionen  cpjz),  ...,  (p„,iz)  vorgelegt,  deren  gleich- 
zeitiger Verlauf  verfolgt  werden  soll  (etwa  die  n  Funktionen,  die  dem 
obigen  System  von  Differentialgleichungen  genügen),  so  wird  die  zu- 
gehörige Riemann: sehe  Fläche  derart  konstruiert,  dass  jede  Funktion 
für  sich  darauf  eindeutig  und  analytisch  ist. 

80)  Mitteilungen  an  die  Akad.  Wiss.  Stockholm,  1898;  Acta  math.  23  (1899), 
p.  43;  24  (1900),  p.  183,  205.  Citate  auf  sich  anschliessende  Arbeiten  befinden 
sich  zu  Anfang  der  letztgenannten  Abhandlung.     Vgl.  auch  Nr.  38. 

80')  Par.  Thäse  1887  =  Toul.  Ann.  2  (1888),  p.  28.  Der  Pamleve'Bche 
Beweis  stützt  sich  auf  den  Satz  von  ").  -  Man  vgl.  auch  die  Schwarz'sche  Be- 
dingung, Nr.  20,  Ende. 

81)  Borel,  Par.  These,  1894  =  Ann.  ec.  norm.  (3)  12  (1895),  p.  9;  Fabry, 
Par.  C.  R.  128  (1899),  p.  78;  Picard,  ibid.  p.  193.  Eine  explicite  die  Funktion 
f(z)  in  ihrem  Definitionsbereich  darstellende  Formel  kann  in  einem  anderen 
Teil  der  Ebene  eine  andere  analytische  Funktion  (p{z)  definieren;  Weierstrass, 
Berl.  Ber.,  12.  Aug.  1880  =  Werke  2,  p.  201.     Vgl.   auch  Note  '^%     Dass    auf 
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14.    Geometrische  Deutung  durch   ebene  und  Eaumkurven^^). 

Ist 

f{w,  z)  =  w"^  +  A,{^z)iv'-^  +  •  •  •  +  A„^{£)  =  0 

ein  Polynom  in  tu,  dessen  Koeffizienten  im  Punkte  2  =  z^  analytische 
Funktionen  von  z  sind  und  dort  verschwinden,  so  definiert  die  Glei- 
chung f(tVj  z)  =  0  in  der  Umgebung  des  Punktes  Zq  m  analytische 
Funktionen  w'^^\  .  .  .,  iv^'^\  die  auch  zum  Teil  durch  analytische  Fort- 
setzung auseinander  hervorgehen  resp.  mit  einander  zusammenfallen 
können.  Letzteres  kann  nur  dann  geschehen,  wenn  -K^^f^{iv,z) 
für  eine  derselben  identisch  verschwindet;  dieser  Fall  sei  ausgeschlossen. 
Ist  Zq  reell  und  sind  w'^'^^,  .  .  .,  tv^^^  für  reelle  Werte  von  z  in  der 
Umgebung  des  Punktes  P:  z  =  Zq,  iv  =  0,  alle  reeU,  so  lassen  sich 
diese  Funktionen  in  der  (z,  ^(;)-Ebene  der  analytischen  Geometrie  durch 
Kurven  veranschaulichen.  Diese  geometrische  Deutung  erstreckt  sich 
auch  auf  das  komplexe  Gebiet,  wenn  zu  den  reellen  geometrischen 
Elementen  in  der  gewöhnlichen  Weise  noch  die  komplexen  hinzu- 
genommen werden.  Zwischen  dieser  Deutung  und  der  durch  die 
jRiemanw'sche  Fläche  besteht  nun  folgende  Beziehung: 

a)  Ist  m  >  1  und  fallen  keine  zwei  der  m  Tangenten  der  Kurve 
/'=0  im  Punkte  P  zusammen;  ist  ferner  keine  der  Tangenten  der 
«<;- Achse  parallel,  so  liegen  die  m  Blätter  der  entsprechenden  Hiemann- 
schen  Fläche  schlicht  übereinander.  Der  Punkt  Zq  ist  nur  dadurch 
ausgezeichnet,  dass  die  m  Funktionen  tv  dort  alle  denselben  Wert 
haben.     Es  findet  hier  keine  Verzweigung  statt, 

b)  Die  Taugente  der  Kurve  /"=  0  (bezw.  eines  Zweiges  derselben) 
sei  im  Punkte  P  der  ?r-Achse  parallel;  P  sei  ein  gewöhnlicher  Punkt 
der  Kurve  (bezw.  dieses  Zweiges  derselben).  Dem  entspricht  in  der 
P?ew«7zw'schen  Fläche  ein  einfacher  Verzweigungspunkt. 

diese  Weise  der  Funktion  f{z)  nicht  stets  eine  einzige  Funktion  (p(z)  zugeordnet 
wird,  hat  Poincare  gezeigt:  Am.  J.  of  Math.  14  (1892),  p.  211. 

82)  Die  Beziehung  zwischen  Biemann'a  Theorie  der  algebraischen  Funk- 
tionen und  ihrer  Integrale  und  der  Theorie  der  algebraischen  Kurven  hat  Clebsch 
(LI  B  2)  zuerst  erforscht.  Von  ihm  rühren  auch  die  hier  ausgesprochenen  Sätze 
her.  Eine  Beschränkung  auf  den  algebraischen  Fall  ist  jedoch  unnötig.  Auf 
Grund  des  Weierstrass' sehen  Theorems  F(w,  z)  —  f(w,  z)  ^(tv,  z)  (Nr.  45)  be- 
halten nämlich  diese  Sätze  ihre  Gültigkeit  auch  für  die  durch  eine  beliebige 
Gleichung  F(tv,  z)  ^^^  0  implicite  definierte  analytische  Funktion  (resp.  Funk- 
tionen); denn  es  handelt  sich  um  ein  Verhalten  im  Kleinen,  nämlich  in  der  Um- 
gebung des  Punktes  z  =  z^,  z«  —  0  und  dort  ist  to  als  Funktion  von  z  durch 
die  Gleichung  f(w,  z)  =  0  bestimmt.  Für  die  hier  in  Betracht  kommenden 
singulären  Punkte  eines  allgemeinen  analytischen  Gebildes  sind  diejenigen  der 
algebraischen  Kurven  typisch;  vgl.  die  Parameterdarstellung,  Nr.  11. 
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c)  Die  Kurve  habe  einen  der  t(/'-Aclise  parallelen  Wendepunkt  oder 
einen  mehrfachen  Punkt  anderer  Art  als  die  vorhin  erwähnten.  Die 
Blätter  der  HiemannJ^oh&n  Fläche  hängen  dann  in  einem  oder  meh- 
reren Cyklen  zusammen. 

Singulare  Punkte  einer  Kurve  können  durch  stetige  Variation 
der  Koeffizienten  erzeugt  werden.  Die  entsprechende  Veränderung  der 
J?iewaww'schen  Fläche  lässt  sich  mit  Hülfe  der  vorhergehenden  Be- 
ziehungen verfolgen.     Als  Beispiele  mögen  die  Kurven  dienen: 

a)  iv^  =  z{z  —  a){3  —  ß), 

wo  a  und  ß  reelle  Grössen  sind  und  /3  gegen  a  konvergiert.  Es  ent- 
steht so  ein  Doppelpunkt,  während  andererseits  die  JRiewaww'sche 
Fläche  zwei  Verzweigungspunkte  einbüsst. 

ß)  iv{w^  —  a^)  =  z . 

Konvergiert  a  gegen  0,  so  bekommt  die  Kurve  einen  Wendepunkt. 
Dafür  tauscht  die  Riemann'sche  Fläche  zwei  einfache  Verzweigungs- 
punkte gegen  einen  Verzweigungspunkt  zweiter  Ordnung  ein. 

Im  Falle  ß)  ist  die  Umkehrfunktion  in  der  Nähe  des  Punktes 
tv  =  0  eindeutig.  Es  gilt  der  allgemeine  Satz:  Ist  der  Punkt  P  kein 
mehrfacher  Punkt  der  Kurve,  so  hängen  die  entsprechenden  m  Blätter 
der  Riemann'schen  Fläche  im  Punkte  Zq  in  einem  Cyklus  zusammen. 
Darauf  beruht  die  Regel:  Die  im  Endlichen  gelegenen  Verzweigungs- 
punkte der  Umkehrung  w{z)  einer  rationalen  Funktion  ^  =  2^  wer- 
den durch  die  Punkte  der  entsprechenden  Kurve  gegeben,  in  denen 
dieselbe  der  m;- Achse  parallel  ist.  Dazu  ist  notwendig  und  hinrei- 
chend, dass    g)tl^'  —  cp't  ==0,   ij;  =^0. 

Zwischen  einer  Raumkurve  und  der  entsprechenden  Riemann'schen 
Fläche  existieren  ähnliche  Beziehimgen^^). 

15.  Die  Lagrange'sche  Eeilie.  An  eine  Schrift  von  Lambert^) 
anknüpfend,  worin  eine  Wurzel  der  Gleichung  x"^-\-px  =  q  durch 
eine  unendliche  Reihe  dargestellt  ist,  hat  Lagrange^'")  eine  Wurzel 
2  =  ^  der  Gleichung  0  =  x -\-  af{£)  in  folgende  Reihe  entwickelt: 


83)  Vgl.  Klein,  Riemann'sche  Flächen. 

84)  Observationes  variae  in  mathesin  puram,  Acta  Helvetica  3  (1758),  p.  128; 

aie  Reihe  lautet  .  ^ X. -il^  +  J^^^  -  "^^^^  ^^  +      ■   ond  M 

durch  die  Methode  der  successiven  Annäherungen  abgeleitet. 

85)  Berl.  Me'm.  24,  1768  [1770],  p.  251  =  Oeuvres  3,  p.  25.    Lagrange  setzt 
die  Gleichung  in  der  Form  (p.  274)    a  —  a;  -f  qp(a;)  =  0   an  und  bezeichnet  ihre 
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t  =  x  +  af(.)  +  JV;^  [fi,)f  +  .  ,  .  +  ^S!^-^  t«x)]"  +  .  ■  . . 

Genauer  gesagt  war  es  nicht  diese  Reihe,  sondern  eine  allgemeinere, 
nämlich  die  für  eine  beliebige  Funktion  von  t,,  ^{t),  die  Lagrange 
dort  giebt: 


n  — 1 


0(0  =  ^(x)  +  a  0\x)f{x)  +  •  •  •  +  ^-,  -—^  Wipo)f{xy]  +  •  •  •  . 

Er  hat  die  Reihe  auf  das  Zep/er'sche  Problem,  die  Auflösung  der 
Gleichung  z  =  x-\-asmz  nach  z,  angewandt  ^ß).  Im  Anschluss  daran 
hat  Laplace^'^)  den  Radiusvektor  einer  Planetenbahn  explicite  durch 
die  Zeit  ausgedrückt,  indem  er  mittelst  der  Lagrange' sehen  Reihe  aus 
den  Gleichungen   7?  =  1  —  a  cos  ^,    0  =  :r  +  c^  sin  ^,    z  eliminiert: 

E  =  l-aeo^x  +  ";sin2;r+  •  •  •  +  --^-- ^!Z!-!^  +  . . . 

Hier  bedeutet  a  die  Excentrizität  der  Bahn;  7?,  x  sind  resp.  dem 
Radiusvektor  und  der  Zeit  proportional.  Er  bestimmte  ferner  den 
Konvergenzbereich  dieser  Reihe ^*^).  Jacohi^'^)  leitete  durch  die  Lagninge- 
sche  Reihe  die  Formel  für  die  Kugelfunktionen  ab: 

Setzt  man  nämlich  2  ~  x  —  a^~=-^  =  0 ,  ^  = 'i^^lEl^^+Z , 
so  ist   II (1 -«0=1^  ^^(l—2ax-\-a'y'  =  2XX'  und  man 

n==0 


Wurzel  mit  p,  so  dass  die  Reihe  für  eine  beliebige  Funktion  von  p,  ip^p)  wie 
folgt  lautet: 

Er  beschäftigt  sich  auch  mit  der  Frage  nach  der  Konvergenz  der  Reihe.  Vgl. 
Brill  und  Noether's  Bericht  p.  153  u.  178,  wo  eine  Skizze  der  Geschichte  der 
Lagratige'ächen  Reihe  sich  findet;  ferner  eine  Abhandlung  von  Nekrassoff  über 
die  Lagrange'sche  Reihe,  Matematiceskij  Sbornik  12,  Moskow  1885,  die  auch 
viele  Litterat  urangaben  enthält. 

86)  Berl.  M^m.  25,  1769  [1771],  p.  204  =  Oeuvres  3,  p.  113. 

87)  Me'c.  c6l.  1,  livre  II,  Nr.  22  (1798—99)  ^  Oeuvres  1,  p.  196. 

88)  Par.  Mem.  6  (1823  [27]),  p.  61  =  Me'c.  cel.  suppl.,  oeuvr.  5,  p.  473.  Die 
Excentrizität  u  darf  den  Wert  0,6627  .  .  .  nicht  überschreiten. 

89)  J.  f.  Math.  2  (1827),  p.  223.  Vgl.  auch  Cauchy,  Par.  Mem.  8  (1827) 
p.  118,  der  die  Lagrange'sche  Reihe  ebenfalls  zu  diesem  Zweck  angewandt  hat. 
Die  Formel  selbst  rührt  von  Bodrigues  (1816)  her;  vgl.  Heine,  Kugelfunktionen 
1,  p.  20. 
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braucht  nur  die  Lagmnge'sche  Reihe  für  t,  nach  x  zu   differenzieren 
und  die  Koeffizienten  der  beiden  Reihen  zu  vergleichen. 

Bei  Cauchy'a  ersten  auf  die  Reihenentwicklung  einer  impliciten 
Funktion  und  die  Abschätzung  des  Restes  sich  beziehenden  Entdeckungen 
spielte  die  Lagrange'sche  Reihe  eine  wesentliche  Rolle  ^*^).  Mittelst 
eines  längs  eines  komplexen  Weges  erstreckten  bestimmten  Integrals 
schätzte  Caucliy  den  Wert  des  allgemeinen  Gliedes  der  Reihe  ab,  ohne 
jedoch  die  Frage  nach  der  Konvergenz  in  ihrem  vollen  Umfang  zu 
erledigen  (s.  unten).  Eine  strenge  Begründung  der  Lagrange' sehen 
Formel  nach  Caucliy' sehen  Methoden  haben  E.  Rouche  und  C.  Hermite 
gegeben  ^^).  Es  mögen  nämlich  ^(^),  f{2)  im  Bereich  T  analytische 
Funktionen,  x  ein  beliebiger  fester  Punkt  von  T,  und  T/  ein  belie- 
biger Bereich  sein,  der  x  als  innem  Punkt  enthält.  Bestimmt  man  r 
dann  so,  dass  für  jeden  Wert  a  im  Kreise  C:  \a\<r,  und  für  jeden 

Wert  z  auf  dem  Rande  von  T/:  ^^  <  1  ist,  so  gilt  die  Lagmnge' sehe 
Reihenentwicklung  für  O(^)  sicher,  so  lange  \a\<r  bleibt.  Die  Be- 
ziehung    '^3^    =  1    hat  zur  Folge,  dass  gleichzeitig 

F{:s)  =  2  —  X  —  af{z)  =  0, 

dass  also,  für  einen  gewissen  Wert  von  a  auf  dem  Rande  des  Kon- 
vergenzkreises C  der  Reihe,  0  mehrfache  Wurzel  der  Gleichung  F{2)  =  0 
wird.  „Der  Ursprung  des  berühmten  Satzes  von  Cauchy  über  den 
Konvergenzkreis  kann  hiernach  auf  jene  wenig  bekannte  Abhandlung^) 
zurückgeführt  werden"  ^2).  Die  Gleichung  F(2)  =  Ö  kann  aber  für 
verschiedene  Werte  von  a  eine  mehrfache  Wurzel  haben.  Um  welchen 
Wert  von  cc  handelt  es  sich  denn  hier?  Denkt  man  sich  die  Rie- 
mann'ache  Fläche  für  die  Funktion  ^(a)  über  die  «-Ebene  ausgebreitet, 


90)  Brill  und  Noether  sprechen  die  Ansicht  aus,  dass  man  aus  der  Reihen- 
folge seiner  Entdeckungen  schliessen  müsse,  dass  die  Reihe  von  Lagrange,  ihre 
Anwendung  auf  die  Keple/sche  Gleichung  u.  s.  w.  geradezu  der  Ausgangspunkt 
für  diese  bedeutenden  Untersuchungen  überhaupt  gewesen  sei;  Bericht,  p.  178. 
Vgl.  Cauchy  ^%  p.  97  u.  130. 

91)  E.  Bauche,  J.  ec.  pol.,  cah.  39  (1861),  p.  193;  C.  Hermite,  Cours  d'anal., 
19.  le9on  =  Picard,  T.  d'anal.  2,  p.  262.   Hermite  leitet  zunächst  die  Formel  ab: 

00 

^l  :=  y^,—,'^[n(x)f(xf],    woraus    sich    dann    die    gewöhnliche  Formel 

durch  die  Substitution  n{z)  =  F' (z)  ^{z)  ergiebt.     Vgl.   auch   die  Darboux'äche 
Formel  (unten). 

92)  Brill  und  Noether,  Bericht,  p.  179. 
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SO  sieht  man,  dass  der  Kreis  C  in  einem  bestimmten  Blatt  derselben 
liegt.  Da  /■(^)  in  T  eindeutig  ist,  so  entspricht  der  mehrfachen 
Wurzel  eine  Verzweigung  der  Funktion  ^{a)  (Nr.  14).  Nun  kann  es 
sehr  wohl  vorkommen,  dass  andere  Blätter  der  Fläche  in  Yerzwei- 
gungspunkten  zusammenhängen,  die,  auf  dieses  Blatt  projiziert,  zu 
innern  Punkten  von  C  führen;  die  entsprechenden  Werte  von  a  spielen 
hier  keine  Rolle.  Andererseits  kann  man  nicht  behaupten,  dass  unter 
den  einem  bestimmten  Werte  von  a  entsprechenden  Wurzeln  der 
Gleichung  F{z)  =  0  die  durch  die  Lagrange' sehe  Reihe  dargestellte 
stets  den  kleinsten  absoluten  Betrag  hat.  Man  sieht  somit  die  Schwie- 
rigkeit, der  Caiichy  begegnete  und  die  sich  erst  dann  hebt,  wenn  der 
Begriff  der  Zweige  einer  mehrdeutigen  Funktion  zu  voller  Klarlieit 
gelangt  ist.  Auf  anderem  Wege  hat  Nekrassoff'-''^)  diese  Frage  er- 
ledigt, indem  er  über  der  ^- Ebene  die  Fläche  Z  =    -^^      konstruiert. 

\z  —  x\  ' 

wobei  Z  die  dritte  Raumkoordinate  bedeutet,  und  auf  dieser  Fläche 
gewisse  Kurven  untersucht.  Ist  f{x)  ^=  0,  so  wird  die  Projektion 
der  Kurve  Z  =  Z^  =  const  auf  die  ^- Ebene  für  grosse  Werte  von 
Zq  einen  geschlossenen,  den  Punkt  ^  =  a?  im  Innern  enthaltenden 
Zweig  haben.  Lässt  man  Zq  stetig  abnehmen,  so  kommt  man  bei 
geeigneten  Voraussetzungen  bezügl.  /'(z)  auf  einen  Grenzwert'-'^)  Zq=]c, 
wofür  dieser  Zweig  mit  einem  anderen  im  Punkte  2  =  c  zusammen- 
stösst.  Dem  Punkte  c  entspricht  eine  Verzweigung  des  durch  die 
Lagrange' sehe  Reihe  dargestellten  Zweiges  der  Funktion  ^(a)  und  der 
wahre  Konvergenzkreis  hat  daher  den  Radius  l~^ . 

Laplace'-'^)    hat    die  Lagrange'sche  Reihe  für  den  Fall   mehrerer 
Gleichungen  auf  formalem  Wege  verallgemeinert.    Dem  Laplace'schen 
Resultat  hat  Barloux^^)  für  den  Fall  zweier  Gleichungen: 
F{w,  z)^  z  —  X  —  a  f(w,  z)  -=0 

G(w,z)  ^^w—y  —  ß(p{w,z)  ==  0 
die  Form  gegeben: 


93)  NeTcrassojf^*);  vgl.  auch  Math.  Ann.  31  (1888),  p.  337. 

94)  Dies  wird  insbesondere  stets  eintreffen,  wenn  f{z)  eindeutig  ist  und 
keine  anderen  Singularitäten  im  Endlichen  besitzt  als  Pole,  wonach  denn  die 
für  die  Praxis  wichtigsten  Fälle  der  Methode  zugänglich  sind.  —  Diese  Form 
des  Nekrassoff' sehen  Beweises  rührt  von  N.  Gernett  her;  Vortrag,  gehalten  im 
Math.  Sem.  zu  Göttingen,  den  5.  Juli  1899. 

95)  Par.  Hist.  1777  [1780],  p.  116  =  Oeuvres  9,  p.  330. 

96)  Par.  C.  R.  68  (1869),  p.  324.  Vgl.  auch  Poincare,  Acta  math.  9  (1887), 
p.  357,  sowie  Nr.  41  dieses  Artikels.  Im  Anschluss  an  Darhoux  behandelt 
Stieltjes  den  allgemeinen  Fall;  Ann.  ec.  norm.  (3)  2  (1885),  p.  93. 
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d{F,  G)        Zj  ^  m\n\         Z£"dy'' 

16.  Funktionalgleicliungen^'').  Es  mögen  ««;.  =  /'.(^),  *  =  1,  . . .  «, 
Funktionen  von  z  sein,  die  in  der  Umgebung  des  Punktes  z^  analy- 
tisch sind.  Zwischen  diesen  n  Funktionen  möge  für  alle  Punkte  der 
Umgebung  von  Zq  die  Beziehung  bestehen: 

WO  G  eine  ganze  rationale  oder  transcendente  Funktion  der  n  Argu- 
mente iv-^,  .  .  .,  IV ^  bedeutet  (Nr.  40).  Dann  fährt  diese  Beziehung 
fort  zu  bestehen,  wenn  die  n  Funktionen  t\{z)  gleichzeitig  längs  eines 
beliebigen  Weges  analytisch  fortgesetzt  werden.  Kann  jede  der  Funk- 
tionen f\{z)  in  einen  beliebigen  Punkt  ihres  Definitionsbereichs  längs 
eines  Weges  fortgesetzt  werden,  der  ganz  im  Definitionsbereich  jeder 
anderen  dieser  Funktionen  liegt,  so  gilt  die  Beziehung  für  den  Ge- 
samtverlauf jeder  Funktion,  wofern  nur  jedesmal  passende  Zweige  der 
Funktionen  zusammengefasst  werden®^). 

Würde  man  etwa  bloss  voraussetzen,  dass  G  eine  analytische 
Funktion  der  n  Argumente  sei,  oder  dass  die  Funktionen  f\{z)  sich  in 
einem  Punkte  Zq  analytisch  verhalten,  so  würde  man  nur  schliessen 
können,  dass  bei  gleichzeitiger  analytischer  Fortsetzung  der  »«Funktionen 
f^{z)  längs  eines  bestimmten  Weges  die  Beziehung  G{iVy,  .  .  .,  iv^  =  0 
so  lange  gilt,  als  der  Punkt  (/i(^),  •  •  -^f'Jß))  innerhalb  des  Definitions- 
bereiches der  Funktion  G  bleibt.  Zur  Erläuterung  mögen  folgende 
Beispiele  dienen:  Es  sei  (p{z)  innerhalb  des  Einheitskreises  analytisch 
und  von  Null  verschieden  und  lasse  keine  analytische  Fortsetzung 
über  diesen  Kreis  hinaus  zu^'^).     Die  Differentialgleichung 


97)  Diesem  Prinzip  eine  genaue  Fassung  zu  geben,  war  erst  möglich,  nach- 
dem der  BegriiF  der  analytischen  Funktion  definitiv  festgelegt  war  und  ist  eben- 
falls das  Verdienst  von  Weierstrass;  Vorlesungen  an  der  Berliner  Universität. 
Das  Prinzip  findet  man  bereits  in  einer  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1854,  J.  f. 
Math.  51  (1856),  p.  1  -=  Werke  1,  p.  153. 

98)  Es  kann  auch  vorkommen,  dass  einige  der  Funktionen  eine  isolierte 
singulare  Stelle  in  einem  Punkte  z^  haben,  in  welchem  andere  dieser  Funktionen 
sich  analytisch  verhalten,  dass  aber,  von  solchen  Stellen  abgesehen,  die  Bedingung 
des  Satzes  erfüllt  ist.  Dann  gilt  der  Satz  noch,  wenn  bloss  von  diesen  Stellen 
abgesehen  wird. 

99)  Eine  solche  Funktion  erhält  man  beispielsweise,  wenn  man  zu  der  von 
mir  aufgestellten  Funktion  f{z)  eine  passende  Konstante  addiert;  N.  Y.  Bull.  (2) 
4  (1898),  p.  417.  Der  dort  gegebene  Beweis  ist  von  A.  Hurwitz  vereinfacht;  ibid. 
(2)  ö  (1898),  p.  17. 


16.  Funktionalgleichungen.  ^o 


du  u 

dz         ^^ 

hat  dann  die  allgemeine  Lösung 


u  =  er 


/dz 
(p(z) 


und  wird  insbesondere  durch  die  Funktion  u  =  0  befriedigt.  Da  nun 
aber  die  Differentialgleichung  nur  innerhalb  des  Einheitskreises  über- 
haupt einen  Sinn  hat,  so  kann  die  Funktion  ?*  =  0  auch  nur  in 
diesem  Bereich  als  Lösung  angesehen  werden.    Die  Beispiele  sind  dann: 

(b)  G(u\,u,„w,)  =  zv,~'^^^ 

Die  einfachere  Differentialgleichung  ^^  =  -^  leistet  im  wesentlichen 
dasselbe. 

Funktionalgleichungen  (die  auch  insbesondere  die  Differential- 
gleichungen umfassen)  werden  sowohl  von  vornherein  zur  Definition 
analytischer  Funktionen  als  auch  zur  Ermittelung  der  analytischen 
Fortsetzung  einer  in  einem  gewissen  Bereich  erklärten  Funktion  ver- 
wendet. Es  sei- beispielsweise  an  die  verschiedenen  Definitionen  der 
Exponentialfunktion  erinnert: 

(«)  /■(^i+^2)  =  /-(^x)-/W,         hm^^^=l; 

(/3)-)  r{z)=fXz),  ^~'       /(0)  =  1. 

Wie  hier,  so  hat  man  auch  im  allgemeinen  zur  vollständigen  Defini- 
tion der  Funktion  ausser  der  Funktionalgleichung  selbst  noch  gewisse 
Nebenbedingungen  nötig.  —  Die  Gammafunktion  kann  man  zunächst 
für  Werte  von  2,  deren  reeller  Teil  positiv  ist,  durch  das  bestimmte 
Integral: 


100)  Zu  dieser  Definition  sind  die  allgemeinen  Existenzsätze  bezügl.  der 
Lösung  einer  Differentialgleichung  nicht  nötig;  vgl.  etwa  Demartres,  Cours 
d'an.  2,  p.  12,  wo  eine  elementare  Behandlung  der  Funktion  nach  dieser  Defi- 
nition gegeben  ist.  —  Mooi'e  hat  eine  Definition  der  Funktion  sin  z  auf  Grund 

der  Funktionalgleichungen  /•(2^)/'(y)  =  2f{z)f^z-i-l-^,  f{-z)  =  -f{^z)  und 

gewisser  Nebenbedingungen  gegeben;  Ann.  of  Math.  9  (1895),  p.  43. 

Encyklop.  d.  math.  Wissenscli.     11  2.  4. 
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'  CO 

0 

wo  t  nur  reelle  positive  Werte  durchläuft,  definieren,  um  dann  für 
solche  Werte  des  Arguments  die  Funktionalgleichung  r{z-\-\)  =  zr{z) 
zu  konstatieren.  Damit  werden  alle  analytischen  Fortsetzungen  be- 
stimmt. —  Die  doppeltperiodischen  Funktionen  werden  nebst  den 
elementaren  Funktionen  dadurch  charakterisiert,  dass  sie  allein  ein 
algebraisches  Additionstheorem  zulassen: 

wo  G{iVy,w^,w^  eine  ganze  rationale  Funktion  von  iVy,w^,w^  be- 
deutet (II B  6  a).  Endlich  sei  noch  der  Rolle  gedacht,  welche  die 
Monodromiegruppe  in  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
spielt  (II  B  4). 

Die  Ideen  der  (Ta?o*s'schen  Theorie  werden  auf  die  Funktionen- 
theorie übertragen,  indem  man  an  Stelle  der  algebraischen  Grleichung 
eine  Funktionalgleichung  treten  lässt^°°*). 

Näheres  über  diesen  Gegenstand  findet  man  in  II  B  8. 

17.  Bestimmte  und  Schleif enintegrale.  Durch  das  bestimmte 
Integral 


fm^) 


dt 
wird  bei  geeigneten  Voraussetzungen  bezüglich  der.  Funktion  f{t,  z) 


100»)  Man  vgl.  IIB  4,  sowie  Holder,  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  1,  wo  gezeigt 
ist,  dass  keine  analytische  Funktion,  welche  der  Funktionalgleichung  F {z -\- 1) 
=  zr(z)  genügt,  eine  Lösung  einer  algebraischen  DiflFerentialgleichung  mit 
Koeffizienten,  die  rationale  Funktionen  von  z  sind,  sein  kann.  3Ioore  knüpft  an 
die  Hölder'sche  Untersuchung  an,  giebt  eine  systematische  Darlegung  des  Be- 
griffs des  Rationalitätsbereiches,  findet  allgemeine  Bedingungen  für  „transcen- 
dentally  transcendental"  Funktionen  und  stellt  neue  Beispiele  solcher  Funktionen 
auf;  Math.  Ann.  48  (189C),  p.  49. 

Eisenstein  hat  den  folgenden  Satz  ausgesprochen:    Ist  eine  Lösung  einer 

algebraischen  Gleichung  durch  eine  Reihe  y  =  c^ -\- c^x-Jr  c^x^  ^ darstellbar, 

wo  Co,  Ci,  Cj, ...  rationale  Zahlen  in  reduzierter  Form  sind,  so  kommt  in  den 
Nennern  dieser  Koeffizienten  nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Primzahlen 
vor  und  es  ist  stets  möglich,  x  durch  ein  solches  ganzzahliges  Vielfache  hx  zu. 
ersetzen,  dass  alle  Koeffizienten  in  ganze  Zahlen  übergehen;  Eisenstein,  Berl. 
Ber.  1852,  p.  441;  Heine,  J.  f.  Math.  48  (1854),  p.  268;  Hermite,  Lond.  Math. 
Proc.  7  (1876),  p.  173.  Im  Anschluss  daran  zeigt  Ä.  Hurwitz,  dass  gewisse 
Potenzreihen  mit  rationalen  Koeffizienten  Funktionen  definieren,  die  keiner  alge- 
braischen Differentialgleichung  genügen,  Ann.  ec.  norm.  (3)  6  (1889),  p.  327.  Vgl. 
auch  Pineherle,  J.  f.  Math.  103  (1888),  p.  84. 
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eine  analytische  Funktion  von  z  definiert  (Nr.  6),  Der  Konvergenz- 
bereich dieses  Integrals  kann  jedoch  beschränkter  sein  als  der  Defini- 
tionsbereich  der  Funktion,  indem  für  die  Punkte  des  letzten  Bereiches 
nicht  stets  bis  in  den  Punkt  p  resp.  q  integriert 
werden  kann.  Diesem  Übelstand  wird  in  einer 
wichtigen  Klasse  von  Fällen  dadurch  abgeholfen, 
dass  das  obige  Integral  durch  ein  SchleifpM- 
integral    ersetzt    wird.      Es  möge  f{t,z),   als  _. 

Funktion  von  t  betrachtet,  in  den  Punkten  p,  q 

Verzweigungspunkte  haben  und  nach  Umkreisung  eines  dieser  Punkte 
sich  nur  um  einen  in  Bezug  auf  t  konstanten  Faktor  e2rt/a  j-ggp  Q^mt 
ändern.  Lässt  man  den  Punkt  t  einen  Doppelumlauf  beschreiben, 
d.  h.  einen  Weg,  der  die  Punkte  p,  q  abwechselnd  umkreist,  und  zwar 
einen  jeden  zuerst  im  positiven  und  dann  im  negativen  Sinne,  so 
kehrt  die  Funktion  zum  ursprünglichen  Wert  zurück;  auf  der  Rie- 
»waww'schen  Fläche  der  Funktion  t\t,  z)  ist  der  Weg  ein  geschlossener. 

Das  längs  dieses  Weges  erstreckte  Integral  j  f{t,  z)  dt  hat  stets 
einen  Sinn.     Konvergiert  auch  das  frühere  Integral,  so  ist 

ff{t,  z)  dt  =  {l~  es«'-'^)  (1  —  e'^'')ff(t,  z)dt. 

p 
Es  wird  also  in  der  That,  falls  das  Doppelumlauf  integral  gleichmässig 
konvergiert,  mittelst  desselben  eine  analytische  Fortsetzung  der  durch 
das  frühere  Integral  definierten  Funktion  dargestellt  ^'>^).  Durch  ein 
solches  Integral  wird  insbesondere  die  hypergeometrische  Funktion 
für  alle  Werte  ihres  Arguments  dargestellt  ^"2).    Im  Falle,  dass  6  =  x 

101)  Schleifenintegrale  sind  zuerst  von  Eiemann  gebraucht  worden,  der  die 
Periodicitätsmoduln  ^fterscher  Integrale  durch  bestimmte  Integrale  definierte, 
welche  längs  eines  auf  der  betr.  Eiemann' sehen  Fläche  geschlossenen  Weges, 
also  längs  eines  Sdileifeniveges  geführt  werden.  Aber  auch  Schleifenintegrale  in 
dem  hier  betrachteten  Sinne  waren  ihm  geläufig;  vgl.  Gott.  Abh.  7  (1857),  p.  21 
=  Werke,  1.  Aufl.,  p.  77,  2.  Aufl.,  p.  82;  Berl.  Ber.  1859,  p.  671  =  Werke, 
l.Aufl.,  p.  137,  2.  Aufl.,  p.  146;  Nachlass,  Werke,  1.  Aufl.,  p.  404,  2.  Aufl.,  p.  428; 
ferner  bei  Riemann's  Schülern  H.  HanJcel,  Zeitschr.  Math.  Phys.  9  (1864),  p.  1 
und  J.  Thotnae,  ibid.  14  (1869),  p.  48.  In  neuerer  Zeit  sind  solche  Integrale  auf 
die  Darstellung  der  Lösung  einer  linearen  DiflFerentialgleichung,  sowie  auf  die 
Behandlung  der  Etiler'schen  B-  und  T-Funktionen,  von  C.  Jordan,  Cours  d'anal. 
3,  p.  241;  L.  Pochhammer,  Math.  Ann.  35  (1890),  p.  470  und  P.  A.  Nekrassoff, 
Math.  Ann.  38  (1891),  p.  509  angewandt  worden.  Den  Doppelumlauf  haben  Jor- 
dan und  Pochhammer  unabhängig  von  einander  erfunden  (vgl.  11  A  3,  Nr.  16). 

102)  Vgl.  Schellenberg,  Gott.  Diss.  1892.  Hier  wird  auch  prinzipieller  Ge- 
brauch von  homogenen  Variabein  (Nr.  49)  gemacht. 

i* 
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istj  genügt  schon  eine  einmalige  Umkreisnng  eines  jeden  der  Punkte 
p,  q  und  es  ist  dann^*^^) 

ff{t,  z)  dt={l-  e'-'")Jf(t,  z)  dt, 

p 
wofern  das  letzte  Integral  konvergiert. 

Es  sei  noch  auf  einen  anderen  von  Weierstrass  gegebenen  ana- 
lytischen Ausdruck  verwiesen ,   durch  welchen   eine  analytische  Fort- 

Setzung    der    durch    das    bestimmte    Integral  j  f(t,  z)  dt    definierten 

p 
Funktion  ebenfalls  dargestellt  werden  kann^^). 

18.  Die  Umkehrfunktion  und  die  konforme  Abbildung  im 
Grossen.  Eine  in  einem  Bereich  T  analytische  Funktion  w  ==  f{z) 
definiert  eine  ein-eindeutige  Abbildung  eines  Bereiches  T/  auf  einen 
Bereich  ST/  einer  über  die  m?- Ebene  ausgebreiteten  Biemann' sehen 
Fläche.  Verschwindet  f'{z)  in  T/  nirgends,  so  wird  die  Abbildung 
der  Umgebung  eines  beliebigen  Punktes  Zq  von  T/  auf  die  Um- 
gebung des  entsprechenden  Punktes 
Wq  konform  sein.  Dieser  Umstand 
reicht  jedoch  noch  nicht  zum  Schlüsse 
aus,  dass  X/  nicht  über  sich  selbst 
greift,  m.  a.  W.  dass  die  Umkehr- 
funktion  z(w)  für  die  in  Betracht 
p-     3  kommenden  Werte  ,  von  iv   eindeutig 

ist^°^).  Eine  dazu  hinreichende  Be- 
dingung gibt  der  Satz^o^):  Ist  w  =  f{z)  eine  in  einem  Bereich  5^ 
(Nr.  1)  stetige  und  innerhalb  5^  analytische  Funktion  von  z,  die  auf 
der  Begrenzung  C  von  B^  ein  und  denselben  Wert  in  zwei  ver- 
schiedenen Punkten  niemals  annimmt,  so  geht  C  in  eine  geschlossene 
sich  selbst  nicht  schneidende  Jordanische  Kurve  ^^t^)  p  ^jer  m;- Ebene 

103)  Mittelst  eines  solchen  Integrals  lässt  sich  beispielsweise  die  T-Funk- 
tion  darstellen  '''),  '''). 

104)  Weierstrass,  Progr.  Braunsberg  1848/49,  §  3  =-  Werke  1,  p.  122. 

105)  Klein,  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  214;  Differentialgleichungen  (lith.)  1891, 
p.  78.  Ein  lückenhafter  Beweis  der  eindeutigen  Umkehrung  der  elliptischen  Inte- 
grale erster  Gattung  beruht  auf  einer  Verkennung  der  hier  hervorgehobenen  Sach- 
lage; Briot  et  Bouquet,  l.Aufl,  §  62;  2.  Aufl.,  §219;  strenger  Beweis  bei  Picar(i, 
Darb.  Bull.  (2)  14  (1890),  p.  107  =  Trait^  2,  p.  334. 

106)  Darhoux,  Le9ons  sur  la  theorie  gönärale  des  surfaces  etc.  1,  Paris 
1887,  p.  173;    Picard,  Traite  2,  p.  280. 

107)  Unter  einer  geschlossenen  Joi-dan'schen  Kurve  ohne  mehrfachen  Punkt 
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über;  der  von  F  abgegrenzte  schlichte  Bereich  der  w-Ebene  wird 
ein-eindeutig  und  stetig  auf  B^^,  das  Innere  dieses  Bereiches  ausser- 
dem noch  konform  auf  das  Innere  von  B^  bezogen  ^°^).  Die  Umkehr- 
funktion 2{w)  ist  für  die  in  Betracht  kommenden  Werte  von  tv  ein- 
deutig. Der  Satz  kann  so  erweitert  werden,  dass  der  Bereich  B^^ 
und  dessen  Abbildung  beliebig  auf  den  entsprechenden  Kugeln 
(Nr.  8)  liegen. 

Eine  vielfach  angewandte  Methode  zur  Untersuchung  der  durch 
eine  explicite  Formel  definierten  konformen  Abbildung  besteht  darin, 
dass  man  von  gewissen  Kurven  der  einen  Ebene  (häufig  der  reellen 
Achse),  deren  Abbildung  sich  in  der  anderen  Ebene  leicht  verfolgen 
lässt,  ausgeht  und  diese  Kurven  so  zusammenfasst,  dass  sie  Bereiche 
B^^^\  B^^^^  abgrenzen,  deren  Abbildung  man  dann  mittels  des  vorher- 
gehenden Satzes  bestimmen  kann^^^).  Eine  grosse  Anzahl  durch  die 
elementaren  Funktionen  und  das  elliptische  Integral  erster  Gattung 
definierter  konformer  Abbildungen  sind  von  HoUmüller  ^^^)  unter- 
sucht worden. 

Wegen  der  konformen  Abbildung  einfach  resp.  mehrfach  zu- 
sammenhängender Bereiche  auf  einander  vgl.  Nr.  19  u.  21  resp.  Nr.  23. 

II.   Die  geometrische  Funktionentheorie. 

19.  Riemann's  neue  Grundlage  für  die  Funktionentheorie.    Von 

Alters  her  war  bekannt  ^^),  dass  der  reeUe  (resp.  der  rein  imaginäre) 


verstehe  ich  die  allgemeinste  geschlossene  Kurve  ohne  mehrfachen  Punkt,  deren 
Punkte  sich  ein-eindeutig  und  stetig  auf  die  Peripherie  eines  Kreises  abbilden 
lassen;  vgl.  C.  Jordan,  Cours  d'anal.  1,  2.  Aufl.  1893,  p.  90,  VIII;  Ä.  Hurwitz, 
Kongr.  Zürich  1898,  p.  101.  Eine  solche  Kurve  zerlegt  die  Ebene  in  äussere 
und  innere  Punkte  **).  Dieser  Jbrdaw'sche  Satz  ist  für  den  Satz  des  Textes 
wesentlich.  —  Ob  T  die  allgemeinste  Jbrdaw'sche  Kurve  sein  kann,  ist  noch 
nicht  entschieden;  vgl.  Nr.  19. 

108)  Auch  in  einem  Randpunkte  bleiben  die  Winkel  erhalten,  selbst  wenn 
die  Begrenzung  nicht  analytisch  ist,  falls  F  in  der  Umgebung  des  betr.  Rand- 
punktes eine  reguläre  Kurve*)  ist;  vgl.  Painleve,  Par.  C.  R.  112  (1891),  p.  653. 

109)  Klein,  Leipziger  Vorlesung  1881/82,  wo  die  ümkehrung  einer  ratio- 
nalen Funktion  an  Beispielen  erläutert  ist;  im  Anschluss  daran  Boiiton,  Ann. 
of  Math.  12  (1898),  p.  1.  Die  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals  1.  Gattung 
haben  Appell  und  Goursat  nach  dieser  Methode  behandelt:  Functions  algebri- 
ques,  Paris  1895,  p.  442.  Vgl.  ferner  Klein-Fricke,  Modulfunktionen  1,  p.  69. 
In  der  Theorie  der  Se^-ar^'schen  s- Funktion  kommt  das  Prinzip  auch  zur 
Geltung  (IIB  4).  —  Wegen  der  linearen  Transformation  w  =  {az  -\-  ^)l{yz-\-8) 
vgl.  die  gebräuchlichen  Lehrbücher. 

110)  Vgl.  das  Litteraturverzeichnis. 


54        II Bl.    W.F.Osgood.     Analytische  Funktionen  komplexer  Grössen. 

Teil  einer  analytischen  Funktion  von  3  der  Laidace  sehen  Dijßferential- 
gleichung  Au  =  0  (IIA  7  b)  genügt.  Für  die  Theorie  dieser  Glei- 
chung im  Räume  von  drei  Dimensionen,  wie  sie  den  Anforderungen 
der  mathematischen  Physik  entsprechend  entwickelt  worden  war  ^^^),  war 
der  Gesichtspunkt  massgebend  gewesen,  die  Lösung  nicht  durch  arith- 
metische Formeln,  sondern  durch  Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen 
zu  bestimmen,  also  Funktionaleigenschaften  an  Stelle  des  Rechnens 
treten  zu  lassen.  Diesen  Gesichtspunkt  übertrug  Riemann  auf  die 
Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen,  indem  er 
den  Gedanken  an  die  Spitze  stellte,  eine  Funktion  so  durch  ihre 
Eigenschaften  zu  definieren,  dass  möglichst  wenig  Überflüssiges  in 
die  Definition  mit  aufgenommen  wird.  Als  vermittelndes  Element, 
wenigstens  für  eine  ausgedehnte  Klasse  von  Funktionen  ^^^),  diente  die 
Laplace'&che  Differentialgleichung  selbst,  indem  Biemann  den  Ge- 
danken von  neuem  aufgriff,  dass  auch  umgekehrt  jede  Lösung  dieser 
Gleichung  den  reellen  Teil  einer  analytischen  Funktion  u  -\-  vi  liefert, 
welche  dann,  und  zwar  durch  eine  Quadratur  ^^^): 


""  =j  {-Ty'^'' +Tx^y)  ^  ^ 


(Xo,  Vo) 

bis  auf  eine  additive  Konstante  völlig  bestimmt  ist.  Wenn  sich  auch 
die  Anfänge  der  CauchiJ sehen  Theorie  in  seinen  frühesten  Arbeiten 
finden,  so  war  Cauchy  doch  erst  in  den  späten  Jahren  seiner  wissen- 
schaftlichen Thätigkeit  zu  der  Idee  einer  allgemeinm  FimJctionentJieorie 
durchgedrungen.  Diese  Idee  nahm  Riemann  von  vornherein  auf;  er 
ging  aus  von  der  Definition^''):  „w  =  u  -\-  vi  soll  eine  analytische 
Punktion  von  z  =  x  -\-  yi  heissen,  wenn  iv  eine  Ableitung  nach  g  be- 
sitzt", und  stellte  die  sogenannten  Cauchy -Riemann' sehen  Differential- 
gleichungen (vgl.  Nr.  2) 


111)  Es  sei  an  die  Untersuchungen  von  Gauss,  Green,  Dir ichlet  und  Thomson 
erinnert;  man  vgl.  auch  ^^^). 

112)  Namentlich  für  die  algebraischen  Funktionen  und  deren  Integrale; 
vielleicht  auch  schon  für  gewisse  Fälle  der  automorjAen  Funktionen;  vgl.  den 
Bericht  von  Brill  und  Noether,  p.  258  unten;  sowie  Noether,  Zeitschr.  Math. 
Fhys.  27  (1882),  hist.-litt.  Abt.,  p.  201.  —  Doch  sei  auch  andererseits  an  den 
prinzipiellen  Gebrauch  erinnert,  den  Biemann  von  Funktionalgleichungen  machte; 
vgl.  etwa  die  Arbeit  über  die  G^attss'sche  Reihe  (1857). 

113)  Riemann^^).  Dass  die  zu  einer  Lösung  u  der  Laplace' sehen  Glei- 
chung konjugierte  Lösung  v  auf  diese  Weise  erhalten  wird,  hatte  Liouville  be- 
reits gezeigt:  J.  de  math.  8  (1843),  p.  265.     Vgl.  aber  auch  ''). 
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du  dv  du  dv 

dx        dy  ^         dy  dx 

nebst  der  Laplace' sehen  Gleichung  an  die  Spitze  seiner  Theorie. 

Jede  Lösung  dieser  Gleichungen  lässt  sich  auch  ansehen  als  die 
Lösung  eines  Problems  der  Attraktion,  der  statischen  Elektrizität,  der 
stationären  ^1^)  Strömung  von  Wärme,  Elektrizität,  oder  von  einer  in- 
kompressiblen  Flüssigkeit  mit  Geschwindigkeitspotential,  sowie  auch 
der  konformen  Abbildung  zweier  Flächen  auf  einander-,  und  um- 
gekehrt entspricht  der  Lösung  eines  jeden  solchen  Problems  der 
Physik  oder  Geometrie  eine  analytische  Funktion  w  =  u  -\-  vi  von 
0  ,:^  X  -{-  yi  Die  hieiTait  in  die  Funktionentheorie  eingeführten 
heuristischen  Mittel  haben  sich  auch  in  hohem  Masse  bewährt"^). 

Als  erste  Anwendung  seiner  Methoden  (wenn  man  von  der  in 
Nr.  11  erwähnten  absieht)  giebt  Biemann  den  Beweis  des  Satzes, 
dass  zwei  einfach  zusammenhängende  Flächen  ein-eindeutig  und 
konform  auf  einander  abgebildet  werden  können,  indem  jede  sich 
so  auf  einen  Kreis  beziehen  lässt  ^^).  Sein  Beweis  stützt  sich 
auf  eine  später  von  Weierstrass  als  lückenhaft  erkannte  Schluss- 
weise (das  sogenannte  Birwhlef  sehe  Prinzip)  (II  A  7  b,  Nr.  24),  welche 
zuerst  von  Schwarz  und  Neumann  durch  strenge  Methoden  anderer 
Art  ersetzt  wurde,  neuerdings  aber  von  Hilbert^^^)  unter  Aufrecht- 
erhalten des  ursprünglichen  Gedankengangs  zu  einem  einwandfreien 
Beweisverfahren  vervollständigt  ist.  Das  Problem,  einen  vorgelegten 
Bereich  auf  einen  Kreis  konform  abzubilden,  zerfällt  nach  den  bis- 
herigen Methoden  in  zwei  Teile:  a)  die  Green'sche  Funktion  des  Be- 
reiches (II  A  7  b,  Nr.  18)  wird  gebildet;  damit  wird  das  Innere  des 
Bereiches  ein-eindeutig  und  konform  auf  das  Innere  des  Kreises  ab- 
gebildet; b)  der  Nachweis  für  den  stetigen  Anschluss  an  die  Rand- 
werte wird  geführt;  dabei  handelt  es  sich  darum  zu  zeigen,  dass  der 
aus  den  Innern  und  Randpunkten  bestehende  Bereich  ein-eindeutig 
und  stetig  auf  den  Kreis,  incl.  Rand  abgebildet  wird. 


114)  In  dem  Sinne,  dass  der  Bewegungszustand  sich  mit  der  Zeit  nicht 
ändert. 

115)  Wegen  Biemann' s  physikalischer  Anschauungen  von  Anbeginn  seiner 
wissenschaftlichen  Thätigkeit  vgl.  man  F.  Klein,  Riemann's  Theorie  der  algebr. 
Funktionen  und  ihrer  Integrale;  Noether^^^;  BurJchardt,  Bernhard  Riemann, 
Göttingen  1892;    Klein,  Ges.  Deutsch.  Naturforscher  u.  Ärzte  1894,  p.  3. 

116)  Deutsche  Math.-Ver.  8  (1900),  p.  184.  Der  Fehler  beim  Dirichlet' sehen 
Prinzip  besteht  bekanntlich  in  der  Annahme  der  Existenz  einer  Funktion,  die 
ein  gewisses  Doppelintegral  zum  Minimum  macht.  Hilbert  weist  die  Existenz 
der  betr.  Funktion  direkt  nach. 
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Diese  Fragestellung  lässt  sich  aber  erweitern.  Bisher  war  näm- 
lich a)  die  Existenz  der  Green'schen  Funktion  nur  für  einen  Bereich 
B^  (Nr.  1)  nachgewiesen  und  für  solche  Bereiche  ist  dann  b)  auch 
der  stetige  Anschluss  an  den  Rand  festgestellt  ^i^).  Nun  giebt  es 
aber  einfach  zusammenhängende  Bereiche  T,  deren  Begrenzung  keine 
Jordanische  Kurve  i«^)  ist.  Die  Punkte  einer  solchen  Begrenzung 
lassen  sich  also  den  Punkten  des  Kreisrandes  sicher  nicht  ein-ein- 
deutig  und  stetig  zuordnen,  sodass  von  der  Erfüllung  der  Forderung 
b)  keine  Rede  sein  kann.  Trotzdem  existiert  die  Green'sche  Funktion 
selbst  für  den  allgemeinsten  einfach  zusammenhängenden  Bereich  T 
womit  denn  die  ein-eindeutige  und  konforme  Abbildung  eines  solchen 
Bereiches  auf  das  Kreisinnere  gegeben  ist"«).  Die  Frage,  ob  die 
konforme  Abbildung  des  allgemeinsten  von  einer  Jordan'schen  Kurve 
begrenzten  Bereiches  T  auf  das  Kreisinnere  den  stetigen  Anschluss 
an  den  Rand  nach  sich  zieht,  ist  wahrscheinlich  zu  bejahen.  So- 
wohl das  ursprüngliche  als  auch  das  erweiterte  Abbildungsproblem 
hängt  von  drei  reellen  Parametern  ab"^). 

Bei  den  Abbildungs-  und  Existenzfragen  der  geometrischen  Funk- 
tionentheorie spielt  der  zweite  Harnaclc'sche  Satz  (II  A  7  b,  Nr.  30, 
Ende)  eine  wichtige  Rolle  i"*).  Es  sei  auch  auf  den  ersten  Harnack'schen 

117)  In  diesem  Umfang  von  Poineare  und  Paraf-  vgl.  IIA  7b,  Nr.  31 
ferner  Painleve  ^**). 

118)  Osgood,  Am.  Trans.  1  (1900),  p.  310;  2  (1901),  p.  484.  Unter  einem 
Begrenzungs-  oder  Randpunkt  eines  Bereiches  T  versteht  man  einen  Punkt,  der 
dem  Bereiche  nicht  angehört,  in  dessen  Nähe  aber  Punkte  von  T  liegen.  Es 
giebt  Bereiche  T,  welche  Randpunkte  besitzen,  denen  mall  sich  längs  einer  in 
T  gelegenen  stetigen  Kurve  nicht  nähern  kann,  wie  ein  einfaches  Beispiel  zeigt. 
Der  Bereich  T  soll  aus  der  positiven  Hälfte  der  z  =  ic -f  iy- Ebene  (also  2/>0) 
mit  ^Ausnahme  folgender  Punkte  bestehen.  In  jedem  der  Punkte  y  =  0,  a;  ==  0 
+  1/n  (w  =  1,  2, . . .)  errichte  man  ein  Lot  auf  der  reellen  Achse.  Die  Punkte  2 
dieser  Lote,  wofür  0  <  j/  ^  i  ist,  sollen  nicht  zu  T  gehören.  Der  so  definierte 
Bereich  T  ist  sogar  ein  einfach  zusammenhängender.  Einem  innern  Punkte  des 
Lotes  a;  =  0,  etwa  dem  Punkte  Ä-.x  :=  0,  y  =  \,  kann  sich  ein  beweglicher 
Punkt  P  längs  einer  in  T  gelegenen  stetigen  Kurve  nicht  nähern.  Denn,  um 
von  einem  beliebigen  Punkte  0  von  T  in  eine  nach  der  Annahme  von  0  ge- 
nügend klein  gewählte  Nachbarschaft  von  A  zu  gelangen,  muss  der  bewegliche 
Punkt  P  um  mehr  als  die  Entfernung  ^  vom  Punkte  A  abweichen.  Die  Rand- 
punkte von  T  können  übrigens  eine  Menge  von  positivem  Inhalt  bilden ;  vgl.  i»«). 
Harnack  hat  sich  mit  dem  Beweise  des  Satzes  befasst,  ohne  jedoch  den  all- 
gemeinen Fall  zu  erledigen;  Log.  Potential,  Leipzig  1887;  §  39. 

119)  Die  allgemeinste  ein-eindeutige  und  konforme  Abbildung  des  Kreis- 
innern  auf  sich  selbst  ist  nämlich  auch  durch  eine  lineare  Transformation  ge- 
geben, wie  man  leicht  zeigt. 

119*)  Vgl.  auch  Poineare  ^''^),  sowie  HarnacFs  Bemerkung,  1.  c.  p.  121. 
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Satz  (ebenda),  sowie  wegen  des  stetigen  Anschlusses  an  den  Rand 
auf  die  Painleve^ sehen  Lemmata  verwiesen ^^'''^). 

20.  Das  Prinzip  der  Symmetrie;  analytisclie  Fortsetzung.  Das 
Prinzip  lautet,  wie  folgt:  Es  sei  f(2)  eine  Funktion  von  2,  welche 
oberhalb  einer  Strecke  (a,  b)  der  reellen  Achse  analytisch  ist  und 
deren  rein  imaginärer  Teil  in  den  Punkten  dieser  Strecke  sich  dem 
Randwert  0  stetig  anschliesst.  Der  reelle  Teil  schliesst  sich  dann 
von  selbst  in  den  Punkten  dieser  Strecke  einer  stetigen  Folge  von 
Randwerten  stetig  an.  Innerhalb 
eines  passend  gewählten,  an  die 
Strecke  (a,  h)  stossenden  Streifens 
der  positiven  Halbebene  wird  f(z) 
also    eindeutig  und  analytisch   sein.  Fi<^.  4. 

Sei  P    ein   beliebiger  Punkt   dieses 

Streifens,  P'  der  in  Bezug  auf  die  reelle  Achse  zu  P  symmetrisch 
gelegene  Punkt.  Ordnet  man  dem  Punkte  P'  den  zu  dem  Werte 
u  -f-  iv  von  f{z)  in  P  konjugiert  imaginären  Wert  u  —  iv  zu  und 
definiert  man  f(s)  in  den  Punkten  der  Strecke  (a,  h)  durch  die 
Grenzwerte,  denen  f{s)  sich  dort  nähert,  so  wird  f{2)  zu  einer  Funk- 
tion ergänzt,  die  in  einem  die  Strecke  {a,  b)  umfassenden  Streifen 
analytisch  ist  und  es  findet  eine  analytische  Fortsetzung  von  f(z) 
über  die  Strecke  (a,  b)  hinaus  statt  ^^). 

Dieses  Prinzip  der  Symmetrie  lässt  sich  in  folgender  Weise  ver- 
allgemeinern ^^i^ .  j]g  jjj^gg  ^jjg  analytische  Kurve  C  durch  die  Glei- 
chungen X  =  (p(t),  y  =  ip(t)  dargestellt  werden,  wo  die  reellen  Funk- 
tionen (p,  ip  für  jeden  reellen  Wert  von  t  im  Intervall  a<t<ß 
analytisch  122)  sind  und  (p\ty -{- ip' (ty   dort  nicht  verschwindet.     Für 


119")  Par.  These  1887  :^  Toul.  Ann.  2  (1888),  eh.  1,  2  und  ^o^) 

120)  Das  Prinzip  der  Symmetrie  spielt  in  der  Theorie  der  Minimalflächen, 
sowie  bei  Untersuchungen  über  konforme  Abbildungen  eine  Hauptrolle.  Vgl. 
Eiemann,  Gott.  Abh.  13  (1867),  p.  1,  §  13  =  Werke,  p.  296  der  l.Aufl.;  Schwarz, 
Berl.  Preisschrift  1867  =  Werke  1,  p.  12  (s.  auch  Anmerk.  p.  109);  sowie  J.  f. 
Math.  70  (1869),  p.  106  =  Werke  2,  p.  66;  man  sehe  auch  ^^i).  —  Der  Äc/iM;ar^;'sche 
Beweis  setzt  die  Stetigkeit  der  Werte  von  f(z)  in  der  Strecke  (a,  b)  voraus. 
Diese  Annahme,  sowie  die  Notwendigkeit,  den  CaMC%'schen  Integralsatz  für  den 
Fall  eines  Bereiches  B  (Nr.  3)  zu  beweisen,  lässt  sich  vermeiden^  indem  man 
sich  des  logarithmischen  Potentials  bedient;  vgl.  Picard,  Traite'  2,  eh.  X. 

121)  Schwarz,  Berl.  Ber.  1870,  p.  773  =  Werke  2,  p.  149—151;  Picard^^"). 

122)  Eine  reelle  Funktion  heisst  in  einem  Punkte  analytisch,  wenn  sie  in 
der  Umgebung  dieses  Punktes  durch  die  Tatjlor  sehe,  Reihe  dargestellt  werden 
kann.     Sie  heisst  in  einem  Jntervall  analytisch,  wenn  sie  in  jedem  Punkte  des 
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die  komplexe  Umgebung  eines  Punktes  Iq  des  Intervalls  {a,  ß)  sollen 
q)(t),  tl){t)  durch  die  zugehörigen  Taylor'schen  Reihen  definiert  werden. 
Setzt  man  z  =  x  -]-  yi  =  q)(t)  -\-  iip(t)  und  erteilt  man  t  komplexe 
Werte,  so  wird  ein  die  Kurve  C  umfassender  Streifen  der  ^-Ebene 
auf  einen  die  Strecke  (a,  ß)  der  reellen  Achse  der  ^-Ebene  umfassen- 
den Streifen  konform  abgebildet.  Zwei  Punkte  P,  P'  des  ersten 
Streifens  heissen  in  Bezug  auf  G  symmetrisch,  wenn  die  entsprechen- 
den Punkte  Q,  Q'  des  zweiten  Streifens  in  Bezug  auf  die  Gerade  («,  ß) 


Fig.  5. 

symmetrisch  liegen.  Die  Kurve  C  darf  sich  auch  schneiden;  dann 
wird  man  sich  den  Streifen  in  einer  Riemann' sahen  Fläche  denken. 
Diese  Zuordnung  der  Punkte  P,  P'  bleibt  bei  konformer  Abbildung 
des  Streifens  invariant.  Ist  G  insbesondere  ein  Kreisbogen,  so  ist  P' 
der  SpiegelpunJit  (III  A  7)  von  P.  —  Satz^^^):  Sei  f{z)  eine  auf  der 
einen  Seite  von  G  analytische  Funktion  von  0,  die  in  den  Punkten 
von  G  nur  reelle  Werte  annimmt  ^^^''),  und  sei  P  ein  auf  dieser  Seite 
von  G  beliebig  gelegener  Punkt  des  Streifens;  ordnet  man  dem  zu 
P  symmetrischen  Punkte  P'  den  zu  dem  Werte  u  -\-  vi  von  f{2) 
in  P  konjugiert  imaginären  Wert  u  —  vi  zu,  so  wird  f(z)  zu  einer 
Funktion  ergänzt,  die  im  ganzen  Streifen  analytisch  ist,  und  es  findet 
eine  analytische  Fortsetzung  von  f(z)  über  G  hinaus  statt. 

Es  ergiebt    sich  der    allgemeine   Satz^^):    Ist  f(z)    eine    an    der 
einen  Seite  der  analytischen  Kurve  G  analytische  Funktion,  so  besteht 


Intervalls  analytisch  ist.   —   Eine  Kurve  heisst  analytisch,   wenn  sie  die  Para- 
meterdarstellung des  Textes  zulässt. 

123)  Ein  spezieller  Fall  dieses  Satzes,  wo  die  Kurve  C  ein  Kreisbogen  ist, 
hat  sich  in  Biemann's  Nachlass  gefunden;  Werke,  1.  Aufl.,  Fragment  XXV, 
p.  415,  2.  Aufl.,  Fragment  XXVI,  p.  440. 

123*)  Vorauszusetzen  braucht  man  ja  nur,  dass  der  rein  imaginäre  Teil 
von  f{z)  dem  Werte  0  zustrebt,  wenn  der  Punkt  z  sich  einem  beliebigen  Punkte 
von  C  nähert.  Der  reelle  Teil  von  f{z)  wird  sich  dann  von  selbst  einer  stetigen 
Folge  von  Randwerten  stetig  anschliessen,  welche  man  dann  als  den  Wert  der 
Funktion  in  den  Punkten  von  C  definieren  wird. 

124)  Schwarz^^^y,  Picard^^");  Painleve,  Par.  These  1887  =  Toul.  Ann.  2 
(1888),  p.  B  1. 
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die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  f{z)  über  C 
hinaus  analytisch  fortgesetzt  werden  kann,  darin,  dass  der  reelle 
(resp.  der  rein  imaginäre)  Teil  von  f{z)  längs  C  Werte  annimmt,  die 
von  t  analytisch  abhängen.  Auf  Grund  dieses  Satzes  lässt  sich  die 
Möglichkeit  einer  natürlichen  Grenze  ^^^)  (Nr.  13)  nachweisen. 

21.  Die  konforme  Abbildung  analytisch  begrenzter  Bereiche 
auf  den  Kreis;  geradlinige  und  Kreisbogenpolygone.  Für  die  Zwecke 
der  Funktionentheorie  reicht  vorläufig  die  Lösung  des  Abbildungs- 
problems von  Nr.  19  in  wesentlich  beschränktem  Umfang  aus.  Es 
genügt  nämlich,  nur  solche  Bereiche  B^  in  Betracht  zu  ziehen,  welche 
von  einer  endlichen  Anzahl  analytischer  Kurven  begrenzt  sind,  die 
entweder  unter  nicht  verschwindenden  Winkeln  zusammenstossen  oder 
doch  in  einer  Spitze  nicht  gleich  gekrümmt  sind.  Der  Existenzbeweis 
für  die  (xreew'sche  Funktion  des  Bereiches  B^  lässt  sich  hier  nach 
den  kombinatorischen  Methoden  von  Murphy,  Schwarz  und  Neumami 
(IIA  7  b,  Nr.  28)  führen,  indem  die  Randwertaufgabe  zunächst  für 
schmale  an  die  Begrenzungskurven  stossende  Streifen  gelöst  wird,  und 
zwar  mittelst   konformer   Abbildungen   und    des    Poissow'schen    Inte- 


Z-^  Ebene, 


grals.  Als  Streifen  ah  wird  nämlich,  falls  keine  Spitze  vorhanden 
ist,  ein  Bereich  genommen,  dessen  Abbild  in  der  ^-Ebene  ein  Kreis- 
abschnitt ist.     Dieser  Bereich  lässt  sich  konform  auf  den  Kreis  ab- 


125)  ScJiwarz^^^).  Vgl.  auch  ^^).  Es  giebt  Funktionen,  die  den  Einheits- 
kreis zur  natürlichen  Grenze  haben,  nebst  allen  Ableitungen  innerhalb  und  auf 
diesem  Kreise  stetig  sind  und  eine  eindeutige  Umkehrung  zulassen;  vgl.  das 
Fredholm'' sehe  Beispiel,  Acta  math.  15  (1891),  p.  279  und  Verhandl.  Kongr.  Zürich 
1898,  p.  109   u.  39). 
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bilden ^^^),  und  für  den  Kreis  löst  man  die  Randwertaufgabe  mittelst 
des  Poissow'schen  Integrals.  In  die  Ecken  werden  dann  Kreissektoren 
gelegt,  deren  konforme  Abbildung  auf  den  Kreis  ebenfalls  bekannt 
ist.    Die  so  übereinander  greifenden  Bereiche  werden  dann  durch  das 


Fig.  7. 

alternierende  Verfahren  zu  einem  Ring  zusammengeschmolzen  und 
das  Innere  dieses  Ringes  wird  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Kreisen 
„dachziegelartig  überdeckt"  i^^).  Im  Falle  einer  Spitze  a  verwendet 
man  zwei  übereinander  greifende  Streifen,  wovon  der  eine  als  Abbild 
in  der  ^  Ebene  ein  Kreisbogendreieck  hat,  dessen  eine  Seite 
mit  einem    Stück    ay   des    Intervalls    {a,  ß)    zusammenfällt,    während 


Fig.  8. 

eine  zweite  Seite  die  erste  im  Punkte  a  berührt.  Die  dritte 
Seite  steht  senkrecht  auf  den  beiden  ersten.  An  Stelle  des  Kreis- 
sektors wird  ein  Kreisbogendreieck  mit  den  Winkeln  (O,  |,  |j  in  die 
Ecke  a  gelegt.  —  Der  stetige  Anschluss  an  den  Rand  ergiebt  sich  in 
der  Nähe   emes   gewöhnlichen  Randpunktes    mittelst  des   Symmetrie- 


126)  Schwarz'*'),  Werke  2,  p.  148—149. 

127)  Schwarz,  Berl.  Ber.  1870,  p.  784  =  Werke  2,  p.  161 ;   Picard,  Traite  2, 
p.  288—291. 
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prinzips;  in  der  Nähe  einer  Ecke  ist  eine  besondere  Überlegung 
nötig  ^^^).  Das  Verfahren  lässt  sich  auch  auf  einen  endlich-vielblätt- 
rigen einfach  zusammenhängenden  Bereich  33^  anwenden. 

Dieser  allgemeinen  Schwars^schen  Methode,  welche  die  Aufgabe 
mit  verhältnismässig  geringen  Hülfsmitteln  völlig  erledigt,  gingen 
Untersuchungen  von  ScJmarz  und  Christoffel  (II  A  7  b,  Nr.  26)  über 
gradlinige  und  Kreisbogenpolygone  ^^^)  voraus.  Im  ersten  Fall  ent- 
spricht die  die  Abbildung  vermittelnde  Funktion  w  =  f(s)  der  Differen- 
tialinvariante w" jiv    und  hat  somit  die  Form 


w 


0j{z  —  a)«-i  {z  —  hy-^  .  .  .  (^  —  ly-'  dz  +  c. 


Im  zweiten  Falle  genügt  iv  der  Differentialgleichung 

[w,z]=F{z), 

wo    {w,z]    die  Differentialinvariante ^^'') 

iv'"  3^  /^'\^ 

w'  2  \w'  } 

und  F{z)  eine  rationale  Funktion  von  z  bedeutet.  Dieser  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  (^A)  entspricht  eine  lineare  homogene 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Koeffizienten  (B), 
die  zu  (J.)  in  folgender  Beziehung  steht:  Irgend  zwei  linear  unab- 
hängige Lösungen  y.^,  y^  von  (B)  liefern  eine  Lösung  w  =  yjy^  von 
(J.);  und  umgekehrt  liefert  jede  Lösung  iv  von  {A)  (die  nur  keine 
Konstante  ist)  zwei  linear  unabhängige  Lösungen  von  (B).  Man  vgl 
II  B  4. 

22.  Die  Hiemann'sclie  Fläche  als  definierendes  Element; 
algebraischer  Fall.  Dem  in  der  Dissertation  aufgestellten  Programm 
zufolge  entwickelte  Rietnann  die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen 
und  ihrer  Integrale  auf  neuer  Grundlage,  indem  er  dieselben  direkt 
von  einer  beliebig  gegebenen  ^«-blättrigen  über  die  ganze  Ebene  bez. 
Kugel  ausgebreiteten  Fläche  Z  aus  definierte  ^^^)  (II  B  2).     Auf  einer 


128)  Pieard,  Traite  2,  p.  277. 

129)  Christoffel,  Ann.  di  mat.  (2)  1  (1867),  p.  97;  Schwarz,  J.  f.  Math.  70 
(1869),  p.  117  =  Werke  2,  p.  80.  Wegen  der  Möglichkeit  der  Konstanten- 
bestimmung für  ein  beliebiges  Polygon  vgl.  II  A  7  b,  Nr.  26. 

130)  „Schwarzian  Derivative"  nach  Cayley.  Geschichtliches  über  diese 
Differentialinvariante  findet  sich  bei  Schwarz,  "Werke  2,  p.  351  ff.  Vgl.  I  B  2, 
Nr.  20. 

131)  J.  f.  Math.  54  (1857),  p.  101  =  Werke  1.  Aufl.,  p.  81;    2.  Aufl.,  p.  88. 
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solchen  Fläche  mögen  n  Punkte  a^,  .  .  .,a,^  willkürlich  angenommen 
und  die  n  Funktionen 

(pri/)  =  A^  log  {z  —  üy)  4-  ^B^^  {z  —  a,)-',      v=\,2,...,  n, 

n 

wobei   nur  ^ Ä^  =  0    ist,    beliebig   gegeben    sein.      Man    zerlege  % 

durch  ein  Querschnittsystem  in  einen  einfach  zusammenhängenden 
Bereich  X^.  Den  2p  Querschnitten  (Stj,  .  .  .,  5(^,  'ä^,_^_^,  .  .  .,  STg^)  ent- 
sprechend seien  2p  reelle  Grössen  M'^^  .  .  .,  h^^^^  beliebig  gegeben. 
Dann  existiert  stets  eine  Funktion  f{/),  die  sich  in  den  Punkten  a^ 
so  verhält,  wie  (pv{z),  sonst  aber  allenthalben  auf  der  Fläche  analytisch 
ist,  und  ferner  an  dem  Querschnitt  51;  einen  Periodizitätsmodul  mit 
reellem  Teil  //-(')  aufweist.  Die  Funktion  f{z)  ist  so  bis  auf  eine 
additive  Konstante  eindeutig  bestimmt.  Dies  ist  das  i^i'emaww'sche 
Existenztheorem.  Die  Ableitung  von  f{ß)  ist  eine  auf  %  eindeutige 
Funktion,  die  keine  anderen  Singularitäten  als  Pole  besitzt.  Der 
Fläche  %  entsprechen  somit  algebraische  Funktionen  und  f{z)  wird 
entweder  selbst  eine  solche  oder  das  Integral  einer  solchen  sein.  Den 
Beweis  des  Existenztheorems  stützte  liiemann  auch  auf  das  Dirichlefache 
Prinzip.  Strenge  Beweise  Avurden  von  Schivarz  und  Neumann  durch 
die  kombinatorischen  Methoden  geliefert;  vgl.  Nr.  19.  Neumann  ver- 
fährt folgendermassen  ^^^).  Es  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  von  %,  T' 
eine  Kreisfläche  mit  Mittelpunkt  P,  die,  falls  P  ein  einfacher  Punkt 
ist,  keinen  Verzweigungspunkt  enthalten  soll;  ist  aber  P  selbst  ein 
Verzweigungspunkt,  so  soll  T'  eine  mehrblättrige  •  Kreisfläche  mit 
Mittelpunkt  P  sein,  die  keinen  weiteren  Verzweigungspunkt  enthält; 
ferner  sei  F{z)  irgend  eine  Funktion  von  z,  die  längs  der  Begrenzung 
C  von  T'  eindeutig  und  analytisch  ist;  innerhalb  T'  darf  F{z)  be- 
liebige singulare  Stellen  haben.  Dann  wird  mittelst  kombinatorischer 
Methoden  bewiesen,  indem  die  ganze  Fläche  %  mit  T'  und  mit  einer 
endlichen  Anzahl  weiterer  ein-  oder  mehrblättriger  Kreise  dachziegel- 
artig überdeckt ^^'')  wird,  dass  es  ein  logarithmisches  Potential  u 
giebt,  das  ausserhalb  T'  überall  auf  %  eindeutig  ist  und  sich 
regulär  verhält,  und  das  ferner  so  beschafibn  ist,  dass  die  daraus 
hervorgehende  analytische  Funktion  u-\-vi  (welche  ja  ausserhalb  T' 
überall  auf  %  analytisch,  nicht  aber  notwendig  eindeutig  ist)  sich 
innerhalb  T'  wie  F  {z)  verhält;  d.  h.  dass  die  Differenz  F{z)  — 
{u  -f-  vi)  innerhalb  T'  sich  zu  einer  ausnahmlos  analytischen  Funktion 
ergänzen  lässt.    Daraus  ergiebt  sich  sofort  die  Existenz  von  AheV&chen 


132)  Abel'sche  Integrale,  2.  Aufl.,  1884,  18.  Kap. 
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Integralen  dritter  Gattung,  wofern  die  logarithmisclien  Unstetigkeits- 
punkte  (a,  h),  (a,  h')  beide  innerhalb  einer  solchen  Kreisfläche  liegen; 
sonst  schaltet  man  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  (a^,  hj),  .  .  ., 
(a^,  &J  auf  der  Verbindungslinie  so  ein,  dass  je  zwei  aufeinander 
folgende  Punkte  in  einer  derartigen  Kreisfläche  liegen.  Die  ^?>erschen 
Integrale  erster  Gattung  ergeben  sich  dann  durch  geeignete  Zu- 
sammenfügung zweier  Integrale  dritter  Gattung  (iV"mma?m).  Schwarz'^^^) 
hat  eine  Methode  mitgeteilt,  wodurch  die  Integrale  erster  Gattung 
direkt  hergestellt  werden  können. 

Anstatt  als  mehrfach  überdeckte  Ebene  oder  Kugel  kann  man 
sich  die  Riemann' sehe  Fläche,  wofern  es  sich  um  eine  geschlossene 
Fläche  vom  Geschlecht  p  (II  B  2)  handelt,  auch  als  eine  frei  im  Raum 
gelegene  geschlossene  Fläche,  —  etwa  als  eine  Ringfläche  oder  als 
eine  Kugel  mit  p  Henkeln  ^^*),  —  denken.  Diese  Art,  die  Riemann  sehe 
Fläche  sich  vorzustellen,  rührt  auch  von  Riemann  her  und  ist  zuerst 
von  Tonelli  publiziert,  der  sie  aber  selbständig  erdacht  hat^^^).  Eine 
neue  Art  Riemann' Bc\xer  Fläche  hat  Klein^^^)  noch  eingeführt,  welche 
den  Zusammenhang  des  Geschlechts  mit  den  reellen  Zügen  der  alge- 
braischen Kurve  hervortreten  lässt.  Während  alle  diese  Flächen  sich 
im  Sinne  der  analysis  situs  (III  A  4)  in  einander  stetig  verwandeln 
lassen,  wofern  sie  nur  denselben  Zusammenhang  besitzen  ^^''),  wird 
im  allgemeinen  —  vom  Falle  p  =  0  abgesehen  —  eine  konforme  Ab- 
bildung zweier  derselben  auf  einander  nicht  möglich  sein.  Klein'^^) 
machte  auf  physikalische  Weise  evident,  dass  eine  beliebige  Ring- 
fläche sich  auf  eine  mehrfach  überdeckte  Ebene  oder  Kugel  konform 
abbilden  lässt,  und  die  ScJiwarz-Neumann'schen  Methoden  ermöglichen 
einen  strengen  analytischen  Beweis  dieses  Satzes,  wofern  die  vor- 
gelegte Fläche  in  eine  endliche  Anzahl  von  Bereichen  sich  zerlegen 
lässt,  welche  die  ganze  Fläche  „dachziegelartig"  überdecken  und  einzeln 


133)  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  157  =  Werke  2,  p.  303. 

134)  Klein,  Über  Riemann's  Theorie  u.  s.  w. 

135)  ^ojielli,  Line.  Atti  (2)  2  (1875),  p.  594  und  Line.  Rend.  (5)  4  (1895),  p.  300; 
Klein,  Math.  Ann.  45  (1894),  p.  142  und  ibid.  46  (1895),  p.  77.  Vgl.  auch 
Clifford,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  8  (1877),  p.  292  =  Werke,  p.  241. 

136)  Math.  Ann.  7  (1874),  p.  558.  —  Diese  Fläche  dient  allerdings  nicht 
als  definierendes  Element  für  ein  algebraisches  Gebilde,  sondern  bezweckt  bloss 
die  Veranschaulichung  des  Verlaufs  eines  durch  eine  algebraische  Gleichung 
definierten  algebraischen  Gebildes,  wovon  ein  Teil  durch  reelle  Kurvenzüge  in 
der  projektiven  Ebene  zur  Darstellung  gelangt. 

137)  Vgl.  Fr.  Hofmann,  Methodik  der  stetigen  Deformation  von  2 -blätt- 
rigen Riemann'schen  Flächen,  Halle  1888;  sowie  Forsyth,  Th.  of  F.,  §  190. 
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auf  eine  Kreisscheibe  konform  abbildbar  sind^^^).  Es  ist  nicht  be- 
kannt, wie  man  umgekehrt  von  der  mehrfach  überdeckten  Ebene  (Kugel) 
ausgehend,  dieselbe  auf  eine  einfach  gestaltete  Ringfläche  konform  ab- 
bilden kann,  falls  p>  1  (und  auch  wenn  })  =  1  ist,  im  allgemeinen 
nicht).  Es  giebt  jedoch  eine  Klasse  von  Raumflächen  —  allerdings 
sind  es  keine  im  Endlichen  geschlossenen  —  auf  welche  sich  eine 
solche  Fläche  konform  abbilden  lässt,  nämlich  die  Minimal  flächen ''■^^) 
(III  D  5). 

23.  Die  konforme  Abbildung  mehrfacli  zusammenliängender 
Bereiche  auf  einander;  algebraischer  Fall.  Ist  B^  ein  einblättriger 
Bereich  der  ^- Ebene,  der  von  n  geschlossenen,  je  aus  einer  endlichen 
Anzahl  analytischer  Stücke  bestehenden  Kurven  C^,  .  .  .,  C„  völlig  be- 
grenzt ist,  so  lässt  sich  B^  auf  eine  über  die  positive  Hälfte  der 
*t;- Ebene  ausgebreitete  w- blättrige  Biemann'sche  Fläche  S,  die  in 
2n  —  2  Verzweigungspunkten  zusammenhängt,  ein -eindeutig  und  im 
allgemeinen  konform  abbilden.  Die  Fläche  S  kann  dann  durch 
Spiegelung  an  der  reellen  Achse  zu  einer  (symmetrischen  (Nr.  27)) 
algebraischen  Fläche  S  ergänzt  werden,  die  in  An  —  4  Verzweigungs- 
punkten zusammenhängt  und  somit  das  Geschlecht  p  =  n  —  1  besitzt 
(II  B  2).  Eine  ähnliche  Verallgemeinerung  auf  einen  mehrfach  über- 
deckten Bereich  ^„,  wie  in  Nr.  21,  ist  auch  hier  zulässig.  Der  Fall, 
in  dem  die  Kurven  C^,  .  .  .,  C„  Kreise  sind,  ist  von  Biemann^^^)  be- 
handelt worden,  der  aus  der  die  Abbildung  vermittelnden  Funktion 
eine  zur  Fläche  S  gehörige  (Nr.  12)  algebraische  Funktion  s  durch 
Differentiation  ableitet,  s  und  iv  sind  automorphe,  zu  dem  durch 
jB„  mittelst  Spiegelung  definierten  Doppelbereich  (Nr.  27)  gehörige 
Funktionen,  durch  die  sich  jede  weitere  zum  Doppelbereich  gehörige 
algebraische  automorphe  Funktion  rational  ausdrücken  lässt.  Noe- 
i^Äer's^^^)  Ansicht  nach  gehört  diese  Note  zu  den  frühesten  Arbeiten 
Biemami's,  oder  es  bildet  doch  ihr  Grundgedanke  den  Ausgangspunkt 
für  Biemann's  Arbeiten  über  Funktionentheorie  ^^°^). 

Damit  zwei  gegebene  Bereiche  B^,  B^  ein-eindeutig  und  konform 


138)  Klein,  Riemann'sche  Flächen  1  (1892),  p.  26;  dort  wird  auch  über 
die  bisher  bekannten  Fälle,  wo  eine  solche  Abbildung  möglich  ist,  berichtet. 
Vgl.   dazu   noch   Darhoux^''^),  4  (1896),  Note  von  Picard,  p.  353. 

139)  Klein'^^),  p.  31. 

140)  Werke  (1.  Aufl.,  1876),  p.  413.  Es  handelt  sich  dabei  in  erster  Linie 
um  die  Ermittlung  der  Green'schen  Funktion  zur  Lösung  eines  elektrischen 
Problems. 

140*)  Vgl.  auch  Eiemann's  eigene  Angabe,  Werke,  1.  Aufl.,  p.  95;  2.  Aufl., 
p.   102. 
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aufeinander  bezogen  werden  können,  ist  also  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  die  entsprechenden  algebraischen  Flächen  S,  S'  eine 
solche  Abbildung  zulassen,  und  das  ist  gleichbedeutend  damit,  dass 
die  beiden  den  Flächen  S,  S'  entsprechenden  algebraischen  Gebilde 
zur  selben  Klasse  gehören,  d.  h.  rational  in  einander  transformierbar 
sind  (n  B  2)  (Satz  von  Schottky).  Nach  diesem  Gesichtspunkt  ist 
das  Problem  von  Schottky'^^'^)  behandelt  worden  und  zwar  durchaus 
im  Biemann' sehen  Sinne.  Ist  insbesondere  n  =  2,  so  lässt  sich  B^ 
auf  die  Hälfte  einer  zweiblättrigen  elliptischen  Fläche  und  somit  auf 
eine  einblättrige  Ringfläche,  deren  Begrenzung  aus  zwei  konzentrischen 
Kreisen  besteht,  konform  abbilden.  Zwei  Flächen  B^,  B^  sind  also 
dann  und  nur  dann  konform  auf  einander  abbildbar,  wenn  die 
Moduln  der  entsprechenden  elliptischen  Gebilde  in  der  bekannten 
Beziehung  zu  einander  stehen,  resp.  wenn  das  Verhältnis  der  Radien 
der  entsprechenden  Ringfläche  für  beide  Flächen  denselben  bezw.  den 
reziproken  Wert  hat. 

24.  Punktionen  mit  Transformationen  in  sich;  periodische 
Punktionen.  Die  analytische  Funktion  f(z)  lässt  eine  Transformation 
in  sich  zu,  wenn  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind:  a)  Es  giebt  eine 
analytische  Funktion  /  =  (p  (z),  die  den  Definitionsbereich  der  Funktion 
f{z)  im  allgemeinen  ein -eindeutig  und  konform  auf  sich  selbst  ab- 
bildet; b)  sind  2!q,  Bq  zwei  Punkte  des  Definitionsbereiches,  deren 
Umgebungen  also  konform  auf  einander  bezogen  sind  und  bedeuten 
z,  z  irgend  zwei  einander  entsprechende  Punkte  dieser  Umgebungen, 
so  ist  f{z)  =  /"(/).  Diese  Beziehung  kann  auch  in  der  Form  aus- 
gedrückt werden 

f{z)=ficp{z)). 

Dabei  müssen  nur  solche  Zweige  der  Funktionen  zusammengefasst 
werden,  wie  die  vorhergehende  Erklärung  es  verlangt.  Diese 
Funktionalgleichung  wird  dann  für  alle  analytischen  Fortsetzungen 
von  f(z)  erhalten  bleiben,  also  für  den  Gesamtverlauf  der  Funktion 
f{z)  gelten.  Die  periodischen  Funktionen,  allgemeiner  die  auto- 
morphen Funktionen,  und  gewisse  algebraische  Funktionen  sind  die 
einfachsten  Beispiele  von  Funktionen  mit  Transformationen  in  sich 
(II B  6).  Ausserdem  sei  auf  die  Funktionen  verwiesen,  die  Funktional- 
gleichungen von  der  Form  f{z)  =  Äf{(p(z))  resp.  f(z)  =  f{(p  {z})  -f  ü, 
wo  A,  C  Konstante  bedeuten,  genügen  (II  B  6). 

Ist  gj  (;?)  =  ^  -|-  CO  («  eine  Konstante),  so  heisst  f{z)  eine  perio- 


141)  Diss.  Berl.  1875;  J.  f.  Math.  83  (1877),  p.  300. 
Encyklop.  d.  math.  Wiasensch.    n  2. 
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discJw  FunUion.  Sei  f{2)  eine  eindeutige  Funktion.  Die  Grösse  a 
heisst  dann  eine  primitive  PeHode^^^),  wenn  keine  der  Grössen  cd/w 
(w  =  2,  3,  .  .  .)  eine  Periode  von  f{z)  ist.  Hat  f{z)  keine  weiteren 
Perioden  als  nur  die  Grössen  hci,  (^  =  +  1,  +  2,  .  .  .),  so  heisst  f{z) 
eine  einfach  periodische  Funktion;  f{z)  nimmt  den  ganzen  Vorrat 
ihrer  Werte  in  einem  Periodenstreifen^'^^)  an.  Hat  f{s)  dagegen  ausser 
der  primitiven  Periode  03  noch  eine  weitere  Periode  Sl,  so  wird  der 
rein  imaginäre  Teil  von  fl/a  von  Null  verschieden  sein^^^).  Es  lässt 
sich  dann  eine  zweite  Periode  a'  so  bestimmen,  dass  eine  beliebige 
Periode  ß  von  f{ß)  sich  in  der  Form  Sl  =  ma  -\-  m  a  {m,  m  =  0, 
4-  1^  4-  2,  .  .  .)  darstellen  lässt,  denn  sonst  könnte  man  die  Existenz 
von  unendlich  kleinen  Perioden  nachweisen  (Jacohi);  die  Perioden 
G),  a  bilden  dann  ein  primitives  Periodenpaar.  Es  ergiebt  sich  so- 
mit, dass  eine  w-fach  periodische  eindeutige  Funktion  einer  einzigen 
unabhängigen  Veränderlichen,  welche  keine  Konstante  ist,  nicht 
existiert,  wofern  w  >  2  ist ^^'^).  Sollen  i^  =  .u 03  +  fi' «',  ß'  =  v gj  +  v'  ra' 
ein  zweites  primitives  Periodenpaar  bilden,  so  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  iiv — II  V  =  +  1.  Der  Flächeninhalt  des  durch  co,  a 
(oder  allgemeiner  durch  ein  beliebiges  primitives  Periodenpaar)  be- 
stimmten Periodenparallelogramms  ist  numerisch  gleich  aß'  —  aß, 
wo  03  =  a  -f-  ^^,  co'  =  a  -\-  ß'i  gesetzt  sind.  f{ß)  nimmt  den  ganzen 
Vorrat   ihrer  Werte  im  Periodenparallelogramm  an. 

Um  Eigenschaften  der  doppeltperiodischen  Funktionen  zu  er- 
schliessen,  ging  J.  Liouviüe^^^)  von  dem  Verhalten  der  Funktion  in 
einem  Periodenparallelogramm  aus,  indem  er  zeigte,  dass  in  diesem 
Räume  der  Vorrat  und  die  Verteilung  der  Werte' 'eine  ähnliche  ist, 
wofern    die   Funktion    eindeutig   ist    und    keine    anderen    singulären 


142)  Index  proprius,  JacoU,  J.  f.  Math.  13  (1835),  p.  55;  primitive  Periode, 
Weierstrass,  Vorlesungen.  —  Das  Forsyth'sche  Werk  enthält  eine  ausführliche 
Behandlung  der  einfach  und  doppelt  periodischen  Funktionen;  vgl.  aber  i^"). 

143)  Die  beiden  Endpunkte  des  dem  Periodenstreifen  entsprechenden  sichel- 
förmigen Bereiches  auf  der  Kugel  muss  man  als  zwei  von  einander  verschiedene 
Punkte   auffassen.     Der  Bereich  greift  also  im  Nordpol  der  Kugel  über  sich. 

144)  Jacobi  "^),  p.  56. 

145)  Jacobi^*^),  p.  61;  geometrischer  Beweis  bei  Briot  et  Bouquet,  1.  Aufl., 
p.  76;  streng  gemacht  in  der  2.  Aufl.,  p.  233;  dieses  elegante  Verfahren  für  die 
Feststellung  eines  primitiven  Periodenpaares  bei  den  doppelt  periodischen 
Funktionen  kann  auch  mit  Vorteil  auf  den  entsprechenden  Existenzbeweis  für 
eine  erste  primitive  Periode  angewandt  werden. 

146)  Vorlesung  von  Jahre  1847,  herausgegeben  von  BorcJiardt,  J.  f.  Math. 
88  (1879),  p.  277;  Liouvüle,  Par.  C.  R.  32  (1851),  p.  450;  Briot  et  Bouquet, 
1.  Aufl.,  livre  2,  eh.  4. 
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Stellen  im  Parallelogramm  als  Pole  hat,  wie  bei  den  rationalen 
Funktionen  auf  der  schlichten  Ebene  bezw.  bei  den  algebraischen 
Funktionen  auf  der  zugehörigen  Biemann' sehen  Fläche.  Es  sei  bei- 
spielsweise an  den  LiouviUe' sehen  Satz  erinnert,  dass  eine  solche 
Funktion  f(2),  die  im  Parallelogramm  keine  Pole^*'')  oder  höchstens 
einen  PoP^'')  besitzt,  eine  Konstante  sein  muss;  sowie  an  die  Sätze, 
a)  dass  die  Summe  der  Residuen  der  Funktion  f(2)  im  Paj*allelogramm 
gleich  0  ist^^^);  b)  dass  die  Funktion  /"(^)  jeden  Wert  im  Parallelo- 
gramm gleich  oft  annimmt  ^^^),  und  c)  dass  zwischen  zwei  solchen 
Funktionen  fX^),  t{^),  die  zu  demselben  Parallelogramm  gehören, 
eine  algebraische  Beziehung  besteht  ^^^):  G{f{z),ip{z))  =  0.  Das  Ge- 
schlecht dieses  algebraischen  Gebildes  wird  entweder  0  oder  1  sein. 
Durch  zwei  geeignet  gewählte  Funktionen  lässt  sich  jede  andere 
Funktion  der  hier  betrachteten  Art  rational  ausdrückend*^).  Ähnliche 
Sätze  lassen  sich  auch  für  die  einfach  periodischen  Funktionen  in 
ähnlicher  Weise  beweisen  ^^"). 

Die  periodischen  Funktionen  lassen  sich  in  einfacher  Weise  be- 
handeln, indem  man  den  Fundamentalraum  auf  eine  algebraische 
Riemann'sehe  Fläche  konform  abbildet.  So  lässt  sich  beispielsweise 
der  Periodenstreifen  einer  eindeutigen  Funktion  f(2)   mit  Periode  to 

durch  die  Transformation  w  ==  e  <"  auf  die  etwa  längs  der  positiven 
reellen  Achse  aufgeschnittene  m;- Ebene  abbilden,  wodurch  denn  /"(^) 
in  eine  eindeutige  Funktion  von  iv,  <p  (tv)  übergeht  ^^^).  Ist  /'(^)  im 
Endlichen,  höchstens  mit  Ausnahme  von  Polen,  analytisch  und  nähert 
sich  f{2)  einem  Grenzwert  Ä  resp.  B  (dabei  können  A,  B  auch  =  oo 
sein),  wenn  z,  stets  im  Periodenstreifen  bleibend,  nach  der  einen  resp. 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  ins  Unendliche  rückt,  so  wird 


147)  Par.  C.  R.  19  (1844),  p.  1262. 

148)  Hermite,  Par.  C.  R.  32  (1851),  p.  447. 

149)  Briot  et  Boaquet^"*^).  Die  Funktion  f(z)  wird  insbesondere  mit  ihrer 
Ableitung  f  (z)  durch  eine  solche  Relation  verknüpft;  Satz  von  Meray,  Briot  et 
Bouquet  "^). 

150)  Briot  et  Bouquet,  1.  Aufl.,  Nr.  57—59,  wobei  jedoch  durch  ungenügende 
Berücksichtigung  des  Verhaltens  der  Funktion  in  den  unendlich  fernen  Punkten 
des  Periodenstreifens  eine  zum  Teil  falsche  Formulierung  der  Sätze  sich  ergeben 
hat  und  von  späteren  Autoren  weiter  gedruckt  ist;  vgl.  Forsyth,  Th.  of  Functions, 
eh.  X;  in  der  2.  Aufl.  (1900)  hat  Forsyth  die  meisten  Fehler  verbessert.  Richtige 
Darstellung  bei  Meray,  Le9ons  nouv.  s.  l'anal.  inf.  u.  s.  w.,  2  (1895),  eh.  VII, 
sowie  bei  Burkhardt,  Anal.  Funktionen,  1,  4.  Abschn.  (nach  Vorlesungen  von 
H.  A.  Schwarz). 

151)  Burlchardt^^% 

b* 
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g)(w)  eine  rationale  Funktion  von  tv  sein,  und  umgekehrt  ^^2).  Im 
wesentliclien  beruht  auf  dieser  Methode  der  Beweis  des  Satzes,  dass 
eine  eindeutige  Funktion  f{2),  die  für  alle  endlichen  Werte  von  ^ 
analytisch  ist,  in  eine  für  alle  Werte  von  z  konvergente  Fourier'sdie 
Reihe  entwickelt  werden  kann"^): 

Setzt  man  nur  voraus,  dass  die  Funktion  f{z)  für  reelle  Werte  von 
z  reell  und  analytisch  ist  und  eine  reelle  Periode  co  zulässt,  so  be- 
weist man  auf  dieselbe  Weise,  dass  f(z)  sich  durch  eine  Fourier'sehe 
Reihe  mit  reellen  Koeffizienten  B^,  C„  darstellen  lässt.  Die  Reihe 
konvergiert  innerhalb  eines  die  reelle  Achse  umgebenden  Streifens, 
also  insbesondere  für  alle  reellen  Werte  von  z  gleichmässig.  Durch 
eine  doppeltperiodische  Funktion  w  =  f{z),  die  im  Endlichen  nur 
Pole  aufweist,  wird  das  Periodenparallelogramm  auf  eine  algebraische 
Biemann'sche  Fläche  vom  Geschlecht  p  =  1  abgebildet.  Setzt  man 
W=f'{z),  so  liefert  W  eine  zur  Fläche  gehörige  Funktion.  Es 
entsteht  so  eine  ein-eindeutige  Beziehung  zwischen  Sätzen  über  doppelt- 
periodische Funktionen,  die  die  Periode  von  f{z)  zulassen,  und  ein- 
deutigen Funktionen  auf  einem  algebraischen  Gebilde  vom  Ge- 
schlecht l.lö3^) 

Durch  Umkehrung  ^6erscher  Integrale  (II B  2)  entstehen  ein- 
und  mehrdeutige  periodische  Funktionen.  Ist  p  >  1 ,  so  kann  die 
Umkehrfunktion  niemals  eindeutig  sein^'^). 

Die  periodischen  Funktionen  werden  auch  dadurch  untersucht, 
dass  man  sie  durch  gewisse  Hülfsfunktionen  (etwa  durch  ff  resp.  durch 
die  ^-  und  ö-Funktionen  (II  B  6,  7)  (Nr.  31)),  deren  Eigenschaften 
direkt  aus  den  sie  definierenden  Formeln  abgeleitet  werden,  explicite 
darstellt.  —  Endlich  sei  noch  auf  die  Untersuchungen  von  Bausen- 
herger^^^)  verwiesen. 


152)  Es  entsprechen  so  den  Sätaen  über  einfach  periodische  Funktionen, 
wie  sie  von  Briot  et  Bouquet  und  Meray  entwickelt  worden  sind,  wohlbekannte 
Sätze  über  rationale  resp.  über  eindeutige  Funktionen,  die  höchstens  in  den 
Punkten  iv  =  0,  00  wesentliche  Singularitäten  aufweisen,  woraus  sich  dann  auch 
umgekehrt  jene  Sätze  sofort  ergeben.     Vgl.  Burlchardt "»). 

153)  Vgl.  Appell  et  Goursat,  Fonct.  alg.,  p.  450.  Die  Methode  ist  im  wesent- 
lichen in  der  Arbeit  von  Klein  enthalten,  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  141. 

154)  Appell  et  Goursat  i*^*),  p.  435. 

155)  Bausenberger,  Periodische  Funktionen,  Leipzig,  1884. 
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25.  Der  Fundamentalbereich;  zunächst  der  Bereich.  X;  die 
Ecken.  Die  Beispiele  der  periodischen,  sowie  der  elliptischen  Modul- 
und  der  Schivarz'schen  s- Funktionen  gaben  den  Anstoss  zu  einer 
Ideenbildung,  die  als  Verallgemeinerung  des  Begriffs  der  algebrai- 
schen Riemann' sehen  Fläche,  sei  dieselbe  als  mehrfach  überdeckte 
Ebene  oder  Kugel,  sei  sie  als  Ringfläche  gedacht,  bezeichnet  werden 
kann^^^).  Es  handelt  sich  um  die  Auffassung  eines  begrenzten  ein- 
oder  mehrblättrigen  Bereiches  %,  dessen  Begrenzungskurven  einander 
paarweise  zugeordnet  sind,  als  eine  längs 
eines  solchen  Paares  von  Begrenzungskurven 
im  Sinne  der  analysis  situs  geschlossene 
Fläche  ^^^).  Demnach  soll  eine  Kurve  als 
auf  %  stetig  verlaufend  angesehen  werden, 
wenn  sie,  nach  Austritt  am  Randpunkte  P 
aus  %,  am  kongruenten  Punkte  P'  wieder 
in    %    eintritt.      Verbindet    sie    P'    mit    P, 

so  ist  sie  als  geschlossen   anzusehen.     In   den  einfachsten  Fällen  ^^^) 
wird  %  schlicht  oder  doch  endlich  vielblättrig  sein,  in  einer  endlichen 


156)  Die  in  den  Nrn.  25 — 27  zu  besprechenden  Begriffe  und  Methoden 
bilden  eine  Weiterführung  der  Biemann' sehen  Funktionentheorie  und  sind  zuerst 
von  Klein  in  systematischer  Weise  dargelegt  worden,  Math.  Ann.  21  (1883), 
p.  141;  daselbst  ausführliche  Litteraturangaben.  Dieser  Abhandlung  war  eine 
Reihe  von  Noten  und  Arbeiten  in  den  Math.  Ann.  vom  9.  Bande  (1875)  an 
vorausgegangen  (vgl.  insbesondere  Bd.  14  (1878),  p.  111);  ferner  die  Schrift 
„Über  Riemann's  Theorie"  u.  s.  w.  Aus  neuerer  Zeit  sind  zu  erwähnen:  Klein- 
Fricke,  Modulfunktionen  1;  Ritter,  Gott.  Diss.  1892  =  Math.  Ann.  41  (1892),  p.  1; 
sowie  eine  Reihe  autographierter  Vorlesungshefte,  Göttingen,  von  1890  an; 
Selbstanzeigen  in  den  Math.  Ann.  45  (1894),  p.  140,  und  46  (1895),  p.  77.  FricJce- 
Klein,  Automorphe  Funktionen  1  (1897)  u.  2  (1901).  Endlich  die  Lehrbücher 
von  Picard,  Traite  d'anal.  2  und  BiirTchardt,  Funktionentheorie  und  elliptische 
Funktionen.    Vgl.  auch  II  B  6  c. 

157)  Noch  allgemeiner  sieht  Klein  (Math.  Ann.  21,  p.  146)  von  der  Forde- 
rung ab,  dass  %  ein  ebener  Bereich  sei,  indem  er  bloss  eine  zweidimensionale 
geschlossene  „Riemann'sche  Mannigfaltigkeit"  voraussetzt,  auf  welcher  ein  Diffe- 
rentialausdruck (resp.  Di&QVQniidXgleichung)  zweiten  Grades  gegeben  ist.  Die 
Umgebung  einer  beliebigen  (regulär  vorausgesetzten)  Stelle  derselben  muss  sich 
auf  ein  Stück  der  Ebene  konform  abbilden  lassen.  —  Andererseits  beschränkt 
sich  Klein  in  dieser  Abhandlung  auf  algebraische  Fundamentalbereiche  (Nr.  27). 

158)  Ausser  den  oben  erwähnten  sei  noch  an  folgende  Fälle  erinnert:  a)  der 
in  Nr.  23  besprochene  JRieniann' sehe  Doppelbereich;  b)  durch  ein  nicht  speziali- 
siertes überall  endliches  AbeV sches  Integral  wird  die  «-blättrige  algebraische 
Fläche  auf  einen  aus  p  übereinander  liegenden,  in  2p  —  2  Verzweigungspunkten 
zusammenhängenden  Parallelogrammen  bestehenden  Bereich  abgebildet.  Ein 
solcher  Bereich  kann  auch  als  Bereich  %  dienen;    dabei  sind  die  Transforma- 
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Anzahl    von    Verzweigungspunkten    zusammenhängen    und    durch    2n 
Kurven  (0,,  C„+,,   wo   C,   und    C„+,   sich    gegenseitig    entsprechen) 
begrenzt  sein,  die  sämtlich  als  analytisch  angenommen  werden  dürfen  i^^) 
Des  weiteren  setzt  man  eine  Transformation  voraus: 
Si=(^,(p,{z))  (i^  1,2,  ...,n), 

welche  a  ein-eindeutig  in  (7«+,  überführt,  dergestalt,  dass  die  Um- 
gebungen zweier  entsprechender  innerer  Punkte  von  Q  C  +■  ein 
eindeutig  und  konform  auf  einander  abgebildet  werden,  während  durch 
analytische  Fortsetzung  der  Funktion  <p,(,)  der  ganze  Bereich  X  in 
einen  ahnhch  beschaffenen  längs  0,  +  ,  an  X  grenzenden  Bereich  ZS 
übergeht.  Ferner  wird  verlangt,  a)  dass  jede  der  Funktionen  <p.(,) 
sich  über  jeden  der  Bereiche  ZS,  hin  (7.  =  1,  2,  .  .  .,  n)  analytisch 
^rtsetzen  lasse  und  dass  das  so  entstehende  an  %S,  stossende  Abbild 
ZS,S,  ähnhch  wie  %  beschaffen  sei;  b)  dass  durch  die  inverse  Trans- 
formation 

der  Bereich  X  auf  einen  ähnlich  beschaffenen  längs  C  an  X  <Trenzen- 
deii  Bereich  XST'  konform  abgebildet  werde.  Durch  weitere  Fort- 
setzungen der  Funktionen  q>,(z)  sowie  ihrer  Inversion  <pr\^)  sollen 
die  immer  neu  entstandenen  Bereiche  durchweg  ähnlich  wie  X  be- 
schaffen sein.  Die  n  ursprünglichen  Funktionen  (p,(^)  erzeugen  dann 
eme  Gruppe  ^^0),  durch  deren  Transformationen  die  aus  allen  den  Teil- 
bereichen sich  zusammensetzende  Eiemann'sche  Fläche  ©  stets  in  sich 
selbst  übergeführt  wird^^^).  Die  Teilbereiche  sind  alle  gleichberechtigt 
m  Bezug  auf  die  Gruppe. 

tionen  ;S',  (unten)  Translationen.  Vgl.  Biemann,  J.  f.  Math.  54  (1857)  p  135  = 
Werke  (1.  Aufl.),  p.  lu,  wo  dieser  Bereich  der  Definition  des  algebraischen  Ge- 
bildes zu  Grunde  gelegt  wird. 

159)  Die  einander  entsprechenden  Paare  von  Kurven  C,  C  ,  .  können 
wie  die  auf  einer  gewöhnlichen  i?/ewm>tn'schen  Fläche  gezogenen  Querschnitte' 
beliebig  (wenigstens  innerhalb  vernünftiger  Grenzen)  verschoben  werden;  auf  die 
ihre  Punkte  einander  zuordnende  Transformation  (z,  cp.(z))  (vgl.  unten)  kommt 
es  allem  an.  -  übrigens  braucht  die  Anzahl  dieser  Kurven  durchaus  keine 
endliche  zu  sein.  Über  diesen  allgemeineren  Fall  liegen  noch  keine  Unter- 
Buchungen  vor. 

160)  Dieser  auf  Biemann  zurückgehende  Begriff  der  Gruppe  ist  erst  von 
Klein  und  -  allerdings  nicht  unmittelbar  von  dieser  Seite  her  -  von  Poincare 
zu  einem  Hauptmoment  erhoben  worden;  vgl.  ^^^). 

161)  Ist  eine  Transformation  S,  periodisch:  Ä'«=l,  so  lässt  man  gewöhn- 
lich den  Bereich  SS^"  mit  dem  Bereich  %  zusammenfallen. 
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Schneiden  sich  zwei  Begrenzungskurven,  so  entsteht  eine  reguläre^^^) 
Ecke  Ä  von  Z,  wenn,  kurz  gesagt,  die  Umgebung  von  Ä  sich  ein- 
eindeutig und  konform  auf  die  Umgebung  eines  Punktes  0  einer 
Ebene  abbilden  lässt.  Ausführlicher:  Stossen  zunächst  in  A  zwei 
einander  entsprechende  Kurven  d,  Cn+i  zusammen,  so  nehme  man 
auf  denselben  zwei  einander  entsprechende  in  der  Nähe  von  Ä  ge- 
leorene  Punkte  P,  P'  an  und  verbinde  P,  P'  mit  einander.  Das  so 
gebildete  krummlinige  Dreieck  ÄFF'  muss  sich  dann  auf  einen 
schlichten  längs  einer  analytischen  Kurve  OQ  (die  stets  als  Gerade 
angenommen  werden  darf)  aufgeschnittenen  Bereich  einer  Ebene  ein- 
eindeutig und  konform  abbilden  lassen  und  zwar  so,  dass  die  Seiten 
AF,  AF'  in  die  doppeltzählende  Linie  OQ  in  der  Weise  übergehen, 
dass  zwei  entsprechende  Punkte  dieser  Seiten  in  übereinander  liegende 
Punkte  von  0  Q  übergeführt  werden.  Stossen  dagegen  in  der  Ecke  A 
zwei  Kurven  d,  Cn+k  zusammen,  die  einander  nicht  entsprechen,  so 
wird  noch  ein  in  der  Umgebung  von  A  gelegenes  Stück  des  benach- 
barten Bereiches  X>S^.  herangezogen.  Entsprechen  die  Punkte  der 
nicht  mit  Cn+k  zusammenfallenden  Begrenzung  dieses  Stückes  den 
Punkten  von  d  noch  nicht,  so  geht  man  weiter,  bis  man  schliesslich 
nach  Heranziehung  einer  endlichen  Anzahl  solcher  Stücke  zu  einem 
gejungt,  dessen  eine  Begrenzung  der  Kurve  Ci  entspricht.  Dann  ver- 
bindet man  zwei  zusammengehörige  Punkte  P,  P'  dieser  Begrenzungen 
miteinander  und  stellt  bezüglich  dieses  krummlinigen  Dreiecks  AFP' 
dieselbe  Forderung  wie  vorhin.  —  Durch  diese  Abbildung  wird  die 
Umgebung  der  Ecke  A  in  ihren  einblättrigen  Zustand  versetzt. 

26.  Fortsetzung;  Funktionen  auf  %;  Definition  des  Funda- 
mentalbereiches. Wird  f{2)  als  eine  Funktion  auf  %  aufgefasst,  so 
wird  f{z)  in  einer  regulären  Ecke  A  als  analytisch  bezeiclinet,  wenn 

a)  f{z)    innerhalb    des   Bereiches  ÄFF'  (Nr.  25)  analytisch   ist  und 

b)  nachdem  die  Umgebung  von  A  in  ihren  einblättrigen  Zustand  ver- 
setzt ist,  f{z)  in  eine  im  einblättrigen  Bereich  eindeutige  und  analy- 
tische Funktion  übergeht  ^^^).  Verschwindet  f{ß)  in  A,  so  wird  die 
Ordnung  des  Nullpunktes  als  die  Ordnung  des  Nullpunktes  der  trans- 
formierten Funktion  im  entsprechenden  Punkte  des  einblättrigen  Be- 
reiches definiert.     Eine  ähnliche  Definition  gilt  auch  für  Pole. 

Als  eine  zum  Bereich  %  gehörige  Funktion  f{z)  wird  jede  analy- 
tische Funktion  definiert,  die  überall  da  auf  %  eindeutig  ist,  wo  sie 


162)  Auf  die  Existenz  nicht  regulärer  Ecken  hat  Klein  in  dem  besonderen 
Fall  der  hyperbolischen  Ecken  aufmerksam  gemacht,  Math.  Ann.  40  (1892),  p.  130. 
1G3)  Klein,  Math.  Ann.  21  (1883),   p.  149. 
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definiert  ist,  und  jede  der  ti  Transformationen  (pi(2)  in  sich  (Nr.  2i) 
zulässt.  Dazu  genügt,  dass  /'(^)  in  %  eindeutig  und  im  allgemeinen 
analytisch  ist,  und  ausserdem  in  zusammengehörigen  Randpunkten 
von  %  den  nämlichen  Wert  annimmt.  Eine  solche  Funktion  ist  in- 
variant in  Bezug  auf  die  Gruppe. 

Existiert  eine  zum  Bereich  %  gehörige  Funktion  f(2)  und  er- 
streckt sich  der  Definitionsbereich  von  f(i3)  (Nr.  13)  nicht  über  © 
(Nr.  25)  hinaus,  so  bildet  %  einen  Fundamentalher  eich  ^^)  für  die 
Funktion  f(^). 

Der  Theorie  der  automorphen  Funktionen  (II  B  6  c),  wie  sie  von 
der  Göttinger  Schule  entwickelt  wird,  liegt  der  Begriff  des  Funda- 
mentalbereiches als  definierendes  Element  zu  Grunde  ^^^).  In  der 
Theorie  der  Minimalflächen,  namentlich  im  symmetrischen  Falle 
(Nr.  27),  spielt  dieser  Begriff  auch  eine  Hauptrolle ^^^). 

Im  (rawss'schen  Nachlass  ^^'')  hat  sich  die  Figur  für  die  elliptische 
Modulfunktion  i~'^h^(c3)  nebst  Bemerkungen  gefunden,  aus  welchen 
man  ersieht,  dass  Gauss  den  Begriff  des  Fundamen talraumes  für  die 
Funktion  gehabt  hat.  Auch  die  analytische  Fortsetzung  durch  An- 
einanderreihung solcher  Räume  ist  durch  die  den  Kreisbogendreiecken 

— ,  -^ ,  —  j  zugehörige  Figur  angedeutet  ^^^),   Schivarz 


164)  Klein  '^^).  Die  Bezeichnung  Fundamentalpolygon  hatte  Klein  auch 
früher  gebraucht,  Math.  Ann.  14  (1878),  p.  133.  —  DUss  die  letztere  Bedingung 
nicht  notwendig  eine  Folge  der  ersteren  ist,  beweist  das  Beispiel  von  Klein  '®^), 
Art.  IL 

165)  Einem  Bericht  von  Poincare  über  seine  auf  automorphe  Funktionen 
sich  beziehenden  Untersuchungen  hat  Klein  die  Note  beigefügt:  „Vielleicht  ist 
es  gut,  diesen  kleinen  Bemerkungen  noch  eine  allgemeinere  zuzugesellen  und 
bei  vorliegender  Gelegenheit  zu  konstatieren,  dass  alle  die  hier  in  Frage 
kommenden  Untersuchungen,  und  zwar  sowohl  diejenigen,  welche  ein  geo- 
metrisches Gepräge  besitzen,  als  auch  die  mehr  analytischen,  die  sich  auf  die 
Lösungen  linearer  Difierentialgleichungen  beziehen,  auf  Eiemann'sche  Ideen- 
bildungen zurückgehen.  Der  Zusammenhang  ist  ein  so  enger,  dass  man  be- 
haupten kann,  es  handele  sich  bei  Untersuchungen  im  Sinne  des  Hm.  Poincare 
geradezu  um  die  weitere  Durchführung  des  allgemeinen  funktionentheoretischen 
Programms,  welches  Biemann  in  seiner  Doktordissertation  aufgestellt  hat"; 
Math.  Ann.  19  (1881),  p.  564.  Vgl.  dazu  Poincare''^  Zustimmungserklärung, 
Math.  Ann.  20  (1882),  p.  53;  femer  den  Brief  von  Schotthj  an  Klein,  Math. 
Ann.  20  (1882),  p.  299   und  Klein,  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  143,  Fussnote. 

166)  Biemann,  Werke,  1.  Aufl.,  p.  283;  Weierstrass,  Berl.  Ber.  1866,  p.  612 
u.  p.  855;  Vorlesungen  an  der  Berliner  Universität  von  1860  an.     Schwarz  ^^''). 

167)  Werke  3  (1866),  p.  477—478. 

168)  Werke  8  (1900),  p.  99.  Ein  demnächst  erscheinendes  Biemann'sches 
Vorlesungsheft  über  lineare  Differentialgleichungen  vom  S.-S.  1859  enthält  eine 
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legte  seinen  Untersuchungen  über  die  hypergeometrische  Reihe  ^^^)  die 
geometrische  Methode  des  Fundamentalbereiches  zu  Grunde  und  ent- 
deckte somit  durch  die  Betrachtung  des  Kreisbogendreiecks  und  dessen 
Reproduktion  durch  Symmetrie  die  eindeutig  umkehrbaren  Dreiecks- 
funktionen; damit  gab  er  auch  zugleich  die  Grundlage  für  die  geo- 
metrische Theorie  des  speziellen  Falles  der  elliptischen  Modulfunktionen. 

27.  Der  algebraische  Fall;  sjrmmetrische  Riemann'sctie  Flächen. 
Hat  %  eine  endliche  Anzahl  von  Blättern,  die  in  einer  endlichen  An- 
zahl von  Verzweigungspunkten  zusammenhängen,  und  sind  ferner  die 
Ecken,  falls  welche  vorhanden  sind,  alle  regulär,  so  lässt  sich  2  in 
ähnlicher  Weise  wie  früher  die  w- blättrige  im  gewöhnlichen  Sinne 
geschlossene  algebraische  Fläche  (Nr.  22)  durch  eine  endliche  Anzahl 
von  Kalotten  „dachziegelartig  überdecken"  (Nr.  21)  und  somit  weist 
man  durch  die  kombinatorischen  Methoden  ^^^)  die  Existenz  von  Funk- 
tionen nach,  die  in  einer  ähnlichen  Beziehung  zu  %  stehen  wie  früher 
die  Ähel'schen  Integrale  und  die  algebraischen  Funktionen  zu  jener 
algebraischen  Fläche,  indem  sie  sich  auf  %,  abgesehen  von  Polen  und 
logarithmischen  Singularitäten,  allenthalben  analytisch  verhalten.  Die 
zu  %  gehörigen  Funktionen  darunter  entsprechen  den  durch  die  Fläche 
von  Nr.  22  definierten  algebraischen  Funktionen  und  jede  derselben 
bildet  den  Bereich  %  auf  eine  gewöhnliche  mehrblättrige  algebraische 
Fläche  ein-eindeutig  und  im  allgemeinen  konform  ab^^^).  Es  liegt 
nahe,  einen  solchen  Bereich  %  als  algebraischen  Fundamentalhereich 
und  die  zugehörigen  Funktionen,  die  keine  anderen  Singularitäten  als 
Pole  besitzen,  als  algebraische  Funktionen  auf  X  aufzufassen,  wobei 
denn  die  anderen  soeben  erwähnten  Funktionen   die  Rolle  von  Äbel- 


Figur,  die   die  Aneinanderreihung  dreizipfeliger  Kreisbogendreiecke  zeigt;    vgl. 
Klein,  Gott.  Nachr.  1897,  p.  190. 

169)  J.  f.  Math.  75  (1873),  p.  292  :==  Werke  2,  p.  211.  —  Wegen  des  drei- 
zipfeligen Kreisbogendreiecks  vgl.  p.  241. 

170)  Vgl.  Bitter  ^'^^).  Picard,  Traite  d'anal.  2,  eh.  16.  —  Vgl.  auch  die 
Untersuchungen  von  Ritter  über  „die  Stetigkeit  der  automorphen  Funktionen 
bei  stetiger  Abänderung  des  Fundamentalbereiches",  Math.  Ann.  45  (1894),  p.  473 
u.  46  (1895),  p.  200. 

171)  Bezüglich  solcher  Funktionen  lassen  sich  ähnliche  Sätze  aussprechen 
und  durch  Herumintegrieren  beweisen,  wie  bei  den  periodischen  Funktionen, 
Nr.  24.  Während  jedoch  dort  die  Funktion  als  von  vornherein  vorhanden  an- 
gesehen und  der  Fundamentalraum  hinterher  der  Funktion  angepasst  wurde, 
bildet  dagegen  hier  der  Fundamentalbereich  geradezu  das  definierende  Element, 
aus  dem  die  Funktion  erst  entwächst,  und  das  ist  eben  das  wesentliche  an  dem 
Biemann' sehen  Betriff  der  Biemann' sehen  Fläche. 
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sehen  Integralen  auf  %  spielen.  Das  Geschlecht  dieses  Fundamental- 
hereiches  ist  von  Klein  ^^^)  berechnet  worden. 

Gestattet  der  Bereich  %  eine  mit  Umlegung  der  Winkel  kon- 
forme ein-eindeutige  Transformation  in  sich,  die  einmal  wiederholt 
zur  Identität  zurückführt,  so  heisst  %  ein  symmetrischer'^''^)  Funda- 
mentalbereich. Ein  derartiger  Bereich  entsteht  insbesondere  dadurch, 
dass  man  von  einem  durch  Kreisbogen  (resp.  Vollkreise)  begrenzten 
Bereich  ausgeht  und  denselben  an  jedem  Begrenzungskreis  spiegelt. 
Jeder  der  neuen  Bereiche  wird  dann  wiederum  an  jedem  neuen  Be- 
grenzungskreis gespiegelt,  u.  s.  w.  Fasst  man  irgend  zwei  benach- 
barte der  so  entstandenen  Bereiche  zu  einem  einzigen  Bereiche  %  zu- 
sammen, so  bildet  X  einen  symmetrischen  automorphen  Fundamental- 
bereich. Die  Existenzbeweise  lassen  sich  auf  symmetrischen  alge- 
braischen Fundamentalbereichen  dadurch  führen,  dass  die  Hälfte  des 
Doppelbereiches  etwa  auf  die  obere,  falls  i)  >  0,  mehrfach  überdeckte 
Halbebene  konform  abgebildet  wird  (vgl.  Nr.  21,  23). 

28.  Parameterdarstellung  durch  eine  uniformisierende  Variable. 

Von  Poincare  und  Klein  ist  der  Satz^^*)  entdeckt  und  bewiesen  worden, 
dass  sich  irgend  zwei  durch  eine  irreducible  algebraische  Gleichung  ver- 
knüpfte Grössen  durch  zwei  eindeutige  (automorphe)  Funktionen  eines 
Parameters  t:  z  =  (p{t),  w  =  tp{t)  darstellen  lassen,  und  zwar  so, 
dass  die  j?iemawn'sche  Fläche  für  die  Funktion  iv  =  f(z)  auf  einen  den 
Funktionen  cp{t),  tpit)  eigenen  Fundamentalraum  der  ^- Ebene  ein- 
eindeutig und,  abgesehen  von  Verzweigungspunkten  resp.  regulären 
Ecken  (wofern  der  Fundamentalraum  überhaupt '  Ecken  aufweist), 
konform  abgebildet  wird. 

Ein  ähnliches  Theorem  für  eine  beliebige  mehrdeutige  Funktion 
anzustreben,  war  der  Zweck  einer  Untersuchung  von  Poincare  ^''%  der 
den  Satz  bewies:  Es  sei  w  =f{z)  eine  beliebige  analytische  Funktion 
von  ^;  dann  existieren  stets  zwei  Funktionen,  rp{t),  i){t)  eines  Para- 
meters t,  die  wie  folgt  beschaffen  sind:  a)  die  Funktion  (p{t)  ist 
eindeutig  und  ihr  Definitionsbereich  T  liegt  innerhalb  des  Einheits- 
kreises der  ^Ebene;  in  T  verschwindet  (p'{t)  nirgends;  b)  in  T  ist  ^(t) 
analytisch;   c)  setzt  man 


172)  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  152. 

173)  Klein,  Über  Riemann's  Theorie  u.  s.  w.,  p.  72  und  i"),  p.  168. 

174)  Vgl.  HB  6c.  Litteraturangaben  bei  Klein,  Math.  Ann.  21  (1883), 
p.  142—143. 

175)  Poincare,  Bull.  soc.  niath.  11  (1883),  p.  112;  Osgood,  N.  Y.  Bull.  (2) 
5  (1898),  p.  69,  und  Amer.  Trans.  1  (1900),  p.  314,  wo  Poincare'&  Resultate  ge- 
nauer präzisiert  sind. 
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so  stellen  diese  Gleichungen  das  ganze  analytische  Gebilde  w  =  f{z), 
höchstens  mit  Ausnahme  gewisser  isolierter  Punkte,  dar.  Genauer 
gesagt:  Sei  Iq  ein  beliebiger  Punkt  von  jT;  dem  Punkte  i^o  wird  eine 
Stelle  Zq  der  J?imaww'schen  Fläche  für  die  Funktion  f{z)  durch  die 
erste  Gleichung  zugeordnet,  deren  Umgebung  schlicht  und  auf  die 
Umgebung  des  Punktes  i^^  konform  bezogen  ist,  während  die  den 
Punkten  dieser  Umgebung  entsprechenden  Funktionswerte  w  durch 
die  zweite  Gleichung  dargestellt  werden.  Umgekehrt,  sei  Zq  eine  be- 
liebige Stelle  der  i2«ema7m'schen  Fläche  für  /"(^);  dann  lässt  sich  f{ß) 
in  der  Umgebung  dieser  Stelle  im  allgemeinen  durch  die  vorher- 
gehenden Gleichungen  darstellen,  indem  es  im  allgemeinen  einen  oder 
mehrere  Werte  t^  giebt,  welche  gleichzeitig  den  Gleichungen  genügen: 
•^0  ^^  ^^CO;  /  (^o)  =  ^(0-  Ausnahmen  treten  nie  ein,  wenn  es  minde- 
stens drei  Punkte  auf  der  Kugel  giebt:  z  =  a,h,  c,  in  denen  kein 
Zweig  von  f{z)  analytisch  ist.  Sonst  wird  es  einen  Wert  z  =  a 
(bezw.  zwei  oder  drei  solche  Werte)  geben,  in  dem  mindestens  ein 
Zweig  von  f{z)  analytisch  ist,  während  die  Gleichungen  a  =  g>(t), 
f{a)  =  ipif)  doch  nicht  gleichzeitig  befriedigt  werden  können. 

Durch  dieses  Verfahren  wird  die  Umgebung  eines  Verzweigungs- 
punktes oder  Poles  von  f(z)  niemals  auf  die  Umgebung  eines  Innern 
Punktes  von  T  bezogen.  Über  die  Abbildung  in  der  Umgebung  einer 
Ecke  von  T  giebt  der  Satz  keinen  Aufschluss. 

Der  Beweis  des  Satzes  beruht  auf  der  Möglichkeit,  eine  unend- 
lich vielblättrige  Riemann'sGh.e  Fläche,  in  welcher  f{z)  analytisch  ist, 
auf  einen  schlichten,  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen  einfach 
zusammmenhängenden  Bereich  T  ein-eindeutig  und  konform  abzubilden. 
Da  jeder  schlichte  einfach  zusammenhängende  Bereich  T  auf  das 
Innere  eines  Kreises  ein-eindeutig  und  konform  abgebildet  werden  kann 
(Nr.  19  ^^*)),  so  kann  man  die  Funktion  (p(t)  stets  so  bestimmen, 
dass  ihr  Definitionsbereich  aus  dem  Innern  eines  Kreises  besteht. 
Diese  Funktion  wird  dann  im  allgemeinen  eine  automorphe  sein  und 
zwar  stets  dann,  wenn  einer  einzigen  Stelle  des  analytischen  Gebildes 
der  Funktion  w  ==  f{z)  unendlich  viele  Punkte  von  T  entsprechen. 

Picard  ^'^^)  hat  folgenden  Satz  gefunden :  Genügen  die  eindeutigen 
Funktionen  (p(z),  fp{z)  einer  irreduziblen  algebraischen  Gleichung  vom 
Geschlecht  p>l:  G(q)(z),  t^(^))  =  0,  so  können  dieselben  keinen 
isolierten  wesentlichen  singulären  Punkt  haben. 


176)  Darb.  Bull.  (2)  7  (1883),  p.  107;    der  Beweis    ist   ungenügend.     Acta 
naath.  11  (1887),  p.  1. 


76        II Bl.    W.F.Osgood.    Analytische  Funktionen  komplexer  Grössen. 

29.  Der  Picard'sche  Satz.  Nachdem  Weierstrass^^)  gezeigt  hatte, 
dass  eine  ganze  transcendente  Funktion  in  der  Nähe  des  Punktes 
^=00  jedem  Wert  beliebig  nahe  kommt,  bewies  E.  Picard^'^'^)  zu- 
nächst den  Satz:  Ist  (r(^)  eine  ganze  Funktion  von  0,  die  keine  Kon- 
stante ist,  so  kann  es  höchstens  einen  Wert  geben,  den  G(z)  nirgends 
annimmt.  Diesen  Satz  hat  er  dann  wie  folgt  verallgemeinert:  In 
der  Umgebung  des  Punktes  z  =  a  soll  die  Funktion  f{z),  vom  Punkte 
a  selbst  und  eventuell  von  Polen  abgesehen,  eindeutig  und  analytisch 
sein.  Hat  f{z)  dort  unendlich  viele  Pole,  so  kann  es  höchstens  zwei 
Werte  geben,  die  f{z)  in  der  Umgebung  des  Punktes  a  nicht  an- 
nimmt. Sind  dagegen  keine  Pole  vorhanden,  während  f{z)  im  Punkte 
a  eine  wesentliche  singulare  Stelle  besitzt,  so  kann  es  höchstens 
einen  Wert  geben,  den  f{z)  in  der  Umgebung  von  a  nicht  an- 
nimmt. 

Durch  die  Untersuchungen  von  Hadamard  und  Borel  hat  der 
Satz  neuerdings  noch  eine  weitere  Verallgemeinerung  erfahren  ^^^). 


III.  Untersuchimg  der  analytischen  Funktionen  mittelst  ihrer 
Darstellung  durch  unendliche  Reihen  und  Produkte. 

30.  Weierstrass.  Bereits  Lagrange,  durch  den  in  der  damaligen 
Infinitesimalrechnung  herrschenden  Mangel  an  Strenge  veranlasst,  eine 
neue  Grundlage  für  die  Analysis  zu  suchen,  hatte  sich  zu  diesem 
Zweck  der  Methode  der  Potenzreihen  bedient.  Zu  der  Zeit  fehlte 
jedoch  jede  scharfe  Umgrenzung  des  Funktionsbegrifi's,  sowie  der 
Grundbegriffe  in  der  Analysis  überhaupt,  nicht  weniger,  als  alle 
strengen  Untersuchungen  über  die  unendlichen  Reihen,  und  dieses 
unentbehrliche  Substrat  für  seine  Theorie  versäumte  Lagrange  her- 
zustellen. Fast  ein  halbes  Jahrhundert  später  nahm  WeierstrafiS  den- 
selben Ausgangspunkt,  wie  damals  Lagrange,  und  das  Resultat  seiner 
Forschung  war  eine  neue  Theorie  der  analytischen  Funktionen,  die 
in  Bezug  auf  die  genaue  Fassung  der  Grundbegriffe  und  die  Strenge 
der  Methoden   den  Anforderungen  der  Jetztzeit  völlig  entspricht"^). 

177)  Par.  C.  R.  88  (1879),  p.  1024  und  89  (1879),  p.  745;  Ann.  ec.  norm. 
1880,  p.  145. 

178)  Hadamard,  J.  de  math.  (4)  9  (1893),  p.  188,  Nr.  15—17;  Borel,  Acta 
math.  20  (1897),  p.  357;  Functions  entieres,  eh.  V. 

179)  Verschiedene  Andeutungen  finden  sich  in  den  bereits  zitierten  Ab- 
handlungen. Die  Theorie  ist  jedoch  erst  durch  die  Vorlesungen  an  der  Berliner 
Universität  von  1860  an  bekannt  geworden;  vergl.  die  Darstellung  bei  Fincherle, 
Gioin.  d.  mat.  18  (1880),  p.  178  u.  317;  sowie  Biermann,  Analytische  Funktionen, 
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Aber  auch  in  der  Theorie  der  Funktionen  reeller  Veränderlicher  lenkte 
Weierstrass^s  durchgi-eifende  Kritik  die  Aufmerksamkeit  auf  manche 
ungenaue  Auffassung  und  lückenhafte  Schlussweise  ^^°),  während  er 
konstruktiv  die  Analysis  durch  das  Prinzip  der  gleichmässigen  Konver- 
genz (Nr.  6)  bereicherte.  Seinem  Einfluss  verdankt  man  in  hohem 
Masse  die  strenge  Begründung  der  Infinitesimalrechnung,  deren  wir 
uns  heute  freuen  und  durch  welche  es  allein  möglich  war,  die  Cauchy- 
Biemann'sch.e  Funktionentheorie  einwandfrei  zu  entwickeln  ^^^). 

Mit  besonderem  Erfolg  hatte  Weierstrass  die  Methode  der  Reihen- 
und  Produktentwicklungen  auf  die  Untersuchung  eindeutiger  Funk- 
tionen einer  und  mehrerer  Veränderlichen  angewandt.  Aus  einer  Ab- 
handlung vom  Jahre  1876  ist  eine  Reihe  wichtiger  Arbeiten  hervor- 
gegangen,  die  in  der  Folge  besprochen  werden. 

31.  Der  "Weierstrass'sche  Satz.  Eine  ganze  rationale  Funktion 
G  (z)  mit  den  Nullpunkten  ^j ,  .  .  . ,  z^^^  kann  durch  die  Formel 

m 


G{a)       JL  ±  a 


n  =  \ 


dargestellt  werden.    Diese  Formel  auf  ganze  transcendente  Funktionen 


und  die  beiden  Werke  von  Harkness  und  Morley.  Der  3.  und  4.  Band  der  ges. 
Werke  sollen  diese  Vorlesungen  enthalten.  —  Wegen  Weierstrass'^  wissenschaft- 
licher Leistungen  vgl.  Hubert,  Gott.  Nachr.  (gescbftl.  Mitt.)  1897,  p.  60;  Poincare, 
Acta  math.  22  (1898),  p.  1;  Lampe,  Gedächtnisrede,  Verhandl.  phys.  Ges.  Berl. 
5.  März  1897  =  Jahresber.  Deutsch.  Math. -Vereinig.  6  (1899),  p.  27;  Killing,  Rede, 
Natur  und  Offenbarung  43  (1897);  ferner  Fortschritte  der  Math.  28  (1897),  p.  32. 
Unabhängig  von  Weierstrass  hat  auch  C.  Meray  (vgl.  Litter aturverzeichnis) 
in  Frankreich  die  Theorie  der  analytischen  Funktionen  auf  Grund  ihrer  Definition 
durch  die  Potenzreihe  entwickelt.  Vgl.  A.  Hurwitz,  Verhdlgn.  Kongr.  Zürich 
1898,  p.  106. 

180)  Man  vgl.  insbesondere  seine  Vorlesungen  über  Variationsrechnung. 

181)  Trotzdem  konnte  Weierstrass  selbst  sich  mit  dieser  Theorie  nicht  zu- 
frieden geben.  Die  Integration  erschien  ihm  als  ein  zum  Zweck  des  systema- 
tischen Aufbaus  der  Funktionentheorie  unbefriedigender  Prozess;  vgl.  Werke  2, 
p.  235.  Indem  er  seiner  Theorie  die  Methode  der  Potenzreihen  zu  Grunde 
legte,  wurde  die  Anzahl  der  Grenzprozesse,  auf  denen  dieselbe  ruhte,  allerdings 
eine  beschränktere.  Allein  das  konnte  nur  auf  Kosten  einer  naturgemässen  Ent- 
wicklung der  Theorie  geschehen,  denn  es  liegt  einmal  im  Wesen  der  Sache, 
dass  gewisse  Teile  der  Theorie  sich  der  Behandlung  mittelst  des  Grenzprozesses 
der  Integration  leichter  und  natürlicher  fügen.  Es  sei  beispielsweise  an  den 
Beweis  des  Laurent' ^ch-Qn  Satzes,  sowie  des  Satzes,  dass  auf  dem  Konvergenz- 
kreis einer  Potenzreihe  mindestens  ein  singulärer  Punkt  der  Funktion  liegen 
muss;  ferner  an  den  Siwari'schen  Beweis  des  Weierstrass'' ^chen  Satzes  von 
Nr.  45  erinnert. 
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mit  unendlich  vielen  Nullpunkten  zu  verallgemeinern,  ist  Cmichy'^^^) 
in  gewissen  Fällen  vermittelst  des  Residuenkalkuls  gelungen.  Das 
von  Gauss  untersuchte  unendliche  Produkt: 


^-^n{(}+i)r-'^] 


gab    Weierstrass  den  Schlüssel  zur  Lösung  des  allgemeinen  Problems. 

Indem  dieser  erkannte,  dass  der  zweite  Faktor  e  "    die  Konvergenz 

erzeugt,  bewies  er  den  Satz^''):  Wird  eine  beliebige  Reihe  von  Grössen 
^j,  ^2?  •  •  -7  vorgelegt,  die  nur  keine  im  Endlichen  gelegene  Häufungs- 
stelle  haben,  so  existiert  stets  eine  ganze  Funktion  G  {/),  die  in  jedem 
dieser  Punkte  einen  Nullpunkt  beliebiger  Ordnung  besitzt  und  sonst 
nirgends  verschwindet.  Die  allgemeinste  solche  Funktion  G^  {/)  wird 
durch  die  Formel  gegeben: 

G,{z)  =  G{z)e''('-\ 
wo  G(/)  eine  ganze  Funktion  bedeutet.    Der  Beweis  lässt  sich  führen, 
indem  G{z)   durch   ein   unendliches  Produkt  von  Primfunktionen  ^^^) : 

m    .1- 

—  s 

G(^)  =  II J^  {i,  ^>^,);  E{^,  0)  =  1  -  ^,  E{,,  m)  =  {i-z)  e-^  '■ 

7i  =  1  " 

definiert  wird,    welches   in   jedem   endlichen  Bereich   gleichmässig ^^) 


182)  Exerc.  de  math.  4  (1829),  p.  174.  Es  ergab  sich,  dass  zu  dem  Pro- 
dukt rechts  im  allgemeinen  noch  ein  Faktor  von  der  Form  e*^^*^  hinzutritt.  Die 
direkte  Veranlassung  zu  diesen  Untersuchungen  bildete  bei  Cauchy  die  Dar- 
stellung der  trigonometrischen  Funktionen  durch  unendliche  Produkte.  Bei 
Weierstrass  kamen  noch  die  '9'-  und  ff- Funktionen  dazu. 

183)  „Ich  nenne  Primfunktion  nach  x  jede  eindeutige  Funktion  dieser 
Grösse,  welche  nur  eine  (wesentliche  oder  ausserwesentliche)  singulare  Stelle 
und  entweder  nur  eine  oder  gar  keine  Nullstelle  hat.  Der  allgemeinste  Aus- 
druck einer  solchen  Funktion  ist,   wenn  die  singulare  Stelle   mit  c  bezeichnet 

wird,   I h  n  6    V^""'^/ ,  wo  Je,  l  Konstanten  bedeuten,  und  zu  beachten  ist, 

dass  Tc  auch  gleich  Null  und  Gl -1  eine  Konstante  sein  kann."  Weier- 
strass^"^ §  1.  —  Der  Einfachheit  halber  wird  angenommen,  dass  keine  der 
Grössen  z„  verschwindet. 

n 

184)  Das  unendliche  Produkt  f^{z)  f^{z)  .  .  .,  wo  die  Funktionen  f^{z)  in 
jedem  Punkte  eines  Bereiches  T  eindeutig  definiert  sein  mögen,  konvergiert  in 
T  gleichmüssig,  wenn  einer  beliebig  kleinen  positiven  Grösse  s  eine  von  z  unab- 
hängige positive  ganze  Zahl  m  sich  so  zuordnen  lässt,  dass  für  alle  Werte  von 
^  in  r 

l4-fl(^)-----/«-f.r(^)-l|<^,  (r=l,2,...) 
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konvergiert.      Das    Produkt    konvergiert    auch   unbedingt.      Um    eine 
brauchbare  Reihe  von  Grössen  m^  zu  erhalten,   genügt  es,  m^  so  an- 

zunehmen,  dass  die  Reihe  ^r-^'">^+^\  wo  *'„  =  |  ^, J  ist,  konvergiert. 

n  =  l 

Konvergiert  diese  Reihe  insbesondere,  wenn  m^  gleich  der  konstanten 

00 
ganzen  Zahl  (inkl.  0)   E   gesetzt   wird,    während    die  Reihe  ^r~^-^ 


n  =  l 


divergiert,  und  ist  G  (z)  eine  ganze  rationale  Funktion  vom  Grade  P, 
so  heisst  die  grösste  der  beiden  Zahlen  E,  P  die  Höhe^^^)  der  Funktion 
^li^)-  —  Die  Funktion 

sin  7t2  =  7tz  II      M  — -)e" 
hat  die  Höhe  1,  während  die  Funktion 

cc 

sin  Ttz jrj  /    zh 

M  =  l 

als  Funktion  von  z^  betrachtet,  die  Höhe  0  hat.  In  seinen  Unter- 
suchungen   über    die  Anzahl  der   Primzahlen    unter    einer  gegebenen 

ist,  wenn  nur  n  >  m  ist.  Weierstrass^'')  §  2.  Für  die  gleichmässige  Konvergenz 
des    Produktes    ist    notwendig    und    hinreichend,    dass    die    unendliche    Reihe 

^log4(^)  gleichmässig  konvergiere.      Sind   die  Funktionen  /■^(^)    alle    in    T 

n  =  n' 

analytisch,  so  wird  die  durch  das  Produkt  dargestellte  Funktion  ebenfalls  in 
T  analytisch  sein.     Vgl.  Stolz,  Allg.  Arithm.  2,  p.  245. 

Die  Definition  der  gleichmässigen  Konvergenz  eines  Produktes  weicht  dem- 
nach von  der  allgemeinen  Definition  der  gleichmässigen  Konvergenz  einer 
Funktion  s{z,  a)  (Nr.  6)  insofern  ab,  dass  Produkte,  deren  Rest  f^_^^{z)-...-  f^,^{z) 
gegen  0  konvergiert,  wenn  r  ins  Unendliche  wächst,  wie  gro"ss  die  feste  Zahl  n 
auch  nur  angenommen  sein  mag,  nicht  zugelassen  sind.  Solche  Produkte  sind 
in  der  komplexen  Funktionentheorie  unbrauchbar  und  von  der  Betrachtung 
auszuschliessen,  sei  es  von  vornherein  durch  die  Definition,  sei  es  durch  spätere 
Festsetzung.     Vgl.  I A  3,  Nr.  42. 

185)  Genre  nach  Laguerre,  der  die  Bezeichnung  eingeführt  hat,  ohne  sie 
jedoch  explicite  zu  erklären;  vgl.  Par.  C.  R.  94  (1882),  p.  160  u.  635  =  Oeuvres  1, 
p.  167,  171.  Eine  Reihe  von  Sätzen  über  solche  Funktionen  sind  von  ihm  und 
anderen  abgeleitet  worden;  Litteraturangaben  bei  Forsyth,  Th.  of  F.,  p.  92. 
Das  Wort  genre  giebt  v.  Schaper  mit  Höhe  wieder,  Gott.  Diss.  1898.  Die 
Dichtigkeit  der  Nullstellen  wird  durch  die  ^oreZ'sche  „wirkliche  Ordnung"  q 
{ordre  reel;  Borel,  Acta  math.  20  (1896),  p.  357;  von  v.  Schaper  als  Konvei^genz- 
exponent  bezeichnet)  noch  schärfer  gekennzeichnet,  q  ist  nämlich  diejenige 
Grösse,  für  welche  bei  beliebiger  Annahme  einer  positiven  Grösse  s  die  Reihe 

cc  00 

^,.-(','  +  0  konvergiert,  während  die  Reihe ^r"^?-*)  divergiert. 


«— 1 


w  =  l 
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Grösse  nahm  Riemann^^'^)  an,  dass  die  von  ihm  eingefühi-te  Funktion 
I  (z),  als  Funktion  von  ^^  betrachtet,  die  Höhe  0  habe.  Die  Richtig- 
keit dieser  Annahme  hat  zuerst  Hadamard  (Nr.  36)  nachgewiesen. 
Die  Weierstrass^^oh&ü.  6-  und  die  Jäco&i 'sehen  -0'- Funktionen  haben 
die  Höhe  2. 

Aus  dem  Weierstrass^Bohen.  Satze  ergiebt  sich,  dass  auch  die  Pole 
einer  eindeutigen  Funktion,  die  sich  sonst  im  Endlichen  analytisch 
verhalten  soll,  beliebig ^^^)  vorgeschrieben  werden  dürfen.  Die  all- 
gemeinste solche  Funktion  f(z),  deren  Nullstellen  ebenfalls  beliebig 
vorgeschrieben  werden  können,  wird  durch  die  Formel  gegeben: 

WO  G-^{z),  G^{z)  ganze  Funktionen  sind,  die  nur  in  den  Nullpunkten 
resp.  Polen  von  f{z)  verschwinden,  und  G{/)  eine  beliebige  ganze 
Funktion  ist^^^). 

32.  Der  Mittag -Leffler'sche  Satz^^^).  Es  möge  «j,  a^,  .  .  .,  eine 
beliebige  Reihe  von  Grössen  sein,  die  nur  keine  im  Endlichen  ge- 
legene   Häufungsstelle    haben-,     ferner    sei    (x„  (  _^  j    irgend    eine 

Funktion  von  ^,  die  im  Punkte  «,,  eine  (wesentliche  oder  ausser- 
wesentliche)  singulare  Stelle  hat  und  sich  sonst  überall  analytisch 
verhält.  Dann  existiert  stets  eine  eindeutige  Funktion  von  f(z),  die, 
von  den  Punkten  a^,  «2;  •  •  •   abgesehen,    allenthalben    im    Endlichen 

analytisch  ist  und  in  jedem  der  Punkte  a^^  unstetig  wird,  wie  G„  (  ) , 

indem  die  Funktion  f{2)  —  G„  LzTct)  ^^^^  ™  Punkte  «„  analytisch 

verhält.  Die  allgemeinste  solche  Funktion  f^i^z)  wird  durch  die 
Formel  gegeben:  /;(-2r)  =/"(^)  +  G{^),  wo  G(z)  eine  ganze  Funktion 
von  s  bedeutet. 


186)  Berl.  Ber.  1859  =  Werke,  1.  Aufl.,  p.  136;  2.  Aufl.,  p.  145.  Vgl.  Ch.  J. 
de  la  Vallee-Poussin,  Sur  la  fonction  t(s)  de  Riemanu,  etc.,  Brüssel  1899;  Sonder- 
druck aus  den  Brux.  Mem.  cour.  59  (1899),  p.  3. 

187)  Zunächst  bloss  ihrer  Lage  und  ihrer  Ordnung  nach;  dass  auch  ihr 
Hauptteil  beliebig  angenommen  werden  kann,  besagt  eben  der  Mittag -Leffler'sche 
Satz  (Nr.  32). 

188)  Weierstrass^'^,  der  den  allgemeineren  Fall  einer  eindeutigen  Funktion 
mit  einer  endlichen  Anzahl  wesentlicher  singulärer  Stellen  behandelt  und  explicite 
Formeln  für  die  Darstellung  einer  solchen  Funktion  gegeben  hat. 

189)  Mittag -Leffler  bewies  den  Satz  zunächst  nur  für  den  Fall,  dass  G^ 
eine  rationale  Funktion  ist;  Stockh.  Öfv.  34  (1877).  Seinen  Beweis  hat  Weier- 
strass  vereinfacht,  Berl.  Ber.  Aug.  1880  =  Werke  2,  p.  189.  —  Ygl.  femer  '^*). 
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33.  Verallgemeinerungen  der  Sätze  von  Nr.  31  u.  32.  E.  Picard'^'^^) 
zeigte  zunächst,  dass  der  Weierstrass'^ohe  Satz  unter  Anwendung 
derselben  Beweismethode  auf  den  Fall  ausgedehnt  werden  kann,  dass 
bloss  lim  I  aj  =  1,  j  aj  +  1.     Ist  insbesondere  stets  U„  1  <  l/  wäh- 

rend  sich  die  Punkte  a^  in  der  Nähe  eines  jeden  Punktes  des  Ein- 
heitskreises häufen,  so  bildet  dieser  Kreis  eine  natürliche  Grenze  für 
die  Funktionell).  Es  sei  an  dieser  Stelle  auch  auf  die  Pomcare 'sehen 
©-Reihen  verwiesen  ^^2^.  Alsdann  hat  Mittag -Leffler^^^)  den  all- 
gemeinen Satz  bewiesen:  Es  sei  eine  beliebige  isolierte  Punktmenge 
Q  mit  den  Punkten  a^,  a^,  .  .  .  vorgelegt,  die  nebst  ihrer  abgeleiteten 
Menge  Q'  die  Begrenzung  eines  Bereiches  T  bilden  möge;  und  es 
seien  m^,  Mg,  .  .  .  eine  beliebige  Reihe  positiver  oder  negativer  ganzer 
Zahlen.  Dann  existiert  stets  eine  Funktion,  die  in  T  anal3^tisch  ist 
und  dort  nicht  verschwindet,  in  der  Umgebung  des  Punktes  a,-  durch 
die  Formel  (^  _«,.)"'•  e*(^-"«)  darstellbar  ist,  und  somit  in  jedem 
Punkte  von  Q'  einen  wesentlichen  singulären  Punkt  aufweist. 

Den   Satz    von   Nr.  32   hat  Mittag -Le ff ler^^)    wie  folgt   verall- 
gemeinert:   Es   sei  eine   beliebige  isolierte  Punktmenge    Q  vorgelegt, 

deren  Punkte  mit  a^,  cc^,  .  .  .  bezeichnet  seien;  ferner  sei  G   ( ^ ] 

{n  =  1,  2,  .  .  .)  irgend  eine  Funktion,  die  nur  im  Punkte  a^  eine 
singulare  Stelle  besitzt.  Dann  lässt  sich  stets  ein  analytischer  Aus- 
druck bilden,  welcher  für  jeden  weder  der  Menge  Q  noch  deren  Ab- 
leitung Q'  (I  A  5,  Nr.  1)  angehörigen  Wert  /  von  ^  eine  Funktion 
von  z  definiert,  die  sich  im  Punkte  /  analytisch  verhält  und  ausser- 
dem im  Punkte  a„  unstetig  wird,  wie  a„  (^3^),  indem  die  Diffe- 
renz zwischen  ihr  und  dieser  Funktion  sich  dort  analytisch  verhält. 
In  verschiedenen  Bereichen  kann  jedoch  der  Ausdruck  Punktionen 
darstellen,  die  nicht  in  einander  analytisch  fortsetzbar  sind^^^-)     Mittag- 

190)  Par.  C.  R.  92  (1881),  p.  690. 

191)  Vgl.  auch  E.  Picard,  Par.  C.  R.  94  (1882),  p.  1405. 

192)  Verschiedene  Noten  in  den  Par.  C.  R.  92,  93  (1881);  vgl.  IIB  6c. 

193)  Acta  math.  4  (1884),  p.  32. 

194)  MÜtag-Leffler'^'^),  p.  8.  Einen  ähnlichen  Satz  hat  Goursat  in  den 
Par.  C.  R.  96  (1883),  p.  567  ausgesprochen.  Vgl.  auch  Appell,  Acta  math  1 
(1882),  p.  145. 

195)  Weierstrass  hatte  bereits  gezeigt,  dass  ein  und  derselbe  analytische 
Ausdruck  in  verschiedenen  Bereichen  verschiedene  analytische  Funktionen  dar- 
zustellen vermag;  vergl.  Berl.  Ber.  12.  Aug.  1880,  §  3,  sowie  ibid.  21.  Febr.  1881 
=  Werke  2,  p.  208,  §  3,  u.  p.  231.    E.  Schroeder  war  auf  eine  Reihe  gestossen: 

Enoyklop.  d.  math.  Wigsensch,    II  2.  q 
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Leffler  behandelt  ferner  den  Fall,  dass  die  singulären  Stellen  (resp. 
ein  Teil  davon)  einer  eindeutigen  analytischen  Funktion  durch  die 
Zahlen  der  ersten  oder  zweiten  Zahlenklasse  (I  A  5)  abzählbar  sind 
und  leitet  Formeln  für  die  Darstellung  einer  solchen  Funktion  ab. 
Dabei  findet  die  Cantor'ache  Theorie  der  Punktmengen  eine  Anwen- 
dung in  der  Analysis^^^).  —  Auf  eindeutige  Funktionen  auf  einer 
algebraischen  Riemann'schen  Fläche  sind  die  in  dieser  Nummer  be- 
sprochenen  Sätze  ^^^)  von  P.  Appell  ausgedehnt. 

34.  Punktionen  mit  vorgegebenem  Definitionsbereich.  Weier- 
strass  hat  den  Satz  ausgesprochen  ^^^):  Gegeben  sei  ein  beliebiger 
Bereich  T;  dann  existieren  stets  eindeutige  Funktionen,  die  in  jedem 
Punkte  von  T  analytisch  sind  und  in  jedem  Begrenzungspunkte  von 
T  einen  singulären  Punkt  haben.  Beweise  sind  unter  gewissen  ein- 
schränkenden Voraussetzungen  von  H.  Poincare  und  E.  Goursat  ge- 
geben worden  ^^^).  In  seiner  vollen  Allgemeinheit  ist  der  Satz  erst 
von   Bunge^^)    bewiesen   worden.     Die  Emige'sche   Methode    beruht 


'^1/(22" —  0-2"),   die  gegen  den  Grenzwert  2; / (2  —  1)  resp.  l/{z—l)  kon- 


n  =  0 


vergiert,  je  nachdem  |2J<1  oder  {zl^l  ist;  Zeitschr.  Math.  Phys.  22  (1876), 
p.  184.  Diese  Reihe  kommt  bereits  bei  A.  de  Morgan,  Diff.  and  Int.  Calculus, 
London  1842,  p.  229  vor  und  ist  mit  einem  speziellen  Fall  der  später  von 
J.  Tannery  gegebenen  Reihe  eng  verwandt;  Weierstrass  a.  a.  0.  21.  Febr.  1881. 
Andererseits  hatte  Hermite  bemerkt,  dass  die  Cauchy'sche  Integralformel,  welche 
innerhalb  C  die  Funktion  f{z)  darstellt,  ausserhalb  C  stets,  den  Wert  0  ergiebt; 
vgl.  auch  die  Arbeit  von  Runge-'"').  Mit  dem  Auftreten  natürlicher  Grenzen  ist 
das  soeben  erwähnte  Verhalten  analytischer  Ausdrücke  nicht  notwendig  ver- 
knüpft. —  Litteraturangaben  über  diesen  Gegenstand  bei  Hunoüz^''^). 

196)  Über  diese  Untersuchungen  referiert  Hunvitz  ^'^). 

197)  Acta  math.  1  (1882),  p.  109,  132. 

198)  Berl.  Ber.  12.  Aug.  1880,  §  6  =  Werke  2,  p.  223.  Von  dem  Grad  der 
Allgemeinheit  dieses  Theorems  bekommt  man  einen  BegriflF,  wenn  man  bedenkt, 
dass  die  Begrenzung  eines  Bereiches  T  nicht  einmal  vom  Inhalt  Null  zu  sein 
braucht  und  dass  sie  Punkte  enthalten  kann,  denen  man  sich  längs  einer  stetigen 
in  T  gelegenen  Kurve  nicht  nähern  kann  i^«).  Einfache  Beispiele  von  Punkt- 
mengen ersterer  Art  habe  ich  im  Cambridger  Colloquium  angeführt,  N.  Y.  Bull. 
(2)  5  (1898),  Lecture  VI,  p.  82. 

199)  Poincare,  Fenn.  Acta  12  (1881),  p.  341;  wieder  abgedruckt  im  Amer. 
J.  of  Math.  14  (1892);  vgl.  auch  Hermite,  Cours  d'anal,  4.  Aufl.,  p.  171;  Gomsat, 
Par.  C.  R.  94  (1882),  p.  715;  sowie  Darb.  Bull.  22  (1887),  p.  109.  Diese  Beweise, 
welche  im  Grunde  mit  einander  identisch  sind,  lassen  sich  leicht  verallgemei- 
nern; vgl.   Osgood,  N.  Y.  Bull.  (2)  5  (1898),  p.  14. 

200)  Acta  math.  6  (1885),  p.  229.  Ein  von  Stäckel  gegebener  Beweis  ist 
lückenhaft;  J.  f.  Math.  112  (1893),  p.  262.  -  Mittelst  der  I?ww^e'schen  Methode 
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darauf,  eine  Funktion,  die  in  einem  gewissen  Bereich  eindeutig  und 
analytisch  ist,  annäherungsweise  durch  eine  rationale  Funktion  dar- 
zustellen ^'^^);  durch  eine  geeignete  Reihe  rationaler  Funktionen  wird 
dann  die  betreffende  Funktion  definiert. 

Ob  ein  ähnliches  Theorem  für  eine  beliebige  Biemann'sche  Fläche 
als  Definitionsbereich  einer  als  vorhanden  nachzuweisenden  Funktion 
existiert,  ist  noch  nicht  entschieden.  Durch  die  Pömcare"schen  Unter- 
suchungen (Nr.  28)  wird  der  Existenzbeweis  in  gewissen  sehr  allge- 
meinen Fällen  geliefert  ^°^). 

35.  Auf  dem  Konvergenzkreis  gelegene  singulare  Punkte,  ins- 
besondere Pole,  und  die  Koeffizienten  der  Potenzreihe.     Ist 

»0  -|-  a^z  -f-  a^z^  +  •  •  • 
eine  beliebig  angesetzte  Potenzreihe  und  betrachtet  man  die  erste 
Ableitung  der  Punktmeuge  |  Ya^  \ ,  so  ist  der  Maximalwert  dieser  ab- 
geleiteten Menge  gleich  dem  reciproken  Wert  des  Radius  B  des  Kon- 
vergenzkreises ^°^)  der  Reihe.  Soll  die  Reihe  insbesondere  für  alle 
Werte  von  ^  konvergieren,  so  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass^*^"*) 
lim  I  Ya^  I  =  0  •    Damit    ein    auf   dem   Konvergenzkreise    beliebig    ge- 

7l=C0 

legener  Punkt  0^  ein  singulärer  Punkt  der  Funktion  sein  soll,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,   dass  der  Konvergenzkreis  der  Tai/lor' sehen 

CO 

Reihe:  ^  f^^'K^i)  r    7  ^0  ^1  einen  innern  Punkt  des  Radius  (0, ^0) 

71  =  0 

bedeutet,  den  Radius  R  —  |  ^^  |  habe.    Daraus  hat  Hadamard  ^°-'')  eine 

lässt  sich  auch  eine  Reihe  von  Sätzen  über  die  Darstellbarkeit  eindeutiger 
Funktionen  durch  Reihen  beweisen;  so  z.  B.  der  Satz:  Besteht  die  Begrenzung 
des  Definitionsbereiches  der  eindeutigen  Funktion  f{z)  aus  einem  Stück  (d.  h. 
aus  einer  zusammenhängenden  Punktmenge)  und  ist  a  ein  beliebiger  Punkt  der 

Begrenzung,  so  ist  f{z)  durch  eine  Reihe  darstellbar:  f{z)  =  ^  G^^  ( ),  wo 

G^{w)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  w  bedeutet.  Leichte  Verallgemeine- 
rung für  eine  beliebige  Funktion. 

201)  Dazu  bietet  die   CaMc%'sche  Integralformel    die  Mittel;   vgl.  Nr.  38. 

202)  Vgl.  Osgood  i^»),  p.  73. 

203)  Unter  „Konvergenzkreis"  soll  hier  stets  der  icahre  Konvergenzkreis  ^*) 
verstanden  werden. 

204)  Cauchy,  Anal.  alg.  (1821),  p.  59,  143,  151  ==  Oeuvres  (2)  3,  p.  63,  129, 
136;  Resum^s  anal.  (1833),  p.  47  =  Oeuvres  (2)  10,  p.  57.  Vgl.  auch  I  A  3,  Nr.  23. 
Der  Satz  ist  von  Hadamard  *"^)  von  neuem  entdeckt. 

205)  J.  de  math.  (4)  8  (1892),  p.  101;  Anwendung  auf  die  Weierstrass' sehe 

OD 

Funktion,  ^b^z'^  .     Eine  allgemeinere  Bedingung  ist   später  von   Fabry  ent- 
n— 0 
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hinreicliende  Bedingung  abgeleitet,  dass  die  singulären  Punkte  von 
/"(^)  auf  dem  Konvergenzkreise  überall  dicht  liegen  und  somit  diese 
Kurve  ganz  ausfüllen.  Die  von  Fabry  ausgesprochene  Ansicht,  dass 
die  durch  eine  Potenzreihe  definierten  Funktionen  ihren  Konvergenz- 
kreis im  allgemeinen  zur  natürlichen  Grenze  haben,  ist  später  von 
Borel  und  Fabry  bestätigt  worden ^°^'*). 

Nachdem  Darhoux^^^)  den  Koeffizienten  der  Potenzreihe  eine  not- 
wendige Bedingung  entnommen  hatte,  dass  die  Funktion  f{z)  auf  dem 
Konvergenzkreise  einen  Pol,  aber  keinen  weiteren  singulären  Punkt 
dort  besitze,  leitete  Hadamard^'^'')  eine  durch  die  Koeffizienten  aus- 
gedrückte notwendige  und  hinreichende  Bedingung  ab,  dass  f(/)  eine 
beliebige  Anzahl  von  Polen  je  beliebiger  Ordnung,  sonst  aber  keinen 
singulären  Punkt  auf  dem  Konvergenzkreise  aufweise.  Diese  Bedingung 
dehnte  er  dann  auf  den  Fall  aus,  dass  f{z)  noch  in  einem  grösseren 
Kreise,  insbesondere  überhaupt  im  Endlichen  keine  anderen  singulären 
Punkte  als  Pole  haben  soll,  und  er  bestimmte -°^)  die  Pole  durch  die 
Koeffizienten  der  Reihe. 

36.  Die  Nullpunkte  einer  analytischen  Punktion,  insbesondere 
einer  ganzen  Funktion.  Ist  eine  analytische  Funktion  ^(2)  durch 
die  Reihe  gegeben: 

i;{z)  =  Co  -f  C,Z  +  C,02  +  •  •  .  (Co  =4=  0), 

SO   entsprechen   den  im  Konvergenzkreise  gelegenen  Nullpunkten  von 
■4f{z)  die  in  demselben  Kreise  gelegenen  Pole  der  reciproken  Funktion: 

f{2)  =  l/tp{2)  =  «0  +  «1^  +  «2^^  +'•  •  • , 
wo  die  a's  sich  rational  durch  die  C's  ausdrücken  lassen.     Es  lassen 


wickelt  worden,  Ann.  ec.  norm.  (3)  13  (1896),  p.  367.  Weitere  Litteraturangaben 
bei  Hurwitz  ^''^).  Ausführliches  über  den  Gegenstand  dieses  und  der  folgenden 
Paragraphen  nebst  Litteraturangaben  findet  sich  bei  Hadamard,  La  särie  de 
Taylor  et  son  prolongement  analytique,  Paris  1901. 

205»)  Fabry'''"'),  p.  399;  Borel,  Par.  C.  R.  123  (1896),  p.  1051;  Fahry, 
Acta  22  (1899),  p.  65. 

206)  J.  de  math.  (3)  4  (1878),  p.  5.  Barhoux  behandelt  ferner  den  Fall 
eines  Poles  w*"  Ordnung,  sowie  gewisser  Verzweigungspunkte. 

207)  Hadamard  *'"^) ;  vgl.  auch  v.  SchajJer's  Dissertation  1*^),  wo  ein  einfacher 
Beweis  Hüherfs  mitgeteilt  wird.  Der  allgemeinste  Fall  wird  von  v.  Schaper 
nicht  behandelt.     Femer  Van  VlecJc,  Amer.  Trans.  1  (1900),  p.  293. 

208)  Es  handelt  sich  dabei  durchweg  um  die  Häufungsstellen  gewisser 
Punktmengen,  deren  Punkte  explicite  von  den  a's  abhängen.  Will  man  die  Pole 
aus  diesen  Formeln  wirklich  berechnen,  so  fehlt  vorläufig  jede  Abschätzung  des 
Fehlers, 
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sich  somit  die  Nullpunkte  von  ip^z)  durch  die  Cs  bestimmen  (Nr  35 
und  208). 

Diese  Resultate   wendet  Hadamard  an,  um   den  Satz^^)  zu  be- 
weisen: Es  sei 

F{z)  ==  ^0  -f  a^z  -f-  «2^2  +  •  •  • 

eine  beliebige  ganze  Funktion.  Man  bestimme  eine  Funktion  x{n) 
derart,  dass,  sobald  n  >  m  ist, 

und  setze  90 {n)  =  y'%{n) .  Andererseits  mögen  die  Nullstellen  -^i, ^3?  •  •  • 
von  F(z)  so  bezeichnet  werden,  dass  r„+i;>r„,  (\z^\==r^).  Dann 
lässt  sich  jeder  positiven  Grösse  s  eine  ganze  Zahl  ^  so  zuordnen, 
dass 

r„>(l—£)(p(n),         n>^, 

wofern  F{2)  überhaupt  unendlich  viele  Nullpunkte  besitzt. 

Es  ist  somit  eine  obere  Grenze  für  die  Anzahl  der  Nullpunkte 
einer  ganzen  Funktion  gegeben,  die  in  einem  Kreise  von  beliebigem 
(genügend  grossem)  Radius  liegen.  Mit  der  Frage,  ob  diese  obere 
Grenze  nicht  zu  hoch  ist,  hat  sich  E.  BoreP^^)  beschäftigt. 

Von  der  Stärke  des  Unendlichwerdens  der  Funktion  F(2),  wenn 
z  =  00  wird ,  ausgehend  ist  Schoti  2")  zu  einem  Satze  gelangt,  der 
ebenfalls  eine  obere  Grenze  für  die  Anzahl  der  Nullpunkte  in  einem 
grossen  Kreise  ergiebt:  Satz:  Ist  F(z)  eine  ganze  Funktion  von  z, 
die  der  Bedingung  genügt: 

li^(^)|<e^W, 

wo   V(r)  eine  positive  mit  r  selbst  unbegrenzt  wachsende  Funktion 
von  r  ist,  so  gilt  für  grosse  Werte  von  n  die  Ungleichung: 

wlog(s  — 1)<  V(srJ, 
wo  s  eine  beliebige  Grösse  >  2  ist. 

37.  Die  Stärke  des  Unendlichwerdens  einer  ganzen  Funktion, 
die  Koeffizienten  der  Taylor'schen  Reihe  und  die  Höhe  der  Funk- 
tion. Poincare  bewies  die  beiden  Sätze  212):  a)  Ist  F(z)  eine  ganze 
Funktion  von  der  Höhe  E  und  lässt  man  z  =  re'P'  längs  eines  be- 
liebigen   Halbstrahles    (p  =  (p^   ins    Unendliche    rücken;    nimmt   man 

209)  J.  de  math.  (4)  9  (1893),  p.  202. 

210)  Acta  math.  20  (1897),  p.  357.  Borel  bemerkt  ferner,  dass  in  der  ITa- 
f?awar(i'sclien  Formel   r^:>(^l  — s)  cp{n),  £<(logw)~"^  ist. 

211)  Par.  C.  R.  125  (1897),  p.  763. 

212)  Bull.  soc.  math.  de  France  11  (1883),  p.  136. 


86        11  B  1.    W.  F.  Osgood.    Analytische  Funktionen  komplexer  Grössen, 
ferner  /3  so  an,   dass,  wenn  s  so  unendlich  wird,  lim  o'^'^'^^  =  0  ist 
so   wird  zugleich   auch  lim.  F(2)&^'^'^^  =  0.     b)    Ist   F(z)  =^a  z"" 

n  =  0 
1 

eine  ganze  Funktion  von  der  Höhe  E,  so  ist  lim  a^nf^^  =  0.    Es 

ist  somit  im  wesentlichen  für  die  Funktionen  endlicher  Höhe  a)  eine 
obere  Grenze  (nämlich  e^^''^^  \z\=^r)  für  die  Stärke  des  Unend- 
lichwerdens von  \F{z)\,  wenn  ^=  oo;  b)  eine  obere  Grenze  für  die 
Stärke  des  Nullwerdens  von  \a^\,  wenn  11=00,  gegeben  worden. 

Diese  Sätze  unter  passenden  Einschränkungen  umzukehren  resp. 
ihnen  eine  genauere  Fassung  zu  geben,  war  die  Veranlassung  zu  einer 
Reihe  neuerer  Arbeiten  hauptsächlich  französischer  Mathematiker. 
Hadamard^^^)    schätzte    zunächst    die    Stärke    des    Unendlichwerdens 

einer  beliebigen  ganzen  Funktion  F{z)  ==^a^^%  wenn  0  =  00,  ab, 
.    ,  .  «=o 

indem  er  zeigte,  dass  für  alle  Werte  von  r  >  r^ 

r 

~^dr  n^i^y.     r^,  J.,  £=  const., 

\F{z)\<Är^e-o  ,  1         £,  beliebig  klein, 

wo  die  Funktion  T^(r)  lediglich  von  den  Koeffizienten  a„  abhängt. 
Ist  insbesondere    |  a„  |  ^  (»«0~";   (»*  >  ^),    so  ist 


1 


\F(z)\<e^'>-"  (Zr=con8t.). 

Andererseits  leitete  Hadamard  für  ganze  Funktionen  endlicher  Höhe 
eine  untere ^i*)  Grenze  für  den  Wert  von  |i^(^)['ab,  wenn  r  =  R^, 
^  =  1,  2,  .  .  .,  und  lim  J2.  =  oo2i5). 

i=(x 

Umgekehrt,  sei  \F{2)\  <  e^('-\     Dann  zeigt  die  Cauchy sehe  For- 

^^^'-    ^^^2^iJ~^^^'  ^^^^   \aj<r-^e^'('-^  und  man  erhält  eine 
c   ^ 

Abschätzung  für  \a^\,  indem  man  r  einen  solchen  Wert  beilegt,  dass 

1 
r-ngV{r)  j,^yjQ  Minimum  wird.    Ist  insbesondere   V(r)  =  r%  so  ergiebt 
sich,  dass 


nan 


6 

l««l^^^^<^^-^,         n>m,         £,d   beliebig   klein. 
Nun  geht  Hadamard  weiter,  indem  er  den  Satz  beweist:  Ist  F(z)  =^a^z"- 

n  =  0 

213)  Hadamard  ^^^,  p.  172—178. 

214)  a.  a.  0.  p.  204. 

215)  Über   eine  ähnliche  Abschätzung  im  allgemeinen  Fall  hat  BoreV^") 
Untersuchungen  angestellt.     Vgl.  auch  v.  Schaper's  Dissertation  ^^^). 
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eine  beliebige  ganze  Funktion  von  z,  deren  Koeffizienten  an  die  Be- 
dingung |cf„|^w!~"",  w>w,  geknüpft  sind,  so  ist  die  Höhe  von 
F{£)  endlich  und  nicht  grösser  als  Xja.  Damit  ist  die  Umkehrung 
des  zweiten  Pommre'schen  Satzes  geleistet,  während  die  Umkehrung 
seines  ersten  Satzes  sich  wie  folgt  aussprechen  lässt:  Ist  F{z)  eine 
ganze  Funktion  von  z,  die  nicht  stärker  unendlich  wird,  wenn  r  =  oo, 
als  e'"  ,  d.  h.  |  i^(^;)  |  <  e^  ,  r  >  r^,  so  ist  die  Höhe  von  F{z)  endlich 
und  nicht  grösser  als  A.^^^) 

Auf  Grund  der  soeben  zitierten  Sätze  zeichnet  sich  eine  besondere 
Klasse    ganzer   transcendenter   Funktionen    aus,    die   Hadamard^ sehen 
Funktionen^^'^),  deren  Koeffizienten  den  Bedingungen  genügen: 
1)   |a„|  ^  1/m!«-'^,     n>m',      2)    |  «„j  >  l/n!«+'^,     n  =  m^,m.^,... 

wo  a  >  0  als  Ordnung  der  Funktion  definiert  wird  und  d  >  0  be- 
liebig angenommen  werden  darf.  Sie  sind  Funktionen  endlicher  Höhe 
und  vom  Typus  e^  ,  d.  h.  es  gilt: 

\F{z)\<e^^\     r>r,',     \F(z;)\>e'^~\        lim^,.  =  oo, 

Z  =  CO 

wo  aX  =  1  und  £  >  0  beliebig  angenommen  wird.  Die  zwischen  A, 
der  Höhe,  und  dem  Konvergenzexponenten  q  herrschenden  Beziehungen 
sind  auch  von  v.  Schaper^^^)  ermittelt  worden. 

38.  Annäherungsformeln;  Reihenentwicklungen  nach  Poly- 
nomen. Bei  der  Frage  nach  der  angenäherten  Darstellung  einer  ana- 
lytischen Funktion  f(z)  verlangt  man  in  der  Funktionentheorie  ^^^) 
entweder  a)  dass  die  Annäherungsfunktion  f„(z)  in  einem  oder  meh- 
reren Punkten  Zq,  z^,  .  .  .  des  Definitionsbereiches  von  f(z)  sich  dieser 
Funktion  möglichst  eng  anschmiegt,  derart  dass  die  Taylor'sche  Reihen- 
entwicklung für  den  Fehler  f(z)  —  f^  (z)  im  Punkte  ^.  mit  dem  Terme 
(iV. -|- 1)*^"  Grades  anfängt,  wo  N-  bei  gegebenem  n  möglichst  hoch 
gemacht,  bez.  vorgeschrieben  wird;  oder  b)  dass  fn(z)  in  einem  ganzen 
Bereich  T'  eine  gleichmässige  Annäherung  liefert,  indem  der  Fehler 
f{z)  —  f^{z)  in  jedem  Punkte  z  von  T'  dem  absoluten  Betrage  nach 


216)  Diese  Sätze  hat  v.  Scliaper  ^®^)  unter  einer  genaueren  Fassung  bewiesen. 

217)  Die  Benennung  ist  von  Hubert  vorgeschlagen  worden;  vgl.  v.  Schaper 
a.  a.  0.  Alle  ganzen  transcendenten  Funktionen,  die  bisher  in  der  Analysis  eine 
Rolle  gespielt  haben,  sind  Hadamard'' sehe  Funktionen. 

218)  Annäherungsformeln  anderer  Art  (z.  B.  die  semikonvergenten  Reihen) 
erfüllen  einen  rechnerischen,  aber  keinen  funktionentheoretischen  Zweck.  Übri- 
gens dürfen  unter  den  Punkten  z^,  z^,  . . .  auch  isolierte  Singularitäten  von  f(z) 
auftreten,  wobei  dann  die  Definition  der  Anschmiegung  in  leicht  ersichtlicher 
Weise  abgeändert  werden  muss.     Vgl.  unten  Mittag-Leffler  und  Van  VIeck. 
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kleiner  als  eine  beliebige  von  ^  unabhängige  positive  Grösse  £  bleibt. 
Notwendig  und  hinreichend  für  b)  ist,  dass  flX^)  in  T'  gleich- 
massig  gegen  /'(^)  konvergiert,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst.  Die 
Forderung  b)  braucht  im  Falle  a)  selbst  in  einer  sehr  kleinen  von  7i 
unabhängigen  Umgebung  des  Punktes  ^.  nicht  erfüllt  zu  sein,  wie 
Beispiele  aus  der  Lehre  der  Kettenbrüche  zeigen -^^).  In  der  That 
kann  der  Kreis  um  ^.,  innerhalb  dessen  der  Fehler  die  Grösse  £  nicht 
übersteigt,  bei  abnehmendem  e  und  zugleich  zunehmendem  n  gegen 
den  Punkt  0.  zusammenschrumpfen. 

Die  einfachsten  analytischen  Funktionen  sind  die  ganzen  und  die 
gebrochenen  rationalen  Funktionen  und  die  einfachste  Annäherung 
der  ersten  Art  geschieht  mit  Hülfe  eines  Polynoms  fi^)^^^).  Hier 
kann  man  stets  erreichen,  indem  man  die  n  -{-  1  Koeffizienten  von 
P„(^)  so  bestimmt,  dass 

/'('•)(^„)  =  P«(«J,        ^  =  0,l,...,w, 

dass  die  Reihenentwicklung  für  den  Fehler  in  der  Umgebung  des 
Punktes  0^  mindestens  mit  dem  Terme  (n  -)-  1)**"  Dimension  anfängt: 

In  diesem  Fall  wird  auch  der  Forderung  b)  in  jedem  innerhalb  des 
Konvergenzkreises  gelegenen  Bereich  T'  genügt,  und  P„{z)  nähert  sich 
der  Funktion  f^z)  in  T'  gleichmässig.  —  Nähert  man  /'(^)  mittelst 
einer  gebrochenen  rationalen  Funktion  F{ß)/Q{z)  an,  so  wird  man 
auf  Kettenbruchentwicklungen  geführt  (vgl.  Nr.  39).  Der  Forderung  a) 
kann  man  dann  stets  gerecht  werden,  der  Forderung  b)  wird  dagegen 
im  allgemeinen  nicht  genügt. 

Für  die  eindeutigen  analytischen  Funktionen  bez.  für  einen  Zweig 
einer  mehrdeutigen  Funktion  hat  Mittag -Leffler^^^)  im  Fall  a)  An- 
näherungsformeln  gegeben,    indem   er  unendlich  viele  Punkte   z-^  zu- 


219)  Mit  Hülfe  des  ÄMW^e'schen  Verfahrens  (Nr.  34)  kann  man  Beispiele 
zum  Belege  dieser  Behauptung  auch  direkt  aufstellen. 

220)  Dieser  Gedanke  geht  auf  Newton.,  Analysis  per  aequationes  numero 
terminorum  infinitas,  zurück;  vgl.  H.  Pade,  Par.  These  1892,  p.  7  ==  Ann.  ec. 
norm.  (3)  9  (1892),  p.  S  7.  An  die  Lagrange'sche  Interpolationsformel  knüpften 
Cauchy  (Anal,  alg.,  p.  528  ^  Oeuvres  (2)  3,  p.  431)  und  Jacoli  (J.  f.  Math.  30 
(1846),  p.  127)  an,  indem  sie  statt  Polynome  gebrochene  rationale  Funktionen 
verwendeten.  Die  Beziehungen,  welche  zwischen  mehreren  Annäherungsbrüchen 
dieser  Art  bestehen,  sind  von  Frobenius  (J.  f.  Math.  90  (1880),  p.  1)  untersucht 
worden. 

221)  Vgl.  ^^^).  Wir  haben  die  Funktion  f(z)  als  gegeben  angesehen  und 
dieselbe  dann  mittelst  rationaler  Funktionen  angenähert.   Umgekehrt  kann  man 
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lässt,  in  deren  jedem  N^  einen  beliebig  vorgeschriebenen  Wert  hat; 
allgemeiner  dürfen  auch  Pole  von  /"(>)  in  beliebiger  Anzahl  unter  den 
Punkten  0^  mit  auftreten. 

Eine  allgemeine  Lösung  des  Problems  b),  sowohl  für  eindeutige 
als  auch  für  mehrdeutige  Funktionen,  wofern  der  Bereich  T'  der  zu- 
gehörigen Biemann' sehen  Fläche  nirgends  über  sich  selbst  greift,  ist 
von  Bimge^^)  gegeben  worden.  Er  geht  von  der  Caiwhy'schen  Inte- 
gralformel aus,  die  er,  wie  folgt,  umformt: 


m){t,^,-t,) 


V 


= ^1  (^)  -\-2j  t^» +1  (^) — ^«  (^)] ' 

n  =  l 

(=1      ' 

Dabei  wird  das  Integral  längs  des  Randes  C  eines  Bereiches  T'  er- 
streckt, der  T'  enthält,  und  die  Punkte  t.  werden  schliesslich  auf  Ö 
überall  dicht.  Die  Terme  dieser  Reihe,  die  ja  rationale  Funktionen 
sind,  werden  durch  Polynome  angenähert  und  es  ergiebt  sich  somit 
eine  Darstellung  von  f(z)  im  Bereich  T'  durch  eine  gleichmässig 
konvergente  Reihe  von  Polynomen.  Die  Summe  der  ersten  n  Glieder 
dieser  Reihe  liefert  die  Funktion  f^{0).  Die  Rimge'sche  Lösung  des 
Problems  b)  setzt  die  Kenntnis  _der  Werte  der  Funktion  in  einer  ab- 
zählbaren überall  dichten  auf  C  gelegenen  Menge  voraus.  Mittag- 
Leffler^)  hat  das  Problem  behandelt,  indem  er  die  Funktion  als 
durch  die  Koeffizienten  einer  Potenzreihe  —  also  wiederum  durch 
eine  abzählbare  Menge  von  Konstanten  —  gegeben  ansieht. 

Insbesondere  geht  aus  diesen  Methoden  hervor,  dass  jede  ein- 
deutige analytische  Funktion  von  z,  deren  Definitionsbereich  T  der 
Punkt  3  =  (X)  nicht  angehört,  sich  in  eine  Reihe  von  Polynomen 
entwickeln  lässt,  die  in  einem  beliebigen  Bereich  T'  gleichmässig 
konvergiert.  Die  Reihe  ist  so  nicht  eindeutig  bestimmt,  denn  es  ist 
beispielsweise 


N:-l 


sich,  wie  Mittag- Leff kr  ausführt,  die  rationale  Funktion    R.{z)  =  >'a^(0  — ^.)« 


=  M: 


geben  und  dieselbe  dann   durch  einen   analytischen  Ausdruck  f(z)  [Reihe  oder 
Produkt]  annähern,  derart,  dass  in  der  Nähe  des  Punktes  z.  die  Beziehung  gilt: 

f{z)—Ii;(z)  =  C^jz  —  z.y'^i  +  '^-\ .     Vgl.    auch   E.Schering,    Gott.  Abb.  27 

(1881),  p.  1.     Inwiefern  der  Forderung  b)  genügt  wird,  ist  nicht  untersucht. 
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yn  +  l 


0  =  lim|^=.+2'[; 


z- 


(n  +  1) !        n\ 

Nocli  eine  andere  Lösung  hat  Hilhert^^^)  gegeben,  indem  er  f^(ß) 
durch  die  Reihe  darstellt: 

wo  (tj(^),  G(2)  Polynome  vom  Grade  m  —  1  resp.  m  sind.  Die  Reihe 
konvergiert  in  einem  beliebigen  innerhalb  einer  „Lemniscate"  gelegenen 
Bereich  gleichmässig. 

Wegen  anderer  Entwicklungen  nach  Polynomen  vgl.  Nr.  39. 
Ferner  sei  auf  die  Entwicklungen  verwiesen,  welche  Äppell^^^)  und 
Painleve^^^^)  aufgestellt  haben. 

39.    Kettenbruclientwicklungen^^^).     Eine    solche    Entwicklung 

entsteht,  indem  man  fj/)  =  PN{ß)IQN{2)  setzt,  wo  F^iß),  Qn{z)  Po- 
lynome vom  w*'°  Grade  sind,  wenn  N  =  2m  ist;  vom  (m  +  l)***"  resp. 
vom  w*%  wenn  N=2m  -\-  1  ist^^*).  Es  ist  stets  möglich,  P^,  Q^ 
so  zu  bestimmen,  dass  in  der  Umgebung  des  Punktes  ^o  =  ^ 

Im  allgemeinen  wird    C  4=  ^   ^^i^-     ^^^^^  ^^^ 

Q,f\z)  -  P^  =  6f )  z^+'  +  ^v)  ^^+2  +  •  •  • , 
so  ergiebt  sich,  dass 

PiV+2  =  ^Pn  +  <*iV+2P^'+l  y  ,  , 
Qn-{-2  =  ^Qn  -\-  <*.V+2  Qn+\  j 

wo  a,v+2  =  —  c(/Vcf +'^  ist;  ferner  sei  Q^=  l y  a^  =  Po  =  f{0), 
Q^  =  /"(O)-!  =  %  ,    Pi  =  «oö^i  +  ^  •     ^^^^  ist 


Pj\r+i    Pn 


=  (-  ^)^' 


iV+l 


222)  Gott.  Nachr.  1897,  p.  63.  Mit  der  formalen  Seite  dieses  Problem 
hatte  sich  JacoU  bereits  beschäftigt,  J.  f.  Math.  53  (1857),  p.  103. 

222»)  Par.  These  1887  =  Toul.  Ann.  2  (1888),  p.  1  B. 

223)  Vgl.  auch  I  A  3,  insbes.  Nr.  55,  11  B  4,  4b,  sowie  Van  Vleck,  Gott. 
Diss.  1893  =  Amer.  J.  of  Math.  16  (1894),  p.  1,  wo  zahlreiche  Litteraturangaben 
sich  finden  und  auch  die  Gruppeneigenschaften  gewisser  Kettenbrüche  nach  dem 
Vorbild  HeurCs,  Math.  Ann.  33  (1889),  p.  180  besprochen  werden.  —  Zwischen 
den  Kettenbrüchen  und  den  divergenten  Reihen  besteht  ein  enger  Zusammen- 
hang. Man  vgl.  die  Darstellung  bei  Borel,  Series  divergentes,  1901;  sowie 
H.  Padc,  Acta  18  (1894),  p.  97. 

224)  N  ist  somit  gleich  der  Summe  der  Grade  von  P^,  Q^^.  Andere  Fest- 
setzungen bezüglich  dieser  Grade  werden  später  erwähnt. 
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Der  Übergang  zu  einer  Form   des  Kettenbruchs    geschieht   nun, 
indem  man  (Pn{2)  durch  die  Gleichung  einführt: 

f(0)=-pr-^ — i—/^ ;      also       (Pn{^)  = i 7^, 

wofern  nicht  g}jv{z)  =  0  ist; 


Eine  hinreichende  Bedingung  für  die  Kettenbruchentwicklung  ergiebt 
sich  sofort:  Konvergiert  Pa/Qn  gegen  einen  Grenzwert  F(z)]  konver- 
giert ferner   Qy^P^/Qj^fii  geg^ii  irgend  einen  von  —  1  verschiedenen 
Grenzwert  (incl.  oo),  so  ist  F(/)  =  f{^)- 
Es  gilt  die  Formel: 

Daraus  geht  folgendes  hervor:  Konvergiert  die  Reihe 

in  einem  Bereich  T  gleichmässig,  so  konvergiert  Pn/Qn  in  T 
gleichmässig  gegen  eine  analytische  Funktion  P{^),  die  jedoch  mit 
f(s)  nicht  identisch  zu  sein  braucht  ^^^).  Ist  aber  der  Punkt  ^  =  0 
im  Bereich  T  enthalten,  so  ist  F(z)  =  f(2).  Der  Grenzwert  von 
Pn/Qn  ist  nämlich  nach  Nr.  6  eine  analytische  Funktion,  deren  Ab- 
leitungen im  Punkte  ^  =  0  im  letzteren  Fall  sämtlich  mit  den  ent- 
sprechenden Ableitungen  von  f(z)  dort  übereinstimmen. 

Ähnliche  Formeln  gelten,  wenn  f(ß)  in  der  Umgebung  des 
Punktes  2=00  durch  den  Bruch  Pn(^)/Qn{^)  angenähert  wird, 
indem  man  sich  der  Entwicklung  bedient  ^^^): 

f(2)  =  «0  +  \ r^ — i — 


&j  Ä  +  Cj  +  a. 


Setzt  man  formal  eine  Reihe  ^c.,s— '    an,    so   wird   im   allgemeinen 
1=0 

225)  Vgl.  Pade  "<^. 

226)  Vgl.  Posse,  Sur  quelques  applications  des  fractions  continues  algäbri- 
ques,  Petersburg  1886.  T.  J.  Stieltjes,  Toul.  Ann.  8  (1894),  J  1;  (Fortsetzung) 
9  (1895)  AI.  Es  sei  auch  auf  verschiedene  Untersuchungen  von  Tschebyscheff 
und  Markoff  verwiesen,  worüber  zum  Teil  von  Posse  referiert  ist. 
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ein  zugehöriger  Kettenbruch  dieser  Form  eindeutig  bestimmt.  Es 
kann  nun  vorkommen:  a)  dass  der  Kettenbruch  gleichmässig  konver- 
giert und  somit  eine  analytische  Funktion  darstellt,  obwohl  die  Reihe 
beständig  divergiert ^^'^);  b)  dass  der  Kettenbruch  divergiert,  obwohl 
die  Reihe  konvergiert  ^^^). 

Der  Gedanke,  eine  vorgelegte  analytische  Funktion  der  Forde- 
rung a)  Nr.  38  gemäss  mittelst  gebrochener  rationaler  Funktionen 
anzunähern,  geht  auf  Lagrange^^^)  zurück.  Das  Problem  ist  von 
Frobenius^^^^)  und  erst  neuerdings  eingehend  von  Pade^^^)  unter- 
sucht worden.  An  Stelle  von  Pn{/),  Qn{z)  treten  jetzt  Polynome 
P(^),  Q{z)  vom  n^^^  resp.  w*®°  Grade,  die  so  bestimmt  werden,  dass 
die  Ta?/Zor'sche  Reihenentwicklung  für  f{ß)  —  P{z)/ Q{z)  womöglich 
mit  einer  höheren  als  der  {m  -\-  n  -j-  1)*®°  Potenz  von  0  anfängt. 
(Nach  Pade's  Bezeichnungsweise  ist  m=p  —  o  ,  n  =  q  —  ^pq-) 
Pade  untersucht  Kettenbrüche  von  den  beiden  Formen: 

(I)  «,+_«,  +  «.  +  ... 

(")  Z  +  ^  +  ---' 

wobei  (Xj  eine  nicht  verschwindende  Konstante,  die  übrigen  «'s  Mo- 
nome in  ^  und  die  a's  Polynome  sind,  die  für  den  Wert  2  ==  0  nicht 
verschwinden.  Bei  dieser  Festsetzung  reduziert  sich  nämlich  die 
Formel 

UiVi  +  i  —  Ui+iVi  =  {—iycc,a,  .  .  .  Ui  +  i  im  Fall  (I) 

resp.     UiVi  +  i  —  üi  +  iVi  =  (—  ly  +  ^cc^a^a^  .  .  .  a/+i      „       „    (II) 

rechter  Hand  auf  ein  Monom  in  0.  Es  stellt  sich  heraus,  dass  es  im 
allgemeinen  Fall  überhaupt  nur  drei  Typen  von  regulären  Ketten- 
brüchen giebt,  nämlich  die  folgenden: 


227)  Die  divergente  Reihe  ^(t—l)^~^^n\z    "  führt  beispielsweise  auf  die 


0  > 


Kettenbruchentwicklung  für    /  ^ — ^  ;   vgl.  Stieltjes  *^^). 

—  cc 

228)  Halphen,    Par.  C.  R.  100  (1885),    p.  1451;     ibid.  106  (1888),    p.  1326; 
Fonctions  elliptiques  2,  Paris  1888,  chap.  XIV. 

229)  Berl.  Nouv.  Mem.  1776  =  Oeuvres  4,  p.  301;  vgl.  auch  die  Besprechung 
JE'MÜer's,  Lamberfs  und  Lagrange'?,  diesbezüglicher  Leistungen  bei  Pade  **"),  p.  38. 

229")  Vgl.  *^'').     Froienius  stellt  übrigens   die  Formeln   dort  auf,  welche 
die   Koeffizienten    des    Kettenbruchs    mit    denjenigen    der    zugehörigen   Reihe, 

CO 

^c-z"''  verknüpfen. 

t  =  0 
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^-'+-^  +  TTihß^  ^  =  1  +  ^^ 


l-\-cz-{-yz 1  +  y^ 


(ö  =  1  -I-  a^  +  ~ 


-\-hz  -{■  ßz' 


1  -\-  CZ  -{-  yz^ 


Die  Theorie  wird  auf  die  Funktion  e'  angewandt  ^^^^), 

Über  verallgemeinerte  Kettenbrüche  liegen  Arbeiten  von  Pincherle, 
Hermite  und  Pade  vor^^^''). 

Besondere  Funktionen  sind  schon  früh  in  Kettenbrüche  entwickelt 
(I  A  3,  Nr.  55  und  ^^^).  Eine  viele  dieser  Entwicklungen  als  spezielle 
Fälle  umfassende  Formel  ist  der  von  Gauss  gegebene  und  von  Bie- 
mann  und  Thotne  in  Bezug  auf  Konvergenz  behandelte  Kettenbruch  für 

F{cx,ß,y,z)  •        ) 

Auf  die  Exponentialfunktion  hat  Hermite^^^)  die  Methode  der  Ketten- 
brüche angewandt.  Hyperelliptische  und  ähnliche  Integrale  hat  Van 
Vleclv  mittelst  mehrdeutiger  Funktionen  angenähert,  die  sich  zugleich 
in  mehreren  Yerzweigungspunkten  des  Integrals  demselben  bis  auf 
eiije  additive  Konstante  anschmiegen.  Die  homogenen  Variabein 
(Nr.  49)  werden  dabei  prinzipiell  angewandt. 

Die  Kettenbruchentwicklung  einer  durch  die  Formel 


n^)=J 


229")  Vgl.  Pade,  Ann.  öc.  norm.  (3)  16  (1899),  p.  395,  wo  die  verschie- 
denen Kettenbruchentwicklungen  der  Exponentialfunktion  in  einer  solchen  Weise 
dargestellt  werden,  dass  sie  als  eine  Einleitung  in  die  Theorie  der  allgemeinen 
Kettenbrüche  dienen  können. 

229'')  Pincherle,  Bologna  Mem.  (4)  10  (1890),  p.  513;  Ann.  di  mat.  (2)  19 
(1891),  p.  75;  Hermite,  Ann.  di  mat.  (2)  21  (1893),  p.  289;  Pade,  J.  de  math.  (4) 
10  (1894),  p.  291. 

230)  Gauss,  Disquis.  gen.  circa  seriem  inf.,  1812  =  Werke  3,  p.  134.  JRie- 
mann,  Nachlass,  Werke,  1.  Aufl.,  p.  400,  2.  Aufl.,  p.  424;  der  Beweis  stützt  sich 
auf  ein  längs  eines  komplexen  Weges  erstrecktes  Integral  (Nr.  17)  und  ist  von 
H.  A.  Schwarz  ergänzt  worden.  Thome,  J.  f.  Math.  66,  67  (1866, 1867).  Die  Formel 
enthält  insbesondere  die  Kettenbrüche  für  {l-\-z)"\  log(l-f  ^),  log  ^-i^  ,  e^ 
Femer  Van  Vleck,  Ann.  of  math.  (2)  3  (1901),  p.  1.  ^  ~ 

231)  Far.  C.  E.  77  (1873),  p.  18,  74,  226,  285;  Sur  la  fonction  exponentielle, 
Paris  1874.    Vgl.  femer  Pade^^")  u.  "9'^). 
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darstellbaren  Funktion  ist  Gegenstand  eingehender  Untersuchungen 
gewesen.  Sind  a,  ß,  |  reell  und  ist  ^(|)  eine  reelle  Funktion  von  ^ 
die  im  Intervall  cc£^£ß  nirgends  negativ  wird,  so  konvergiert  der 
Kettenbruch  in  einem  beliebigen  keinen  Punkt  dieses  Intervalls  ent- 
haltenden Bereich  T'  gleichmässig.  Eine  der  Integrationsgrenzen  darf 
auch  unendlich  werden  ^^^). 

Setzt  man  insbesondere  a  =  —  1,  ß=l^  ^'(l)  =  1;  so  ist 
f(2)  =  log-~~^.  Die  Nenner  dieses  Kettenbruchs  sind  Kugelfunk- 
tionen erster,  die  Reste  solche  zweiter  Art  233).  Die  Entwicklung  einer 
beliebigen  analytischen  Funktion  nach  Kugelfunktionen  ist  formal  von 
Heine'-^)  behandelt  worden;  das  entsprechende  Problem  der  Entwick- 
lung nach  den  Nennern  des  Kettenbruches  für 


/ 


0 


hat  0.  BlumenthaP^^)  völlig  erledigt. 

A.  MarUff^^'^^)  untersucht  die  Funktion 

a  c 

WO  a  <  6  <  c  <  rf  ist  und  g{y),  f{y)  positiv  sind,  auf  die  Nullstellen 
der  Nenner  ihrer  Kettenbruchentwicklung  hin.  Bei  geeigneter  Wahl 
von  g,  f,  l  sind  diese  Nenner  Zame'sche  Polynome. 

Pincherle  ^^^^)  findet  folgende  Sätze.     Der  Kettenbruch 

232)  Heine,  Berl.  Ber.  1866,  p.  436;  Kugelfunktionen  1,  2.  Aufl.,  Berlin 
1878,  p.  286;  Laguerre,  J.  de  math.  (4)  1  (1885),  p.  135;  Posse '^^)-  Markoff 
Acta  math.  19  (1895),  p.  93;  Stieltjes''');  0.  Blumenthal,  Gott.  Diss.  1898.  Einen 
speziellen  Fall  dieses  Integrals  hat  bereits  Gauss  untersucht;  vgl.  "s^ 

233)  Gauss,  Methodus  nova  integralium  valores  u  s  w  1814  =  Werke  3 
p.   163.  '  ' 

234)  Kugelfunktionen  1,  p.  292.  Pincherle  hat  das  Problem  der  Entwick- 
lung einer  analytischen  Funktion  nach  Polynomen,  welche  einer  linearen  DiflFe- 
renzengleichung  r*"'  Ordnung  genügen,  in  welcher  z  linear  vorkommt,  behandelt: 
Line.  Atti  (4)  5  (1889),  p.  640;  Ann.  di  mat.  12  (1884),  p.  11  u.  107;  Acta  math. 
16  (1893),  p.  341;  vgl.  auch  den  kurzen  Auszug  in  „Papers  read  at  the  Intern. 
Congress"  Chicago,  1893  (erschienen  1896),  p.  278.  Auf  Grund  der  Poincare- 
schen  Sätze,  Am.  J.  of  Math.  7  (1885),  p.  203,  lässt  sich  der  Konvergenzbereich 
der  Entwicklung  nach  Kugelfunktionen  angeben.     Vgl.  11 B  4  b. 

235)  Vgl.  «32).  Blumenthal  behandelt  auch  das  Problem  der  Entwicklung 
einer  reellen  nicht  analytischen  Funktion  nach  denselben  Nennern. 

235»)  Math.  Ann.  27  (1886),  p.  143,  177. 

235")  Line.  ßeud.  (4)  5  (1889),  p.  640;   ferner  Ann.  ec.  norm.  (3)  6  (1889), 
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1 

6  = 


a,  —  1 


konvergiert,  falls  durchweg  |  «^  ]  >  2  +  r/  (^  >  0)  ist;  sonst  darf  aber 
u„  eine  beliebige  komplexe  Zahl  sein.  Es  ist  |(9|<1.  Er  setzt 
^n  =  ^n^  —  ^nj  ^'^  ^«;  ^n  ^^^  Wachsendem  n  Grenzwerten  zustreben, 
und  bestimmt  in  Anlehnung  an  Poincare^^^)  den  Konvergenzbereich 
bezw.  einen  Teil  davon. 

Sätze  über  die  Konvergenz  des  allgemeinen  Kettenbruchs 
1 

ttj^Z  -}-l 


«8^  +  1 

«4  +  •  . 

waren  bisher  noch  nicht  bekannt.  Den  Fall,  dass  die  a's  sämtlich 
reelle  positive  Grössen  sind,    hat   Stidtjes^-^)    untersucht.     Er  findet 

folgendes:  a)  Divergiert  die  Reihe  2a„,  so   konvergiert  der  Ketten- 

71  =  0 

brach  in  einem  beliebigen  keinen  Punkt  der  negativen  reellen  Achse 
(incl.  z  =  0)  enthaltenden  Bereich  T'  gleichmässig.  Die  so  definierte 
Funktion  f{z)  lässt  sich  auch  durch  die  Formel  darstellen: 


«^)=/^. 


0 


WO  längs  der  negativen  reellen  Achse  integriert  wird  und  9?(|)  eine 
reelle  nirgends  negative  Funktion  von  |  ist.  b)  Konvergiert  dagegen 
diese  Reihe,  so  konvergieren  die  geraden  sowie  die  ungeraden  Teil- 
zähler P2n(^),  P2n+i(^)  uud  Teihienncr  Qin{z),  ^2n+i(^)  in  jedem 
endlichen  Bereich  gleichmässig  gegen  ganze  Funktionen  p{z),  p^{z), 
2{^),  qM,  die  aUe  von  der  Höhe  0  (Nr.  31)  sind,  deren  Nullpunkte 
alle  einfach  sind  und  auf  der  negativen  reellen  Achse  liegen,  und 
zwischen  denen  die  Beziehung  gilt: 

Die   geraden   sowie    die   ungeraden  Annäherungsbrüche  konvergieren 

p.  145,  wo  einige  allgemeine  funktionentheoretische  Sätze  aufgestellt  sind. 
Ä.  Pringsheim  hat  neuerdings  ein  weitergehenderes  Konvergenzkriterium  ge- 
funden; Münch.  Ber.  28  (1898),  p.  311. 
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somit  im  vorbezeichneten  Bereich  T'  gleichmässig;  ihre  Grenzwerte 
p{^)/q{z)  resp.  p^{z)lq^{z)  stimmen  jedoch  nicht  miteinander  überein 
Femer  zeigt  Stieltjes:  die  notwendige  und  hinreichende  Bedineuno- 
dass  der  Kettenbruch  "' 


r  +  \z 


1  +  hz 


1  +  - 


wo  h.  eine  reelle  positive  Grösse  bedeutet,  eine  analytische  Funktion 
von  z  mit  keinen  anderen  als  nur  ausserwesentlichen  singulären  Punkten 
im  Endlichen  darstelle,  besteht  darin,  dass  lim  1^  =  0  ist. 

«■=00 

Die  Stieltjes' sehen  Sätze  sind  zum  Teil  von  Vajt  Viech  neu  be- 
wiesen und  verallgemeinert  worden.  Van  Viech  findet  u.  a.  folgenden 
Satz  235  c):    Gegeben  sei  der  Kettenbruch 


hz  -\-  c^  —  1 


h  ^  +  c^ 


K^  +  c^ 


wo  die  reellen  Grössen  \,  \,  .  .  .  entweder  alle  positiv  oder  alle 
negativ  und  c„  c^,  .  .  .  zunächst  beliebige  reelle  Grössen  sind;  a)  dann 
werden  die  Nullstellen  der  Teilzähler  und  der  Teilnenner  sämtlich  auf 

der  reellen  Achse  liegen;    b)  konvergieren  die  Keihen  ^&^,  ^|cj, 

so  konvergieren  die  geraden,  sowie  die  ungeraden  Teilzähler  und  Teil- 
nenner in  jedem  endlichen  Bereich  gleichmässig  gegen  ganze  Funk- 
tionen, deren  Nullstellen   auf  der  reellen  Achse  liegen;   c)  divergiert 

die  Reihe  ^^&„  und  hat  |cJ/|&J   eine  obere  Grenze,  so  konvergiert 

der  Kettenbruch  in  jedem  endlichen  Bereich  T' ,  dem  kein  Punkt  der 
reellen  Achse  angehört,  gleichmässig  und  stellt  somit  in  jeder  Halb- 
ebene eine  analytische  Funktion  dar.  Ob  diese  beiden  Funktionen 
zusammenfallen,  bleibt  dahingestellt.  In  einer  zweiten  Arbeit  erweitert 
Van  Vlech'''^)  den  Stieltjes' sehen  Satz  bezüglich  des  Kettenbruchs 

235  <=)  Amer.  Trans.  2  (1901),  p.  232.  Allgemeine  Kriterien  für  die  Kon- 
vergenz von  Kettenbrüchen  werden  entwickelt  und  insbes.  zu  funktionentheore- 
tischen Zwecken  verwendet. 

2351)  Amer.  Trans.  2  (1901),  p.47G.  -  Wegen  einer  anderen  Verallgemeine- 
rung eines  Stieltjes' sehen  Satzes  vgl.  H.  v.  Koch,  Bull.  Soc.  Math,  de  France  23 
(1895),  p.  33. 
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1  +  -.. 

und  zeigt  insbesondere,  dass  der  Kettenbruch  noch  konvergiert,  wenn 
&i,  \,  .  .  .   beliebige    von   Null    verschiedene    komplexe    Zahlen    sind, 

00 

wofür  nur  lim  &„  =  0  ist  und  die  Reihe  ^h^  divergiert. 

n  =00  w  =  0 

Wegen  der  Verwendung  von  Kettenbrüchen  zur  Lösung  von  Diffe- 
rentialgleichungen vgl.  II  B  4. 

IV.  Analytische  Funktionen  mehrerer  komplexen  Grössen. 

40.  Die  Bereiche  (T),  (J5),  (T');  analytische  Funktionen 2^^). 
Die  n  unabhängigen  Variabein  z^,  .  .  .,  3^  mögen  in  n  verschiedenen 
Zahlenebenen  gedeutet  werden.  Der  Komplex  von  n  Werten  (z^,...,z^ 
—  oder  kurz  (0)  —  heisst  ein  PunM]  z^,  .  .  .,z^  heissen  die  Koordi- 
naten des  Punktes  {z).  In  jeder  Ebene  wird  ein  Bereich  T^  resp. 
JB«  (Nr.  1)  angenommen.  Die  Gesamtheit  der  Punkte  {z),  deren 
Koordinaten  z^  je  dem  Bereich  J'(')  resp.  jB^  (i=  1,  .  .  .,  w)  angehören, 
soll  als  Bereich  (T)  resp.  {B)  bezeichnet  werden.  Wird  je  ein  Bereich 
J5(0  in  T^')  (i=l,  ...,n)  beliebig  angenommen,  so  wird  der  entspre- 
chende Bereich  (5)  als  ein  Bereich  (T')  definiert;  man  sagt:  {T')  liegt 
in  (T).  Jede  der  n  Ebenen  wird  durch  den  Punkt  oo  (Nr.  8)  ge- 
schlossen; die  unendlich  fernen  Punkte  (z)  sind  solche,  für  welche 
mindestens  eine  Koordinate  unendlich  ist;  sie  bilden  eine  (2n  —  2)-fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit.  Unter  der  Umgebung  eines  Punktes  (a) 
versteht  man  einen  Bereich  (T)  von  der  Beschaffenheit,  dass  die 
Koordinaten  Zi  ihrer  Punkte  je  der  Umgebung  des  Punktes  a^  a,ngQ- 
hören^^^^).  Der  Punkt  {z)  konvergiert  gegen  den  Punkt  (a),  wenn  die 
Koordinaten  von  (z)  gleichzeitig  gegen  die  Koordinaten  von  (a)  kon- 
vergieren. Zu  manchen  Zwecken  empfiehlt  es  sich,  den  Punkt  {z)  als 
Punkt  eines  2w-fach  ausgedehnten  Raumes  zu  deuten,  dessen  Koordi- 
naten x^,  «/,.  sind,  wo  z^  =  x^-];-  iy^  gesetzt  ist. 

236)  Vgl.  II  A  1,  Nr.  21—24. 

23G*)  Allgemeiner  darf  an  Stelle  des  einzelnen  Punktes  (a)  eine  Punkt- 
menge P  treten,  die  etwa  aus  den  Punkten  von  (T)  besteht,  welche  auf  einer 
oder  mehreren  Mannigfaltigkeiten  üi^{Xy, . . .  .x^^  2/ii  •  •  •  >  2/„)  =  0»  (^"  =  1>  2, .  . .) 
liegen.  Die  Umgebung  von  P  wird  dann  von  denjenigen  Punkten  z  von  (T) 
gebildet,  welche  der  Beziehung  |^,-  — *j-|<«  (i  =  1, . . . ,  w)  genügen,  wobei  e 
eine  zweckmässig  anzunehmende  positive  Konstante  und  (t)  einen  beliebigen 
veränderlichen  Punkt  von  P  bedeutet. 

Encyklop.  d.  math,  Wissensch.  11  2.  7 
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Es  sei  eine  Funktion 

in  jedem  Punkte  (^)  von  (T)  eindeutig  erklärt.  Sie  heisst  in  (T) 
stetig,  wenn  u,  v  beide  als  Funktionen  der  2n  reellen  Veränderlichen 
{Xj^,  .  .  .,  x^,  yi,  •  ■  -^yn)  betrachtet,  für  die  in  Betracht  kommenden 
Wertsysteme  stetig  sind.  Sie  heisst  in  (T)  analytisch,  wenn  sie 
folgenden  Bedingungen  genügt:  a)  f(2^,.  .  .,z^  soll  eine  in  TW  ana- 
lytische Funktion  von  z^  sein,  wenn  man  jedem  anderen  Argument  z^. 
einen  in  T^^")  beliebig  gelegenen  festen  Wert  beilegt;  b)  f\z^,  .  .  .,  ^J 
soll  in  (T)  stetig  sein.  Die  Voraussetzung  b)  lässt  sich  durch  eine 
weniger  umfangreiche  ersetzen,  etwa  durch  die  Annahme,  dass  f  in 
(T)  bezw.  in  jedem  (T')  endlich  bleibt;  die  Frage,  ob  ausser  der 
Forderung  a)  überhaupt  noch  eine  weitere  b)  gestellt  werden  muss, 
ist  noch  nicht  entschieden^^'').  Diese  auf  das  Verhalten  der  analy- 
tischen Funktion  im  Kleinen  sich  beziehende  Definition  wird  im 
Grossen  durch  das  Prinzip  der  analytischen  Fortsetzung  (Nr.  13) 
ergänzt  ^^^). 

41.  Der  Cauchy'sche  Integralsatz;  das  Residuum.  Es  möge 
/  (^1 7  ^2)  ®^^®  ^^  (^)  stetige  Funktion  von  (z)  sein  —  der  Einfachheit 
halber  wird  n  =  2  gesetzt.  Unter  dem  Integral  von  f(Zj^,  z^,  längs 
der  Begrenzung  (C)  eines  Bereiches  {T')  erstreckt, 

fdz^Jfiz^,z^)dz^     oder    jjf{z^,z^)dz^dz^, 

versteht  man  folgendes :  Der  Punkt  z^  wird  auf  der  l^urve  Cg  beliebig 

angenommen  und  festgehalten,  während  das  Integral  J/"(^i,  ^g)  ^^ 
längs  der  Kurve  C^  erstreckt  wird;  die  so  entstandene  Funktion  von 
Z2  wird  dann  längs  der  Kurve  Cg  integriert;  sowohl  C^  als  Og  können 
aus  mehreren  Stücken  bestehen.  Der  Wert  des  Integrals  hängt  nicht 
von  der  Reihenfolge  der  Integrationen  ab  (Beweis  durch  Zerlegung 
in  einen  reellen  und  rein  imaginären  Teil). 

Das  Doppelintegral  der  Funktion  f\z^,  z^   ist   von    Pohicare^^^) 


237)  Osgood,  Math.  Ann.  52  (1899),  p.  4C2;  53  (1900),  p.  461. 

238)  TTeiers^rass,  Vorlesungen ;  vgl.  das  JSterwaww'sche  Werk  §42,  44,  sowie 
das  8.  Kapitel. 

239)  Par.  C.  R.  102  (1886),  p.  202;  Acta  math.  9  (1887),  p.  321,  wo  auf 
frühere,  die  Gegenstände  dieses  Paragraphen  teilweise  betreffende  Arbeiten  von 
Marie  und  Picard  verwiesen  ist.  Poincare  vermeidet  die  Geometrie  eines  vier- 
dimensionalen  Raumes  li^,  indem  er  den  in  Betracht  kommenden  Teil  desselben 
auf  einen  E^  bezieht.  Ferner  vgl.  man  Picard,  Traite  2,  eh.  IX;  sowie  Picard 
et  Simart,  Theorie  des  fouct.  alg.,  etc.  (Litteraturverzeichnis),  —  Einer  ähnlichen 
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wie  folgt  definiert  worden.  Der  Punkt  (z)  wird  in  einem  i?^  gedeutet 
und  durch  die  4  Gleichungen  oc^  ^=  (pf(s ,  t) ,  yi  =  ip^(s,t),  i=l,2, 
wo  (f^,  ^f  reelle  Funktionen  der  reellen  Parameter  (s,  t)  bedeuten, 
wird  bei  geeigneten  Einschränkungen  bezüglich  dieser  Funktionen 
eine  Fläche  S  definiert.  Dann  wird  das  komplexe  Doppelintegral  da- 
durch erklärt,  dass  man 

fffi^i,  0,)  dz,  dz,  =fff(z„  ^2)  -|/fir  ds  dt 

setzt  und  die  rechter  Hand  auftretenden  reellen  Doppelintegrale  über 
die  Fläche  S  hin  erstreckt.  Das  vorhin  eingeführte  Integral  ist  ein 
spezieller  Fall  eines  Doppelintegrals.  Die  Fläche  S  heisst  geschlossen, 
falls  jeder  Punkt  des  B^,  in  dessen  Nähe  Punkte  der  Fläche  sich 
befinden,  ein  regulärer  Punkt  der  Fläche  ist  und  die  Fläche  stetig 
auf  einen  Punkt  resp.  eine  reguläre  Kurve  zusammengezogen  wer- 
den kann. 

Ber  Cauchy'sche  Integralsatz:  Ist  die  Funktion  f(z,,  z^  in  (T) 

analytisch  und  wird  das  Integral  /  /  f{z,,  z,)  dz,  dz^  längs  der  Be- 
grenzung (C)  eines  beliebigen  (T')  erstreckt,  so  hat  das  Integral  den 
Wert  0: 

fff{z„z,)dz,dz,  =  0. 

(C) 

Bei  Einführung  des  Pofwmre'schen  Begriffs  des  Doppelintegrals 
erhält  der  Satz  folgende  Formulierung  ^^*^):  Es  sei  f{z„z^  in  einem 
Bereich  (T)  analytisch,  dem  ein  Bereich  (B)  des  B^  entspricht;  ferner 
sei  S  eine  geschlossene  Fläche,  welche,  ohne  aus  (jR)  auszutreten, 
stetig  auf  einen  in  (B)  gelegenen  Punkt  resp.  eine  reguläre  Kurve 
zusammengezogen  werden  kann.  Dann  ist  der  Wert  des  über  S  er- 
streckten Doppelintegrals  von  f{z„  %)  gleich  Null: 

jj  f{^i,h)dhdz2  =  Ö- 

Dem  Besiduuni  einer  Funktion  einer  Veränderlichen  in  einem 
Punkte  entspricht  hier  das  über  eine  geschlossene  Fläche  hin  erstreckte 
Doppelintegral,  die  sich  auf  einen  isolierten  Punkt  der  Begrenzung 
von  (T)  bezw.  auf  eine  reguläre  Kurve,  die  einen  isolierten  Teil  der 
Begrenzung  von  (T)  bildet,  zusammenziehen  lässt.  Es  giebt  jedoch 
hier,  den  zweierlei  Arten  geschlossener  Flächen  entsprechend,  sowohl 

Definition    des    w- fachen    Integrals    einer    Funktion   f{z,,  . .  .,  zj    steht   keine 
prinzipielle  Schwierigkeit  im  Wege. 
240)  Poincare  ^""). 
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Punkt-  als  Kurvenresiduen.  Ist  insbesondere  f{z^ ,  2^^  eine  gebrochene 
rationale  Funktion,  so  führen  diese  Integrale  auf  die  Periodicitäts- 
moduln  ^6erscher  Integrale.  Poincare  erstreckt  das  Doppelintegral 
auch  über  solche  geschlossene  Flächen,  bei  denen  der  Integrand  in 
isolierten  Punkten  einfach  unendlich  wird.  Derartige  Integrale  führen 
auf  Ähersche  Integrale,  die  nicht  längs  eines  geschlossenen  Weges 
zu  erstrecken  sind;  ihr  Wert  ändert  sich  stetig  mit  einer  stetigen 
Verschiebung  der  Fläche  S.  —  Des  weiteren  wendet  Poincare  das 
Doppelintegral  an,  um  Stieltjes'  Resultate  bezüglich  der  Verallgemei- 
nerung der  Lagrange' sehen  Reihe  (Nr.  15,  Ende)  einwandfrei  zu  be- 
gründen. Es  sei  noch  erwähnt,  dass  man  hier  bereits  mit  der  engeren 
Definition  des  Doppelintegrals  zum  Ziele  kommt. 

42.    Die    Cauchy'sche    Integralformel;    singulare    Punkte.     Ist 

fi^i)  ■  ■  -j^n)  i^  (^)  analytisch,  so  lässt  sich  der  Wert  von  /'  in  einem 
beliebigen  Innern  Punkte  {2)  eines  (T)  durch  die  Formel  ausdrücken  2*^) : 


Ferner  ist 


dz{--  ■  ■  dz 


Darum  sind  alle  Ableitungen  von  /'  auch  in  (T)  analytische  Funktionen. 
Ist  (a)  ein  beliebiger  Punkt  von  (T)  und  wird  die  Begrenzung  C 
von  (T)  durch  die  Kreise  |^.  —  a,.  |  =  r^  gebildet;  ist  ferner  in  allen 
diesen  Begrenzungspunkten    j  fiz^,  . . .,  2^  j  ^  M,   so  ist 

<\\-'-'kJMr~''^---r~''' 
'  W=(«) 

Die  Funktionen  u,  v  (Nr.  40)  genügen  zunächst  der  ia^^ace 'sehen  und 
den  Cauchy-Biemann' sehen  Differentialgleichungen.  Durch  Elimination 
von  V  aus  den  Relationen: 

241)  Aus  dem  Beweis  des  „2«  Theoreme",  Exerc.  d'anal.  2  (1841),  p.  55 
(=  Turiner  Abh.  (1831),  vgl.  Monographieen),  geht  hervor,  dass  Cauchy  diese 
Verallgemeinerung  der  Integralformel  als  unmittelbar  einleuchtend  ansah.  Die 
Formel  findet  sich  bei  C.  Jordan,  Cours  d'anal.  1,  2.  Aufl.,  §  206;  ohne  jedoch  zu 
wissen,  dass  das  Integral  gleichmässig  konvergiert  (Nr.  6),  kann  man  nicht  viel 
mit  ihr  anfangen.  —  Die  Integralformel  lässt  im  Falle  »  =  2  eine  Verallgemeine- 
rung zu,  indem  man  das  Doppelintegral  der  Funktion  {2ni)~~^  fit^,  t^)/(t^  — ^j) 
(fj  —  z^)  über  eine  geschlossene  Fläche  S  erstreckt,  die,  ohne  aus  dem  (JS),  in 
welchem  der  Integrand  analytisch  ist,  auszutreten,  stetig  in  die  besondere  bei 
der    obigen    Formulierung   vorkommende  Fläche  umgeformt  werden  kann. 
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ergiebt  sich,  dass  u  ausser  den  n  Lajulace' sehen,  noch  anderen  Diffe- 
rentialgleichungen genügen  muss.  Ist  insbesondere  n  =  2,  so  sind 
es  im  Ganzen  folgende  vier  Gleichungen  ^^^) : 

dx^dx^    '"  dy^dy^  '       dx^dy^        dx^dy^ 

Diese  Bedingungen,  nebst  geeigneten  Stetigkeitsannahmen,  sind  auch 
ausreichend,  damit  u  den  reellen  Teil  einer  in  (T)  analytischen  Funk- 
tion f{z^,z^  liefere.  Es  stellen  sich  hiemach  einer  ähnlichen  Behand- 
lung der  Funktionen  mehrerer  komplexen  Veränderlichen,  wie  sie 
vorhin  bei  den  Funktionen  einer  Veränderlichen  auf  Grund  der  La- 
|)Zace'schen  Gleichung  mit  Erfolg  durchgeführt  ist,  erhebliche  Schwie- 
rigkeiten entgegen,  indem  bereits  im  Falle  n  =  2  vier  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen genügt  werden  muss.  Der  reelle  (bezw.  der  ima- 
ginäre) Teil  u  genügt    offenbar    der  XapZace'schen    Gleichung    in  2w 

n 

Variabein:   Lu  =^  (^-^  +  ^~^ )  =  0,    sodass  u  eine  harmonische 

Funktion  in  2w  Veränderlichen  ist.  Genügt  u  noch  den  weiteren  Be- 
dingungen des  Textes,  so  nennt  es  Poincare  eine  diharmonische  Funk- 
tion. Davon  ausgehend  hat  Poincare  die  Methoden  der  Potentialtheorie 
auf  Funktionen  mehrerer  komplexen  Veränderlichen  ausgedehnte*^*). 
Eine  Funktion  f{Zi, .  •  .,  si„),  die  in  allen  endlichen  Punkten  ana- 
lytisch ist  und  dem  absoluten  Betrage  nach  unterhalb  einer  festen 
Grösse  bleibt,  ist  eine  Konstante.  Eine  Funktion  fi^i,  •  •  -,  ^n)  kann 
keine  isolierte  singulare  Stelle  haben,  in  deren  Umgebung  sie  ein- 
deutig ist,  falls  «  >  1  und  von  einer  hebbaren  Unstetigkeit  abgesehen 
wird^*^).  In  einem  Teil  der  Umgebung  des  Punktes  (a)  möge  f 
eindeutig  und  analytisch  sein,  nicht  aber  im  Punkte  (a)  selbst.  Exi- 
stieren zwei  im  Punkte  (a)  analytische  Funktionen  P(zi,  .. .,  2„)E'pO, 
P(ai,  .. .,  aj  =  0;  Q(2y^,  .. .,  2„),  welche  so  beschaffen  sind,  dass  in 
allen  Punkten  der  Umgebung  von  (a),  in  denen  P(2^,  .  .  .,  2^)  nicht 
verschwindet,  die  Relation 


242)  Poincare,  Par.  C.  R.  96  (1883),  p.  238;    Acta  math.  2  (1883),  p.  99; 
Picard,  Traite  2,  p.  236. 

2  42")  Poincare,  Acta  math.  2  (1883),  p.  97;    ibid.  22  (1898),  p.  89;  im  An- 
schlüsse daran  H.  Baker,  Cambr.  Trans.  18  (1900),  p.  403. 

243)  Der  Satz  lässt  sich  mittelst  der  CawcÄy'schen  Integralformel    direkt 
beweisen. 


102      IIBl.    W.F.Osgood.     Analytische  Funktionen  komplexer  Grössen. 

besteht,  so  heisst  der  Punkt  (a)  eine  ausserwesentliche  singulare  Stelle 
der  Funktion.  Solche  Stellen  zerfallen  in  zwei  Klassen:  a)  lassen 
sich  P,  Q  so  annehmen,  dass  Q{a^,  .  .  .,  a^)  =^0  ist,  so  wird  f  unend- 
lich, wie  auch  immer  (2)  gegen  (a)  konvergiert;  b)  im  anderen  Falle 
nimmt  f  jeden  vorgegebenen  Wert  in  jeder  Nähe  von  (a)  an;  vgl. 
ferner  Nr.  45.  Genügt  f  dagegen  keiner  solchen  Relation  und  wird  f 
in  der  Umgebung  von  (a)  nicht  mehrdeutig,  so  heisst  (a)  eine  wesent- 
liche singulare  Stelle  von  f.  ^**) 

43.    Gleichmässige  Konvergenz;  die  Caucliy-Taylor'sclie  Beilie. 

Die  Sätze  von  Nr.  6  lassen  sich  ohne  weiteres  auf  Funktionen  meh- 
rerer Veränderlichen  ausdehnen  ^*^).  Dabei  treten  an  Stelle  von  0,  a 
die  Wertsysteme  {z^,  -  .  ■,  z„)  =  {2),  {a^y  •  •:  <^m)  =  («)•  Der  CaucJiy- 
Taylor' sehe  Lehrsatz  lautet  wie  folgt:  Ist  f{ß^,...,z^  in  (T)  analy- 
tisch und  ist  (a)  ein  beliebiger  Punkt  von  (T),  so  lässt  sich  f  durch 

die  Reihe  darstellen: 

00 

fti=0,...,t„  =  0 

WO  (^)  einen  Innern  Punkt  eines  (T')  bedeutet,  dessen  Begrenzung  C 
aus  den  Kreisen  \2:^  —  a^\  =  r^  besteht.  Die  Grössen  '^1,  ■■  -yr^  haben 
obere  Grenzen  g^,...,Q^,  die  im  allgemeinen  von  einander  abhängen, 
wie  das  Beispiel 

/•=  (1  -  0, o-S     (^)  =  (0),     Pi  +  •  •  •  +  c„  =  1 

zeigt.  —  Ist  /"(%,...,  ^J  im  Punkte  (a)  analytisch  und  verschwindet 
sie  in  allen  Punkten  der  Umgebung  von  (a)  bezw.  für  alle  Punkte 
einer  geeigneten  abzählbaren  Punktmenge  ^^^),  so  verschwinden  alle 
Koeffizienten  ai.^,...,t„  und  f  verschwindet  identisch. 

244)  Weierstrass,  J.  f.  Math.  89  (1880),  p.  1  =  Werke  2,  p.  128.  Eine  Reihe 
von  Sätzen  über  analytische  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen,  nebst  Bewei- 
sen, sind  von  Dautheville  zusammengestellt  worden;  Ann.  ec.  norm.  (3)  2  (1885), 
suppl.  —  Hat  jede  der  m>>  w  Funktionen  ff=  Q-jP..,  i=  1,  .  . .,  m,  in  (a)  eine 
ausserwesentliche  singulare  Stelle,  so  werden  die  m  Grenzwerte,  denen  sich  die 
7«  Grössen  f.  nähern,  wenn  (z)  gegen  (a)  konvergiert,  einen  gewissen  geometri- 
schen Ort  bilden.  Dieser  Ort  ist  von  X.  Autonne  untersucht  worden,  Acta  math. 
21  (1897),  p.  249. 

245)  Weierstrass  bewies  seinen  Reihensatz  von  vornherein  für  Funktionen 
mehrerer  Veränderlichen. 

246)  Dazu   kann   beispielsweise    die   Menge    dienen:    iz^^K  ■  •  ■ ,  z^^^^),    wo 
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44.  Implicite  Funktionen.  Hauptsatz:  Es  möge  jede  der  Funk- 
tionen F^  {u\,  ..  .,tVp,^^,...,  z^),  i=l,...,  p,  im  Punkte  {\,  .  .  .,  l^, 
a^,  .  .  .,a^  analytisch  sein  und  dort  verschwinden: 

Fi  {h,  .  .  .,  'bp,  a„...  a„)  =  0,         i=l,..  .,p- 
während  die  Jaco^i 'sehe  Determinante  (IB  Ib,  19 — 21) 

in  diesem  Punkte  von  Null  verschieden  ist.  Im  Falle  p  =  1  versteht 
man  unter  J  die  Funktion  dFjdw^.  Dann  existieren  stets  p  und  nur 
p  Funktionen: 

die  alle  im  Punkte  (a^,  .  ,  .,  a^)  analytisch  sind,  in  diesem  Punkte 
resp.  die  Werte  h^,  .  .  .,hp  annehmen,  und,  indem  man  in  jeder  der 
Funktionen  F^  (w^,  .  .  .,  Wp,  z^,  .  .  .,  z^  das  Argument  tv^  durch  die 
Funktion  /"•  (z-^,  .  .  .,  z^)  ersetzt,  diese  Funktionen  identisch  zum  Ver- 
schwinden bringen: 

Fi  (u\, . .  .,  Wp,  z^,  . .  .,  z^)  =  0,        ^  =  1, . .  .,p. 

Durch  die  p  Funktionen  w^  =  fj  {z^,  .  .  . ,  z„)  werden  auch  alle  Werte 
(tc\,...,w,  Zi,...,Zp)  der  p-\-n  Argumente  erschöpft,  welche  in 
der  Nähe  des  Punktes  {\,  •  ■  ■  ,bp,  %>•••;  ^J  hegen  und  die  p 
Funktionen  F^iw^,  .  .  .,  w^,  z^, .  .  .,  zj  zum  Verschwinden  bringen. 
M.  a.  W.:  Bei  den  obigen  Voraussetzungen  definieren  diese  p  Glei- 
chungen auf  eindeutige  Weise  p  Funktionen  Wj  =  fj  (z^,  .  .  .,  z^),  die 
in  der  Umgebung  des  Punktes  (a^, .  ,  .,  a^)  analytisch  sind  und  in 
diesem  Punkte  resp.  die  Werte  &j,  .  .  .,  &^  annehmen^''). 

*i'  •  •  •'  *n  unabhängig  von  einander  die  Werte  0,  1,  2,  ...  durchlaufen  und  die 
Menge  2^'*\  ij^  =  0,  1,  2, . . .,  bei  festem  Je  die  Häufungsstelle  «^  hat;  vgl.  Stolz, 
Allgemeine  Arithmetik  1,  p.  294. 

247)  Cauchij  verallgemeinerte  eine  auf  dem  Residuenkalkul  basierende 
Methode,  die  er  für  die  Lagrange  sehe  Reihe  (Monographieen,  Cauchy^  (5),  (6)) 
ersonnen  hatte,  und  erhielt  so  einen  Beweis  des  Satzes  für  den  Fall  jp  =  1; 
Turiner  Abh.,  Monographieen  (7)  =  Exerc.  d'anal.  2,  p.  65.  C.  Neumann  be- 
diente sich  derselben  Methode,  Leipz.  Ber.  35  (1883),  p.  85  =  AbeFsche  Inte- 
grale, 2.  Aufl.,  6.  Kap.  Einen  zweiten  auf  dem  Existenzsatz  für  die  Lösung 
einer  Differentialgleichung  beruhenden  Beweis  geben  Briot  et  Bouquet,  2.  Aufl. 
1873,  p.  336;  der  Beweis  ist  nur  für  den  Fall  n  =  1  durchgeführt  (vgl.  unten). 
Ein  dritter  Beweis  stützt  sich  auf  die  Dini' sehen  Existenzsätze  für  die  Lösungen 
reeller  Gleichungen  ^'');  vgl.  C.  Jordan,  Cours  d'anal.  1,  2.  Aufl.,  §  191.  Weier- 
strass  hat  wieder  andere  Beweise  gegeben;  für  den  Fall  ^  =  1  vgl.  Nr.  45;  im  all- 
gemeinen Fall  hat  sich  Weierstrass  der  Methode  der  successiven  Annäherungen 
bedient.    Diesen  Beweis   führte  er  zunächst  für  den  Fall,   dass  p  =  1  und  F 
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Verschwindet  dagegen  J  identisch,  so  lassen  sich  die  p  Glei- 
chungen jP^  =  0  bei  willkürlicher  Annahme  eines  Punktes  (^^, .  .  .,  0^ 
der  Umgebung  von  (a^, .  .  .,  a^)  im  allgemeinen  durch  keine  Werte 
(w^,  .  .  .,  Wp)  der  Umgebung  von  (h^,  .  .  .,  h  )  befriedigen.  Wenn  ge- 
wisse weitere  Bedingungen  erfüllt  sind,  giebt  es  eine  Lösung,  die 
aber  niemals  eindeutig  bestimmt  ist. 

Zusatz:  Es  sei  insbesondere 

w^o  cpi  eine  im  Punkte  (6^,  .  .  .,  h^)  analytische  Funktion  von  (w^,. .  .,tVp) 
bedeutet.     Ist  die  Jaco&i 'sehe  Determinante 

im  Punkte  (b)  von  Null  verschieden,  so  lassen  sich  diese  Gleichungen 
eindeutig  umkehren: 

wo  fj  im  Punkte  (a^,  .  ,  .,  a^)  analytisch  ist  und  dort  den  Wert  hj 
annimmt.  Verschwindet  J  dagegen  identisch,  so  besteht  zwischen 
den  p  Funktionen  tp^  eine  oder  mehrere  identische  Beziehungen  von 
der  Form:  W{cp.^^,  .  .  .,  (p^)  =  0,  wo  W{s^,  .  .  .,  z^  eine  im  Punkte 
(ffij,  .  .  .,  a  )  analytische,  dort  verschwindende  Funktion  der  p  unab- 
hängigen Argumente  {z^,  .  .  .,  ^  )  bedeutet ^*^).  —  Des  weiteren  vgl. 
Nr.  46. 

Verschwindet  J  im  Punkte  (&),  ohne  jedoch  identisch  zu  ver- 
schwinden, während  die  übrigen  Voraussetzungen  des  Zusatzes  be- 
stehen bleiben,  so  kann  die  Auflösung  des  Gleichungssystems  nach 
Wj,  .  .  .,  w  ,  wie  Beispiele  zeigen,  auf  mehrdeutige  Funktionen  führen, 
die  im  Punkte  (z)  =  (a)  nicht  analytisch  sind.  Dies  dürfte  wohl  stets 
der  Fall  sein. 

Der  Hauptsatz  ergiebt  sich  aus  dem  Existenzsatz  für  die  Lösung 
eines  Systems  totaler  Differentialgleichungen  (IIA  4a,  12)  und  wurde 
auch  für  den  Fall  n  =  1  auf  diese  Weise  begründet,  Briot  et 
Bouquet'^^'^).  Ist  w>l,  so  wird  man  z^,...,z„  zunächst  als  Para- 
meter auffassen.    Der  Existenzbeweis  für  die  Lösung  des  betr.  Systems 


ein  Polynom  ist,  in  einer  Arbeit  durch,  die  er  in  der  Berliner  Ak.  d.  Wiss.  am 
12.  Dez.  1859  vorlegte;  Werke  1,  p.  247;  allgemein  bei  Biermann ^  Anal.  Funk- 
tionen, §  42.  Picard  beweist  den  allgemeinen  Satz  mittelst  des  Weierstrass- 
schen  Satzes  von  Nr.  46;  Traite  2,  p.  247.  Es  sei  noch  auf  Meray ,  Le9ons 
nouvelles,  1,  eh.  XI  und  E.Lindelöf,  Darb.  Bull.  (2)  23  (1899),  p.  68  verwiesen. 
248)  Vgl.  Peano^")  =  C.  Jordan,  Cours  d'anal.  1,  2.  Aufl.,  §  94,  wo  die 
entsprechenden  Sätze  für  reelle  Funktionen  entwickelt  wurden. 
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von  Differentialgleichungen,  den  man  nun  wohl  am  bequemsten  nach 
Picard  führt,  berechtigt  noch  immer  zu  denselben  Schlüssen,  da  es 
sich  um  gleichmässig  konvergente  Reihen  handelt,  deren  Glieder  ana- 
lytische Funktionen  von  0^,  ^^f  •  •  ■>  ^n  ^i^^- 

Für  reelle  Funktionen  reeller  Veränderlicher  besteht  ein  dem 
Hauptsatz  analoger  Existenzsatz,  wobei  an  Stelle  der  analytischen 
Funktionen  F^  jetzt  stetige,  mit  stetigen  Ableitungen  ausgestattete  Funk- 
tionen treten  (II  A  2,  9).  Diesen  Satz  kann  man  ebenfalls  mit  Hülfe 
des  PicarcVschen  Verfahrens  auf  den  entsprechenden  Existenzsatz  für 
die  Differentialgleichungen  begründen.  Bini^)  hat  zuerst  einen 
direkten  Beweis  für  denselben  gegeben.  Auf  Grund  dieses  Satzes 
beweist  man  am  einfachsten  nach  Jordan  oder  Picard^^'')  den  Haupt- 
satz dieses  Paragraphen. 

Über  Caiichi/s  erste  Arbeiten  betr.  implicite  Funktionen  berichten 
Brill  und  Noether^^').     Vgl.  auch  Nr.  14,  42,  43. 

45.   Der  "Weierstrass'sche  Satz  und  die  Teilbarkeit  im  Kleinen. 

Es  möge  F{tü,  z^,  .  .  .,z^  eine  im  Punkte  (&,  a^,  .  .  .,  a„)  analytische 
Funktion  sein,  die  dort  verschwindet,  ohne  dass  F {w,a^,  .  .  .,  a„),  als 
Funktion  von  tv  betrachtet,  identisch  Null  ist;  sei  m  die  Ordnung 
des  Nullpunktes  w  =  h.    Dann  lässt   sich  F  in  der  Form  darstellen: 

F(w,  z„  . . .,  z,)  =f{w,  z^,...,  ^J-^K  z„  . . .,  z„), 

m 

f{w,Z„..  .,  Z„)  =  W-^  -^2A  (^1,  •  •  V  ^n)  «<^""% 

i  =  l 

wo  Ai  eine  im  Punkte  {a^,  .  .  .,  aj  analytische  Funktion  von  (z^, .  .  .,  z^) 
und  <P  eine  im  Punkte  (h,  a^,  .  .  .,  a„)  analytische,  dort  nicht  ver- 
schwindende Funktion  von  (w,  z^,  .  .  .,  z^)  bedeutet.  Ferner  ist 
f{w,a„...,a„)  =  (w  —  by\ 

Im  Falle  dass  F  {w,a^,  .  .  .,  a„)  identisch  verschwindet,  lassen  sich 
die  Argumente  {w,z^,...,  z^  mittelst  einer  linearen  Transformation 
durch  andere  [w ,  z^,  .  .  .,  z^)  ersetzen  derart,  dass  für  F,  als  Funktion 
von  iw',  z^,  .  .  .,  z„')  betrachtet,  der  Satz  besteht ^^). 

Auf  Grund  des  Weierstrass' sehen  Satzes  lässt  der  Algorithmus 
des  grössten  gemeinsamen  Teilers  eine  Ausdehnung  auf  analytische 
Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  zu,  die  in  einem  Punkte  ver- 
schwinden ^^i).    Es  mögen  F,  ^-=  zwei  Funktionen  von  {z^, . . .,  z„)  sein. 


249)  Bericht,  p.  183. 

250)  Weierstrass,  Vorlesungen  an  der  Berliner  Universität  von  1860  an; 
Abhandlungen  aus  der  Funktionenlehre,  p.  105,  §  1  ==  Werke  2,  p.  135.  Ein 
einfacher  Beweis  rührt  von  Simart  her,  Picard,  Traite  2,  p.  241. 

251)  TFeiersfrass  "<*),  §  2;  Dautheville^**). 
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die  im  Punkte  (%,...,  a^)  analytisch  sind.  F  heisst  im  Punkte  (a) 
durch  ^  teilbar,  wenn  F  und  0  der  Relation  genügen:  F  =  Q  ^, 
wo  Q  ebenfalls  in  (a)  analytisch  ist.  Ist  in  (a)  sowohl  F  durch  O 
als  auch  0  durch  F  teilbar,  so  mögen  F  und  O  im  Punkte  (a) 
äquivalent  heissen.  Verschwindet  F  in  (a),  so  heisst  F  in  (a)  re(?M- 
ci&e?,  wenn  F  =■  F^F^  ist,  wo  F^t,  Fg  i^^  (^)  analytisch  sind  und  beide 
dort  verschwinden.  Es  besteht  der  Satz:  Eine  Funktion  F,  die  im 
Punkte  (a)  analytisch  ist  und  dort  verschwindet,  lässt  sich  stets  auf 
eine  und  nur  auf  eine  Weise  in  das  Produkt  einer  endlichen  Anzahl 
irreducibler  Faktoren  zerlegen,  wofern  zwei  solche  Faktoren  als 
identisch  angesehen  werden,  wenn  sie  äquivalent  sind.  Sind  F  und  0 
zwei  Funktionen,  die  in  (a)  analytisch  sind  und  dort  verschwinden,  und 
haben  F  imd  ^  in  (a)  keinen  gemeinsamen  Faktor,  so  werden  sie 
auch  in  keiner  Stelle  der  Umgebung  von  (a),  in  welcher  sie  beide 
verschwinden,  einen  gemeinsamen  Faktor  haben.  Solche  Stellen 
bilden  eine  2w  —  4  fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit.  Haben  sie  da- 
gegen in  (a)  einen  gemeinsamen  Faktor  G,  so  werden  sie  auch  in 
allen  Stellen  der  Umgebung  von  (a),  in  denen  G  verschwindet,  sonst 
aber  nirgends,  einen  gemeinsamen  Faktor,  nämlich  G,  haben. 

Zu  den  in  Nr.  42  angeführten  Sätzen  kann  man  noch  den  fol- 
genden Satz  hinzufügen:  Ist  (a)  eine  ausserwesentliche  singulare 
Stelle  1*^'  resp.  2*"  Art  der  Funktion  F{z^,...,z^,  so  bilden  die 
Stellen  der  Umgebung  von  (a),  in  denen  F  =  oo  resp.  F  völlig  un- 
bestimmt wird,  eine  2n  —  2fach  resp.  (falls  n  >  2)  eine  2w  —  4fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit.  - 

In  der  Algebra  spielt  der  folgende  Satz  eine  wichtige  Rolle 2^^): 
Verschwindet  das  Polynom  F{z^,...,z^  für  alle  Punkte  {z)  der  Um- 
gebung eines  Punktes  {a)  bezw.  für  alle  Punkte  einer  geeigneten 
endlichen  Menge  (vgl.^^),  für  welche  ein  zweites  irreducibles  Polynom 
O  {z^,  .  .  .,  Zj)  verschwindet,  so  ist  F  durch  O  teilbar.  Setzt  man  da- 
bei die  Irreducibilität  von  Q  nicht  voraus,  so  folgt,  dass  I  und  O 
einen  gemeinsamen  Faktor  haben.  Dieser  Satz  lässt  sich  auch  auf 
die  Teilbarkeit  zweier  analytischer  Funktionen  im  Kleinen  übertragen. 

46.  Die  Parameterdarstellung  im  Kleinen;  implicite  Funktionen. 

Verschwindet  die  im  Punkte  («)  analytische  Funktion  F  {z^,  .  .  .,  z^) 
in  diesem  Punkte,  während  von  den  Ableitungen  dF/cz^,  .  .  .,  dF/dz^ 
mindestens  eine  dort  von  Null  verschieden  ist,  so  lassen  sich  die 
Koordinaten   aller   derjenigen  Punkte  {z)   der  Umgebung  von  (a),  in 

252)  0.  Holder  hat  wohl  den  ersten  Beweis  des  Satzes  veröffentlicht:  Math.- 
naturwiss.  Mitteil.  1  (1884). 
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welchen  F  verschwindet^  mittelst  n —  1  Parametern  u^,... ,11^-1  dar- 
stellen; indem  man 

^i  =  9i  (wi?  •  • ',  w„_i),  «■  =  1, .  .  .,  n, 
setzt,  wo  9).  eine  geeignete,  im  Punkte  (0,  .  .  .,  0)  analytische  Funktion 
von  [u^,  .  .  .,  Un-i)  bedeutet.  Zwischen  den  in  Betracht  kommenden 
Punkten  (0)  und  den  Punkten  (u)  der  Umgebung  des  Punktes  (u)  =  (0) 
besteht  eine  ein -eindeutige  Beziehung  2^^).  Die  Frage,  ob  der  Satz 
auch  dann  noch  gilt,  wenn  alle  die  ersten  Ableitungen  in  (a)  ver- 
schwinden, wobei  jedoch  dann  an  Stelle  des  einen  Gleichungssystems 
^i  =  (Pi  mehrere  solche  Gleichungssysteme  treten  können,  ist  wahr- 
scheinlich zu  bejahen  2^^'');  für  den  Fall  m  =  3  ist  er  richtig  ^5*). 

Auf  Grund  dieses  Satzes  lassen  sich  die  Koordinaten  aller 
Punkte  (^1,  .  .  .,  ^J  der  Umgebung  der  Stelle  K,  .  .  .,  aj,  wofür  die 
p  Gleichungen  gleichzeitig  bestehen: 

Fi  (^1,  .  .  .,  ^n)  =  0,         i=l,2,...,p<  n, 
wo  F^  eine  in  (a)  analytische,  dort  verschwindende  Funktion  von  {£) 
bedeutet,    mittelst  m^w — ^Parameter  %,...,  ^^,„    darstellen,   und 
zwar  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Gleichungssystemen  je  von  der 
Form 

wo  (pi  eine  im  Punkte  (0,  .  .  .,  0)  analytische  Funktion  von  (u^,  .  .  .,  u^) 
bedeutet.  Zwischen  den  in  Betracht  kommenden  Punkten  (2)  und 
den  Punkten  (u)  der  Umgebung  des  Punktes  (u)  =  (0)  besteht  eine 
im  allgemeinen  ein-eindeutige  Beziehung.  —  Sind  insbesondere  die 
Funktionen  i^.  (^j,  .  . .,  ^J  alle  Polynome,  so  lässt  sich  das  ganze 
durch  die  Gleichungen  Fi(z^,  .  .  .,  z^)  =  0  definierte  algebraische  Ge- 
bilde durch  eine  endliche  Anzahl  solcher  Formeln  darstellen.  Vgl. 
Nr.  11,  Ende. 

47.  Das  analytische  Gebüde.  Der  Begriff  der  analytischen 
Fortsetzung    einer    zunächst    in    einem    Bereich   (T)    definierten    ana- 


-  253)  Der  Beweis  ergiebt  sich  sowohl  aus  dem  Satze  von  Nr.  44  als  auch 
aus  dem  Weierstrass' sehen  Satze  Nr.  45.      Es  genügt,  ri-  =  z.  zu  setzen. 

253*)  Dem  Punkte  (2)  =  (a)  werden  aber  im  allgemeinen  unendlich  viele 
Punkte  («)  entsprechen. 

254)  Mit  dem  Beweise  dieses  Satzes  (oder,  genauer  gesagt,  mit  dem  spe- 
ziellen Fall  desselben,  wo  F  ein  Polynom  ist)  hat  sich  G.  Kohh,  J.  de  math.  (4) 
8  (1892),  p.  385  beschäftigt.  Seine  Untersuchung  weist  jedoch  wesentliche 
Lücken  auf;  vgl.  B.  Levi,  Ann.  di  mat.  (2)  26  (1897),  p.  219.  Ein  strenger  Be- 
weis für  den  Fall  «  =  3  ist  von  C.  Blaclc  durchgeführt  worden ;  Harvard  Thesis  1901 
=  Am.  Ac.  of  Arts  and  Sei.  Proc.  37  (1901). 
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lytischen  Funktion  mehrerer  Veränderliclien  f(£^,  .  . .,  ^„)  über  diesen 
Bereich  hinaus  lässt  sich  in  analoger  Weise  festlegen,  wie  früher  im 
Falle  n=l,  Nr.  13,  indem  man  in  der  Ebene  der  Grösse  0^  einen 
zweiten  Bereich  Tj^  in  Betracht  zieht,  welcher  am  Bereich  2\  längs 
einer  regulären  Kurve  6\  angrenzt  und  den  Bereich  T,.  also  zu  einem 
neuen  Bereich  St^  ergänzt.  Eine  solche  Ausdehnung  des  Bereiches 
Tj^  kann  in  jeder  Ebene:  /j  =  1,  2,  .  .  .,  n,  oder  auch  nur  in  einigen 
dieser  Ebenen  geschehen.  Der  erweiterte  Bereich  sei  mit  (%)  be- 
zeichnet. Kann  man  den  Punkten  von  (%)  solche  Werte  zuordnen, 
dass  eine  in  (%)  analytische  Funktion  entsteht,  die  in  (T)  mit  der 
ursprünglichen  Funktion  f{z^,...,8,)  zusammenfällt,  so  sagt  man, 
dass  fiß^,  .  .  .,  Zr)  über  (T)  hinaus  analytisch  fortgesetzt  werden  kann. 
Der  Definitionsbereich  der  Funktion  /"(^j,  .  .  .,  ^„)  besteht  nun  aus 
dem  Ausgangsbereich  (T)  nebst  allen  Erweiterungen,  welche  ana- 
lytischen Fortsetzungen  der  Funktion  entsprechen  und  ist,  falls  die 
Funktion  vieldeutig  ist,  als  mehrfacher  Miemann^schQr  Raum^^^)  auf- 
zufassen. Die  Gresamtheit  der  zugehörigen  Funktionswerte  bildet  die 
analytische  Funktion  ^•^*^). 

Um  bei  den  analytischen  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen 
eine  analytische  Fortsetzung  zu  konstatieren,  bedient  sich  Weier- 
strass  der  Methode  der  Potenzreihen.  Es  sei  f  {z^,  .  .  .,  z^)  eine 
im  Punkte  (%,...,  a^  analytische  Funktion.  Vom  Punkte  (a)  aus 
wird  eine  reguläre  Kurve  ß  beschrieben: 

^1  =  <Pi  {*),  ^2  =  9'2  (0?  •  •  •  ^«  =  (fn  (t), 

WO  der  reelle  Parameter  t  das  Intervall:  t^'^t^t^  durchläuft  und 
^j  =  9?i(^o),  hi  =  (pi(ti)  ist.  Längs  der  Kurve  S  wird  f(Zy,  .  .  .,Zn) 
in  analoger  Weise  analytisch  fortgesetzt,  wie  im  Falle  n  =  1  (Nr.  13). 
Kann  f  {z^^,  .  .  .,  Zn)  sowohl  längs  2  als  auch  längs  einer  zweiten 
solchen  die  Punkte  (a)  und  (h)  verbindenden  Kurve  2'  in  (h)  hinein 
analytisch  festgesetzt  werden  (vgl.  Nr.  13),  so  erhält  f  beide  Mal  in 
(h)  denselben  Wert,  wofern  2'   stetig  in  2  verwandelt  werden  kann. 


255)  Durch  die  mathematische  Physik  wird  der  Begriff  eines  mehrfachen 
Raumes  nahe  gelegt.  Vgl.  die  Citate  bei  Brill  und  Noether,  Bericht,  j).  254,  255, 
auf  Kirchhoff  (1847)  und  Helmholtz.  Die  analytische  Fortsetzung  einer  Potential- 
funktion im  JS,  ist  von  Stahl  behandelt;  J.  f.  Math.  79  (1875),  p.  265.  Ein  ein- 
faches Beispiel  einer  mehrwertigen  Potentialfunktion  im  B^  hat  Appell  gegeben; 
Math.  Ann.  30  (1887),  p.  155.  Derartige  Funktionen  sind  von  Sommerfeld  unter- 
sucht; Lond.  Math.  Proc.  28  (1897),  p  397.  Daran  schliesst  sich  eine  Arbeit 
von  Carslaiv,  ebenda,  Bd.  SO  (1899),  p.  121. 

256)  Nach  Weierstrass  eine  monogene  analytische  Funktion.  Wegen  des 
analytischen  Gebildes  vgl.  unten. 
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ohne  dass  für  die  Zwisclienlagen  dieser  Kurve  die  analytische  Fort- 
setzung der  Funktion  f  von  {a)  bis  Q))  unmöglich  wird. 

Wenn  insbesondere  die  Funktionen  <pi(t)  alle  analytisch  sind, 
kann  die  analytische  Fortsetzung  längs  S  auch  dadurch  geschehen, 
dass  man  f{cpi{t),  .  .  .,  (pn(f)),  als  Funktion  von  t  betrachtet,  längs  der 
reellen  Achse  von  t^  bis  t^  analytisch  fortsetzt.  Es  wäre  aber  ein 
Fehler  zu  glauben,  dass  alle  Punkte  (Jj),  bis  in  welche  man  f(z^,...,0n) 
auf  diese  Weise  analytisch  fortsetzen  kann,  zum  Definitionsbereich 
von  f  gehören.  Als  Beleg  dafür  diene  folgendes  Beispiel.  Es  sei 
die  Funktion  i^  (2)  im  Einheitskreise  analytisch  und  von  0  verschieden 
und  lasse  keine  analytische  Fortsetzung  über  diesen  Kreis  hinaus  zu. 
Bildet  man  die  Funktion 

so  ist  dieselbe  nur  in  demjenigen  Bereich  (T)  definiert,  wo  |  ^^  |  <  1, 
1  02 1  <  1  ist.  Die  Kurve  z^  =  t,  z^  =  t,  (0  ^  t)  führt  über  diesen 
Bereich  hinaus,  wenn  t  genügend  wächst.  Längs  dieser  Kurve  hat 
f  den  Wert  t  und  lässt  sich  somit  unbegrenzt  analytisch  fortsetzen. 
Diesen  Sachverhalt  kann  man  geometrisch  so  erklären,  dass  man  die 
Gleichung 

als  Fläche  deutet  und  dann  bemerkt,  dass  die  Kurve  0^  =  t,  2!^  =  t, 
w  =  t  eine  Zeit  lang  auf  der  Fläche  verläuft,  später  aber  eine  natür- 
liche Grenze  der  Fläche  überschreitet  und  von  da  ab  von  der  Fläche 
getrennt  verläuft.  Allgemein  kann  man  also  sagen:  Die  analytische 
Fläche 

deckt  sich  nicht  mit  der  Gesamtheit  der  analytischen  Kurven: 

die  zum  Teil  auf  der  Fläche  liegen. 

Eine  analytische  Funktion  f{z^,...,  B,)  hängt  von  einer  abzahl- 
baren Menge  von  Bestimmungsstücken  ab.  In  der  That  wird  /"(^i,  • .  •, ^«) 
zunächst  in  der  Umgebung  eines  Punktes  (a^,  .  .  .,  a„)  durch  die  ab- 
zählbare Menge  von  Koeffizienten  der  Tai/Zor'schen  Reihenentwicklung 
festgelegt,  und  nun  genügt  es,  um.  alle  möglichen  analytischen  Fort- 
setzungen zu  beherrschen,  bloss  eine  abzählbare  Menge  davon  in  Be- 
tracht zu  ziehen.  Es  sei  der  Einfachheit  halber  n  =  2  gesetzt  und 
man  bezeichne  die  zusammengehörigen  Konvergenzradien  der  Potenz- 
reihe: 
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00,  » 
fi^l,  ^2)  =^Ak  (^1  —  «!>'  (^2  —  «2)* 

mit  r^,  r^.  Femer  sei  i?^  die  obere  Grenze  von  r^,  wenn  r^  gegen 
Null  konvergiert.  Jedem  rationalen  Werte  von  )\  (<i?i)  sei  der 
grösstmögliche  Wert  von  r^  zugeordnet.  Die  rationalen  Punkte  des 
Bereiches  |  ^^  —  ^1 1  <  ^1;  I  ^^2  —  ^2 1  <  ^2  bilden  eine  abzahlbare  Menge 
und  die  Gesamtheit  dieser  den  verschiedenen  rationalen  Werten  von 
i\  entsprechenden  Mengen  liefert  eine  abzählbare  Menge  von  Punkten 
(aj,  ßj),  die  wie  folgt  beschaffen  sind:  Ist  (a,  ß)  ein  beliebiger  innerer 
Punkt  des  Konvergenzbereiches  der  obigen  Potenzreihe,  so  giebt  es 
einen  Punkt  (aj,  ßj)  derart,  dass  die  aus  jener  Potenzreihe  unmittel- 
bar (d.  h.  durch  algebraische  Umformung  der  Reihe)  abgeleitete 
Potenzreihe  ^^a.(£';^  —  ccj)' {^2  —  ßj^  ^^n  Punkt  {cc,  ß)  im  Innern 
ihres  Konvergenzbezirks  birgt.  Die  Menge  {aj,  ßj)  bildet  demnach 
die  naturgemässe  Verallgemeinerung  der  Menge  der  im  Konvergenz- 
kreise der  ersten  Taylor^sohen  Reihe  gelegenen  rationalen  Punkte  im 
Falle  w  =  1  (Nr.  13).  Eine  ähnliche  weitere  Überlegung  wie  in 
jenem  Fall  führt  dann  zu  einem  analogen  Resultat,  was  der  Inhalt 
der  vorhin  ausgesprochenen  Behauptung  ist. 
Es  mögen  jetzt  r  analytische  Funktionen 

vorgelegt  sein,  die  auch  durch  implicite  Gleichungen: 

Fi  (^1,  •  .  .,  ^n,  ^n  +  l,  .  .  •,  2n  +  r)  =  0,  ^  =  1,  .  .  .,  r, 

definiert  werden  können  und  welche  sich  alle  im  Punkte  (a^,  .  .  .,  aj 
analytisch  verhalten.  Diese  Funktionen  werden  gleichzeitig  analytisch 
fortgesetzt.  Ein  Punkt  (a^,  .  .  .,  «„),  der  sich  auch  nur  für  eine 
einzige  derselben  als  singulär  erweist,  gilt  als  ein  singulärer  Punkt 
des  Systems,  vgl.  Nr.  13,  Ende.  Man  wird  also  wie  im  Falle  r  =  1 
zu  einem  Definitionsbereich  des  Systems  geführt.  Die  zugehörigen 
Funktionenwerte  bilden  ein  analytisches  Funktionensystem  ^^'^).  Die  Ge- 
samtheit der  so  erhaltenen  Punkte  (ß^,  .  .  .,  ^^,  nin+i,  ■  ■  -,  ^n+r)  bildet 
unter  Hinzunahme  gewisser  sogleich  zu  besprechenden  Grenzpunkte 
das  analytische  Gebilde  w"""  Stufe  im  Gebiet  von  n  -\-  r  Veränderlichen 
{Weierstrass).  Die  Stelle  (%,  .  .  .,  a„,  a„+i,  .  .  .,  a«-f-r)  heisst  eine 
Grenzstelle  des  analytischen  Gebildes,  falls  die  r  Funktionen  /i  (^i  •  •  •; -^n) 
sich  bezw.  den  Werten  «„+,-  nähern,  wenn  der  Punkt  (z-y,  .  .  .,  ^J  dem 


257)  Nach  Weierstrass  ein  monogenes  System.  Das  monogene  analytische 
Gebilde  wird  hier  in  ähnlicher  Weise  definiert,  wie  in  Nr.  13  für  den  Fall 
n  =  r  =  1. 
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Grenzpunkte  (a^, .  .  .,  aj  des  Definitionsbereiches  zustrebt.  Sie  wird 
dann  und  nur  dann  zum  analytischen  Gebilde  gerechnet^  wenn 
sie  als  die  naturgemässe  Verallgemeinerung  einer  der  Singularitäten 
angesehen  werden  kann,  die  die  algebraisdien  Gebilde  w*"  Stufe  im 
Gebiet  von  n  -\-  r  Veränderlichen  aufweisen,  d.  h.  wenn  die  in  Betracht 
kommenden  Bestimmungen  der  r  Funktionen  Zn-\-i  =  /{(•^u  •  •  -,  ^„)  in 
der  Umgebung  des  Punktes  {2^,  .  .  .,  z^^  einem  bezw.  mehreren  Glei- 
chungssystemen von  der  Form  genügen: 

wo  die  Funktionen  0^  in  der  Umgebung  des  Punktes  (a^,  .  .  .,  a^, 
an-\-i,  .  .  .,  a«4-r)  alle  analytisch  sind  und  dort  verschwinden.  Dabei 
spielt  der  unendlich  ferne  Bereich  keine  besondere  Rolle,  die  Koordi- 
naten «j,  .  .  .,  a,i-\.r  dürfen  zum  Teil  oder  alle  unendlich  sein. 

Das  so  definierte  analytische  Gebilde  ist  im  allgemeinen  unab- 
hängig von  der  besonderen  Wahl  der  unabhängigen  Veränderlichen 
(^j,...,^„).  Greift  man  nämlich  irgend  n  andere  aus  den  n -\- r 
Veränderlichen  Z-^^,  .  .  .,  0n+r  heraus:  z^',  .  .  .,  0'n  und  bildet  man  die 
Funktionaldeterminante 


J=2J-^ 


dili  CSlr 


dz^"  dz'l  ' 

U.  =  Zn  +  i  —  TA^i,  ■  •  •,^J 
gesetzt  ist  und  die  übrigen  Veränderlichen  durch  z^",  .  .  .,  z^'  be- 
zeichnet sind,  so  wird  J  im  allgemeinen  nicht  identisch  verschwinden; 
alsdann  lassen  sich  die  r  Gleichungen  ü^  =  0,  i  =  1,  .  .  .,  r,  in  der 
Umgebung  eines  nicht  spezialisierten  Punktes  (%',  . . .,  «,/,  a^", . . . ,  «/ ') 
nach  zl\  .  .  .,  z^'  auflösen  und  das  aus  diesen  neuen  Funktionen: 

^«  +  j:  ^=  tiißi  j  ■  •  -j  ^nJJ  *  ==  1,  .  .  .,  r, 

entspringende  analytische  Gebilde  fällt  mit  dem  ursprünglichen  zu- 
sammen {Weierstrass).  Der  Übergang  von  den  z-^^,  .  .  .,  z^  zu  den 
^\}  •  ■  •}  ^n    i^^  dagegen  unmöglich,  wenn  J  identisch  verschwindet. 

Das  Prinzip  der  Funktionalgleichungen  gilt  in  derselben  Formu- 
lierung wie  in  Nr.  16  auch  für  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen. 

48.  Einige  Sätze  über  das  Verhalten  im  Grossen.  Hat  eine 
analytische  Funktion  F{z^ ,  .  .  . ,  z^  keine  anderen  als  nur  ausser- 
wesentliche  singulare  Stellen,  so  läöst  sich  dieselbe  als  eine  rationale 
Funktion    darstellen -^^)  •,    hat  sie    bloss    im  Endlichen  keine    anderen 


258)  Dieser    Satz    ist   zuerst   von  Weierstrass^^*)    ausgesprochen   und    von 
A.  Uuricüz,  J.  f.  Math.  95  (1883),  p.  201  mittelst  Potenzreihen  bewiesen  worden. 
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als  ausserwesentliche  singulare  Stellen,  so  lässt  sie  sich  als  der 
Quotient  zweier  ganzer  (rationaler  oder  transcendenter)  Funktionen 
darstellen,  die  im  Endlichen  höchstens  in  singulären  Punkten  der 
Funktion  gleichzeitig  verschwinden  ^^^). 

Da  eine  analytische  Funktion  von  m  >  1  Argumenten  keine  iso- 
lierte singulare  Stelle  haben  kann  (Nr.  42),  so  ist  eine  unmittelbare 
Ausdehnung  des  Satzes  von  Nr.  34  auf  solche  Funktionen  nicht  mög- 
lich. Es  besteht  jedoch  nach  Weierstrass  ^^^)  der  engere  Satz:  Einem 
beliebigen  Bereich  (T)  des  Punktes  {z^,  .  .  .,  z^  entsprechen  eindeutige 
Funktionen,  die  in  (T)  keine  anderen  als  nur  ausserwesentliche  singu- 
lare Stellen  haben  und  in  jedem  Begrenzungspunkte  von  (T)  einen 
wesentlichen  singulären  Punkt  aufweisen. 

49.  Homogene  Variable.  Die  homogenen  Variabein,  welche  in 
der  Formentheorie  eine  Hauptstellung  einnehmen,  sind  in  die  Funk- 
tionentheorie von  Äronhold  eingeführt  und  von  Clebscli,  Klein  und 
anderen  vielfach  verwendet  worden  ^^^).  Sie  bezwecken  einmal  die 
Beseitigung  der  Sonderstellung,  welche  dem  unendlich  fernen  Bereich 
sonst  zufällt;  dann  aber  wird  darüber  hinaus  eine  Symmetrie  der 
Formeln  erzielt,  in  welcher  die  Äquivalenz  im  Grunde  gleichberech- 
tigter Dinge  ihren  analytischen  Ausdruck  findet.  Unter  einer  analy- 
tischen Form  versteht  man  eine  homogene  analytische  Funktion  von 
n  Veränderlichen,  d.  h.  eine  Funktion  fi^i,---,^»),  welche  für  alle 
Punkte  der  Umgebung  eines  Punktes  (%,...,  aj  des  Definitions- 
bereiches von  /■  und  für  alle  Punkte  t  der  Umgebung  des  Punktes 
t  =  \  der  Gleichung  genügt: 

wo  l  eine  konstante  Grösse,  die  sogenannte  Dimension  der  Form,  be- 
deutet und  unter  i^  derjenige  Zweig  dieser  Funktion  verstanden  ist, 

269)  Der  Satz  ist  zuerst  von  Poincare  für  den  Fall  n  =  2  mit  Hülfe  der 
partiellen  Differentialgleichungen,  denen  der  reelle  Teil  der  Funktion  genügt 
(Nr.  42),  bewiesen  worden-''^;  Poincare  spricht  daselbst  noch  folgenden  Satz 
aus:  Si  Y  est  une  fonction  quelconque  de  X,  non  uniforme,  qui  ne  presente 
pas  de  point  singulier  essentiel  ä  distance  finie  et  qui  ne  puisse  pas,  pour  une 
meme  valeur  de  X,  prendre  une  infinite  de  valeurs  finies  infiniment  voisines  les 
unes  des  autres;  eile  pourra  etre  consideree  comme  la  Solution  d'une  equation: 
G{X,  Y)  =  0,  ou  G  est  une  fonction  entiere.  Einen  Beweis  für  den  allgemeinen 
Fall  —  und  zwar  zugleich  unter  Erweiterung  der  Voraussetzungen  des  Satzes  — 
hat  P.  Cousin  gegeben;  Far.  These  1894  =  Acta  math.  19  (1895),  p.  1. 

260)  Weierstrass  *").     Es  ist  mir  kein  Beweis  dieses  Satzes  bekannt. 

261)  AronlioU,  J.  f.  Math.  61  (1863),  p.  95;  CUhsch  und  Gordan,  Abel'sche 
Funktionen,  1866;  Klein,  vgl.  unten. 
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welcher  für  t=l  den  Wert  1  annimmt  ^®^).  Es  sei  insbesondere 
n  =  2.^^^)     Setzt  man  t  =  0^^,  z==zjz.^,  so  ergiebt  sich,  dass 

f{z^,  z,)  =  4f{z,  1)  =  (my(u,z-u,)-'f{0,  1), 
wo  (zu)  =  Mg^i  —  i<i^2  ^^^  ^17  %  willkürliche  Grössen  bedeuten;  es 
lässt  sich  somit  die  Form  f{z^,  z^),  welche  als  Funktion  zweier  un- 
abhängiger Variabein  aufzufassen  ist,  auf  die  Änderung  hin,  welche 
sie  erleidet,  wenn  der  Punkt  (z^,  z^  in  dem  vierdimensionalen  Raum 
dieser  Veränderlichen  einen  beliebigen  geschlossenen  Weg  beschreibt, 
dadurch  untersuchen,  dass  man  einzeln  die  Änderungen  a)  der  Funk- 
tion {u^z  —  %)~Y(^;  1)  ^^^  ^)  ^^^  Funktion  {zu)^  bestimmt,  wenn  z 
resp.  t  =  (zu)  unabhängig  von  einander  den  entsprechenden  Weg  in 
seiner  Ebene  durchläuft  ^^). 
Das  Integral 

ff(2i,2,)(zdz), 

(a) 

WO  f(Zi,  z^)  eine  analytische  Form  ( —  2)*^'  Dimension  ist,  wird  defi- 
niert, indem  man  im  vierdimensionalen  Raum  der  Variabein  (^i,  z^) 
den  Punkt  (a^,  a^)  mit  dem  Punkt  (fe^,  h^)  durch  einen  Weg  ver- 
bindet, der  ganz  im  Definitionsbereich  der  Funktion  f(z^,  z^)  verläuft: 


262)  Diese  Definition  stützt  sich  auf  das  Verhalten  der  Funktion  im  Kleinen ; 
mittelst  analytischer  Fortsetzung  bestimmt  man  dann  im  Grossen,  welche  Zweige 
f{tZj^,...,tZj),  f{Zj^,  .  .  . ,  zj  zusammengehören.  Ein  bemerkenswerter  Fall 
kommt  in  der  Variationsrechnung  vor.    Es  handelt  sich  um  die  reelle  homogene 

CC  CC    '  1     ß  u 

Funktion   0*"  Dimension    F{x',  y)  =  — =!=^-r ,    wo   f^    eine   positive    definite 

vU  {x\  y') 

quadratische  Form  bedeutet,  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  wird  und  a,  ß 
reelle  Konstante  sind.  F{x\  y)  ist  daher  eine  reelle  eindeutige  stetige  Form 
0**'  Dimension  in  den  reellen  homogenen  Variabein  x\  y .  Trotzdem  ist 
F{ — x\  — y)  nicht  =  F{x,  y'),  sondern  =  —  F{x\y').  Daraus  ersieht  man, 
dass  die  stetige  Fortsetzung  von  F{x' ,  y)  im  Reellen  und  die  analytische 
Fortsetzung  von  t^F{x,  y)  im  Komplexen  zu  verschiedenen  Resultaten  führen 
können. 

263)  Bei  der  Anwendung  der  J.feeZ'schen  Integrale  auf  Kurvengeometrie 
(II  B  2)  ist  häufig  »1^2  zu  nehmen ;  doch  sei  auch  in  diesem  Fall  an  die  Unter- 
suchungen von  Klein  erinnert,  bei  denen  das  algebraische  Gebilde,  wie  im 
hyperelliptischen  Fall,  auf  einem  binären  Gebiet  behandelt  wird;  Math.  Ann.  36 
(1890),  p.  1. 

264)  Burkhardt,  Math.  Ann.  32  (1888),  p.  410;  Euter  ^^«),  p.  17.  Man  trifft 
gewöhnlich  noch  die  Übereinkunft,  dass  0j,  z^  niemals  unendlich  werden  und 
auch  nicht  gleichzeitig  verschwinden.  Endlich  kann  man  (zu)  =  1  setzen, 
indem  man  z  den  Wert  u^/u^  nicht  anzunehmen  gestattet. 

£ncyklop.  d.  math.  Wisgensch.    II  2.  8 
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und  das  Integral  längs  dieses  Weges  erstreckt: 

(6)  '6  b 

(a)  ta  a 

WO  ^  =  zjz^,  und  a  ■==  aja^,  h  =  hj\  ist.  Zwei  solchen  Wegen, 
welche  stetig  in  einander  umgeformt  werden  können,  entsprechen 
gleiche  Werte  des  Integrals.  —  Von  solchen  Integralen  ist  beispiels- 
weise bei  der  Behandlung  der  hypergeometrischen  Funktionen  mittelst 
des  bestimmten  resp.  Schleifenintegrals  ausgiebiger  Gebrauch  gemacht 
worden  ^^^).  Die  homogenen  Variabein  finden  fernerhin  eine  Anwen- 
dung in  der  Theorie  der  automorphen  Funktionen  (II  B  6  c),  sowie 
der  linearen  Differentialgleichungen  (II  B  4)  ^^^). 


265)  Vgl.  Schellenberg  ^"*).  Klein,  Hypergeometrische  Punktionen,  Vorlesung 
vom  W.-S.  1893/94  (lithographiert),  Göttingen  1894. 

266)  Bitter  ^^^);  ferner  Math.  Ann.  44  (1894),  p.  261  u.  47  (1896),  p.  157; 
Klein,  Gott.  Nachr.  1890,  p.  85;  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  144;  sowie  Pick,  ibid., 
p.  139. 


(Abgeschlossen  im  August  1901.) 
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Für  die  arithmetische  Behandlung  der  algebraischen  Funktionen  vergleiche 
man  den  folgenden  Artikel  II  B  2  a. 


A.  Allgemeines. 

1.  Definition.  Ist  eine  komplexe  Veränderliche  y  Wurzel  einer 
algebraischen  Gleichung,  deren  Koeffizienten  ganze  rationale  Funk- 
tionen einer  Veränderlichen  x  sind,  und  hat  diese  Gleichung  f{xy)  =  0 
keinen  in  x  und  y  ganzen  rationalen  Teiler,  so  heisst  y  eine  alge- 
braische Funktion  von  x.  Das  erste  Auftreten  solcher  allgemeinen 
algebraischen  Funktionen  geht  auf  die  Geometrie  des  Cartesius  ^)  und 
auf  Newton^)  zurück.  Euler ^)  gab  ihre  formelle  Definition.  Äbel^) 
zog  sie  zum  erstenmal  in  den  Bereich  eines  Satzes  und  wird  darum 
mit  Recht  als  der  Begründer  ihrer  Theorie  bezeichnet.  Für  die  Ge- 
schichte der  algebraischen  Funktionen  und  ihren  Zusammenhang  mit 

1)  Bene  Descartes,  Geometrie  1637,  deutsch  von  Schlesinger  1894,  2.  Buch 
am  Anfang. 

2)  I.  Newton,  Methodus  fluxionum  (Opusc.  coli.  Castillioneus,  Lausanne  & 
Genf  1744). 

3)  L.  Euler,  Introductio  in  Analysin  infin.  1754,   1.  Buch,  1.  Kap.  §  7, 

4)  Näheres  über  Abel  s.  unten  Nr.  41. 
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der  Entwicklung  der  Funktionentheorie  und  der  Theorie  der  alge- 
braischen Kurven  sehe  man  den  Bericht  von  Brill  und  Nöther  im 
Jahresbericht  der  deutschen  Math.-Vereinig.  3  (1892 — 93),  erschienen 
18945). 

2.  Die  algebraische  Funktion  in  der  Umgebung  einer  ein- 
zelnen Stelle.  Ist  f(3cy)  vom  Grade  n  in  y,  so  gehören  zu  jedem 
Werte  von  x  auch  n  Werte  von  y.  Diese  heissen  Zweige®)  der 
Funktion.  Durchläuft  x  einen  geschlossenen  Weg,  so  geht  entweder 
jeder  einzelne  Zweig  in  sich  über,  oder  aber  es  verteilen  sich  die 
einzelnen  Zweige  in  Teilsysteme,  Cyklen')  genannt,  deren  einzelne 
Elemente  sich  beim  Umlauf  cyklisch  unter  einander  vertauschen. 
Ein  solcher  Cyklus  kann  auch  nur  ein  Element  enthalten.  Die  Zweige 
eines  aus  mehreren  Elementen  bestehenden  Teilsystems  nehmen  an  be- 
stimmten Stellen  gleiche  Werte  an  und  hängen  so  miteinander  zu- 
sammen. Diese  Stellen  heissen  daher  Verzweigungsstellen®)  jener  dem 
Cyclus  angehörigen  Zweige,  die  a;-Werte  selbst  Verzweigungswerte. 
Sie  sind  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhanden,  da  in  ihnen  die  Diskrimi- 
nante  von  f(xy)  nach  y  verschwinden  muss.  Die  Umgebung  des  unend- 
lich fernen  Punktes  ist  besonders  durch  Einführung  von  ar-^  statt  x  zu 
untersuchen.  Unendlich  können  einer  oder  mehrere  Zweige  nur  dann 
werden,  wenn  entweder  x  selbst  unendlich  wird,  oder  der  Koeffizient 
der  höchsten  Potenz  von  y  verschwindet.  Die  Zahl  der  Unendlich- 
keitsstellen ist  also  ebenfalls  endlich.  Ist  a  keine  Verzweigungsstelle 
eines  bestimmten  Zweiges,  so  ist  dieser  in  der  Umgebung  von  a 
nach  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  entwickelbar,  ,und  zwar  treten 
negative  Potenzen  nur  in  endlicher  Zahl  und  nur  an  einer  endlichen 
Zahl  von  Stellen  auf.  Gehen  in  der  Umgebung  einer  Verzweigungs- 
stelle k  Zweige  in  einander  über,  so  heisst  diese  eine  Je  —  1 -fache, 
oder  von  der  k  —  1*®°  Ordnung.  In  der  Umgebung  einer  solchen 
werden  sämtliche  Je  in  ihr  zusammenhängende  Zweige  durch  eine  und 


5)  Im  folgenden  kurz  mit  Ber.  und  Seitenzahl  citiert. 

6)  Riemann,  Abel'sche  Funktionen,  J.  f.  Math.  54  (1857)  =  Werke,  hsgg. 
von  H.  Weher,  Leipzig  1892  (2.  Aufl.),  p.  90;  künftig  mit  R.  A.  F.  citiert. 

7)  Puiseux,  Recherches  sur  les  fonctions  algebriques,  J.  de  math.  15  (1850), 
Nr.  19  (auch  deutsch  von  Fischer,  Halle  1861).  Vgl.  Briot  u.  Bouquet,  Fonctions 
elliptiques,  deux.  edition,  Paris  1875,  p.  39. 

8)  R.  A.  F.  p.  90,  point  critique  bei  Briot  u.  Bouquet  1.  c.  und  anderen. 
Einzelne  Autoren,  wie  Picard  (Traite  d'anal.  2,  p.  349)  gebrauchen  letzteren 
Ausdruck  überhaupt  für  solche  Stellen,  an  denen  zwei  oder  mehr  Werte  von  y 
einander  gleich  werden,  während  die  Verzweigungspunkte  points  de  ramification 
heissen. 
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dieselbe  nach  ganzen  Potenzen  von  {x  —  a)V*  fortschreitende  Reihe 
dargestellt.  Negative  Potenzen  treten  auch  hier  nur  in  endlicher  Zahl 
auf.  Im  Unendlichen  tritt  or-^  an  die  Stelle  von  x  —  a  in  den  Reihen, 
was  in  Zukunft  nicht  mehr  besonders  erwähnt  werden  soll.  Die 
Reihen  konvergieren  bis  zur  nächsten  Verzweigungs-  oder  Unendlich- 
keitsstelle des  oder  eines  der  dargestellten  Zweige^).  Diese  Eigen- 
schaften sind  für  die  algebraischen  Funktionen  auch  charakteristisch, 
d.  h.  eine  Funktion,  welche  überall  n  Werte  annimmt  und  deren 
Entwicklungen  das  eben  beschriebene  Verhalten  zeigen,  wobei  Ver- 
zweigungs- und  solche  Stellen,  in  deren  Umgebung  eine  Entwicklung 
nach  negativen  Potenzen  auftritt,  nur  in  endlicher  Zahl  vorkommen 
dürfen,  ist  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  mit  rationalen  Funk- 
tionen von  X  als  Koeffizienten  ^°).  Ist  es  überdies  möglich,  auf  ge- 
eigneten Wegen  von  x  jeden  Zweig  in  jeden  andern  überzuführen 
ohne  dass  auf  dem  dabei  benützten  Wege  zwei  oder  mehr  derselben 
einander  gleich  werden,  so  ist  diese  algebraische  Gleichung  auch  un- 
zerlegbar. Im  Gegenfalle  lässt  sie  sich  in  eine  endliche  Anzahl  solcher 
zerlegen. 

3.  Das  algebraisclie  Gebilde.  Weierstrass ")  bezeichnet  die  Ge- 
samtheit der  Wertepaare  x,  y,  welche  einer  algebraischen  Gleichung 
f{xy)  =  0  genügen,  als  ein  algebraisches  Gebilde,  das  einzelne  Werte- 
paar xy  als  eine  Stelle  ^^)  des  Gebildes.  Ist  a,  h  eine  solche  Stelle, 
so  heisst  sie  regulär,  wenn  f{a  -f-  |,  &  -f  iy)  in  |  und  tj  lineare 
Glieder  hat,  sonst  aber  singulär.  Die  Anzahl  der  singulären  Stellen, 
welche  wohl  zu  unterscheiden  sind  von  den   singulären  Stellen  einer 

9)  Die  Reihenentwicklungen  beginnen  mit  Newton  (1.  c.)  u.  Gramer,  Analyse 
des  lignes  courbes  algäbr.,  Geneve  1750;  Lagrange,  Th.  des  fonctions  analyti- 
ques,  Paris  1796;  Berl.  Mäm.  24  (1768)  =  Oeuvres  3,  p.  5;  ibid.  1776  =  Oeuvres  4, 
p.  301).  Lacroix'B  Traitö  1,  p.  104  (2.  4d.  1810)  giebt  Erläuterungen  hierzu. 
Cauchy  giebt  den  Satz  von  der  Stetigkeit  der  einzelnen  Zweigfunktionen  (Exer- 
cices  d'anal.  2,  p.  109;  Par.  C.  R.  12,  1841;  seine  allgemeinen  Entwicklungen 
über  implicite  Funktionen  siehe  II  Bl);  Minding  (J.  f.  Math.  23,  1841)  die  Ent- 
wicklung im  Unendlichen,  Puiseux  den  obigen  Satz  (1.  c).  Eine  andere  Art 
der  Entwicklung  bei  Hermite,  J.  f.  Math.  116.  Siehe  auch  Nr.  3.  —  Ältere 
Litteratur  bei  S.  Günther,  Vermischte  Untersuchungen  zur  Geschichte  etc.,  Leipz. 
1876,  Kap.  III;  Ä.  Lechthaler,  Progr.  Gymn.  Melk  1885;  Zusammenstellung  bei 
Harkness  u.  Morley,  Treatise  (1893),  p.  127. 

10)  R.  A.  F.,  p.  108.  Sriot  et  Bouquet,  J.  ec.  pol.,  cah.  36  (1856);  Fonctions 
elliptiques,  2.  äd.,  p.  217.  Hierher  gehört  auch  L.  Kronecker,  Berl.  Ber.  1884, 
Werke  1,  p.  543.    Man  sehe  auch  II B  1,  Nr.  12. 

11)  Zuerst  in  Vorlesungen.  Vgl.  Werke  2,  p.  235.  Auch  G.  Hettner,  Gott. 
Nachr.  1880. 

12)  Point  analytique  bei  Appell  und  anderen  (Par.  C.  R.  94, 95 ;  Actamath.l), 
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Funktion,  ist  endlich.  Sie  geben  zugleich  die  singulären  Stellen ^^) 
der  algebraischen  Kurve  f{ocy)  =  0.  Alle  Werte  von  x  und  y,  welche 
in  einer  genügend  kleinen  Umgebung  von  a  resp.  h  liegen  und  dem 
Gebilde  angehören,  lassen  sich  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Reihen- 
paaren, die  nach  ganzen  Potenzen  eines  Parameters  fortschreiten, 
darstellen^*).  Negative  Potenzen  treten  dabei  nur  in  endlicher  An- 
zahl auf.  In  der  Umgebung  einer  regulären  Stelle  reicht  stets  ein 
einziges  Paar  aus.  Dabei  ist  wesentlich,  dass  die  Wahl  des  Para- 
meters so  getroffen  werden  kann,  dass  jeder  Stelle  in  der  Nähe  von 
a,  h  auch  nur  ein  Wert  des  Parameters  in  der  zugehörigen  Entwick- 
lung entspricht.  Ein  solcher  kann  sogar  für  die  Umgebung  einer 
bestimmten  Stelle  (a,  V)  als  rationale  Funktion  von  x,  y  gewählt 
werden,  und  soll  in  Zukunft  mit  t  bezeichnet  werden.  Ein  solches 
Reihenpaar  nennt  Weierstrass  ein  Element  des  algebraischen  Gebildes. 
Zur  Darstellung  des  ganzen  Gebildes  reicht  stets  eine  endliche  Anzahl 
von  Elementen  aus  und  sämtliche  gehen  aus  einem  unter  ihnen  durch 
analytische  Fortsetzung  hervor,  wenn  die  definierende  Gleichung  un- 
zerlegbar ist.  Diese  Eigenschaft  des  Gebildes  bezeichnet  Weierstrass 
als  die  Monogeneität  des  algebraischen  Gebildes.  Die  in  Nr.  2  er- 
wähnten Reihenentwicklungen  liefern  unmittelbar  Elemente,  wenn  als 
Parameter  x  —  a  resp.  (x  —  a)^/*  gewählt  wird. 

4.  Die  Riemann'sclie  Fläche.  Eine  klare  und  übersichtliche 
Vorstellung  von  dem  Gesamtverlauf  der  Werte  einer  algebraischen 
Funktion  hat  Biemann'^'^)  durch  folgende  Darstellung  erreicht.  Denkt 
man  sich  in  n  übereinanderliegenden  Exemplaren  der  Ebene  der  kom- 
plexen Zahlen  die  Verzweigungswerte  markiert  und  sämtlich  durch 
einander  nicht  schneidende,  in  allen  Blättern  gleichverlaufende  Linien 
mit  einer  Stelle,  an  der  sämtliche  Zweige  der  Funktion  verschiedene 
Werte  annehmen,  verbunden,  so  ist  in  jedem  Blatt  der  einzelne  Zweig 
der  Funktion  eindeutig,  wenn  diese  Linien  als  nicht  überschreitbare 
Grenzen  festgesetzt  werden.  Dabei  werden  zu  beiden  Seiten  der 
Linien    gleiche    oder   verschiedene  Werte  auftreten,  je  nachdem  das 


13)  Litteratur  hierzu  Ber.  p.  367  und  ni  C  2. 

14)  M.Hamburger,  Zeitschr.  Math.  Phys.  16  (1871);  L.  Koenigsherger,  Vorles. 
über  ellipt.  Funkt.  (1874);  0.  Stolz,  Math.  Ann.  8  (1875);  0.  Biermann,  Funk- 
tionentheorie §  39 — 41;  0.  Stolz,  Grundz.  d.  Diff.-  u.  Integralrechnung  1,  p.  177 ff. ; 
einen  andern  Weg  giebt  M.  Ch.  Meray,  Le90ns  sur  l'analyse  infinitesimale  2, 
Paris  1895,  p.  121 — 167.  Für  die  Behandlung  auf  arithmetischer  Grundlage 
Kronecker,  J.  f.  Math.  91  (1881);  Hensel,  Berl.  Ber.  1895;  siehe  IB  1  c  von  Hensel 
u.  Landsberg,  Vorles. 

15)  Diss.  Gott.  1851,  Nr.  5  (Werke,  p.  7);  A.  F.  1  (Werke,  p.  88). 
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Ende  der  Linie  Verzweigungsstelle  des  betrachteten  Zweiges  ist  oder 
nicht.  Ordnet  man  nun  jedem  Zweig  ein  bestimmtes  Blatt  zu,  so 
finden  sich  die  Werte  auf  einer  Seite  einer  der  Linien  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  derselben  Linie  oder  einer  gleichverlaufenden  in 
einem  andern  Blatt.  Durchschneidet  man  daher  sämtliche  Blätter 
längs  dieser  Linien,  und  verbindet  die  einzelnen  Blätter  längs  dieser 
Schnitte  (Verzweigungsschnitte)  in  der  Weise,  dass  solche  Schnitt- 
ränder, welche  gleiche  Funktionswerte  tragen,  miteinander  verschmolzen 
werden,  so  erhält  man  eine  die  Ebene  n-iach  überdeckende  Fläche, 
auf  welcher  die  Funktion  y  eindeutig  ausgebreitet  ist,  die  Biemmm^sche 
Fläche.  Ihre  Konstruktion  kann  auf  mannigfache  Art  abgeändert 
werden.  Wesentlich  ist  dabei  nur,  dass  die  Verbindung  der  einzelnen 
Blätter  den  Übergang  der  einzelnen  Zweige  der  Funktion  ineinander 
richtig  wiedergiebt.  Die  Konstruktion  kann  ebenso  an  die  Ausbreitung 
der  komplexen  Zahlen  auf  der  Kugelfläche  geknüpft  werden  ^®).  Damit 
wurde  zum  erstenmal  die  Zuordnung  des  gesamten  Wertevorrats  der 
einzelnen  algebraischen  Funktion  zu  den  Werten  der  unabhängigen 
Veränderlichen  und  der  Zusammenhang  aller  Funktionswerte  unter- 
einander klar  erfasst.  Die  Gruppe  der  Vertauschungen,  welche  die 
Funktionswerte  bei  geschlossenen  Wegen  der  unabhängigen  Variablen 
erleiden,  heisst  die  Monodromiegruppe  ^^)  der  Gleichung  f{if,  x)  =  0. 
Aus  der  Verzweigungsart  hat  Frobenius  ^^)  Kriterien  für  die  Auflös- 
barkeit von  f{y,  x)  =  Q  nach  y  durch  Wurzelzeichen  hergeleitet.  Eine 
JRiemann'^chQ  Fläche  ist  durch  Angabe  der  Verzweigungs werte  und 
der  Cyklen  um  diese  noch  nicht  vollständig  bestimmt,  vielmehr  muss 
auch  der  Zusammenhang  der  einzelnen  Zweige  von  einem  Verzwei- 
gungspunkt zum  andern  gegeben  sein^^).  Die  Anzahl  der  Biemann- 
schen  Flächen  bei  gegebenen  Verzweigungswerten  und  ihren  Cyklen 
und  die  Gruppe  dieses  Problems  hat  Hurwitz  ^°)  bestimmt,  nachdem 
schon  früher  TJiomae^^)  für  3-  und  4-blättrige  Flächen  mit  transcen- 
denten  Mitteln  die  zugehörigen  Funktionen  angegeben  hatte. 

16)  Ausführliches  über  die  Konstruktion  solcher  Flächen  in  den  Lehr- 
büchern von  C.  Neumann,  Durege,  Koenigsberger,  Petersen,  BurMiardt,  Appell  et 
Goursat,  Harkness  and  Morley,  Baker.  Die  ersten  ausführlichen  Anweisungen 
hierzu  haben  wohl  Prym  (Wien.  Denkschr.  1864)  und  Durege  gegeben;  vgl.  zur 
ganzen  Nr.  auch  II  Bl,  Nr.  10,  11. 

17)  Ch.  Hermite,  Par.  C.  R.  32;    A.  Kneser,  Math.  Ann.  28  (1886). 

18)  J.  f.  Math.  74  (1872). 

19)  J.  Thomae,  J.  f.  Math.  75  (1873). 

20)  Math.  Ann.  39  (1891),  55  (1901).  Hierher  gehört  auch  Hoyer,  Math.  Ann. 
42  (1892);  47  (1896).     Auch  Kasten,  Diss.  Göttingen  1876. 

21)  Math.  Ann.  18  (1881). 
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In  einer  mehr  an  Puiseux^^)  anschliessenden  Weise  haben  Clehsch 
und  Gordan  ^^)  den  Übergang  der  Funktionswerte  ineinander  längs 
geschlossener  Wege  (Cyklen,  Schleifen,  Umgänge)  ihrer  Darstellung 
zu  Grunde  gelegt. 

5.  Zusammenliang  und  Geschlecht  der  Eiemann'schen  Fläche. 
Ist  fixy)  unzerlegbar,  so  bildet  die  Biemami'sche  Fläche  ein  einziges 
zusammenhängendes  Ganzes^*),  sonst  liefert  jeder  Faktor  von  f(xy) 
eine  solche  Fläche,  welche  mit  den  andern  nicht  zusammenhängt. 
Nur  zu  unzerlegbaren  Gleichungen  gehörige  Biemann'sche  Flächen 
sollen  weiterhin  in  Betracht  gezogen  werden.  Eine  solche  ist  von 
bestimmtem  Zusammenhang  im  Sinn  der  Analysis  situs  (III A  4) 
und  zwar  als  geschlossene  Fläche  22)+l-fach  zusammenhängend. 
Die  Zahl  p,  bei  Weierstrass  mit  q  bezeichnet,  heisst  das  Geschlecht  ^^) 
der  Biemann' sehen  Fläche  und  der  algebraischen  Funktion,  bei 
Weierstrass  der  Rang  des  algebraischen  Gebildes.  Sie  hängt  mit  der 
Blätterzahl  und  den  Ordnungszahlen  der  Verzweigungspunkte  der 
Biemai2n' sehen  Fläche  durch  die  Formel  w  —  2n  =  2p  —  2  ^^)  zusammen, 
wo  w  die  Summe  der  Ordnungszahlen  der  Verzweigungspunkte  be- 
deutet. Ist  f{xy)  in  y  vom  Grade  n,  in  x  vom  Grade  m,  und  hat 
die  Kurve  f(xy)  =  0  nur  einfache  Doppelpunkte  im  Endlichen,  so  ist 
p  =  (m  —  1)  (n  —  1)  —  r,^^)  wo  r  die  Anzahl  der  im  Endlichen  ge- 
legenen Doppelpunkte  bedeutet  2'').  Für  die  nähere  Bestimmung  des 
Geschlechtes  aus  den  Singularitäten  der  Kurve  f{xy)  =  0  sehe  man 
III  C  2. 

6.  Zerschneidung    der   Riemann'schen  Fläche;    Querschnitte. 

Nach  den  Lehren  der  Analysis  situs  2^)  lässt  sich  die  Biemann'sche 
Fläche  auf  mannigfache  Art  durch  geeignete  Quer-  und  Rückkehr- 
schnitte in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandeln.    Die  folgende 


22)  P.  stellt  sich  geradezu  die  Aufgabe,  den  Wert  der  algebr.  Funktion  zu 
bestimmen,  wenn  die  unabh.  Variable  einen  bestimmten  Weg  durchläuft- 
C.  Bunge  erledigt  diese  Frage  mit  algebr.  Mitteln,  J.  f.  Math.  97  (1884). 

23)  A.  Clebsch  u.  P.  Gordan,  Abel'sche  Funktionen  (1866);  Schluß,  J.  f. 
Math.  76  (1873);    F.  Casorati,  Ann.  di  mat.  (2)  3  (1869);  (2)  15  (1887),  16  (1888). 

24)  L.  Koenigsberger  leitet  mit  Hülfe  der  Verzweigung  der  Riemann'schen 
Fläche  Kriterien  für  die  Unzerlegbarkeit  der  Gleichung  f{y,x)  =  0  her,  Berl. 
Ber.  46  (1898);  J.  f.  Math.  115. 

25)  Der  Name  zuerst  bei  A.  CUbsch,  J.  f.  Math.  64  (1865). 

26)  Eiemann,  A.  F.,  Art.  7  (Werke,  p.  114). 

27)  Auf  diesen  Fall  kann  der  allgemeine  immer  zurückgeführt  werden; 
vgl.  Nr.  10  und  III  C  2,  III  C  8.  Allgemeine  Vorschriften  bei  JSensel  u.  Lands- 
herg,  Vorles.  1901. 

28)  III A4. 
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Art  der  Zerschneidung  wird  als  Jcanonische^^)  bezeichnet.  Man  legt 
p  sich  selbst  und  einander  nicht  schneidende  Rückkehrschnitte,  die 
Schnitte  Ä,  hierauf  p  weitere  ebensolche  Querschnitte,  Schnitte  B, 
von  denen  jeder  die  beiden  Ränder  eines  Schnittes  Ä  verbindet.  End- 
lich verbindet  man  die  p  so  erhaltenen  Schnittepaare  durch  p  Schnitte 
C,  welche  von  dem  Rand  eines  Schnittepaares  Ä,  B  zu  dem  eines 
nächsten  führen,  zu  einem  Ganzen.  Die  Schnitte  C  können  ganz  er- 
spart werden,  wenn  man  die  Schnitte  Ä,  B  von  einem  und  demselben 
Punkt  der  Riemann^ sehen  Fläche  aus  zieht,  und  kommen  hier  auch 
sonst  nicht  weiter  in  Betracht.  Es  darf  jedoch  kein  Schnitt  weder 
einzeln  noch  mit  den  andern  zusammen  die  Fläche  zerstücken^^). 

7.  Spezialfälle  und  Normalformen.  Die  zweiblättrigen  Rie- 
waww'schen  Flächen,  welche  die  Ausbreitung  einer  Quadratwurzel  aus 
einer  ganzen  rationalen  Funktion  wiedergeben,  werden  hyperelliptische  ^^) 
Flächen  genannt,  wenn  der  Grad  der  ganzen  rationalen  Funktion 
grösser  als  4  ist.  Ist  der  Grad  der  ganzen  rationalen  Funktion  ge- 
rade, so  ist  er  2p  +  2,  sonst  2p  +  1.  Im  letzteren  FaU  hat  die 
Fläche  ausser  den  2p  -\-  1  im  Endlichen  gelegenen  Verzweigungs- 
punkten, an  denen  die  ganze  rationale  Funktion  verschwindet,  noch 
den  unendlichen  fernen  Punkt  zum  Verzweigungspunkt,  im  ersten  Fall 
aber  liegen  alle  2p  -\-  2  Verzweigungspunkte  im  Endlichen,  so  dass 
also  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  beiden  Fällen  nicht  be- 
steht.   Die  Riemann'sch.e  Fläche  wird  hier  einfach  dadurch  hergestellt, 

29)  Eiemann,  A.  F.,  Art.  19. 

30)  Man  sehe  insbesondere  das  Lehrbuch  von  C.  Neumann.  Auch  die 
kanonische  Zerschneidung  kann  auf  mannigfache  Weise  vollzogen  werden.  Der 
Zusammenhang  der  verschiedenen  Arten  der  Zerschneidung  ist  für  die  Theorie 
der  linearen  Transformation  der  Abel'schen  Funktionen  wichtig;  Thomae,  Zeitschr. 
f.  Math.  u.  Phys.  12;  J.  f.  Math.  75  (1873);  Klein-Burkhardt,  Math.  Ann.  35 
(1889),  p.  210,  neuerdings  Wellstein,  Math.  Ann.  52  (1899),  siehe  IIB  6b; 
Clebsch  und  Gardan  ersetzen  die  Theorie  der  Querschnitte  durch  bestimmte 
Kombinationen  von  Schleifen,  siehe  Note  23,  32  und  Briot,  fonctions  aböliennes, 
Paris  1879. 

31)  Deren  Integrale  waren  die  ersten  über  die  elliptischen  hinausgehenden 
Integrale  algebraischer  Funktionen,  welche  Abel  in  Betracht  zog  (vgl.  Nr.  42). 
Der  Name  rührt  von  Legendre  her  (Traite  des  fonctions  elliptiques  3,  p.  181); 
JacoU  schlug  den  Namen  Abel'sche  vor  (J.  f.  Math.  8  (1832),  Werke  1,  p.  379). 
Beide  Namen  sind  in  der  älteren  Litteratur  synonym;  z.  B.  Eichelot,  J.  f. 
Math.  12,  16,  23,25;  Weierstrass,  J.  f.  Math.  47  (1854));  A.  Göpel  (J.  f.  Math. 
35,  Ostwald's  Klassiker  Nr.  67)  machte  zuerst  den  Vorschlag,  die  Benennung 
hyperelliptische  Integrale  in  dem  obigen  Sinne  zu  gebrauchen,  den  Namen 
AbeVsche  Integrale  aber  den  Integralen  allgemeiner  algebraischer  Funktionen 
vorzubehalten. 
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dass  man  die  Verzweigungspunkte  in  p  -\-  1  Paare  ordnet,  die  Punkte 
jedes  Paares  mit  einander  durch  je  einen  Verzweigungsschnitt  ver- 
bindet, und  längs  dieser  p  -\-  1  Verzweigungsschnitte  die  beiden 
Blätter  kreuzweise  mit  einander  verbindet ^^).  Die  Zerschneidung  der 
Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende  kann  so  vorgenommen 
werden,  dass  man  die  p  Schnitte  Ä,  von  einem  Punkt  des  ersten 
Verzweigungschnittes  ausgehend,  im  ersten  Blatte  bis  zu  je  einem 
Punkte  eines  der  p  übrigen  Verzweigungsschnitte  führt,  und  nach 
Überschreitung  des  letzteren  im  zweiten  Blatt  zum  Ausgangspunkt 
zurückkehrt.  Die  Schnitte  B  sind  dann  einfache  Umläufe  im  ersten 
Blatt  um  die  Paare  von  Verzweigungspunkten,  ausgenommen  das 
erste  Paar,  Die  hyperelliptischen  Flächen  und  algebraischen  Funk- 
tionen für  p  =  2,  3,  4  etc.  werden  als  von  der  ersten,  zweiten,  dritten 
etc.  Ordnung  bezeichnet,  bei  p  =  2  die  Ordnung  häufig  weggelassen. 
Wenn  eine  Biemann'sche  Fläche  nur  einfache  Verzweigungspunkte 
hat,  so  lässt  sie  sich  durch  geeignete  Anordnung  der  Verzweigungs- 
schnitte derart  umformen,  dass  zwei  Blätter  nach  Art  der  hyperellip- 
tischen Fläche  in  2p  -f  2  Verzweigungspunkten  zusammenhängen, 
während  die  übrigen  n  —  2  Blätter  je  in  einem  Paar  von  Ver- 
zweigungspunkten mit  einem  der  ersten  beiden  zusammenhängen. 
Die  Zerschneidung  der  ersten  zwei  Blätter  nach  Art  der  hyperellip- 
tischen ist  dann  auch  zugleich  eine  kanonische  Zerschneidung  der 
ganzen  Fläche  ^^). 

8.  Funktionen  am  algebraischen  Gebilde  und  der  Riemann'schen 
Fläche.  Funktionen  des  Wertepaares  x,y,  welche  in  der  llmgebung  einer 
bestimmten  Stelle  des  Gebildes  analytische  Funktionen  des  Parameters  t 
sind,  also  auf  der  Riemann'schen  Fläche  solche  Yonx  —  a  oder  (x  —  a)V*, 
werden  als  analytisch  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  am  Gebilde  be- 
zeichnet, zeigen  sie  dieses  Verhalten  in  der  Umgebung  jeder  Stelle,  so 
heissen  sie  analytische  Funktionen  am  Gebilde  oder  der  Riemann'schen 
Fläche;  je  nach  ihrem  Verhalten  als  Funktionen  von  t  wird  die  Stelle 
als  wesentlich  oder  ausserwesentlich  singulär,  als  regulär,  die  Funktion 
selbst  als  ein-  oder  mehrdeutig  in  der  Umgebung  der  Stelle  bezeich- 
net. Die  Ordnung  des  Null-  oder  Unendlich-werdens  bei  eindeutigen 
Funktionen  ist  eben  durch  dieselben  Ordnungen  bestimmt,  die  ihnen 
als  Funktionen  des  Parameters  t  zukommen.  Damit  stimmt  die  Er- 
klärung   der  bez.  Ordnungen  bei  Riemann   durch   die  Änderung  des 

32)  J.  Lüroth,  Math.  Ann.  3  (1871);  Münch.  Abh.  15  (1885),  16  (1887),  dort 
auch  weitere  Litteratur;  CMsch,  Math.  Ann.  6  (1873);  vgl.  auch  das  Lehrbuch 
von  H.  Stahl. 
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Logarithmus  der  Funktion ^^)  bei  vollständiger  Umlaufung  der  Stelle 
auf  der  Biemann' sehen  Fläclie  überein.  Die  Funktion  heisst  unver- 
zweigt am  ganzen  algebraischen  Gebilde  oder  auf  der  Riemann' sehen 
Fläche,  wenn  sie  es  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  ist.  Dies  zieht 
jedoch  keineswegs  Eindeutigkeit  am  ganzen  Gebilde  nach  sich,  weil 
durch  analytische  Fortsetzung  auf  solchen  Wegen,  welche  Querschnitte 
überschreiten,  ev.  vom  Ausgangselement  verschiedene  Elemente  er- 
halten werden  können^*).  Eine  Funktion,  welche  am  ganzen  alge- 
braischen Gebilde  oder  der  Riemann^schen  Fläche  eindeutig  ist  und 
nur  ausserwesentlich  singulare  Stellen  besitzt,  ist  eine  rationale  Funktion 
von  X  und  y  und  umgekehrt.  Eine  solche  nimmt  jeden  Wert  gleich 
oft   am  algebraischen   Gebilde  oder  der  Riemann'schen  Fläche  ^^)   an. 

9.  Der  Körper  der  rationalen  Funktionen,  Transformation 
des  Gebildes  und  die  Riemann'schen  Klassen.  Erhaltung  von  ^?. 
Die  Gesamtheit  der  rationalen  Funktionen  von  x  und  y  bildet  einen 
Körper  und  gestattet  daher  die  Anwendung  der  arithmetischen  Me- 
thoden ^^).  Die  einzelne  rationale  Funktion  2  von  x  und  y  ist  selbst 
Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten  in  x. 
Der  Grad  dieser  Gleichung  ist  entweder  gleich  n  oder  ein  Teiler  von  n. 
Im  ersten  Fall  ist  y  rational  durch  die  neu  eingeführte  Funktion  dar- 
stellbar, im  zweiten  Fall  nicht.  Nur  im  ersten  Falle  sind  die  zu  ^ 
und  y  gehörigen  Riemann'schen  Flächen  identisch,  im  zweiten  Falle 
ist  zwar  z  eindeutig  auf  der  y  zugehörigen  Riemann'schen  Fläche, 
nicht  aber  umgekehrt 2^).  Das  einfachste,  jedoch  triviale  Beispiel 
solcher  Funktionen  sind   die  rationalen  Funktionen  von  x  allein. 

Sind  w  und  2  zwei  rationale  Funktionen  von  x  und  y,  von  denen 
die  erste  jeden  Wert  /*  mal,  die  zweite  s  mal  annimmt,  so  ergiebt 
die  Elimination  von  x  und  y  aus  den  drei  Gleichungen  iv  =  iv  {x,  y), 

33)  Riemann  hat  wohl  zuerst  den  Gedanken  gefasst,  ein  algebraisches 
Gebilde  als  Träger  von  Funktionswerten  aufzufassen,  A.  F.  Art.  2. 

34)  Unverzweigt  und  eindeutig  ist  in  der  Litteratur  nicht  immer  streng 
geschieden,  da  die  unverzweigten  Funktionen  auf  der  durch  Querschnitte  zer- 
schnittenen iJi'ewann'schen  Fläche  eindeutig  sind,  jedoch  nicht  auf  der  unzer- 
schnittenen. 

35)  Briot  et  Bouquet,  J.  d.  e'c.  pol..  1856;  Biemann,  A.  F.,  Art.  5  (1857), 
doch  unabhängig  von  B.  et  B.,   s.  Werke  p.  102. 

36)  Dedekind  u.  Weber,  J.  f.  Math.  92  (1882);  die  Arbeiten  von  Kronecker, 
Hensel,  Landsberg  siehe  Iß  Ic,  Nr.  11.  Neuerdings  der  letztgenannte  Math. 
Ann.  54  (1901).  Ausgeführte  Beispiele  unter  diesem  Gesichtspunkt  bei  L.  Bauer, 
Math.  Ann.  41  (1893),  46  (1895).  Eine  systematische  Darstellung  unter  diesem 
Gesichtspunkt  Hensel  u.  Landsberg,  Algebr.  Funkt.,  Teubner  lÖOl. 

37)  Riemann,  A.  F.,  Art.  5. 
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z  ==  3  {x,  y)  •and  f  (x,  y)  =  0  eine  algebraische  Gleichung  zwischen 
w  und  2,  welche  in  w  vom  s*®°,  in  0  vom  r*^''  Grade  ist:  F{w,z)  =  0. 
Diese  ist  entweder  unzerlegbar  oder  Potenz  einer  unzerlegbaren  Funk- 
tion. Im  ersten  Falle  sind  x  und  y  selbst  als  rationale  Funktionen 
von  w  und  z  darstellbar.  Die  beiden  Gleichungen  f  {x,  y)  =  0  und 
F  (w,  z)  =  0  gehen  dann  durch  rationale  Transformation  in  einander 
über,  die  zugehörigen  Gebilde  und  jRiemaww'schen  Flächen  sind  ein- 
eindeutig auf  einander  bezogen.  Die  üiemaww'schen  Flächen  sind 
überdies  konform  auf  einander  abgebildet,  und  haben  daher  gleiches 
Geschlecht  p.  Die  Gesamtheit  aller  Gleichungen,  welche  aus  einer 
unter  ihnen  durch  eine  solche  Transformation  hervorgehen,  nennt 
Riemann  eine  Klasse  ^^)  algebraischer  Gleichungen.  Die  Gesamtheit 
der  rationalen  Funktionen  von  x  und  y,  als  Funktionen  einer  unter 
ihnen  aufgefasst,  bilden  ein  System  gleichverzweigter  algebraischer 
Funktionen.  Die  durch  verschiedene  Wahl  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen entspringenden  Systeme  werden  ebenfalls  zu  einer  Klasse 
algebraischer  Funktionen  zusammengefasst,  so  dass  jeder  Klasse  von 
Gleichungen  eine  Klasse  von  Funktionssystemen  und  umgekehrt  ent- 
spricht. 

10.  Bedeutung  des  Klassenbegriffes.  Aus  der  Zusammenfassung 
der  algebraischen  Funktionen  in  Klassen  ergiebt  sich  die  Forderung, 
die  einzelne  Funktion  zu  charakterisieren,  unabhängig  von  ihrer  Dar- 
stellung durch  zwei  besondere  Funktionen  der  Klasse.  Dies  wird  in 
der  Theorie  von  Weierstrass  dadurch  erreicht,  dass  das  Verhalten  der 
Funktion  in  Bezug  auf  die  zu  den  einzelnen  Stellen  gehörigen  Para- 
meter t  zu  ihrer  Festlegung  dient.  Es  ist  hier  das  algebraische  Ge- 
bilde aufgelöst  in  eine  Anzahl  von  Bereichen  der  zu  einer  endlichen 
Anzahl  von  Stellen  gehörigen  Parameter  t,  welche  durch  die  —  die 
analytische  Fortsetzung  vermittelnden  —  Übergangssubstitutionen 
zu  einem  Ganzen  verbunden  sind.  Die  ursprüngliche  algebraische 
Gleichung  kann  ebensogut  durch  jede  andere  der  Klasse  ersetzt 
werden.  Auf  ganz  verschiedenem  Weg  erreichen  De^e^iwf^  und  Weber^^) 
dieses  Ziel  mit  den  Hülfsmittehi  der  Idealtheorie.  Der  einzelne  Punkt 
der  Riemann' sehen  Fläche  erscheint  dann  als  Primideal.  Ein  dritter  Weg 
führt  zunächst  zur  Aufstellung  von  Funktionen,  resp.  Formen,  welche 
selbst  ihre  Beziehung  zum  algebraischen  Gebilde  bei  rationaler  Trans- 
formation  nicht    ändern   und   Darstellung   aller   übrigen   Funktionen 


38)  Biemann,  A.  F.,  Art.  12  (1857). 

39)  1.  c.  (Note  36),  sowie  die  übrige  dort  angegebene  Litteratur. 
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durch  diese  (invariante  Darstellung)*'').  Ferner  dient  die  rationale 
Transformation  dazu,  aus  den  Gleichungen  einer  Klasse  nach  ver- 
schiedenen Gesichtspunkten  Repräsentanten  (kanonische  Formen, 
Normalformen) *^)  auszuscheiden,  eine  Aufgabe,  welche  mit  der  Fest- 
legung der  Klasse  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Konstanten  (Mo- 
duln der  Klasse)  aufs  engste  zusammenhängt. 

11.  Die  Integrale  der  algebraischen  Funktionen;  ihre  Perioden. 

Wird  eine  algebraische  Funktion  integrirt  und  das  Integral  als 
Funktion  der  Grenzen  —  meist  der  oberen  —  aufgefasst,  so  entstehen 
neue,  zum  algebraischen  Gebilde  gehörige  Funktionen,  welche  ÄbeVsche 
Integrale*^)  genannt  werden.  Ausser  den  bei  algebraischen  Funk- 
tionen möglichen  Unendlichkeitsstellen  können  bei  ihnen  auch  loga- 
rithmische vorkommen,  in  deren  Umgebung  sie  in  der  Form  Ä  log  t 
+  P(t)  dargestellt  werden,  wenn  P(t)  eine  nach  ganzen  Potenzen 
von  t  fortschreitende  Reihe  mit  höchstens  einer  endlichen  Anzahl 
negativer  Potenzen  bedeutet.  Sie  sind  ferner  am  Gebilde  und  der 
Biemann' sehen  Fläche  zwar  unverzweigt,  aber  unendlich  vieldeutig, 
wenn  sie  sich  nicht  auf  algebraische  Funktionen  reduzieren.  Die 
sämtlichen  Werte  eines  Integrals  gehen  aus  einem  unter  ihnen  durch 
Hinzufügen  einer  linearen  Verbindung  gewisser  Konstanten  (Perioden 
oder  Periodizitätsmoduln)  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  hervor.  Die 
Perioden  sind  von  zweierlei  Art,  die  der  ersten  (logarithmische 
Perioden)  treten  zu  dem  Funktionswert  nach  Umlauf  einer  logarith- 
mischen Unstetigkeitsstelle,  die  der  zweiten  Art  (Perioden  oder 
Periodizitätsmoduln  schlechtweg)  treten  hinzu,  wenn  der  Integrations- 
weg auf  der  Riemann'schen  Fläche  solche  geschlossene  Wege  durch- 
läuft, welche  sich  nicht  ohne  Überschreiten  von  Verzweigungspunkten 
auf  einen  Punkt  zusammenziehen  lassen  (Periodenwege).    Alle  Perioden- 


40)  Ä.  Brül  und  M.  Nöther,  Math.  Ann.  7  (1874),  auch  Gott.  Nachr.  1873; 
Nöther,  Erl.  Ber.  1880,  Math.  Ann.  17  (1880).  Neuerdings  in  allgemeiner  Fassung 
Wellstein,  Math.  Ann.  54  (1901). 

41)  Siehe  unter  Nr.  30.  Hierher  gehört  auch  die  Verwendung  der  ratio- 
nalen Transformationen  zur  Auflösung  von  singulären  Stellen,  insbesondere  zur 
Überführung  der  Gleichung  f{x,  y)  =  0  in.  eine  solche,  deren  zugehörige  Kurve 
nur  mehr  einfache  Doppelpunkte  enthält.  L.  Kronecker,  J.  f.  Math.  91  (1881); 
M.  Nöther,  Math.  Ann.  9  (1875);  23  (1883);  34  (1889);  weitere  Litteratur  in  Brut 
und  Nöther's  Bericht,  p.  367  ff.  Man  sehe  auch  III,  C,  2,  8.  Neuerdings  zeigt 
E.  Vessiot,  Toul.  Ann.  1896,   dass  die  in  endlicher  Zahl  wiederholte  Anwendung 

der  Transformation  t  =  x,  n  =  ^  auf  /"(a;,  y)  ==  0  auf  eine  Kurve  mit  lauter 

(t  sc 
einfachen  Doppelpunkten  führt. 

42)  Siehe  Note  31. 
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wege  lassen  sich,  aus  2p  geeigneten  unter  ihnen  zusammensetzen  und 
darum  die  Perioden  im  engern  Sinn  sich  durch  2p  unter  ihnen  linear 
und  homogen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  ausdrücken.  Die  Quer- 
schnitte der  Biemann' sehen  Fläche  einer  kanonischen  Zerschneidung 
bilden  immer  ein  dazu  geeignetes  Wegesy stein  ^^).  Auf  der  zer- 
schnittenen Biemann' sehen  Fläche  sind  die  Integrale,  abgesehen  von 
logarithmischen  Perioden,  eindeutig,  nehmen  aber  an  beiden  Seiten 
eines  Querschnittes  um  eine  längs  des  Schnittes  konstante  Grösse 
verschiedene  Werte  an.  Wird  an  den  Schnitten  Ä  beliebig  eine  posi- 
tive und  eine  negative  Seite  festgesetzt,  an  den  Schnitten  B  aber  so, 
dass  bei  positiver  Umlaufung  der  ganzen  Biemann'schen  Fläche  man 
auf  der  positiven  Seite  der  Schnitte  B  von  der  positiven  Seite  der 
Schnitte  Ä  auf  die  negative  Seite  kommt,  so  wird  der  Punktions- 
wert auf  der  positiven  Seite,  vermindert  um  den  auf  der  negativen 
Seite  eines  Querschnittes,  als  Periode  an  diesem  Querschnitt  be- 
zeichnet und  ist  bei  einem  Schnitt  Ä  gegeben  durch  das  Integral 
längs  des  zugehörigen  Schnittes  B,  genommen  in  derjenigen  Inte- 
grationsrichtung, welche  von  negativer  Seite  von  Ä  auf  die  positive 
führt.  Das  entsprechende  gilt  von  den  Schnitten  B.  Wird  also  das 
Integral  in  der  Biemamt' sehen  Fläche  zunächst  ohne  Überschreitung 
der  Querschnitte  überallhin  fortgesetzt,  so  wird  überall  ein  bestimmter 
Wert  erhalten.  Für  einen  Integrationsweg,  welcher  die  Querschnitte 
beliebig  oft  überschreitet,  wird  dann  der  Wert  des  Integrals  aus 
diesem  erhalten,  indem  man  die  den  einzelnen  Querschnitten  zu- 
gehörigen Perioden  so  oft  positiv  hinzufügt,  als  der  Querschnitt  von 

43)  Die  mehrfache  Periodizität  bei  hyperelliptischen  Integralen  scheint 
zuerst  Abel  (üeuvr.  ^d.  S.  et  L.  2  p.  40)  wohl  1826  bemerkt  zu  haben.  Auch 
bei  Galois  finden  sich  (1832)  Bemerkungen,  welche  zeigen,  dass  ihm  diese  Er- 
scheinung bekannt  war  .(Oeuvres  ^d.  Picard,  p.  29).  Für  hyperelliptische 
Integrale  hat  durch  Rechnung  JaeoU  (J.  f.  Math.  9  (1832),  13  (1835)  =  ges. 
Werke  2,  p.  5,  23)  diese  Eigenschaft  dargelegt.  Die  Konsequenzen  Jacohi'a 
für  die  ' Umkehrungsfunktionen,  welche  für  die  Theorie  der  Aherschen 
Funktionen  wichtig  wurden,  siehe  IIB  6b  und  IIB  7;  s.  auch  die  Bemerkung 
Weher's  zur  Ausgabe  der  JacoU'schelx  Abhandlung  (J.  f.  Math.  13)  in  Ostwald's 
Klassikern  Nr.  64.  Aus  der  Theorie  der  komplexen  Integrationswege  wurde  die 
Existenz  der  Perioden  wohl  schon  von  Cauchy  (Par.  C.  R.  32  (1851)  Oeuvres  11, 
p.  292,  300,  304)  und  bei  algebraischen  Funktionen  von  Puiseux  (1.  c.)  (II  B  1) 
erkannt,  ohne  dass  ihm  die  Bestimmung  der  endlichen  Zahl  der  linear  unab- 
hängigen gelungen  wäre.  Dies  leisten  auf  Puiseux'^ch^r  Grundlage  erst  Clebsch 
und  Gordan  (1866)  (Note  23);  man  sehe  auch  Briot,  Fonctions  abeliennes, 
Paris  1879  Die  Periodizität  des  Integrals  aus  der  Beschaffenheit  des  Bereiches 
erkannt  zu  haben  und  sie  auf  2p  zurückzuführen,  ist  das  Verdienst  Biemann's 
(A.  F.,  1857). 
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der  positiven  zur  negativen  Seite  überschritten  wird  und  so  oft 
negativ,  als  die  entgegengesetzte  Überschreitung  stattfindet^^).  Funk- 
tionen, welche  am  algebraischen  Gebilde  oder  der  Eiemann'schen 
Fläche  ausser  logarithmischen  nur  ausserwesentlich  singulare  Stellen 
in  endlicher  Anzahl  besitzen,  auf  der  Bietnann' sehen  Fläche  unver- 
zweigt sind,  und  längs  der  Querschnitte  konstante  Wertdifferenzen 
aufweisen,  sind  Integrale  rationaler  Funktionen  von  x  und  y,  so  dass 
also  die  angegebenen  Eigenschaften  für  die  Funktionen  auch  cha- 
rakteristisch sind.  Diese  Funktionen  enthalten  die  algebraischen  als 
spezielle  Fälle  bei  Wegfall  der  logarithmischen  Unstetigkeiten  und 
Verschwinden  der  Perioden*^). 

12.  Riemann's  Problemstellung.  Man  kann  nun  unabhängig 
von  jeder  algebraischen  Gleichung  eine  die  Ebene  mehrfach  über- 
deckende Fläche  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Verzweigungspunkten 
durch  welche  die  einzelnen  Blätter  in  bestimmter  Weise  zu  einem 
zusammenhängenden  Ganzen  verbunden  sind,  vorgeben  und  fragen, 
ob  es  algebraische  Funktionen  giebt,  deren  Biemann'sche  Fläche  die 
vorgelegte  Fläche  ist.  Dies  ist  der  Ausgangspunkt  Biemann's^^), 
welcher  diese  Frage  im  bejahenden  Sinne  beantwortete.  Wenn  auch 
das  von  Biemann  zum  Beweis  benützte  DiricJikt'sch.e  Prinzip  ^^)  der 
Kritik  von  Weierstrass  nicht  Stand  halten  konnte,  so  haben  doch  die 
späteren  Arbeiten  von  Schwarz  und  0.  Neumann  die  Richtigkeit  der 
Biemann'schen  Sätze  in  dem  hier  in  Betracht  kommenden  Umfang 
dargethan.  Insbesondere  hat  C.  Neumann  den  Existenzbeweis  für  die 
bisher  allein  erwähnte  Form  der  Biemann'schen  Fläche  ausführlich  dar- 
gesteUt^s). 

13.  VeraUgemeinerung  der  Riemann'schen  Fläche.  Aber  die 
Biemann'sche  Fläche  selbst  ist  noch  einer  erheblichen  Verallgemeine- 
rung  fähig,    welche    zum    Teil    schon   von   Biemann   selbst    benutzt 

44)  Die  Festsetzungen  über  positive  und  negative  Richtung  sind  bei  ver- 
schiedenen Autoren  verschieden,  was  bei  Vergleich  der  Formehi  zu  beachten  ist. 

45)  Biemann,  1.  c,  Art.  9. 

46)  Biemann,  1.  c,  Art.  3 — 5. 

47)  Biemann,  Dissertation,  p.  30;  A.  F.,  Nr.  3,  4,  Art.  1. 

48)  H.  A.  Schwarz,  Berl.  Ber.  1870  (ges.  Abb.,  p.  133  und  Noten,  p.  356); 

C.  Neumann,  sächsiche  Berichte  1870;  AbeFsche  Integrale,  2.  Aufl.  Auszugsweise 
Darstellung  des  Gedankenganges  bei  Klein- Fricke,  Modulfunktionen  1,  p.  508 ff.; 
Forsyth,  Theory  of  funct.;  Picard,  Traite  2.  Die  weitere  Litteratur  uid  näheres 
über  das  DiricMef  sehe  Prinzip  siehe  II A  7b  und  II B  1.   Neuerdings  hat  B.Hilhert, 

D.  M.  V.  1899  wieder  auf  die  Minimalbetrachtungen  zurückgegriffen  und  sie 
vervollständigt. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.    II  2.  n 
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wurde.  Zunäclist  lassen  sich  aus  derselben  im  Sinne  der  Analysis 
situs  äquivalente  Flächen  ableiten,  auf  welche  das  algebraische  Ge- 
bilde punktweise  eindeutig  bezogen  ist,  und  welche  die  Zusammen- 
hangsverhältnisse einfach  übersehen  lassen*^).  Clifford  und  Tonelli 
geben  der  Fläche  die  Gestalt  einer  Kugel  mit  p  angesetzten  Henkeln  ^°). 
Auch  ist  es  nicht  notwendig,  dass  die  Fläche  als  geschlossene, 
vorgegeben  ist,  sondern  es  genügt,  wenn  die  Fläche  durch  punktweise 
Zuordnung  der  Ränder  im  idealen  Sinn  eine  geschlossene  Mannig- 
faltigkeit wird.  Solche  Bereiche  werden  als  Biemann^sche  Bereiche 
oder  auch  Fundamentalbereiche  bezeichnete^).  Hierher  gehören  die 
Polygonnetze  in  der  Ebene,  in  welchen  jedes  Blatt  der  Riemann' sehen 
Fläche  auf  ein  einzelnes  Polygon  bezogen  ist  und  diese  neben  ein- 
ander so  angeordnet  sind,  wie  die  Blätter  der  Eiemann' sehen  Fläche 
über  einander  ^^).  ¥/eiteres  hierüber  sehe  man  H  B  6  c.  Noch  in 
anderer  Weise  hat  Klein^^)  die  Tangenten  algebraischer  Kurven  be- 
nützt, um  das  algebraische  Gebilde  abzubilden,  indem  er  den  reellen 
Tangenten  ihren  Berührungspunkt,  den  komplexen  aber  den  einzigen 
reellen  Punkt  derselben  zuweist  und  so  eine  Biemann'sche  Fläche 
direkt  an  der  Kurve  konstruiert.  Über  die  Beziehung  zu  Minimal- 
flächen HI  D  554). 

14,  Die  allgemeinsten  Riemann'schen  Mannigfaltigkeiten,  welche 
auf  algebraische  Funktionen  führen,  lassen  sich  erklären  als  wenigstens 


49)  Solche  Umformungen  giebt  Hoffmann,  Methodik  der  Deformation  der 
Riemann'schen  Fläche,  1887. 

50)  Clifford,  Proc.  of  the  Lond.  Math.  Society  8  (1877);  F.  Klein,  Über 
Riemann's  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  und  ihrer  Integrale  (1882),  dazu 
die  Note  Kleines,  Math.  Ann.  45  (autogr.  Vorles.)  und  Tonelli,  Line.  Rend.  (5)  4  (1895). 

51)  F.  Klein,  Math.  Ann.  21  (1883).  Spezielle  Fälle  früher  bei  Biemann, 
Werke,  p.  440  u.  SchoUky,  J.  f.  Math.  83  (1876);  Schwarz,  J.  f.  Math.  75  (1872); 
Bedekind,  J.  f.  Math.  83  (1877). 

52)  F.  Klein,  Math.  Ann.  14  (1878);  W.  Dyck,  Math.  Ann.  17  (1880);  20 
(1881).  Diese  Methoden  erweisen  sich  insbesondere  zur  Untersuchung  algebraischer 
Gebilde  im  Sinne  der  Galois^schen  Theorie  förderlich.  Siehe  Nr.  53  über  Gebilde 
mit  eindeutigen  Transformationen  in  sich.  Über  ihre  Bedeutung  in  der  Theorie 
der  automorphen  Funktionen  II  B  6  c. 

53)  Erl.  Ber.  1874;  Math.  Ann.  7  (1874);  9  (1876).  Ferner  die  autographierten 
Vorlesungshefte  über  Biemann'sche  Flächen  (p.  198  ff.),  wo  noch  weitergehende 
Verallgemeinerungen  zur  Sprache  kommen.  Einzelausführungen  bei  Harnack, 
Math.  Ann.  9  (1875);  Haskell,  Amer.  J.  of  math.  13  (1890).  Auch  Clebsch-Linde- 
mann,  Vorles.  über  Geometrie  1,  p.  610  ff. 

54)  Biemann,  ges.  Werke,  p.  301;  K.  Weierstrass,  Berl.  Ber.  1866.  Für 
die  Beziehung  zu  unserm  Gegenstand,  F.  Klein  autographierte  Vorlesungen, 
Rieraann'sche  Flächen,  I  (1892),  p.  28,  153  ff. 
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in  idealem  Sinne  geschlossene,  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten 
mit  nicht  umkehrbarer  Indikatrix,  auf  welchen  eine  binäre,  positive, 
quadratische  Differentialform  derart  eindeutig  gegeben  ist,  dass  zufolge 
derselben  die  Umgebung  jeder  Stelle  der  Mannigfaltigkeit  konform 
(im  Sinne  der  durch  die  Differentialform  an  jeder  Stelle  der  Mannig- 
faltigkeit gegebenen  Massbestimmung)  auf  ein  ebenes  Flächenstück 
abgebildet  werden  kann  und  welche  so  mit  einer  endlichen  Anzahl 
von  Bereichen,  deren  jeder  konform  auf  eine  Kreisfläche  abgebildet 
werden  kann,  überdeckt  werden  kann,  dass  jede  Stelle  der  Mannig- 
faltigkeit dem  Innern,  nicht  nur  der  Grenze,  wenigstens  eines  dieser 
Bereiche  angehört. 

Ist  die  Mannigfaltigkeit  als  gewöhnliche  Fläche  gegeben,  so  kann 
das  Quadrat  des  Bogenelementes  als  zugehörige  Differentialform  be- 
nützt werden,  doch  ist  dies  keineswegs  notwendig,  wie  die  am  Schluss 
der  vorigen  Nummer  erwähnten  Klein'schen  Flächen  zeigen. 

Auf  solchen  Mannigfaltigkeiten  lässt  sich  nicht  nur  der  Zusammen- 
hang der  Stellen  des  algebraischen  Gebildes  darstellen,  sondern  sie 
definieren  geradezu  eine  Klasse  algebraischer  Funktionen  ^^),  wie  so- 
gleich näher  zu  erläutern  ist. 

Eine  ausführliche  Darstellung  dieser  allgemeinsten  Fälle  steht 
noch  aus.  Die  Ausdrucksweise  im  folgenden  knüpft  an  die  Vorstel- 
lung gewöhnlicher  Flächen  des  dreidimensionalen  Raumes  oder  ebener, 
einfach  oder  mehrfach  überdeckter  Bereiche  an. 

15.  Potentiale  und  Funktionen  auf  der  allgemeinen  Eiemann- 
sclien  Fläche.  Der  Beweis  dafür,  dass  eine  solche  Mannigfaltigkeit 
eine  Klasse  algebraischer  Funktionen  definiert,  erfordert  die  Herstellung 
solcher  Potentiale  (IIA  7  b)  auf  der  Fläche,  welche  an  den  Quer- 
schnitten gegebene  Wertdifferenzen  und  auf  der  Fläche  ^^)  selbst  nur 
solche  Unstetigkeitsstellen  in  endlicher  Anzahl  haben,  welche  durch 
Subtraktion  des  reellen  Teils  einer  Funktion  von  der  Form 


55)  F.  Klein,  Autogr.  Vorles.  über  Riemann'sche  Flächen  (1892),  p.  16—28. 
Einzelne  einfach  zusammenhängende  Flächenstücke  versieht  bereits  E.  Beltrami 
mit  einer  quadratischen  Differentialform  und  studiert  die  so  entstehenden  Funk- 
tionen. Über  die  Mannigfaltigkeiten  mit  umkehrbarer  Indikatrix  (nach  JDyeJc, 
Math.  Ann.  32),  zu  denen  auch  die  Doppelflächen  gehören  (siehe  Analysis  situs 
III  A  4)  und  ihre  Beziehung  zu  berandeten  Flächen  und  deren  Einordnung  in  die 
vorliegende  Fragestellung  sehe  man  Klein,  Über  Riemann's  Theorie  (1882),  p.  78  ff. 

56)  F.  Klein  hat  in  der  Schrift  über  Riemann's  Theorie  (1882)  auf  Grund 
physikalischer  Vorstellungen  von  stationären  Strömen  auf  einer  Biemann'' sehen 
Fläche  die  Hauptzüge  der  Theorie  anschaulich  dargestellt  und  für  die  Theorie 
der  konformen  Abbildung  verwertet.    Man  sehe  Picard,  Traite  d'anal.  2,  p.  459  ff. 

9* 
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Ä  log  r  +  Cj^r-i  +  ^2»^""^  +  c^r—^  +  •  •  •  +  ^a*"""* 
für  die  Umgebung  der  einzelnen  Stelle  behoben  werden  können.  Da- 
bei bedeutet  r  eine  komplexe  Funktion  des  Ortes  auf  der  Fläche, 
welche  an  der  Unstetigkeitsstelle  von  der  ersten  Ordnung  verschwindet. 
Werden  diese  Potentiale  durch  Hinzufügen  der  mit  i  multipli- 
zierten konjugierten  Potentiale  zu  komplexen  Funktionen  des  Ortes 
auf  der  Fläche  ergänzt,  so  erhält  man  ein  System  von  solchen  Funk- 
tionen auf  der  Fläche,  welche  nur  logarithmische  und  ausser  wesent- 
lich singulare  Stellen  und  an  den  Querschnitten  konstante  Wertdiffe- 
renzen haben.  Unter  diesen  sind  die  auf  der  ganzen  unzerschnittenen 
Fläche  eindeutigen  besonders  ausgezeichnet  und  heissen  algebraische 
Funktionen  auf  der  Fläche.  Als  Funktionen  einer  unter  diesen  auf- 
gefasst  bilden  nämlich  alle  Funktionen  des  Systems  ein  System 
gleichverzweigter  algebraischer  Funktionen  und  ihrer  Integrale.  Jede 
einzelne  solche  Funktion  bildet  die  ganze  Fläche  eindeutig  und  kon- 
form auf  eine  gewöhnliche,  die  Ebene  mehrfach  überdeckende  Riemann- 
sche  Fläche  ab  und  alle  diese  Rietnann' sehen  Flächen  gehören  zur 
selben  Klasse.  Die  Tragweite  dieser  Auffassung  geht  darin  über  die 
rein  algebraische  Behandlung  hinaus,  dass  sie  die  Klasse  algebraischer 
Funktionen  unter  sehr  allgemeinen,  von  jeder  speziellen  Art  der  ana- 
lytischen Darstellung  unabhängigen  Bedingungen  zu  erkennen  und 
festzulegen  gestattet,  sowie  das  Verhalten  der  ganzen  Klasse  bei  Ab- 
änderung einzelner  Bestimmungsstücke  zu  untersuchen  die  Möglich- 
keit bietet ^^). 

16.  Die  drei  Gattungen  von  Integralen.  Ist  eine  Funktion  auf 
der  Riemann' sehen  Fläche  überall  endlich  und  sind  die  reellen  Teile 
ihrer  Perioden  an  sämtlichen  Querschnitten  oder  die  Perioden  an 
p  Querschnitten  Ä  (oder  B)  gleich  Null,  so  ist  die  Funktion  eine 
Konstante.  Die  überall  endlichen  Funktionen  mit  nicht  verschwin- 
denden Perioden  heissen  Funktionen  erster  Gattung.  Eine  solche  ist 
bis  auf  eine  additive  Konstante  durch  die  reellen  Teile  ihrer  Perioden 
an   den   Querschnitten   vollständig  bestimmt.     Alle    diese  Funktionen 


57)  Den  hier  skizzierten  Gedankengang,  welcher  eine  Erweiterung  des  ur- 
sprünglich Biemann' sehen  auf  allgemeine  Mannigfaltigkeiten  darstellt,  hat  Klein 
in  den  soeben  zitierten  Schriften  eingehender  entwickelt.  Hierher  gehören  auch 
für  den  Fall  ebener  Polygone  die  Untersuchungen  von  E.  Bitter,  Math.  Ann. 
45,  46  (1894,  1895),  in  denen  auch  die  Stetigkeit  der  Potentiale  und  Funktionen 
bei  stetiger  Abänderung  des  Fundamentalbereiches  untersucht  wird.  Diese  letz- 
tere bildet  eines  der  meist  stillschweigend  gemachten  Postulate  für  alle  Unter- 
suchungen, bei  denen  die  Verzweigungspunkte  abgeändert  werden.  Hierüber 
n  B  3  und  n  B  6  b,  c. 
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sind    (bis    auf  eine   additive  Konstante)    durch  p   geeignet    gewählte 
unter  ihnen  linear  mit  konstanten  Koeffizienten  darstellbar. 

Als  Funktionen  zweiter  Gattung  werden  solche  Funktionen  be- 
zeichnet, welche  nur  an  einer  Stelle  der  Biemann^sohen  Fläche  un- 
endlich von  der  ersten  Ordnung  werden.  Die  Funktionen  dritter 
Gattung  sind  solche,  welche  an  zwei  Stellen  der  Biemann'' sehen  Fläche 
logarithmisch  unendlich  werden,  und  zwar  wie  —  log  t^  an  der  einen 
und  wie  -f-  log  t^  an  der  zweiten,  wenn  t^,  ^  zwei  an  den  beiden 
Stellen  von  der  ersten  Ordnung  verschwindende  Funktionen  sind. 
Die  Funktionen  zweiter  und  dritter  Gattung  sind  durch  Angabe  ihrer 
Unstetigkeiten  erst  bis  auf  eine  Funktion  erster  Gattung  bestimmt. 
Die  Funktionen  der  drei  Gattungen  werden  mit  Rücksicht  auf  ihre 
Darstellung  durch  Integrale  algebraischer  Funktionen  in  der  Regel 
als  Integrale  1.,  2.,  3.  Gattung  bezeichnet.  Die  hier  gegebenen  Defini- 
tionen sind  zuerst  von  Riemann^^)  aufgestellt,  doch  wird  als  Integral 
zweiter  Gattung  häufig  auch  eine  Funktion  bezeichnet,  welche  nur 
an  weniger  als  ^  -j-  1  Stellen  so  unendlich  wird,  dass  die  Summe  der 
Ordnungszahlen  ^p  ist.  Solche  Funktionen  können  aus  dem  gewöhn- 
lichen Integral  zweiter  Gattung  durch  Differentiation  nach  dem  Un- 
stetigkeitspunkt  erhalten  werden.  Ebenso  kann  das  Integral  zweiter 
Gattung  aus  dem  dritter  erhalten  werden  ^^).  Aus  dem  reellen  Teil 
eines  geeigneten  Integrals  zweiter  Gattung  lassen  sich  alle  Funktionen 
der  drei  Gattungen  herleiten  ^°). 

17.  Relationen  zwischen  den  Perioden.  Sind  U  und  V  zwei 
Integralfunktionen,  so  ergiebt  die  Integration  des  Differentials  UdV 
über  die  Begrenzung  der  Riemann' sehen  Fläche  durch  die  Querschnitte 
einerseits,  andererseits  um  die  etwa  vorhandenen  Unstetigkeitsstellen 
Relationen  von  der  Gestalt 

(1)  2iPiQp+i  -  Pp+iQ.)  =2b, 

t=i 

wo  P;,  Pp+j  die  Perioden  von  U  resp.  an  den  Querschnitten  A^,  B^ 
und  Q-,  Qp-\.i  die  analogen  Perioden  von  V  bedeuten,  B  aber  die  aus 
der  Integration  um  die  einzelnen  Unstetigkeitsstellen  entspringenden 
Beiträge  ^^).     Sind  U  und  V  beide  erster   Gattung,  so   ist  die  rechte 


68)  Riemann,  A.  F.,  Art.  4,  5,  6. 

59)  Riemann,  A.  F.,  Art.  4;   F.  Franklin,  Math.  Ann.  41   (1892);    Clehseh 
und  Gordan,  A.  F.,  §  8. 

60)  Klein,  Math.  Ann.  21  (1883);  ausführlicher  bei  Klein-Fricke,  Modulf.  1. 

61)  Riemann,  A.  F.,  Art.  20,  22,  26;  Clehseh  und  Gordan,  A.  F.,  §  25,  33,  37; 
F.  Prym,  J.  f.  Math.  71  (1870);  vgl.   auch  die  Lehrbücher  von  C.  Neumann  und 
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Seite  von  (1)  Null.  Ist  TJ  von  der  zweiten,  V  von  der  ersten  Gattung, 
so  ist  die  rechte  Seite  von  (1)  ein  lineares  Aggregat  der  Werte  der 
Differentialquotienten  von  V  an  der  Unstetigkeitsstelle  von  TJ.  Ist 
endlich  U  von  der  dritten  Gattung,  V  von  der  ersten,  so  wird  die 
rechte  Seite  von  (1) 


—  2:tifdV, 


wo  Xj^,  x^  die  beiden  logarithmischen  Unstetigkeitsstellen  von  J]  be- 
deutend^). Wird  J]  konstant  und  für  Y  eine  beliebige  Integralfunk- 
tion oder  der  Logarithmus  einer  algebraischen  Funktion  genommen, 
so  ergiebt  (1),  dass  die  Summe  der  logarithmischen  Residuen  für  eine 
solche  gleich  Null  ist,  resp.  die  algebraische  Funktion  jeden  Wert 
gleich  oft  annimmt.  Wird  für  TJ  der  reelle,  für  Y  der  imaginäre  Teil 
eines  Integrales  erster  Gattung  genommen,  so  ergiebt  die  Umwandlung 
von  1  UdY  in  ein  Doppelintegral  und  der  Vergleich  mit  dem  um 
die  ganze  Begrenzung  der  RiemanW sehen  Fläche  erstreckten  Integral, 
dass 

einen  positiven  Wert  hat,  wenn  P',  P"  den  reellen  und  imaginären 
Teil  der  Perioden  bedeuten. 

18.  Die  transcendent  normierten  Integrale.  Unter  den  Inte- 
gralen erster  Gattung  lassen  sich  p  so  auswählen,  dass  jedes  unter 
ihnen  nur  an  je  einem  der  Schnitte  Ä  die  Periode  1  hat,  an  den 
übrigen  Schnitten  Ä  aber  die  Periode  Null.  Diese  werden  als  trans- 
cendent normierte  Integrale  erster  Gattung  ^^)  bezeichnet  und  zwar 
soll  mit  Vf.  dasjenige  Integral  bezeichnet  werden,  welches  am  Quer- 
schnitt Äf.  die  Periode  1  hat.  Die  Periode  von  v,^  am  Querschnitt  B. 
soll  mit  tk,i  bezeichnet  werden.  Dann  geben  die  Sätze  der  vorigen 
Nr.  tk  i  =  ti  k-     Ferner  ist  der  imaginäre  Teil  der  Summe 


i,k 


Hut 


k'^ikf 


F.  Stahl.    Die  Randintegration  in  dieser  Weise  ist  seit  Riemann  ein  vielverwen- 
detes Hülfsmittel  geworden, 

62)  Dieses  sind  die  sogenannten  Bilinearrelationen  in  der  Biemann' sehen 
Form.     Für  die  äquivalenten  Weierstrass' sehen  Relationen  siehe  Nr.  34. 

63)  Riemann,  A.  F.,  Art.  18.  Dort  und  auch  bei  anderen  Autoren  haben 
die  Vf.  die  Perioden  ni  &n  den  Schnitten  Ä,^,  Die  Einführung  von  1  als  Periode 
erfolgte  mit  Rücksicht  auf  die  Weierstrass' sehe  Form  der  Thetareihen  (II B  6,  c ; 
II  B  7)  und  die  Transformationstheorie. 
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in  welcher  die  n^  ganze  Zahlen  bedeuten,  wesentlich  positiv.  Diese 
Sätze  über  die  r-^  bilden  die  Grundlage  für  die  Verwendung  der 
Thetafunktionen  ^). 

Die  Integrale  zweiter  Gattung  können  durch  Hinzufügen  einer 
geeigneten  Linearkombination  von  Integralen  erster  Gattung  so  nor- 
miert werden,  dass  sie  an  sämtlichen  Schnitten  Ä  die  Perioden  Null 
haben.  Beginnt  die  Entwicklung  des  Integrals  in  der  Nähe  der  Un- 
stetigkeitsstelle  mit  at~^,  so  sind  seine  Perioden  an  den  Querschnitten 
^k  gegeben  durch 

Solche  Integrale  werden  als  transcendent  normierte  Integrale  zweiter 
Gattung  bezeichnete^). 

In  gleicher  Weise  wird  das  Integral  dritter  Gattung  ®e)  normiert 
durch  die  Forderung,  an  den  Querschnitten  Ä  verschwindende  Perioden 
zu  haben,  an  den  Unstetigkeitsstellen  x^,  x^  aber  sich  zu  verhalten 
wie  resp.  —  log  t^,  -\-  log  t^.  Die  Perioden  an  den  Schnitten  B^.  sind 
dann  gleich 


2:ti  I  dVj^. 


19.  Darstellung  der  Funktionen  der  Fläche  durch  die  Inte- 
grale der  drei  Gattungen.  Jede  Funktion  mit  nur  ausserwesentlichen 
und  logarithmischen  singulären  Stellen  lässt  sich  als  ein  lineares 
Aggregat  von  Integralen  der  drei  Gattungen  darstellen.  Insbesondere 
sind  die  Funktionen  mit  verschwindenden  Perioden  und  ohne  loga- 
rithmi^che  Unstetigkeiten  als  lineare  Verbindungen  von  Normalinte- 
gralen zweiter  Gattung,  resp.  als  Grenzfälle  von  solchen  darstellbar e^). 

Sind  m  Stellen  gegeben,  an  denen  allein  die  Funktion  unendlich 
von  erster  Ordnung  werden  darf,  ohne  es  zu  müssen,  so  ergiebt  die 
Untersuchung  der  Perioden,  dass  eine  solche  Funktion  noch  von 
m  —  p  -\-  "^  -\-  1  Konstanten  homogen  und  linear  abhängt.  Dabei 
bedeutet  r  die  Anzahl  der  linear-unabhängigen  Differentiale  erster 
Gattung,  welche  an  den  gegebenen  m  Stellen  verschwinden  {Rieniann- 
Roch'scher   Satz)^^).     Für  ein  Unendlichwerden  höherer  Ordnung  ist 


64)  Siehe  II B  7. 

65)  G.  Eoch,  J.  f.  Math.  64  (1865). 

66)  Clehsch  und  Gordan,  A.  F.,  §  34  (1866). 

67)  Eiemann,  A.  F.,  Art.  5. 

68)  Eiemann,  1.  c.  giebt  den  ersten  Teil  des  Satzes  ohne  Rücksicht  auf  die 
durch   das  Eintreten  der  t  gegebene   Modifikation.     Diese    fügt    erst   G.  Roch 
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für  m  die  Summe  der  Ordnungszahlen  des  Unendlicliwerdens  zu  setzen 
und  für  t  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Differentiale  erster 
Gattung,  welche  an  den  gegebenen  Stellen  je  von  derselben  Ordnung 
verschwinden,  wie  die  Funktion  unendlich  werden  darf.  Dabei  ist  zu 
beachten,  dass  man  so  zwar  alle  Funktionen  erhält,  welche  nirgends 
anders  und  nicht  von  höherer  Ordnung  als  die  gegebene  unendlich 
werden,  keineswegs  aber  an  den  gegebenen  Stellen  das  vorgegebene 
Unendlichwerden  wirklich  einzutreten  braucht  ^^'*). 

B.    Besondere  Darstellungen  und  Funktionen. 

20.  Darstellung  der  Integranden  als  rationale  Funktionen  von 
X,  y.  Die  jRiemaww'sche  Definition  der  drei  Gattungen  von  Integralen 
lässt  dieselben  zwar  als  die  einfachsten  Elemente  zum  additiven  Auf- 
bau der  übrigen  Funktionen  erkennen,  giebt  jedoch  nicht  unmittelbar 
ihre  Darstellung  als  Integrale  algebraischer  Funktionen  des  Gebildes. 
Für  die  hyperelliptischen  Gebilde  war  bereits  von  Äbel^^)  eine  Re- 
duktion der  Integrale  auf  drei  Gattungen  gegeben.  Er  zeigt  nämlich 
analog  wie  bei  den  elliptischen  Integralen,  dass,  abgesehen  von  alge- 
braischen und  logarithmischen  Summanden,  jedes  Integral  von  der  Form 

P    dx 

wo  P  und  Q  ganze  rationale  Funktionen  von  x  bedeuten  und  q){x) 
eine  solche  vom  Grade  2p  -{-  2,  sich  darstellen  lasse  durch  Integrale 
von  der  Form 

/x^dx           CocP'^'^dx        rr\  ^      ^           -i\          -i       C         dx 
-■r^:^^  ,        I  — , (0  <a<p  —  1)     und      I  =-  • 

-[/(fix)'      J     -[/(fix)  V     —      —  ^  y  J   (x  —  u)y<f{x) 

Die  ersten  beiden  Formen  und  lineare  Kombinationen  der  unter  einer 
von  ihnen  enthaltenen  Integrale  werden  von  ihm  und  den  Autoren 
bis  Riemann,  vereinzelt  auch  noch  später,  als  Integrale  erster,  resp. 
zweiter    Gattung   bezeichnet.     Ebenso    die    dritte    Form    als   Integral 


/ 


(J.  f.  Math.  64  (1865))  hinzu.  Vgl.  auch  Nr.  22,  23,  26—29.  In  der  arithmeti- 
schen Theorie  der  algebraischen  Funktionen  (I B  1  c,  Nr.  11)  erscheint  der  Satz  als 
Konsequenz  einer  Relation  zwischen  einer  Basis  und  ihrer  reziproken ;  G.  Lands- 
herg,  Math.  Ann.  50  (1897);  H.  Hensel,  Math.  Ann.  54  (1901).  Vgl.  auch  den 
folgenden  Artikel  von  Hensel:,  sowie  Hensel  u.  Landsberg,  Vorles.  Eine  Er- 
weiterung des  Satzes  bei  Nöther,  Math.  Ann.  15  (1879);  siehe  auch  Klein, 
Autogr.  Vorles.  über  Riemann'sche  Flächen,  p.  91  S. 

68")  Siehe  unten  Nr.  23. 

69)  Oeuvres  (äd.  S.  et  L.),  p.  450  ff. ;  J.  f.  Math.  3  (1828).  Ausführlicher  bei 
Legendre,  Traite  des  fonctions  elliptiques  etc.  3,  p.  181  (1832);  smch.  Ch.  Hermite, 
Cours  lithogr.,  4.  ed.,  p.  28. 
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dritter  Gattung.  Mit  der  seit  Eiemann  allgemein  üblichen  Benennung 
stimmt  dies  wohl  für  die  erste  und  dritte  Gattung  (so  lange  nicht 
(p(a)  =  0)  überein,  nicht  aber  für  die  zweite.  Für  die  zweite  und 
dritte  Gattung  hat  Koenigsberger'^^)  die  algebraischen  Formen  mitge- 
teilt für  den  hyperelliptischen  Fall.  Für  allgemeine  algebraische 
Funktionen  hat  Riemann''^)  die  Darstellung  der  Integrale  der  drei 
Gattungen  begonnen.    Er  giebt  für  die  erste  Gattung  die  Form 

(m  — 2    n  — 2\ 
^  ,  y  I 


df         ' 
dy 

wo  (p  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  und  g  bedeutet  und  n 
und  m  die  resp.  Grade  von  f(x,y)  in  g  und  x.  Dabei  ist  voraus- 
gesetzt, dass  f{x,  g)  =  0  als  Kurve  im  Endlichen  nur  einfache  Doppel- 
punkte hat,  an  welchen  dann  (p(x,g)  verschwinden  muss.  Wird  von 
vornherein  eine  algebraische  Gleichung  der  Theorie  zu  Grunde  gelegt, 
so  muss  die  Übereinstimmung  der  Anzahl  der  linear  unabhängigen 
Integrale  erster  Gattung  mit  der  anderweitig  definierten  Zahl  p  be- 
sonders gezeigt  werden.  Dies  geschieht  bei  Christo/fei''^)  unter  ver- 
einfachenden Voraussetzungen  für  die  singulären  Stellen  von /"(a;,  ?/)  =  0, 
bei  Elliof^)  unter  allgemeinen  Annahmen;  der  erstere  giebt  überdies 
Formen  für  die  zweite  und  dritte  Gattung^*). 

Allgemeine  Rechenvorschriften  zur  Bildung  der  Integrale  der  drei 
Gattungen  bei  beliebigen  Singularitäten  der  Grundkurve  liefert  die  arith- 
metische Theorie''*^). 

21.    Fortsetzung.     Homogene  Variable.     Die   rormen    (p.     Die 

von  AronhoW^)  für  Gleichungen  zweiten  und  dritten  Grades  zur 
Untersuchung  der  Integrale  verwendeten  homogenen  Variablen  werden 
von  Clebsch  und  Gordan''^)  auch  für  die  allgemeinen  Äberschen  Inte- 

70)  Vorlesungen  über  hyperelliptische  Integrale,  Lpz.  1878.  Explicite  Formeln 
auch  bei  Schirdewahn,  Zeitschr.  Math.  Phys.  34  (1889);  E.  Goursat,  Par.  C.  R.  97 
(1883);  E.  Picard,  Darb.  Bull.  (2)  14  (1890);  P.  Appell,  Toul.  Ann.  7  (1893).  Die 
TFetersiross'schen  Normierungen  siehe  unten  Nr.  23. 

71)  A.  F.,  Art.  9. 

72)  Ann.  d.  mat.  (2)  10  (1881). 

73)  Ann.  6c.  norm.  (2)  5  (1876);  auch  Ch.  Briot,  F.  ab^l.;  L.  Baffy,  Ann.  ec. 
norm.  (1)  12  (1883). 

74)  Man  sehe  unten  Nr.  32  ff. 

74»)  Man  sehe  die  in  Note  68  angeführten  Arbeiten  von  Hensel  u.  Lands- 
berg; vgl.  auch  unten  Note  81. 

75)  Berl.  Ber.  1861;  J.  f.  Math.  61  (1862). 

76)  A.  Clebsch,  J.  f.  Math.  63  (1863);  64  (1864),  p.  43  ff.;  Clebsch  und  Gor- 
dan, A.  F.,  §  4—8. 
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grale  herangezogen.  Ist  f(x^,X2,Xs)  =  0  die  homogen  gemachte  Glei- 
chung, welche  das  algebraische  Gebilde  definiert,  so  ergeben  sich  die 
Integrale  erster  Gattung  in  der  Form 


/ 


-3 —((^^dx), 

^,  'dx. 


wo  (p  eine  ganze  rationale  homogene  Form  der  x^,x^,x^,  von  der 
n  —  3**'' Ordnung  bedeutet,  welche  zur  Kurve  fix^,  x^,  x^)  =  0  adjun- 
giert  ist,  d.  h.  in  jedem  A-fachen  Punkt  derselben  einen  h  —  1 -fachen 
hat,  wobei  aber  mehrere  Punkte  verschiedener  Vielfachheit  in  einem 
vereinigt  liegen  können  ^^).  Unter  (cxdx)  ist  die  Determinante 
^ -^A^c^x^dx^  verstanden.  Von  c  wird  das  Integral  ganz  unabhängig. 
Das  Integral  dritter  Gattung  nimmt  hier  die  Form  an: 

— ^ —  (cxdx). 


/ 


(^^n)2<^,§^^ 


wo  Sl  eine  adjungierte  Form  n  —  2'*''  Ordnung  bedeutet,  welche  an 
den  von  |  und  tj  verschiedenen  Stellen,  in  denen  die  Gerade  (x  ^  ^)  =  0 
die  Kurve  f=  0  schneidet,  verschwindet.  Das  Integral  zweiter  Gattung 
kann  aus  dem  dritter  Gattung  nun  durch  Grenzübergang  oder  Diffe- 
rentiation nach  einer  der  Unstetigkeitsstellen  hergeleitet  werden  ''^). 
Über  algebraische  Normierung  der  zweiten  und  dritten  Gattung  wird 
später  zu  berichten  sein  (Nr.  32  ff.). 

22.  Definition  des  Geschlechtes  auf  Grund  der  Formen  (p.  Wird 
die  algebraische  Gleichung  zum  Ausgangspunkt  der  Theorie  genommen, 
so  kann  man  auch  von  vornherein  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen 
Formen  cp  als  Geschlecht  definieren  (Brill  und  Nöthery^).  Dabei  er- 
weisen sich  die  Formen  (p  selbst  als  invariant  gegenüber  rationaler 
Transformation.  Beim  Beweise  dieses  Satzes  tritt  dann  als  „Funda- 
mentalsatz" ®°)  die  Angabe  der  notwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen dafür  auf,  dass  der  Quotient  zweier  ganzer  rationaler  Funk- 
tionen von  X  und  y  zufolge  der  Gleichung  f{x,  y)  =  0  als  ganze 
rationale  Funktion  von  x  und  y  darstellbar  ist.     Endlich  können  die 


77)  So,  dass  der  Quotient  mit  der  ersten  Polare  eines  veränderlichen  Punktes 
im  singulären  Punkt  nicht  unendlich  wird.  Brill  und  Nöther,  Math.  Ann.  7 
(1874);  M.  Nöther,  Math.  Ann.  8,  9  (1875,  1876).  Arithmetische  Definition  bei 
Mensel  u.  Landsberg,  Vorles.;  siehe  auch  den  folgenden  Artikel  von  Hensel. 

78)  Clebsch  und  Gordan,  1.  c. 

79)  Math.  Ann.  7  (1874);  vgl.  auch  Brill  und  Nöther,  Ber.,  p.  360  f. 

80)  M.  Nöther,  Math.  Ann.  6  (1873);  siehe  I  B  1  c,  Nr.  20. 
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Formen  (p  für  jede  Gleichung  /"  =  0  lediglich  durch  rationale  Opera- 
tionen in  endlicher  Anzahl  ermittelt  werden^^).  Die  einzelne  cp  ver- 
schwindet an  2j)  —  2  Stellen  des  Gebildes  ausser  den  singulären. 
Diese  sind  es,  an  welchen  das  mit  cp  gebildete  Differential  erster 
Gattung  verschwindet^^), 

23.  Die  Theorie  von  Weierstrass.  Auf  einer  von  transcendenten 
Hülfsmitteln  freien  und  in  algebraischer  Hinsicht  völlig  allgemeinen 
Grundlage  hat  Weierstrass^^)  seine  Theorie  der  algebraischen  Funk- 
tionen aufgebaut.  Seine  wesentlichsten  Hülfsmittel  sind  dabei  die 
Entwicklung  der  rationalen  Funktionen  eines  Paares  nach  Potenzen 
des  Parameters  t  und  der  ohne  Integralbetrachtungen  abgeleitete  Re- 
siduensatz, dem  er  die  Form  giebt: 

(2)  2'['^("''')S-=<^' 

wo  unter  dem  Summenzeichen  der  Koeffizient  der  —  l**""  Potenz  in 
der  Entwicklung  des  eingeklammerten  Ausdruckes  steht  und  die  Sum- 
mation  über  alle  Stellen  des  Gebildes,  an  welchen  negative  Potenzen 
von  t  in  der  Entwicklung  auftreten,  zu  erstrecken  ist. 

Das  Geschlecht  (bei  Weierstrass:  Rang  q)  wird  definiert  als  die- 
jenige Zahl  fester  Stellen  (a„,  6„),  (a  =  1,  2,  3,  .  .  .,p),  für  welche 
zwar  keine  algebraische  Funktion  am  Gebilde  ausschliesslich  und  nur 
von  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird,  wohl  aber  solche  Funktionen 
existieren,  welche  an  diesen  Stellen  und  einer  frei  veränderlichen 
Stelle  (x',  y')   und   sonst  nirgends  von  der  ersten  Ordnmig^)  unend- 


81)  M.  Nöther,  Math.  Ann.  17  (1880),  23  (1884);  L.  Baffy,  Ann.  e'c.  norm. 
(2)  12  (1883);  Math.  Ann.  23  (1884).  Vom  Standpunkt  der  arithmetischen  Theorie 
der  algebraischen  Funktionen  aus  hat  K.  Hensel,  J.  f.  Math.  117  (1896)  die  Auf- 
stellung der  (f  erledigt  und  ihre  Anzahl  mit  den  Dimensionen  der  in  einem 
Fundamentalsystem  auftretenden  Funktionen  in  Zusammenhang  gebracht  (I B  1  e, 
Nr.  11).  Hensel  u.  Landsberg,  Vorles.  Vgl.  auch  F.  Baker,  Abelian  Theorem, 
London  1897,  chap.  IV. 

82)  Rieviann,  A.  F.,  Art.  9,  10.  —  Da  Brill  und  Nöther  und  die  anschliessen- 
den Entwicklungen  die  an  die  Ausdrucksweise  der  algebraischen  Kurve  an- 
schliessende Darstellung  in  den  Vordergrund  stellen,  so  ist  für  Näheres  III  C  2 
heranzuziehen. 

83)  In  Vorlesungen.  Eine  authentische  Darstellung  seiner  Theorie  wird  seit 
1897  in  nahe  Aussicht  gestellt  und  soll  demnächst  erfolgen.  Mir  stand  ein  von 
P.  Günther  stammender  Auszug  aus  einer  solchen  Vorlesung  zur  Verfügung. 
Eine  kurze  Skizze  von  Weierstrass  selbst  in  dem  Briefe  an  Schwarz  (1875),  Werke 
2,  p.  235.  Einen  zusammenhängenden  ausführlicheren  Bericht  in  Brill  und 
Nöther' s  Bericht,  p.  403  S. 

84)  F.  Schottky,  J.  f.  Math.  83  (1877). 
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lieh  werden.  Wird  eine  solche  Funktion  noch  ausserdem  so  normiert, 
dass,  wenn  (x,y)  und  (x,y')  demselben  Element  des  Gebildes  ange- 
hören, die  Entwicklung  mit  (x  —  x')-^  beginnt,  und  die  Funktion 
an  einer  beliebig  zu  wählenden  Stelle  {x^,  y^)  verschwindet,  so  ist  sie 
dadurch  eindeutig  bestimmt  und  wird  mit  H{x,y,x',yy^)  bezeichnet. 
Durch  Entwicklung  nach  Potenzen  des  Parameters  t  in  der  Umgebung 
einer  der  Stellen  (a« ,  &„)  in  Bezug  auf  {x,  y)  erhält  man 

(3)  E{x,  y,  x',  y)  =  t'^ix ,  y\^H\x',  y\-  tH{x,  y'\^,+  .••, 
und  hier  erweisen  sich  die  Funktionen  H{x',  y\  als  p  Integranden 
erster  Gattung,  die  Funktionen  R{x' ,  y\j^^  als  p  zugehörige  Inte- 
granden zweiter  Gattung,  die  Funktion  H{x,y,x,y)  selbst  aber  als 
ein  Integrand  dritter  Gattung.  Bezeichnet  {x't,  y't)  das  zur  Stelle  {x,  y) 
gehörige  Reihenpaar,  so  liefert  die  Entwicklung 

(4)  H{x,  y-  x't,  y[)  %  =  -^  H{x,  y-  x,  y'^t^ 

in  den  Koeffizienten  H(x,y',  x',y')^  solche  Funktionen  von  {x,y), 
welche  an  der  Stelle  (x',  y)  von  der  fi  +  P«^  Ordnung  und  zwar 
wie  t-^'-^  unendlich  werden,  an  den  Stellen  (a,  h)  dagegen  nur  von 
der  ersten,  sonst  aber  überall  endlich  bleiben. 

Damit  sind  die  wesentlichen  Hülfsmittel  für  die  Darstellung  und 
Untersuchung  der  algebraischen  Funktionen  gegeben.  Die  Vergleichung 
der  Anzahl  der  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  in  den  Integranden 
erster  Gattung  ergiebt  die  Bestimmung  von  p.  Der  Residuensatz 
liefert  die  Darstellung  der  allgemeinsten  algebraischen  Funktion  als 
lineares  Aggregat  der  Funktionen  H{x,  y-  x,  y)  und  H{x,  y,  x,  y\, 
wenn  für  die  Variablen  x,  y  die  Unendlichkeitsstellen  der  vorgege- 
benen Funktion  eintreten.  Die  weiteren  Bedingungen  an  den  Stellen 
(«rt,  &«)  endlich  zu  bleiben,  ergeben  den  Biemann-Roch'schen  Satz  und 
treten  an  die  Stelle  der  aus  dem  Verhalten  der  Perioden  der  Inte- 
grale zweiter  Gattung  hergeleiteten  Bedingungen  bei  Riemann.  In 
Verbindung  damit  ergiebt  sich  die  weitere  Definition  des  Geschlechtes 
als  der  grössten  Zahl,  für  welche  an  einer  frei  veränderlichen  Stelle 
eine  Funktion,  welche  ausschliesslich  an  dieser  Stelle  und  von  dieser 
Ordnung  unendlich  wird,  nicht  existiert.    Diese  wird  ergänzt  und  ver- 


85)  Die  Definition  von  H  und  das  Folgende  nach  G.  Hettner,  Gott.  Nachr. 
1880.  Implicite  tritt  eine  solche  Funktion  für  hyperelliptische  Gebilde  schon  in 
den  Arbeiten  von  Weierstrass,  J.  f.  Math.  47,  52  (1854,  1856)  auf.  Für  _p  =  4 
siehe  Ä.  Wiman,  Diss.  Upsala  1895;  0.  Biermann,  Wien.  Ber.  87  (1883);  Monats- 
hefte 3  (1892). 
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schärft  durch  den  sogenannten  Lückensatz  ^^*),  demzufolge  in  der 
Reihe  der  Funktionen,  welche  ausschliesslich  an  einer  gegebenen  Stelle 
unendlich  werden,  immer  genau  p  Lücken,  entsprechend  p  in  der  Reihe 
der  Ordnungszahlen  des  Unendlichwerdens  fehlenden  Zahlen,  auftreten. 
Diese  p  Zahlen  stimmen  im  allgemeinen  mit  den  Zahlen  1,  2,  3,...,p 
überein  und  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Stellen  (Weierstrass- 
Stellen)^^)  sind  sie  von  ihnen  verschieden.  Diese  fehlenden  p  Ord- 
nungszahlen lassen  sich  auch  definieren  als  die  möglichen  Ordnungs- 
zahlen des  Verschwindens  eines  Integrales  erster  Gattung  an  der 
betrachteten  Stelle.  Sind  die  in  der  Reihe  der  Ordnungszahlen  des 
Unendlichwerdens  an  einer  Stelle  fehlenden  Zahlen  r.  (*  =  l,2,3,...,p), 
so  verschwindet  die  Determinante 


du 


(Ä',A  =  1,2,3,...,!,), 


wo  Wj  p  unabhängige  Integrale  erster  Gattung  und  u  irgend  ein  sol- 
ches bedeutet,  an  dieser  Stelle  von  der  Ordnung  ^r. -p(p  -\-  '^), 

und  die  Summe  der  Ordnungszahlen  ihres  Verschwindens  beträgt 
(p  -f  l)p(p  —  iy).  Endlich  liefert  noch  die  Existenz  solcher  Funk- 
tionen, welche  nur  an  einer  Stelle  des  Gebildes  unendlich  werden,  bei 
Einführung  derselben  als  unabhängige  Veränderliche  den  Beweis  der 
Monogeneität  des  Gebildes.  Über  die  Theorie  der  Integrale  und  die 
Normalformen  siehe  Nr.  32,  33,  34. 

24.  Die  FäUe  ^  =  0,  1.  Wird  für  ein  algebraisches  Gebilde 
p  =  0,  so  existieren  rationale  Funktionen  am  Gebilde,  welche  jeden 
Wert  nur  einmal  annehmen.  Alle  diese  Funktionen  sind  linear  ge- 
brochen durch  eine  unter  ihnen  darstellbar.  Ist  x  eine  solche  Funk- 
tion, so  sind  alle  rationalen  Funktionen  am  Gebilde  auch  gewöhnliche 
rationale  Punktionen  von  x.  Die  Integrale  erster  Gattung  entfallen, 
die  Integrale  zweiter  Gattung  reduzieren  sich  auf  x  oder  linear 
gebrochene  Funktionen  von  x,  die  Integrale  dritter  Gattung  auf 
log  (x  —  ^)/{x  —r]y^).  Für  diese  Funktionen  sehe  man  auch  I  B  1, 
m  C  2,  3;  für  die  Integrale  II  A  2. 

Ist  bei  einem  algebraischen   Gebilde  p  =  1,  so  heisst  es   ellip- 

85»)  M.  Nöther,  J.  f.  Math.  92  (1882),  97  (1884),  99  (1886);  Baker,  Abel. 
Theor.,  p.  31  ff. 

86)  Weierstrass,  Werke  4,  p.  238  ff.;  A.  Hurwitz,  Math.  Ann.  41  (1892); 
M.  Haure,  Ann.  ^c.  norm.  (3)  13  (1896);    C.  Segre,  Lincei  Rend.  ser.  5%  8,  1899. 

87)  Brill,  Math.  Ann.  4,  p.  530;  Brill  und  Nöther,  Math.  Ann.  7  (1874); 
Ä.  Hunoitz,  1.  c. 

88)  Ä.  Clebsch,  J.  f.  Math.  64  (1865). 
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tisch,  und  alle  zugehörigen  algebraischen  Funktionen  sind  rationale 
Funktionen  zweier  unter  ihnen,  welche  durch  eine  Gleichung  von  der 
Gestalt  y^  =  f(x)  verbunden  sind,  wo  f(x)  eine  ganze  rationale  Funk- 
tion 4.  Grades  in  x  bedeutet.  Über  diese  sehe  man  II  B  6  a.  Auf  diese 
Fälle  wird  im  folgenden  nicht  mehr  besonders  Rücksicht  genommen. 

25.  Äquivalente  Systeme  von  Stellen,  Scharen  von  Stellen  und 
Funktionen.  Zwei  Systeme  von  gleichviel  Stellen  der  liiemann' sehen 
Fläche  (des  algebraischen  Gebildes,  der  ebenen  Kurve  etc.)  heissen 
äquivalent  **'-*)  oder  auch  korresiduar-*"),  wenn  es  eine  algebraische  Funk- 
tion giebt,  welche  an  den  Stellen  je  eines  der  beiden  Systeme  den- 
selben Wert  annimmt,  also  z.  B.  in  denen  des  ersten  Systems  gleich 
Null,  in  denen  des  zweiten  unendlich  wird.  Dabei  sind  die  beiden 
Systeme  von  Stellen  als  völlig  verschieden  vorausgesetzt.  Im  Falle 
zwei  Systeme  von  Stellen  einzelne  Stellen  gemeinsam  haben,  wird 
der  Begriff  der  Äquivalenz  dahin  verallgemeinert,  dass  zwei  Systeme 
von  Stellen  allgemein  als  äquivalent  gelten,  wenn  die  nicht  gemein- 
samen Stellen  es  im  oben  definierten  Sinne  sind^-^).  Die  Gesamtheit 
der  zu  einem  gegebenen  System  äquivalenten  Systeme  bildet  eine 
Schar,  in  welcher  als  feste  Stellen  des  einzelnen  Systems  die  allen 
Systemen  der  Schar  gemeinsamen  Stellen  bezeichnet  werden,  die 
übrigen  Stellen  aber  als  beweglich.  Die  beweglichen  Stellen  der 
Schar  können  auch  erklärt  werden  als  die  Systeme  der  Nullstellen 
derjenigen  Funktionen,  welche  an  jeder  der  gegebenen  Stellen  nicht 
von  höherer  Ordnung  unendlich  werden,  als  die  Anzahl  der  in  ihr  ver- 
einigt gelegenen  Stellen  des  gegebenen  Systems,  woraus  ersichtlich 
ist,  dass  zwei  zu  einem  dritten  äquivalente  Systeme  auch  untereinander 
äquivalent  sind.  Nach  dem  lücmann-BocJi  sehen  Satz  wird  die  einzelne 
P^unktion  und  damit  auch  das  einzelne  System  der  Schar  durch 
m  —  P  -\-  T^  ~{-  1  homogene  lineare  Parameter  bestimmt,  wenn  m  die 
Zahl  der  Stellen  eines  Systems  ist.  Eine  solche  Schar  wird  daher 
als  m  ~  p  -\-  r-fach  unendliche  Vollschar  bezeichnet.  Sie  enthält 
immer  und  nur  dann  r  feste  Stellen,  wenn  es  r  von  einander  linear 
unabhängige  Integranden  erster  Gattung  giebt,  welche  zwar  an  den 
m  —  r  übrigen  Stellen  eines  der  Schar  angehörigen  Systems,  nicht 
aber  an  den  r  festen  Stellen  verschwinden  (Reduktionssatz)  "^).    Wird 

89)  Nach  Dedekind  und  Weber,  J.  f.  Math.  92  (1882). 

90)  Brill  und  Nöther,  Math.  Ann.  7.  Beide  Begriife  decken  sich  nur  bei 
gleichviel  Stellen. 

91)  Solche  feste  Stellen  zuerst  bei  Brill  und  Nöther  1.  c. 

92)  J.  Bacharach,  Erl.  Ber.  1879,  Math.  Ann.  2G;  M.  Nöther,  J.  f.  Math.  92 
(1882),  Math.  Ann.  37  (1890),  p.  417. 
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aus  der  Vollschar  durch  eine  oder  mehrere  algebraische  Bedingungen 
ein  Teil  ausgesondert,  so  wird  dieser  als  Teilschar  bezeichnet,  ins- 
besondere bei  linearen  Bedingungen  als  lineare  Teilschar  ^').  Ist  für 
eine  Schar  das  t  des  Riemann-Iiodi  achen  Satzes  fder  Überschuss)  von 
NuU  verschieden,  so  heisst  die  Schar  eine  Spezialschar,  die  zugehö- 
rigen Funktionen  Spezialfunktionen.  Für  eine  Spezialschar  und  die 
Spezialfunktionen  ist  die  Wertigkeit  m  notwendig  kleiner  oder  gleich 
^P  —  2,  und  die  Spezialfunktionen  sind  sämtlich  als  Quotienten  von 
Integranden  erster  Gattung  (^-Quotienten;  darstellbar^). 

26.  Die  algebraischen  Kurven  im  Eaume  von  q  Dimensionen. 
Wählt  man  aus  der  Gesamtheit  der  an  m  Stellen  des  Gebildes  höch- 
stens von  der  ersten  Ordnung  unendlichen  Funktionen  q  -{-  l  linear 
unabhängige  aus  und  zwar  solche,  von  denen  wenigstens  eine  lineare 
Verbindung  an  den  m  Stellen  wirklich  unendlich  wird,  und  setzt 
diese  q  -j-  1  Funktionen  proportional  den  q  -\-  1  homogenen  Punkt- 
koordinaten Xi,  cc^, . . .,  x^jf-i  eines  linearen  Raumes  von  q  Dimensionen, 
so  erhält  man  eine  Raum  kurve  der  Ordnung  m  und  des  Geschlechtes  p, 
welche  ebenso  als  Träger  des  algebraischen  Gebildes  verwendet  werden 
kann,  wie  die  ebene  Kurve  oder  die  Pdemann'sche  Fläche  ^^;.  Dabei 
ist  zu  beachten,  dass  die  Raumkurve  unter  Umständen  mehrfach  über- 
deckt werden  kann^),  wenn  die  unabhängige  Variable  die  ganze  Eie- 
ma/nn'sche  Fläche  durchläuft,  und  bei  Bestimmung  von  Ordnung  und 
Geschlecht  dieser  Umstand  in  Rechnung  gezogen  werden  muss.  Spe- 
ziell für  ^  =  1  erscheint  als  „Kurve"  des  Raumes  von  einer  Dimen- 
sion die  mehrfach  und  zusammenhängend  überdeckte  Gerade,  welche, 
wenn  man  die  Gesamtheit  ihrer  reellen  und  komplexen  Stellen  auf 
die  Ebene  der  komplexen  Zahlen  abbildet,  die  gewöhnliche  liiemann- 
sche  Fläche  liefert»^;.  Für  q  =  2  tritt  die  gewöhnliche  eventuell 
mehrfach  überdeckte  ebene  algebraische  Kurve  ein.    Die  Schnittpunkte 

93)  Brül  and  Nöther,  Math.  Ann.  7,  p.  275.  Zur  ganzen  Nummer  sehe  man 
Brill  und  Nöther,  Ber.,  p.  347  «F.,  sowie  C.  Segre,  Ann.  di  mat.  (2;  22^894; 
mit  weiteren  Litteraturangaben ;  E.  Bertini,  ebd.;  S.  Macaulay,  Proc.  of  Lond. 
Math.  Soc.  29,  31  ri898/dy);  F.  Klein\  autogr.  Vorlesung  über  Eiemann'sche 
Flächen  und  Klein-Fricke,  Modulfunktionen  1,  Abschn.  ÜI;  E  Bertini,  Ann.  di 
mat.  (2)  22  (1894;. 

94)  Riemann,  A.  F.,  Art.  10;   E.  Netto,  Dias.  Berl.  1870,  siehe  auch  Nr.  29. 
95;  A.  Brill,  Gott.  Nachr.  1870;  Math.  Ann.  2,  3,  4;   W.  K.  Cliffr/rd,  Phil. 

Trans.  1878  ^CoU.  Papers,  p.  385;. 

96)  Von  F.  Klein,  Math.  Ann.  11  (1877)  iüx  p  =  3  und  den  hyperelUp- 
tischen  Fall  wohl  zuerst  herangezogen. 

97;  F.  Klein,  Math.  Ann.  17  (1881;  und  autogr.  Vorl.  über  Eiemann'sche 
Flächen. 
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der  Kurve  mit  den  linearen  Räumen  von  q  —  1  Dimensionen  geben 
eine  g'-fach  unendliclie  lineare  Schar  äquivalenter  Stellen,  welche,  je 
nachdem  sie  Vollschar  oder  Teilschar  ist,  die  Kurve  als  Vollkurve 
oder  Teilkurve  charakterisiert^^). 

27.  Die  Darstellung  der  algebraischen  Funktionen  an  der 
Raumkurve.  Ist  die  betrachtete  Kurve  nur  einfach  überdeckt,  so 
lassen  sich  die  algebraischen  Funktionen  als  Quotienten  ganzer  ratio- 
naler homogener  Funktionen  der  X^  (i  =  1^2,  . . .,  g,  q-{-l)  darstellen. 
Jedoch  sind,  im  Falle  die  Kurve  singulare  Stellen  hat,  Zähler  und 
Nenner  bestimmten  Bedingungen  unterworfen,  wenn  sie  zur  Darstel- 
lung der  allgemeinsten  algebraischen  Funktion  geeignet  sein  sollen, 
welche  für  q  =  2  die  Bedingungen  für  „adjungiertes  Verhalten"  in 
den  singulären  Stellen  der  ebenen  Kurve  sind.  Für  grösseres  q  und 
allgemeinere  Singularitäten  als  gewöhnliche  Doppelpunkte  ist  noch 
wenig  bekannt  ^^).  Als  ganze  algebraische  Funktion  ist  hier  eine 
solche  zu  definieren,  welche  nur  für  0:5+1  =  0  unendlich  wird.  Aus 
diesen  entspringen  die  ganzen  algebraischen  Formen  /c*"'  Dimension 
durch  Multiplikation  mit  4-fi;  wo  Je  so  gewählt  sein  muss,  dass  das 
Produkt  nirgends  mehr  unendlich  wird.  Die  ganzen  rationalen  For- 
men sind  im  allgemeinen  nur  ein  Teil  der  ganzen  algebraischen  ^°°). 
Wenn  jedoch  in  besonderen  Fällen  die  ganzen  algebraischen  Formen 
bereits  durch  die  ganzen  rationalen  sämtlich  dargestellt  sind,  so  heisst 
die  Kurve  eine  „elementare"  ^''^).  Beispiele  elementarer  Kurven  sind 
die  ebene  singularitätenfreie  Kurve,  der  vollständige  singularitätenfreie 
Schnitt  von  q -- 1  Mannigfaltigkeiten  von  q—  l  Dimensionen  des 
Raumes  von  q  Dimensionen^"^). 

28.  Die  Normalkurve  der  cp.  Von  besonderer  Bedeutung  unter 
den  zum  algebraischen  Gebilde  gehörigen  Raumkurven  ist  diejenige 
Kurve  2p  —  2*^"^  Ordnung  des  Raumes  von  p  —  1  Dimensionen,  deren 
Koordinaten  den  Formen  cp  oder,  was  dasselbe  ist,  den  Integranden 


98)  Zur  ganzen  Nummer  sehe  man  F.  Klein,  Autogr.  Vorl.  über  Riemann- 
sche  Flächen;  Klein-Fricke,  Modulfunktionen  1,  Kap.  3,  sowie  3,  Kap.  2,  7. 

99)  Für  g  =  3  insbesondere  Nöther,  J.  f.  Math.  93  und  Berl.  Abh.  1882. 
Für  das  Verhalten  nicht  adjungierter  Formen  siehe  Nöther,  Math.  Ann.  15  (1879), 
wo  insbesondere  der  Riemann-Roch'sche  Satz  auf  solche  Formen  ausgedehnt  ist. 

100)  Man  sehe  F.  Kleines  autogr.  Vorl.  über  Riemann'sche  Flächen,  wo 
auch  die  Verbindung  mit  den  arithmetischen  Theorien  eingehender  dargelegt  ist, 
sowie  III  C  2 ;  femer  den  folgenden  Artikel  von  Hensel 

101)  F.  Klein,  Math.  Ann.  36  (1890). 

102)  H.  White,  Nova  Acta  Leop.  57  (1891). 
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erster  Gattung  proportional  sind^"').  Den  eindeutigen  Transformationen 
des  Gebildes  entsprechen  kollineare  Umformungen  dieser  Kurve.  Für 
ein  hyperelliptisches  Gebilde  degeneriert  sie  in  eine  doppelt  überdeckte 
rationale  Normalkurve  ^°^^).  Von  diesem  Fall  abgesehen  ist  die  Kurve 
immer  eine  elementare,  und  die  Darstellung  einer  Funktion  als  pro- 
jektive Invariante  an  der  Normalkurve  der  cp  ist  von  selbst  eine  in- 
variante Darstellung  gegenüber  den  eindeutigen  Transformationen  des 
algebraischen  Gebildes.  Die  Zahl  der  linear  unabhängigen  Relationen 
w*®'  Ordnung  zwischen  den  Formen  qp  beträgt  —  den  hyperelliptischen 
Fall  ausgenommen  — 

y(y+l)(y  +  ,)^....(^  +  ^_l)  _  ^^^^  _   1)  ^  _'  1), 

Im  besonderen  tritt  für  p  =  d  die  ebene  singularitätenfreie  Kurve 
vierter  Ordnung,  für  ^  =  4  der  vollständige  Schnitt  einer  Fläche 
zweiter  mit  einer  der  dritten  Ordnung  in  allgemeiner  Lage,  für  p  ==  5 
der  vollständige  Schnitt  dreier  Mannigfaltigkeiten  zweiter  Ordnung 
von  drei  Dimensionen  im  Raum  von  vier  Dimensionen  als  Normal- 
kurve auf  ^^).  Doch  reichen  bereits  bei  2^  =  5  die  quadratischen  Rela- 
tionen zwischen  den  Integranden  erster  Gattung  nicht  immer  aus, 
um  die  Normalkurve  algebraisch  ohne  Restschnitt  darzustellen^"**). 

29.  Spezialfunktionen  und  Spezialscharen.  Als  solche  wurden 
in  Nr.  25  diejenigen  Scharen  bezw.  Funktionen  bezeichnet,  deren 
Überschuss  von  0  verschieden  ist.  Diese  sind  zu  Paaren  zusammen- 
geordnet durch  den  Reciprocitätssatz  von  Brill  und  Nöther '^^^),  nach 
welchem  zu  einer  iw- punktigen  Vollschar  mit  dem  Überschuss  t  stets 
eine  zweite  Wi'- punktige  mit  dem  Überschuss  t'  gehört,  so  dass 

m  -\-  m'  =  2p  —  2 

m  —  m'  =  2t'  —  2t. 
Das  Problem   der  Aufsuchung  der  Spezialscharen  fällt   mit  der  Auf- 
suchung der  die  vorerwähnte  Normalkurve  in  m  Punkten  schneidenden 
linearen  Räume  von  p —  1  —  r  Dimensionen  zusammen  ^°^). 

103)  Die  ersten  Andeutungen  schon  bei  Biemann,  Vorlesungen  =  Werke, 
p.  490,  491;  H.  Weber,  Math.  Ann.  13  (1878);  L.  Kraus,  Math.  Ann.  16  (1880); 
Nöther,  Math.  Ann.  17  (1880). 

103*)  L.  Kraus  '»»),  p.  251. 

104)  Die  quadratischen  Relationen  bei  Biemann  1.  c. ;  siehe  die  vorige  Note. 
Näheres  für  p  =  5,  6,  7  Nöther,  Math.  Ann.  26  (1885). 

104»)  L.  Kraus  '<"'),  p.  252,  259.  Ein  einfaches  Beispiel  hierfür  mit  ^  =  5 
ist  die  Kurve  x  y  (x -}- y)  -\-  {x^ -{-  y^f  («*  J^  xy  -\-  y^)  =  0. 

105)  Math.  Ann.  7.  Eine  Erweiterung  bei  Study,  Leipz.  Ber.  42  (1890) 
Brill  u.  Nöther  (Math.  Ann.  7)  bezeichnen  diesen  Satz  als  Biemann- Boch" sehen  Satz 

106)  G.  Castelnuovo,  R.  Acc.  d.  Line.  1889. 

Encyklop.  d.  math.  Wiasensch.     II  2.  10 
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Für  die  t'  —  1  =  m  —  P  +  ir  -  fach  unendlichen  Spezialscharen 
von  m  Punkten,  für  welche  bei  gegebenen  r'  die  Anzahl  m  am  klein- 
sten wird,  d.  i.  also  für  die  Kurven  niedrigster  Ordnung  im  Raum 
von  t'  —  1  Dimensionen,  ergiebt  sich 

p  =  rT.'  -\-h         (0£h<  t), 
und  die  Existenz  von  oo^  Scharen  von  m  =  p  -\-  t'  —  r  —  1  Stellen. 
Die  Anzahl   der  verschiedenen   Systeme  hat  für  t'  ==  2  Brill  ^°'')  be- 
stimmt und  zwar  ist  sie  für 

p  =  2t  gleich  ^  (^!!i),  für  p  =  27  +  1  gleich  -^  f/J~/)  • 

Für  ^  =  0  hat  Castelnuovo  ^°^)  die  Anzahl  der  verschiedenen  Systeme 

gleich 

1 !  2!  3! (t  —  1) !  1 !  2!  3!  (t  —  1)! 

1!2!3!4!.  .  ..(t  +  t'  — 1)! 
gefunden.    Diese  Zahlen  gelten  jedoch  nur  für  allgemeine  algebraische 
Gebilde  und  können    in   speziellen  Fällen  in  mannigfacher  Art  aus- 
artend«^).    . 

30.  Normalformen.  Die  Kenntnis  von  Spezialscharen  mit  einer 
möglichst  geringen  Anzahl  beweglicher  Stellen  und  der  zugehörigen 
Funktionen  wird  zur  Aufstellung  von  Normalformen  der  definierenden 
algebraischen  Gleichung  benutzt.  Riemann^^^)  sucht  den  Grad  in 
jeder  Veränderlichen  möglichst  niedrig  zu  erhalten  und  findet  für 
p  ==  2  in  der  einen  2,  in  der  andern  3  als  niedrigsten  Grad.  Für 
p  =  2m  —  2  oder  2m  —  3  dagegen  m  als  niedrigsten  Grad  in  jeder 
Veränderlichen.  Brill  und  Nöther  ^^^)  verwenden  als  Normalkurve  die 
ebene  Kurve  niedrigster  Ordnung,  also  diejenige  van  der  Ordnung 
p  —  m  -\-2,  wenn  p  =  3m,  Sw-f  1,  3m-f2  ist.  Weierstrass  führt 
in  die  das  Gebilde  definierende  Gleichung  zwei  solche  Funktionen 
ein,  welche  nur  an  einer  einzigen  der  in  Nr.  23  erwähnten  Weierstrass- 
Stellen  von  möglichst  niedriger  Ordnung  unendlich  werden,  jedoch  mit 
der   Beschränkung,    dass    sie   zur   rationalen   Darstellung   sämtlicher 


107)  Brill  u.  Nöther,  Math.  Ann.  7;  A.  Brill,  Math.  Ann.  36  (1890);  auch 
E.  Ritter,  Math.  Ann.  44  (1894). 

108)  1.  c.  Zu  Castelnuovo' s,  Verfahren  vgl.  Kleines  autogr.  Vorl.  über  Rie- 
mann'sche  Flächen  2,  p.  110  ff.;  zur  ganzen  Nummer :  H.  Burkhardt,  Gott.  Nachr. 
1896  und  III  C  2,  7,  10. 

109)  L.  Kraus,  Math.  Ann.   16   (1880);    dazu   G.  Wiman,  Stockh.  Handl. 

Bihang  1895. 

110)  A.  F.,  Art.  5.     Von  Weierstrass'sck&c  Grundlage  aus  E.  Netto,  Dissert. 

Berlin  1870. 

111)  Math.  Ann.  7,  p.  293 
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Funktionen  des  Gebildes  noch  geeignet  sind.  Durch  Diskussion  an 
der  Hand  des  Lückensatzes  erhält  man  so  eine  Reihe  von  Gleichunsrs- 
formen,  von  denen  jede  ein  Gebilde  vom  Geschlechte  p  definiert,  und 
welche  in  einer  Variablen  der  Reihe  nach  vom  Grade  2,3,4,  ...,  p 
sind  und  resp.  2p  —  1,  2p,  2p  -{-  1,  .  .  .,3p  —  3  noch  willkürliche, 
durch  rationale  Transformation  nicht  mehr  abzuändernde  Konstante 
enthalten  ^^^).  Doch  kann  man  sämtliche  Gleichungsformen  aus  der 
letzten  durch  geeignete  Grenzübergänge  erhalten.  Auch  die  von 
Christo/fei  ^^^)  benützten  Normalformen  beruhen  wesentlich  auf  der 
Einführung  von  Integranden  erster  Gattung  in  die  Grundgleichung  ^^'*). 

31.    Die  Moduln    einer   Klasse    von    algebraischen    Gebilden. 

Innerhalb  der  Gesamtheit  aller  algebraischen  Gebilde  vom  Geschlechte 
p  >  1  ist  eine  einzelne  Klasse  durch  dp  —  3  Parameter  bestimmt,  oder 
anders  ausgedrückt,  das  algebraische  Gebilde  hat  gegenüber  ratio- 
naler Transformation  3  p  —  3  absolute  und  charakteristische,  von  ein- 
ander unabhängige  Invarianten.  Diese  Zahl  wurde  zuerst  von  Bie- 
mann^^^^)  durch  Abbildung  der  Biemann'schen  Fläche  mit  Hülfe  eines 
Integrals  erster  Gattung  gefunden.  Man  erhält  so  ein  System  von 
p  Parallelogrammen,  welche  durch  2p  —  2  Verzweigungspunkte  mit 
einander  zusammenhängen,  also  im  Ganzen  von  4p  —  2  Parametern 
abhängt.  Da  das  Integral  erster  Gattung  aber  p  -{-  l  willkürliche 
Parameter  enthält,  so  verbleiben  3p  —  3  für  die  Klasse  charakteri- 
stische frei.  Die  gleiche  Zahl  findet  man,  wenn  man  von  der  Be- 
merkung ausgeht,  dass  die  w- blättrigen  Biemann' sehen  Flächen  einer 
Klasse  von  2m — p -{- 1  Parametern  abhängen,  dagegen  die  all- 
gemeinste m- blättrige  Fläche  durch  die  2m  -^  2p  —  2  Verzweigungs- 
werte endlich  vieldeutig  bestimmt  ist^^^).  Diese  Betrachtimgen  be- 
dürfen der  wesentlichen  Ergänzung  durch  den  Nachweis,  dass  nicht 
ein  algebraisches  Gebilde  mit  p>  1  Transformationen  in  sich  selbst 
mit  ein  oder  mehreren  frei  veränderlichen  Parametern  zulässt^^^).     In 

112)  Brief  an  Sclmarz,  Werke  2,  p.  235;  Brill  und  Nöther,  Math.  Ann.  7, 
p.  302;  F.  Schottly,  J.  f.  Math.  83  (1877),  p.  317  ff.,  früher  als  Dissertation, 
Berlin  1875;  G.  Valentin,  Diss.,  Berlin  1879;  F.  de  Brun,  Diss.  Upsala  (1895), 
Stockh.  Öfvers.  1896;  F.  Klein,  autogr.  Vorl.  Riemann'sche  Flächen,  p.  90  ff. 

113)  Ann.  di  mat.  (2)  9  (1878). 

114)  L.  Baffy,  Ann.  ec.  norm.  (2)  12  (1883)  stellt  die  Bedingung  dafür 
auf,  dass  in  f{s,z)  =  0  s  ein  Integrand  erster  Gattung  sei. 

114*)  A.  F.,  Art.  12.  Diese  Abbildung  erörtert  F.  Klein  in  der  autogr.  V. 
über  Riemann'sche  Flächen. 

115)  Eiemann  1.  c;  F.  Klein  über  Riemann's  Theorie  der  algebr.  Funktionen 
(1882). 

116)  H.  A.  Schwarz,  J.  f.  Math.  87  (1875);    Weierstrass  Brief  an  Schwarz, 

10* 


148      n  B  2.    W.  Wirtinger.     Algebraische  Funktionen  und  ihre  Integrale. 

einer  auch  für  ^  ==  0,  1  gültigen  Weise  kann  der  Satz  in  der  Form 
ausgesprochen  werden:  Die  Anzahl  der  Moduln  beträgt  3^;  —  3  -{-  r, 
wo  r  die  Anzahl  der  variablen  Parameter  bedeutet,  von  welchen 
die  allgemeinste  Transformation  des  Gebildes  in  sich  selbst  abhängt. 
Bekanntlich  ist  r  =  3  für  ^^  =  0,  r  =  1  für  j)  =  1  und  nach  dem 
eben  angeführten  Satz  r  ==  0  in  allen  höheren  Fällen  ^^'').  Die  so 
gefundene  Zahl  der  Moduln  bestätigt  sich  auch  durch  Abzahlung 
an  den  verschiedenen  Normalformen  ^^^).  Aus  den  Riemann' sehen 
Betrachtungen  zieht  Klein'^^'^)  noch  den  Schluss,  dass  die  Gesamt- 
heit der  algebraischen  Gebilde  vom  Geschlechte  p  eine  zusammen- 
hängende "dp  —  3  +  r-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bilden. 

In  jeder  der  im  vorigen  erwähnten  Normalformen  können  die 
noch  willkürlichen  Parameter  als  Moduln  angesehen  werden.  Ebenso 
?>p  —  3  absolute  unabhängige  projektive  Invarianten  der  Normalkurve 
der  (p.  Andere  Festlegungen  der  Moduln  entspringen  aus  der  Theorie 
der  ÄbeV sehen  und  der  automorphen  Funktionen  (II  B  6  c). 

32.  Vertauscliung  von  Parameter  und  Argument.  Wird  das 
transcendent  normierte  Integral  dritter  Gattung  mit  den  Unstetig- 
keitspunkten  ^  und  iq  zwischen  den  Grenzen  y  und  x  genommen  be- 
zeichnet mit 


so  ergiebt  die  in  Nr.  17  angeführte  Randintegration  von  11^'"  du''" 


fdTi=n: 

17 

nach  z  die  Gleichung 

Die  Stellen  |  und  rj  werden  als  die  Parameter,  x  und  y  als  die  Argu- 
mente des  Integrals  bezeichnet,  das  in  (5)  ausgesprochene  Theorem 
als  der  Satz  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  ^^^'^). 


Werke  2,  p.  235;  G.  Hettner,  Gott.  Nachr.  1880;  F,  Klein,  1.  c.  1883;  M.  Nöther, 
Math.  Ann.  20,  21  (1882);  F.  Klein  bei  H.  Poincare,  Acta  math.  7  (1884); 
Ä.  Hui  Witz,  Gott.  Nachr.  1887  =  Math.  Ann.  32;  Math.  Ann.  41  (1892); 
E.  Picard,  J.  d.  Math.  (4)  5  (1889);  Bull.  Soc.  Math.  Fr.  21  (1893). 

117)  F.  Klein  1.  c. 

118)  Brill  u.  Nöther,  Math.  Ann.  7;  A.  Cayley  hatte  die  Zahl  dp  —  3  zu- 
erst bezweifelt  (Proc.  Lond.  Math.  Soc.  1865). 

118')  Zuerst  bei  elliptischen  Integralen  von  Legendre  entdeckt  (IIB 6a); 
Abel  (Oeuvres  ed.  S.  u.  L.  1  (1826),  p.  40;  2,  p.  43,  47);  E.  Galois,  Oeuvr.  ed. 
Picard  (1832),  p.  30;  C.  G.  J.  Jacobi,  J.  f.  Math.  32  (1846)  =  Werke  2,  p.  1-Jl.  Die 
angedeutete  Ableitung  nach  Clebsch  u.  Gordan,  Abel'sche  F.  (1866),  p.  112  ff. ; 
vgl.  unten  Nr.  34. 
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Das  allgemeinste  Integral  dritter  Gattung,  welches  auch  als  Funktion 
der  Parameter  betrachtet  ein  solches  ist,  hat  demnach  die  Form 


(6) 


n;:+2c„,v7^'; 


cc,li 


(a,ß=  l,...,p), 


wo  die  v^J  j  v\^  die  zwischen  den  Grenzen  y,  x  resp.  ti,  %  genommenen 
Integrale  erster  Gattung  bedeuten  und  die  Caß  von  x,  y  und  |,  t]  un- 
abhängig sind.  Ist  das  System  der  Caß  ein  symmetrisches,  so  erhält 
man  das  allgemeinste  Integral  dritter  Gattung,  welches  Vertauschung 
von  Parameter  und  Argument  gestattet,  wenn  aber  dies  nicht  der 
Fall  ist,  so  ändert  sich  (6)  bei  Vertauschung  von  x,  y  mit  ^,  ri  nur 
um  eine  alternierende  Bilinearform  der  v'^y ,  vi^i. 

33.  Integrale  zweiter  Gattung,  Normalkombinationen.  Durch 
Differentiation  nach  |  entsteht  aus  dem  Integral  77  f^  ein  Integral 
zweiter  Gattung,  welches  nach  (5)  eine  algebraische  Funktion  des 
Parameters  |  ist  und  mit  Ef^  bezeichnet  werden  soll.  Die  gleiche 
Eigenschaft  in  Bezug  auf  |  kommt  auch  den  aus  (6)  durch  Differen- 
tiation nach  I  hergeleiteten  Integralen  zu,  welche  wir  mit  E^''  be- 
zeichnen. Indem  wir  noch  vorübergehend  die  Differentialquotienten 
der  transcendent  normierten  Integrale  erster  Gattung  v^'J  nach  x  mit 
ipa  (x)  bezeichnen,  die  eines  beliebigen  Systems  linear  unabhängiger  Inte- 
grale ti'^y  dagegen  mit  ffa  (x),  zeigt  sich,  dass  die  Determinante 


(') 


i(l)' 


welche  mit  p  -\-  1  Stellen  |,  l^^\  ...,  |(^)  gebildet  ist,  eine  algebraische 
Funktion  von  x,y  und  den  Stellen  |,  |(^',  . . ,,  |(p^  ist  und  sich  nur 
um  einen  von  diesen  unabhängigen  Faktor  ändert,  wenn  die  Integrale 
E|^,  Ef(^)  durch  die  allgemeineren  £'t^,  E^^ß)  und  die  ta  durch  die 
g^  ersetzt  werden.  Die  Entwicklung  der  so  umgestalteten  Determi- 
nante nach  der  ersten  Vertikalreihe  führt  zu  der  Gleichung 

(8)  m'=F(x,  y- 1,  fvi(^ . . .,  1^^') +^i(i)  Yr+g,a)  n' 

Dabei  sind  die  Ya^  lineare  Kombinationen  von  Integralen  zweiter 
Gattung,  deren  Perioden  von  den  Stellen  |(^),  . . ,,  §(^)   gänzlich  unab- 
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hängig  sind,  und  nur  von  der  Auswahl  des  Integrales  dritter  Gattung 
und  der  Integranden  erster  Gattung  abhängen.  Sie  heissen  Normal- 
kombinationen.  Die  Perioden  von  Ya^  an  den  Schnitten  Ä;^,  B,^ 
sollen  mit  — ria^k,  — 'Ha,p+k  bezeichnet  werden.  Die  Funktion  JP 
ist  nur  in  der  Bezeichnung  von  der  TFeiers^r«ss'schen  Funktion  H 
verschieden  ^^^).  Ebenso  bilden  die  Weierstrass'^oh&n.  Integrale  zweiter 
Gattung  ein  System  von  Normalkombinationen  zum  System  erster 
Gattung,  und  zwar  ein  solches,  in  welchem  jede  Normalkombination 
nur  einen  einzigen  Unstetigkeitspunkt  hat. 

34.  Fortsetzung,  die  Weierstrass'sclien  Periodenrelationen.   Die 

obige  Darstellung  setzt  die  Kenntnis  der  Periodeneigenschaften  der 
Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  voraus.  Im  Gegensatz  dazu 
hat  Weierstrass^'^^)  anknüpfend  an  eine  Formel  von  AheV^^)  die  Ver- 
tauschbarkeit  von  Parameter  und  Argument  aus  algebraischen  Iden- 
titäten erschlossen  und  diese  dann  zur  Erforschung  der  Perioden- 
eigenschaften und  zur  Reduktion  der  Integrale  benutzt.  Durch  An- 
wendung des  Residuensatzes  auf  die  Funktion 

als  Funktion  von  (^,  '^?),  wobei  wir  die  Bezeichnung  von  Nr.  23  wieder 
aufnehmen,  findet  er  die  Vertauschungsgleichung 

(9)  ^  H{x,  y;  X,  y)  —  ^  H{x  ,  y;  x,  y) 

p 
=  —  ^{S{^,  y)a  H{x,  ij)p+a  —  H{x,  yX  H{x,  y)p+a)  ■ 

a  =  l 

Indem  man  diese  Formel  nach  x  und  x'  über  geschlossene  Wege 
integriert,  erhält  man  durch  genauere  Diskussion  die  Existenz  von 
2p  Wegen,  welche  in  den  wesentlichen  Eigenschaften  mit  den  Schnitte- 
paaren eines  kanonischen  Querschnittsystems  übereinstimmen,  und 
durch  Ausführung  der  Integration  die  folgenden  Relationen  zwischen 
den  Perioden  der  Integrale  erster  und  den  Perioden  der  zugehörigen 
Integrale  zweiter  Gattung,  welche  in  gleicher  Weise  auch  für  Normal- 
kombinationen gelten: 
p 

(10)  ^^f^aßVar  —  ^ayVaß)  ==  2^^  '  ^^y, 

1 

119)  Siehe  F.  Klein,  Math.  Ann.  36  (1890);  vgl.  auch  die  Darstellung  bei 
Baker,  Abel.  Theor.  p.  176  ff.;  0.  Bolza,  Chicago  Congr.  Mathem.  Papers  1  (1896). 

120)  Braunsberger  Programm  1849  =  Werke  1,  p.  111  (für  hyperelliptische 
Integrale),  später  in  Vorlesungen;  siehe  Brill  und  Nöther,  Ber.,  p.  426  ff.;  0.  Bier- 
mann, Wien.  Ber.  87  (1883). 

121)  Siehe  Note  118. 
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wo    ö^    —  0    oder    +  1    ist,  je  nachdem    \ß  —  y\:^p    oder   ß  —  y 
=  -AzP    ist. 

Aus  diesen  kann  man  wieder  die  Riemann' sehen  Bilinearrelationen 
herleiten,  sowie  das  Nichtverschwinden  der  Determinante  der  ersten 
Hälfte  des  Systems  der  Perioden  erster  Gattungen,  und  die  übrigen 
Ungleichungen  unter  denselben  '^^). 

Wird  nun  gesetzt: 
p 

(11)  G{x,  y,  X,  y)  =^"H{x,  y)„H{x\  y)p+a—  -^H{x,y',  x,ij'), 

1 

so  zeigt  Formel  (9),  dass 

(12)  G(x,  y;  x,  y)  =  G{x',  y'-^  x,  y) 

und  zugleich  erweist  sich  G{x,  y]  x,  y')  als  ein  Integrand  zweiter 
Gattung.  An  den  Eigenschaften  von  G  wird  nichts  wesentliches  ge- 
ändert, wenn  noch  eine  symmetrische  Bilinearform  der  H^{x,  y), 
HÄx',  y')  hinzugefügt  wird.  Die  Gleichung  (12)  enthält  den  Satz 
von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  in  algebraischer 
Form,  und  er  geht  aus  ihr  durch  Integration  in  Bezug  auf  x  und  x 
hervor. 

35.  Die  Reduktion  der  allgemeinsten  algebraischen  Integrale. 
Durch  Anwendung  des  Residuensatzes  auf 

Fix,,  y^  H(x„  y,;  x,  xj)  -^ 

und  Transformation  des  Resultates  mit  Hülfe  des  Vertauschungssatzes 
(9)  und  der  durch  Reihenvergleichung  daraus  hervorgehenden  Glei- 
chungen gewinnt  Weierstrass^'^^)  die  folgende  Darstellung  der  ratio- 
nalen Funktion  F(x,y): 

r 

(13)  F(x,y)=^rC^H(x,,y^-x,y) 

1 

p  r 

—^{9p+aH{x,y)^  —  g^H{x,y)p+a)+j^'^I{x,y\. 


122)  G.  Frobenius,  J.  f.  Math.  89  (1880);  H.  Burkhardt,  Math.  Ann.  32, 
p.  400  S.  (1888).  Die  oft  behandelte  Determinantenrelation  zwischen  den  Pe- 
rioden der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  {Haedenkamp,  J.  f.  Math.  12  (18); 
L.  Fuchs,  J.  f.  Math.  71  (1870)  u.  a.)  ist  eine  arithmetische  Konsequenz  der  Re- 
lationen (10).  Für  die  Untersuchung  der  Perioden  als  Funktionen  der  Moduln 
des  algebraischen  Gebildes  11  B  4. 

123)  G.  Hettner,  Diss.,  Berlin  1877;  G.  Humbert,  Acta  math.  10  (1887);  für 
hyperelliptische  Integrale  siehe  L.  Fuchs,  J.  f.  Math.  71  (1870),  p.  103  ff. 
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Sind  Xi,y^(v=l,2,...,r)  diejenigen  Elemente,  für  welche  F(x^,y^)-jr^ 

negative  Potenzen  von   t   in    der  Entwicklung   aufweist,    so    ist   hier 
gesetzt: 

V      V    dx  X.  7 

wo  unter  dem   Summenzeichen   der  Wert  1  =  0  auszuschliessen   ist. 
Dann  ist 

»'     ^  •,  d  Xf 
W 


F{x,  y\  =  —^  Cr,-n    H{x,  2/;  x^,  y^) 


9a  =2  2^''-^ 
1        n>Q 


H(x^,yX-^ 


<«-!' 


9p^a  =  —  -FK,   l^  +^^2^Cr,-n     H(x^,  V^P^-a-j} 


dt 


Diese  Formeln  geben  die  Zerlegung  einer  algebraischen  Funktion  in 
Integranden  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung  und  den  Differential- 
quotienten einer  algebraischen  Funktion,  und  zwar  treten  nur  p  be- 
stimmt normierte  Integranden  zweiter  Gattung  ein.  Diese  Zerlegung 
ist  überdies  eine  eindeutige  bestimmte  und  giebt  durch  Integration 
unmittelbar  die  Reduktion  eines  allgemeinen  Integrals  auf  die  Inte- 
grale der  drei  Gattungen  und  eine  algebraische  Funktion. 

Ausgehend  von  der  Theorie  der  Formen  q)  und  unter  Voraus- 
setzung einer  Gleichung  in  homogenen  ternären  Variablen  hat  Nöther  ^^^) 
den  Vertauschungssatz,  sowie  die  anschliessenden  Probleme  der  Dar- 
stellung und  Reduktion  algebraischer  Funktionen  ausführlich  behandelt. 

36.  Die  Integration  durch  algebraische  Punktionen  und  Lo- 
garithmen solclier  haben  Abel  und  Liouville  in  Angriff  genommen. 
Äbel'^^")  giebt  den  Satz,  dass  das  Integral  einer  algebraischen  Funk- 
tion y,  wenn  es  überhaupt  durch  algebraische  Funktionen  und  Loga- 
rithmen solcher  ausdrückbar  ist,  nur  die  Form  haben  kann: 

r 

(14)  fydx  =  P  {x,  y)^^rA^  log  P,,(x,  y) , 

1 

wo  P{x,  y)  und  P^{x,  y)  rationale  Funktionen  von  x  und  y  bedeuten. 


124)  Erl.  Ber.  1884;  Math.  Ann.  37  (1890);  vgl.  auch  A.  Cayley,  Amer.  J.  of 
math.  5,  7  (1882,  1885). 

125)  Brief  an  Legendre  1828  (Oeuvres  2,  p.  277)   1,  p.  545  (1829);  2,  p.  206; 
vgl.  Stickelberger,  J.  f.  Math.  82  (1876). 
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Die  Bedingungen  dafür,  dass  das  Integral  einer  algebraischen  Funk- 
tion selbst  algebraisch  sei,  hat  Liouville'^^^)  zuerst  näher  untersucht. 
Sie  ergeben  sich  mit  Formel  (13)  nach  Weierstrass  einfach  in  der 
Weise,  dass  alle  Grössen  C^,  g^,  gpj^a  verschwinden  müssen,  damit  das 

Integral  J  F{x,y)dx  eine  algebraische  Funktion  sei;  zugleich  ent- 
nimmt man  aus  (13)  auch  unmittelbar  den  Ausdruck  des  Integrals  in 
algebraischer  Form.     Ein  anderes  Verfahren  giebt  Ftaszychi^^'^). 

Schwieriger  ist  die  Entscheidung,  wenn  auch  Logarithmen  alge- 
braischer Funktionen  zugelassen  werden,  da  es  dann  auf  die  arithme- 
tische Beschaffenheit  der  Koeffizienten  C^  in  (13)  ankommt.  Auch 
sind  hier  nur  elliptische  und  hyperelliptische  Integrale  genauer  be- 
arbeitet i^»). 

37.  Klein's  kanonisclie  Kurven  ^^^).  Eine  besonders  einfache 
Darstellung  gestatten  die  Integrale  und  weitere  aus  ihnen  herzuleitende 
transcendente  Formen,  wenn  das  algebraische  Gebilde  als  ein-  oder 
mehrfach  überdeckte  Kurve  des  Gebietes  von  n  homogenen  Variablen 
^1,  ^2;  •  •  -7  ^n  (für  n  =  2  also  als  RiemanrC^ohe  Fläche)  von  solcher 
Beschaffenheit  gegeben  ist,  dass  man  die  Differentiale  erster  Gattung 
du^  proportional  p  ganzen  algebraischen  (nicht  notwendig  rationalen) 
Formen  (p^  von  der  Dimension  d  setzen  kann,  welche  keine  Nullstelle 
gemeinsam  haben.     Durch  den  von  a  unabhängigen  Quotienten 

(15)  da>^  =  ^ 

ist  dann  eine  kanonische  Differentialform  definiert,  mit  der  Eigenschaft, 
dass  in  der  Entwicklung  eines  Differentials  nach  dem  Parameter  t  in 
der  Umgebung  einer  Stelle  z 

Xdco^  =  dt(f^{t)), 
wo   X  eine  Form  von   der  Dimension  d  und   ^(^)   eine  Potenzreihe 
mit  nicht  verschwindendem  ersten  Glied  ist,  der  Exponent  v  lediglich 
die  Ordnung  des  Null-  oder  Unendlichwerdens   der  Form   X  angiebt. 


126)  Par.  sav.  [^tr.]  5  (1838).  Er  führt  den  AbeVschen  Satz  auf  Leibniz 
und  Laplace  zurück.  Es  sind  wohl  die  Bemerkungen  in  der  Einleitung  zum 
ersten  Buch  der  Th.  anal,  des  probab.  gemeint. 

127)  Acta  math.  11  (1888). 

128)  Abel,  Oeuvres  1  (1826),  p.  104  =  J.  f.  Math.  1 ;  Weierstrass,  Berl.  Ber. 
1857  (Werke  1,  p.  227);  Tschebyscheff,  J.  f.  Math.  (1)  18,  (2)  2;  L.  Baffy,  Ann. 
äc.  norm.  (3)  2  (1885);  C.  Guichard,  Ann.  ec.  norm.  (3)  5  (1888);  G.  Pick,  Math. 
Ann.  32  (1888);  E.  Goursat,  Par.  C.  R.  118  (1894);  L.  Koenigsberger,  Math.  Ann. 
11  (1877);  vgl.  dazu  PtaszycU,  Math.  Ann.  16  (1880). 

129)  Math.  Ann.  36  (1890). 
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Die  Dimension  d  ist  dann  ein  Teiler  von  2p  —  2  und  jede  ganze 
Form  der  Dimension  d  aucli  eine  Form  qp.  Das  kanonische  Differen- 
tial lässt  sich  schreiben 

(16)  ^"^^^TTTz Vv 

wo  ra-\-<i{z^, ...,  z^^  eine  bestimmte  ganze  Form  von  der  Dimension 
d  -\-  2   bedeutet. 

Das  Integral  dritter  Gattung  lässt  sich  in  der  Form 

darstellen,  wo  i^(-2f,  ^;  a/3)  in  ^  und  ^  eine  ganze  Form  von  der  Di- 
mension d  -}-  2  bedeutet,  welche  von  der  zweiten  Ordnung  verschwin- 
det, wenn  (cc,ß^—a^ß^)  Null  ist,  ohne  dass  z  mit  ^  zusammenfällt  und 
welche  für  0  =  g  mit  Fi^^i^^,  z^,---,  ^n)  identisch  wird.  Die  hienach 
in  t  noch  willkürlichen  Grössen  hat  man  in  den  bisher  ausgeführten 
Fällen  so  zu  bestimmen  gesucht,  dass  1/^  eine  ganze  rationale  Kova- 
riante  der  zur  Definition  des  Gebildes  verwendeten  Formen  im  ge- 
wöhnlichen Sinne  wird,  also  auch  rational  ganz  in  den  Koeffizienten 
dieser  Formen  ist^^*^). 

Solche  kanonische  Kurven  sind  in  erster  Linie  die  Normalkurve 
der  (p  auch  im  hyperelliptischen  Fall,  der  vollständige  singularitäten- 
freie Schnitt  von  n  —  2  algebraischen  Mannigfaltigkeiten  von  n  —  2 
Dimensionen  im  Gebiet  von  n  homogenen  Variablen^"),  die  ebene 
singularitätenfreie  Kurve  w'"  Ordnung  ^^^)  und  gewisse  durch  binomische 
Gleichungen  definierte  Gebilde  ^^^),  sowie  insbesondere  die  gewöhnliche 
Form  des  hyperelliptischen  Gebildes  1^*),  also  die  zweiblättrigen  Rie- 
mann'schen  Flächen.  Im  letzterwähnten  Fall  lautet  das  normierte 
Integral  dritter  Gattung 

/  i         y^+2  y«2p  +  2  _|_  ^p  +  1  ^|-M 

(18)         Qßl  =J  d^J  ^«?  — \iztr ' 

y  V 

wo  af^+2  diejenige  binäre  Form,  deren  Nullstellen  die  Verzweigungs- 


130)  G.  Pick,  Math.  Ann.  29  (1886);  F.  Klein  1.  c;  E.  Pascal,  Ann.  di  mat. 
(2)  17  (1889). 

131)  H.  White,  Acta  Leop.  57  (1891)  (—  Göttinger  Diss.);  Math.  Ann.  36. 

132)  G.  Pick  1.  c. 

133)  W.  F.  Osgood,  Diss.  Erlangen  1890. 

134)  F.  Klein,  Math.  Ann.  27  (1886),  32  (1888);  H.  Burkhardt,  Math.  Ann. 
32  (1888). 
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stellen  des  hyperelliptischen  Gebildes  definieren,  bedeutet,  und  die 
kanonische  Differentialform 

ist.  Das  hieraus  zu  entwickelnde  Formelsystem  hat  genauen  Anschluss 
an  die  Weierstrass'&ohQ  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  Das 
Heranziehen  invariantentheoretischer  Gesichtspunkte  findet  seine  wei- 
tere Verwertung  in  der  Theorie  der  zugehörigen  Theta-  und  Sigma- 
funktionen  (II  B  6  b). 

38.  Primfunktionen  und  Primformen  ^^^).  Während  die  Dar- 
stellung der  algebraischen  Funktionen  als  Aggregate  von  Integralen 
zweiter  Gattung  nur  die  Unendlichkeitsstellen  zur  Geltung  bringt, 
erfordert  die  Darstellung  derselben  als  Produkt  von  einzelnen  Faktoren, 
deren  jeder  nur  an  einer  Stelle  Null  oder  unendlich  wird,  eine  Erweite- 
rung der  Hülfsmittel,  weil  eindeutige  Funktionen  dieser  Art  ohne  wesent- 
lich singulare  Stellen  für  />  >  0  am  algebraischen  Gebilde  nicht  exi- 
stieren. Diese  kann  auf  zweierlei  Art  vorgenommen  werden,  indem 
man  entweder  mit  Weierstrass  wesentliche  Singularitäten  an  p  be- 
stimmten festgewählten  Stellen  —  welche  auch  vereinigt  liegen  können 
—  zulässt,  oder  aber  wie  Klein  unter  Einführung  homogener  Variablen 
Formen  bildet,  welche  dann  keine  wesentliche  Singularität  mehr  zeigen, 
jedoch  mehrdeutig  sind.  In  beiden  Fällen  müssen  noch  gewisse 
accessorische  Bildungen  hinzutreten,  um  die  Darstellung  der  alge- 
braischen Funktionen  zu  leisten. 

Weierstrass'^^^)  erklärt  als  „Primfunktion" 

I S{x,  y;x' ,y')dx' 

(19)  E(^,y;xi,yi\oco,yo)  =  e^oyo 

welcher  Ausdruck  eindeutig  von  der  Stelle  (x,y)  abhängt,  in  {x^,yJ) 
von  der  ersten  Ordnung  Null,  in  (x^,  y^  von  der  ersten  Ordnung  un- 
endlich wird  und  die  Stellen  (a^,  &J  zu  wesentlich  singulären  hat. 
Von  den  Stellen  {Xq,  y^,  {x^,  y^)  ist  dagegen  E  nicht  eindeutig  ab- 
hängig, sondern  ändert  sich  bei  Durchlaufung  eines  Periodenweges 
um  Faktoren,  welche  als  Funktionen  von  {x,  y)  betrachtet  nirgends 
verschwinden  und  sich,  entsprechend  den  2p  Periodenwegen,  durch  2p 
unter  ihnen  als  Produkte  ganzer   Potenzen    darstellen    lassen.     Diese 

135)  Siehe  auch  IBlc,  Nr.  9. 

136)  Brief  an  Schwarz  (1875),  Werke  2,  p.  235;  Brill  und  Nöther,  Berl.  Ber. 
p.  429;  SchottJcy,  J.  f.  Math.  101;  vgl.  auch  Baker,  Abel.  Theor.,  eh.  7,  12; 
0  Biermann,  Wien.  Ber.  87  (1883),  105  (1896);  Wien.  Monatsh.  3  (1892). 
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letzteren  —  mit  i:^{x,  y)  bezeichnet  {a  =  \,  ...,2p)  —  heissen  nicht- 
verschwindende  Primfunktionen.  Die  Integrale  der  drei  Gattungen 
lassen  sieh  durch  Logarithmen  solcher  Primfunktionen  darstellen,  die 
algebraischen  Funktionen  als  Produkte  von  Funktionen  der  Form  (19), 
deren  jede  nur  eine  Null-  und  eine  Unendlichkeitsstelle  der  gegebenen 
algebraischen  Funktion  zu  ebensolchen  hat,  und  nicht  verschwindenden 
Funktionen  E,  welche  übrigens  durch  passende  Wahl  des  Integrations- 
weges in  (19)  mit  den  andern  vereinigt  werden  können.  Diese  letzteren 
spielen  hier  die  Rolle  von  „Einheiten",  während  die  durch  (19)  defi- 
nierten Funktionen  den  Primidealen  analog  gesetzt  werden  können. 
Weierstrass  giebt  auch  Andeutungen  über  die  Reihenentwicklung  der 
Primfunktionen,  deren  weitere  Bearbeitung  erwünscht  wäre.  Auf 
Grund  der  Weierstrass' ^ch&a.  Bildungen,  welche  noch  verschiedener 
Modifikationen  fähig  sind,  hat  Günther  ^^'^)  die  Sätze  von  Weierstrass 
und  Mittag-Leffler  über  die  Darstellung  eindeutiger  Funktionen  i^^)  auf 
solche  Funktionen  ausgedehnt,  welche  auf  einem  algebraischen  Gebilde 
eindeutig  sind,  nachdem  schon  früher  Äppell^^^)  die  gleiche  Aufgabe 
in  anderer  Weise  behandelt  hatte. 

39.    Fortsetzung.    Klein^^^)  führt  eine  Priraform   ein  durch  die 
Formel 


-I  /  _px-\-dx,  y-\-dy 

=  lim  V  c 

dx—  0,  dy  =  {) 


iß {x,  y)  =  lim  Y  dco^  dco^e      ""^ 


wobei  wieder  die  Bezeichnung  von  Nr.  37  aufgenommen  ist  und  ins- 
besondere das  einzelne  Wertsystem  x.^,  ...,x^  mit  einem  Buchstaben  x 
bezeichnet  ist,  und  F\^^  irgend  ein  Integral  dritter  Gattung  von  der 
Form  (6)  in  Nr.  32  ist.  Sie  verschwindet  nur  für  x  =  y  und  ist 
sonst  überall  endlich  und  bestimmt.  Bei  Durchlaufung  eines  Perioden- 
weges seitens  x  oder  y  ändert  sie  sich  um  einen  Exponentialfaktor 
von  der  Form 

(21)  ±  M<'*t)^ 

wo  das  Vorzeichen  von  dem  Periodenweg  abhängt  und  —  Vaj  ^a  ^i® 
auf  diesem  Weg  erlangten  Zuwächse  der  Normalkombinationen  und 
der    zugehörigen    Integrale    erster    Gattung    sind.      Ebenso    kann    die 


137)  J.  f.  Math.  109  (1892).     Vgl.  auch  K.  Ott,  Wien.  Monatsh.  4  (1893). 

138)  II  B  1. 

189)  Acta  math.  1  (1883).     Vgl.  auch  G.  Vitali,  Rend.  Pal.  1900. 
140)  Math.  Ann.  36  (1890).    Früher  für  hyperelliptische  Gebilde,  s.  Note  134. 
Siehe  auch  G.  Pick,  Math.  Ann.  29  (1887). 
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Primform  durch  Modifikation  des  Integrationsweges  in  (20)  um  Fak- 
toren von  der  Form  (21)  geändert  werden,  welche  also  hier  die  Rolle 
von  „Einheiten"  spielen. 

Der  in  (20)  angedeutete  Grenzübergang  kann  in  verschiedener 
Weise  ausgeführt  werden  und  ergiebt  z.  B.  für  ein  kanonisches  Ge- 
bilde  1*1): 

y^d+2(^ii  ■ -M a;„;  aft  r^_^2(2/n --M  2/„;  a^) 
in  der  Bezeichnung  von  Nr.  37,  wobei  noch  x^%  ?/'')  diejenigen  Stellen 
bedeuten,  an  welchen  aj^  —  aj^  resp.  a^ß^  —  aj^,  als  Formen  von 
2  betrachtet,  ausser  x  resp.  y  noch  verschwinden.  Die  so  erhaltene 
Primform  stimmt  für  jp  =  1  genau  mit  der  Funktion  6  (n""^)  überein. 
Zu  dieser  Primform  tritt  noch  eine  „Mittelform",  welche  am 
algebraischen  Gebilde  ebenfalls  unverzweigt  ist,  aber  nirgends  ver- 
schwindet.    Sie  wird  für   2p  —  2  =  md   definiert  durch 

(23)  u(xY'  = nsi{x,c'^''^) 

wo  die  c^')  die  Nullstellen  des  Nenners  bedeuten,  von  dessen  spezieller 
Wahl  die  Mittelform  selbst  abgesehen  von  Einheiten  unabhängig  ist. 
Ihre  Änderung  bei  Durchlaufung  eines  Periodenweges  ergiebt  sich 
aus  (21).  Diese  Mittelform  erlaubt  dann  auch  die  Darstellung  alge- 
braischer Formen  als  ein  Produkt  von  Prim-  und  Mittelformen. 

Die  Klein'schen  Ansätze  werden  von  Bitter,  Fricke  und  neuer- 
dings von  Weitstem  weiter  verfolgt  i^^*)  und  präzisiert.  Insbesondere 
giebt  der  letztere  eine  explicite  Darstellung  der  in  Betracht  kommen- 
den Funktionen  bei  beliebiger  irreducibler  Gleichung  f{x,  y)  =  0. 

40.  "Wurzelfunktionen  und  -Formen.  Multiplikative  Funktionen 
und  Formen.  Schon  Riemann^^^)  hat  für  die  Untersuchung  der  Um- 
kehruDgsfunktionen  der  Äberschen  Integrale  auch  solche  Funktionen 
betrachtet,  welche  am  algebraischen  Gebilde  zwar  überall  unverzweigt 
sind,  jedoch  auf  Periodenwegen  sich  mit  ?^*^'^  Einheits wurzeln  multipli- 
zieren. Diese  lassen  sich  als  n^^  Wurzeln  algebraischer  Funktionen  dar- 
stellen und  heissen  daher  Wurzelfunktionen  i*^*),  die  entsprechenden  homo- 
, 

141)  Math.  Ann.  36  (1890);  eine  andere  Formel  in  den  autogr.  Vorleg.  über 
Riemann'sche  Flächen. 

141»)  E.  Bitter,  Math.  Ann.  41,  44  (1892,  94);  B.  Fricke,  Gott.  Nachr.  1900; 
J.  WeJlstein,  Gott.  Nachr.  1900. 

142)  A.  F.,  Art.  27.  Die  Multiplikatoren  +  1  auch  bei  Boch,  Habilit.-Schr., 
Halle  1863. 

142»)  Nach  Weber,  AbeFsche  Funktionen,  für  2>  =  3. 
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genen  Formen  Wurzelformen^*^^).  Näheres  über  sie  wird  in  II  B  6  a  bei- 
gebracbt  werden.  Allgemeinere  Multiplikatoren  hat  dann  Prym'^^^) 
zugelassen  und  auch  die  Integrale  derselben  herangezogen.  Äppell^^^) 
hat  diese  Funktionen  eingehend  untersucht.  HurwiW^^^)  hat  auch 
solche  Funktionen  in  Betracht  gezogen,  welche  ausserdem  in  bestimmter 
Weise  auf  dem  Gebilde  verzweigt  sind.  Ritter  ^^^)  hat  die  multiplika- 
tiven  Formen  mit  Hülfe  der  ZZem'schen  Prim-  und  Mittelformen  ein- 
gehend untersucht.  Die  Stellung  der  algebraischen  Formen  ^^'')  inner- 
halb der  Gesamtheit  der  multiplikativen  Formen  erhält  dadurch  eine 
neue  Beleuchtung.  Die  wichtigsten  hier  gewonnenen  Ergebnisse  betreffen 
die  Erweiterung  des  Riemann-Roch'' sehen  Satzes  und  die  Theorie  der  auto- 
morphen Funktionen  (II B  6  c)  ^^^).  Von  Anwendungen  sind  ÄppeWs^^) 
Entwicklungen  der  hyperelUptischen  Integrale  in  trigonometrische 
Reihen  zu  nennen. 

C.    Das  Abersche  Theorem. 

41.  Das  Abel'sohe  Theorem.  Anschliessend  an  das  Additions- 
theorem der  elliptischen  Integrale  unterzog  Ähel^^^)  Summen  von  Inte- 
ralen  von  gleichen  Integranden,  zwischen  deren  Grenzen  aber  algebraische 
Relationen  bestehen,  der  Untersuchung.  Er  legt  eine  algebraische  Glei- 
chung f(x,  y)==0  zu  Grunde,  neben  welche  er  eine  zweite  g{x,y)  =  0 
stellt,  von  deren  Koeffizienten  er  sich  einige  a^,  a,^,  .  .  .,a^  veränder- 
lich denkt.  Die  gemeinsamen  Lösungen  {x^,y^  {y  =  1,.  ..r)  der  Glei- 
chungen /"  =  0 ,  g  =  0  können  dann  als  Funktionen  der  a  aufgefasst 
werden.  Wird  nun  —  unter  R{x,y)  eine  rationale  Funktion  von 
X,  y  verstanden  —  die  Summe  "' 

r  X 

(24)  ^R  (x^  y^)  dx^  ==^  G  (a)  d  a^ 

1  -1=1 


142^)  M.  Nöther,  Math.  Ann.  28. 

143)  J.  f.  Math.  71  (1870). 

144)  Acta  math.  13(1890);  E.  Picard,  J.  d.  math.  1889;  Amer.  J.  of  math. 
1894;  E.  Landfriedt,  Toul.  Ann.  9G  (1895). 

145)  Gott.  Nachr.  1892;  Math.  Ann.  41  (1892). 

146)  Math.  Ann.  46  (1895),  47  (1896). 

147)  Nach  anderer  Richtung  geht  G.  Pick,  Gott.  N.  1894,  Math.  Ann.  1898. 

148)  Vgl.  Klein-Fricke,  Automorphe  Funktionen  11  1  (1901). 

149)  Par.  sav.  [^tr.]  7  (1841),  (präs.  1826)  (=  Oeuvres  S.  u.  L.  1,  p.  145), 
J.  f.  Math.  3  (1828)  (=  Oeuvres  1,  p.  444),  J.  f.  Math.  4  (1829)  (=  Oeuvres  1, 
p.  515).  Den  Namen  führt  das  Theorem  nach  Jacobi's  Vorschlag  J.  f.  Math.  8 
(Werke  1,  p.  373)  und  J.  f.  Math.  9  (Werke  2,  p.  7);  hier  anschliessend  Rowe, 
Phil.  Trans.  1881;  Ä.  Cayley,  ebenda;  F.  Baker,  Cambr.  Trans.  15,  Math.  Ann.  45. 
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als  Differential  nach  den  Grössen  a  dargestellt,  so  sind  die  G{a)  ra- 
tionale Funktionen  der  a  und  darum  die  Summe  rechts  in  (24)  das 
Differential  eines  algebraisch  logarithmischen  Ausdruckes.  Werden 
hier  die  a  wieder  durch  die  x^y^  ausgedrückt,  und  zwischen  zwei 
solchen  Wertsystemen  der  x^y^  integriert,  welche  zwei  verschiedenen 
Wertsystemen  der  ax  entsprechen,  so  ergiebt  sich  aus  (24): 

(25)  ;^fE(x,y)dx 

=  algebr.  logar.  Funktionen  von  {x^y^,  x^y^,  •  •  • ;  x[.y^,  .  .  .,  x'ry'r)  - 

Dieser  Satz  giebt  das  ÄheVsche  Theorem  in  seiner  ursprünglichen 
Form.     Ahel  selbst   hat   den  Inhalt  dieses  Theorems  wesentlich  ver- 
tieft durch  die  Untersuchung,   wie  viele  von  den  oberen  Grenzen  in 
(25)   noch   willkürlich   bleiben,    wenn    die   unteren    Grenzen    gegeben 
sind.     Er  findet,   dass   die  Anzahl  der  durch  die  übrigen  bestimmten 
oberen  Grenzen  eine  nur  von  der  Beschaffenheit  von  f{x,  y)  =  0  ab- 
hängige Zahl  ist,  welche  mit  dem  späteren  Riemann' sehen  Geschlecht 
p  übereinstimmt.    In  der  That,  schreibt  man  die  Gleichung  g  {x,  y)  =  0 
in  der  Form  g]_(x,y)/ g^(x,y)  =  a,   wo  nun   a  als  einziger  variabler 
Koeffizient  genommen  ist,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die  oberen  und 
unteren   Grenzen  in  (25)   lediglich   zu  einander    äquivalente   Systeme 
von  Stellen  des   algebraischen   Gebildes   zu   sein  brauchen,    und  hier 
sind   in    allen  Fällen   höchstens  p   Stellen  eines   Systems    durch   die 
übrigen  mitbestimmt.    Damit  ergiebt  die  Gleichung  (25)  die  Reduktion 
einer    Summe    von    beliebig    vielen   Integralen    mit    demselben   Inte- 
granden,  aber  verschiedenen  Grenzen,  auf  eine  Summe  von  höchstens 
p  Integralen  der  gleichen  Art  und  gegebenen  unteren  Grenzen,  deren 
obere  Grenzen  algebraisch  durch  die  Grenzen  der  vorgelegten  Integrale 
bestimmt  sind,   und  algebraisch -logarithmische  Summanden.     Als  ein 
solches   Reduktionstheorem    hat   auch    Abel   selbst    sein   Theorem    in 
erster  Linie   aufgefasst    und  ist  eben    dadurch   dazu   geführt   worden, 
die  Abhängigkeit  äquivalenter  Systeme  von  Stellen  zu  erkennen  und 
der  Hauptsache  nach  festzulegen,  eine  Erkenntnis,  welche  den  Schlüssel 
zum   Verständnis    der    Theorie    der    algebraischen  Funktionen    bildet, 
welche  überdies  bei  Ahel  zum  ersten  Mal  einer  Untersuchung  unter- 
worfen   werden.      Ahel    hat    weiter    sein    Augenmerk    auf   diejenigen 
Bedingungen  gerichtet,  unter  denen  in  (25)  der  algebraisch  logarith- 
mische Teil  wegfällt,  und  gefunden,  dass  mindestens  p  solche  linear- 
unabhängige Funktionen  R{x,y)  existieren.     Die  Einteilung  der  Inte- 
grale,  je   nachdem    in    der   zugehörigen  Gleichung   (25)    rechts    eine 
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Konstante,  eine  algebraische  Funktion,  oder  nur  ein  Logarithmus 
steht,  in  Integrale  erster,  zweiter,  dritter  Gattung  ist  für  die  ältere 
Litteratur  bis  Riemann  und  vereinzelt  auch  noch  später  massgebend 
geblieben,  trifft  aber  nicht  völlig  mit  der  Eiern ami' sehen  zusammen  ^^"). 
Für  hyperelliptische  und  eine  allgemeine  Klasse  binomischer  Glei- 
chungen hat  Abel  selbst  sein  Theorem  ins  einzelne  dargelegt. 

42.  Das  Abel'sche  Theorem  für  die  drei  Gattungen  der  Inte- 
grale; spätere  Beweise.  Sind  x^^y^  (v  ==  1,  .  .  .,r)  zwei  Systeme 
äquivalenter  Stellen  und  r  eine  algebraische  Funktion,  welche  die 
Stellen  x  zu  Nullstellen,  die  Stellen  y  zu  Unendlichkeitsstellen  hat, 
bezeichnet  ferner  wie  bisher  ti^''J  (a  =  1,  .  .  .,p)  ein  System  von  p 
linear  unabhängigen  Integralen  erster  Gattung  genommen  zwischen 
den  Grenzen  y,  x,  so  gilt  das  System  von  Gleichungen 

r  2p 

(26)  ^uyJv^^,n,(D^^         {a==l,...,p), 

WO  die  m  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  von  dem  Integrationsweg  in 
den  einzelnen  Summanden  aber  nicht  von  den  Stellen  x,,,  y^  abhängen. 
Für  die  Integrale  dritter  Gattung  von  der  Form  (G)  gilt  ferner  die 
Gleichung 

r  2  p 

(27)  2'^'/'=i°gRi+2'»'^" 

wenn  mit  P^  die  Perioden  des   Integrals   an  den   Querschnitten   be- 
zeichnet werden.     Hieraus   ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  | 

r  2  p 

(28)  2"^*  =  ^-4 +2''»^' 

r  =  l  x  =  l 

für  die  Integrale  zweiter  Gattung. 

Der  Beweis  dieser  Gleichungen  ist  auf  verschiedenen  Wegen  er- 
bracht worden,  und  zwar  durch  direkte  algebraische  Umformung  der 
Differentialsumme  links  ^^^),  durch  funktionentheoretische  Untersuchung 
der  Integralsumme  links   unter  Einführung  von  r  als  unabhängiger 


150)  Vgl.  Brill  und  Nöther,  Ber.,  p.  217. 

151)  Clebsch  u.  Gordan,  A.  F.,  p.  34  fif.  auf  Grund  einer  Jacofci'schen  Iden- 
tität, J.  f.  Math.  14  (1835)  =  Werke  3,  p.  285;  A.  Harnack,  Math.  Ann.  9(1875); 
A.  Brill  bei  Clebsch- Lindemann,  p.  812  ff.  Für  hyperelliptische  Integrale  Jacobi, 
J.  f.  Math.  30  (1845);  über  Minding,  Broch,  Jürgensen,  Rosenhain  siehe  Brill 
u.  Nöther,  Ber.  p.  229;  Boole,  Phil.  Trans.  1857;  Cayley,  Amer.  J.  of  math.  5 
(1882);    A.  B.  Forsyth,  Phil.  Trans.  1883;    M.  Nöther,  Math.  Ann.  37  (1890). 
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Variablen  152),  durch  Integration  von  üdlogr^^^)  um  die  ganze  Be- 
grenzung der  Riemann' sehen  Fläche  (^7=  einem  allgemeinen  Ahel- 
schen  Integral),  durch  Anwendung  des  Residuensatzes  auf^^) 

dU  d  logr 

dx       dt     ' 

wovon  die  letzten  beiden  Wege  ohne  Weitläufigkeiten  auch  bei  all- 
gemeinem U  die  explicite  Darstellung  der  rechten  Seite  in  (25)  geben; 
endlich  aus  den  Bedingungen  regulären  Verhaltens  an  den  Stellen  (ah) 
in  der  Weierstrass' sehen  Darstellung  von  r  durch  Primfunktionen  für 
die  erste  und  zweite  Gattung,  während  für  die  dritte  Gattung  diese 
Darstellung  selbst  bei  Übergang  zu  den  Logarithmen  das  Theorem 
Hefertis^). 

43.  Die  Differentialgleichungen  des  Abel'sclien  Theorems.  An- 
schliessend an  Euler's  Ansatz  für  das  Additionstheorem  der,  ellip- 
tischen Integrale  hat  Jacobi^^^)  im  hyperelliptischen  Fall  das  System 
von  Differentialgleichungen  in  Betracht  gezogen: 

(29)  S!iS  =  0  (A  =  0,l,..„i,-1), 

wo  f{x)  eine  ganze  rationale  Funktion  vom  Grade  2jp  +  2  bedeutet, 
und  auf  Grund  des  AheVsehen  Theorems  vollständig  integriert.  Setzt 
man  nämlich  bei  direkter  Integration  die  rechts  auftretenden  willkür- 
lichen Konstanten  in  die  Form  einer  Summe  von  p  Integralen  der 
gleichen  Form  wie  links,  und  nimmt  nun  die  oberen  Grenzen  dieser 
als  Integrationskonstante,  so  ergiebt  das  AleVsehe  Theorem  unmittel- 
bar diese  oberen  Grenzen  als  algebraische  Funktionen  der  x,  und 
damit  die  Integration  des  Systems  in  algebraischer  Form.  Indem  nun 
Jacohi  diese  algebraischen  Integralgleichungen  des  Systems  (29)  direkt 
herleitet,  gelangt  er  zu  einem  neuen  Beweise  des  AheVsehen  Theo- 
rems i").     Über    die    Anwendungen    der    so    erhaltenen    Formeln    auf 


152)  Biemann,  A.  F.,  Art.  14. 

153)  Biemann,  A.  F.,  Art.  26;  Clebsch  u.  Gordan,  A.  F.,  §  37;  H.  Weber, 
Math.  Ann.  8  (1874);  vgl.  das  Lehrbuch  von  Stahl,  p.  143. 

154)  Cauchy,  Par.  C.  R.  23  (1846),  p.  321  =  Werke  (1)  10,  p.  80;  Weier- 
strass  (in  Vorlesungen).     Siehe  auch  Baker,  Abelian  Funct. 

155)  Weierstrass  Brief  an  Schwarz  =  Werke  1,  p.  235. 

156)  J.  f.  Math.  9  (1832)  =  Werke  2,  p.5;    J.  f.  Math.  13  (1835)  =  Werke  2, 

p.  23. 

157)  J.  f.  Math.  24  (1842)  =  Werke  2,  p.  65.  Dazu  Haedenkamp,  J.  f.  Math. 
25  (1843);  Bichelot,  J.  f.  Math.  23,  25  (1842/43).  Ferner  Jacohi,  J.  f.  Math.  32 
(1846)  =  Werke  2,  p.  135;   Hermite,  Par.  C.  R.  18  =  J.  de  math.  9;  Weierstrass, 

Encj-klop.  d.  math.  Wissensch.    II  2.  H 
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Geometrie  und  Mechanik  i^«)  siehe  III  C  4,  III  D  9,  10.  Diese  Auf- 
fassung des  ÄbeVschen  Theorems  war  es  auch,  welche  JacoU  zur  er- 
folgreichen Formulierung  des  Umkehrproblems  der  ÄheVschen  Inte- 
grale führte  (IIB  6b).  Allgemein  hat  Biemann^^^)  auf  Grund  des 
ÄbeVschen  Theorems  gezeigt,  dass  das  mit  den  Differentialen  erster 
Gattung  gebildete  System  von  Differentialgleichungen 
p+i 

(30)  ^du,(x;)  =  0  (a  =  l,2,...,p) 

v  =  l 

vollständig  integriert  wird  durch  die  zu  beliebigen  p  -{-  1  Stellen 
äquivalenten  Stellen,  wo  bei  besonderen  Lagen  der  angenommenen 
Stellen  auch  eine  oder  mehrere  fest  sein  können,  sowie  dass  ins- 
besondere das  System 

2p— 2 

(31)  ^  dua  (x,)  =  0  (a=l^...^p) 

r  =  l 

durch  die  2p  —  2  beweglichen  Nullstellen  einer  cp  integriert  wird, 
wenn  diese  als  Funktionen  der  p)  —  1  willkürlichen  Konstanten  der  qo 
aufgefasst  werden.  Solche  Stellen  heissen  dann  durch  eine  cp  ver- 
knüpft. 

44.  Die  Umkehrung  des  Abel'schen  Theorems  und  die  Erweite- 
rung der  Umkehrung.  Auf  Grund  der  eben  berichteten  Auffassung 
hat  wohl  allgemein  zuerst  Clebsch^^°)  ausgesprochen,  dass  umgekehrt 
das  Bestehen  der  p  Relationen  (26)  zwischen  zwei  Systemen  von 
je  r  Stellen  Xy  und  «/^  (v  =  1,  .  .  . ,  r)  auch  zur  Folge  hat,  dass 
die  beiden  Systeme  äquivalent  sind,  das  ÄheVsche  Theorem  also  auch 
umkehrbar  ist.  Die  Relationen  (27),  (28)  sind  daher  eine  Folge  des 
Bestehens  von  (26).  Dies  ergiebt  sich  auch  direkt  aus  der  Unter- 
suchung der  Summe  links  in  (27)  oder  aus  der  Darstellung  einer 
Funktion,  welche  die  Stellen  x  zu  Null-,  die  Stellen  y  zu  Unendlich- 
keitsstellen hat.  Dieses  Theorem  bildet  die  Grundlage  der  ergebniss- 
reichen Anwendungen,  welche  Clehsch  von  dem  ÄheVschen  Theorem 
auf  die  Theorie  der  algebraischen  Kurven  gemacht  hat^^^).    Die  alge- 

Werke  1,  p.  267;  Cauchy,  Par.  C.  R.  40  (1855);  Brioschi,  J.  f.  Math.  55  (1858); 
Hemici,  7.  f.  Math.  65  (1865);  Salvert,  Par.  C.  R.  116  (1893);   Brux.  Soc.  18  (1894). 

158)  Jacohi,  Vorles.  über  Dynamik,  p.  231;    Ilaedenkamp  1.  c. 

159)  lUemann,  A.  F.,  Art.  14,  15,  16,  23. 

160)  J.  f.  Math.  63  (1864),  64  (1865).  Spezielle  Fälle  bereits  bei  Eiemann 
(Note  159).  Das  Theorem  selbst  tritt  zuerst  meist  als  Durchgangspunkt  in  der 
Theorie  des  Jacohi'schen  Umkehrproblems  auf  (II B  6  c). 

161)  ni  C  2.  Eine  Übersicht  bei  Clebsch- Lindemann,  Vorlesungen  über  Geo- 
metrie, 
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braische  Begründung  der  so   erhaltenen   Sclinittpunktsätze   war  auch 
der  Anstoss  für  die  Arbeiten  von  Brill  und  Nöther. 

Die  Umkehrung  des  AheVs>chQn  Theorems  kann  erweitert  wer- 
den, indem  man  auch  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  heran- 
zieht. Bezeichnet  man  mit  dwi(x)  (A  =  1,  2,  3,  .  .  .,  w  -f-  i^  —  1)  die 
^fi  j^  p  —  1  linear  unabhängigen  Differentiale,  welche  an  m  Stellen 
höchstens  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  werden,  wenn  diese 
Stellen  sämtlich  getrennt  sind,  und  welche,  falls  einige  vereinigt  liegen 
sollten,  an  einer  solchen  Stelle  nicht  von  höherer  Ordnung  unendlich 
werden  als  Stellen  daselbst  vereinigt  sind,   so  geben  die  Gleichungen 


(32)  ±f 


2p  m 


die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  das 
System  der  r  Stellen  x^  und  der  r  Stellen  y^  einer  Schar  äquivalenter 
Stellen  angehört,  in  welcher  auch  ein  System  existiert,  von  welchem 
die  gegebenen  m  Stellen  einen  Teil  bilden.  Dabei  bedeuten  Px,>c  die 
Perioden  der  ivx  an  den  Querschnitten,  27t  iQ-  die  eventuell  vorhan- 
denen logarithmischen  Perioden.  Das  Theorem  ergiebt  sich  unmittelbar 
durch  Untersuchung  der  zu  (27)  analogen  Summe  von  Integralen 
dritter  Gattung  als  Funktionen  der  Unstetigkeitsstellen^^^).  Es  lässt 
sich  aber  auch  als  Grenzfall  des  blos  auf  Integrale  erster  Gattung 
bezogenen  Theorems  auffassen.  Bei  geeignetem  Zusammenrücken  von 
Verzweigungspunkten,  sodass  damit  eine  Erniedrigung  des  Geschlechtes 
verbunden  ist,  geht  nämlich  ein  Teil  der  Integrale  in  solche  dritter, 
resp.  zweiter  Gattung  ^^^)  über.  Das  nämliche  geschieht  beim  Auf- 
treten neuer  Doppel-  oder  Rückkehrpunkte  bei  Kurven.  Die  Erweite- 
rung der  Umkehrung  wurde  zuerst  im  Anschluss  an  das  erweiterte 
Umkehrproblem  ^^)  entwickelt  und  für  (Jie  Schnittpunktsysteme  nicht 
adjungierter  Kurven  verwertet. 

45.  Anwendungen  und  Erweiterungen  des  Abel'schen  Theorems. 
Die  wichtigste  analytische  Anwendung  des  ÄbeVschen  Theorems  wurde 
bereits  von  Jacobi  ^^^)  gemacht,  nämlich  die  Herleitung  eines  Additions- 

162)  Vgl.  Nöther,  Math.  Ann.  37  (1890),  p.  475;  G.  Rumhert,  J.  de  math, 
(4)  3  (1887). 

163)  Klein  (1874)  nach  Math.  Ann.  36,  p.  61;  Clebsch-Lindemann,  Vorles., 
p.  807.  Für  p  =  2  erläutert  den  Grenzübergang  ausführlich  Burkhardt,  Math. 
Ann.  36,  p.  380  flF. 

164)  IIB  6  c.  Clebsch,  J.  f.  Math.  64  (1895);  Brill  ebenda;  Clebschu.  Gordan, 
A.  F.,  p.  270  ff. ;  Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie,  p.  867. 

165)  J.  f.  Math.  13  (1834)  =  Werke  2,  p.  38. 

11* 
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theorems  für  die  AheTschen  Funktionen.  Von  geometrischen  Anwen- 
dungen ist  ausser  den  bereits  genannten  von  Clebsch  auf  Schnitt- 
punktsätze  und  von  JacoU  ^^^)  und  LioiwiUe  i^^)  auf  konfokale  Mannig- 
faltigkeiten noch  hervorzuheben  die  Bestimmung  von  Translations- 
mannigfaltigkeiten von  Lie^^^)  und  die  metrischen  Sätze  über  alge- 
braische Kurven  von  Humherf^^^). 

Numerische  Beispiele  hat  Legendre^'^^)  gegeben.  Mit  einer  dio- 
phantischen  Aufgabe  bringt  es  JacoU^'^^)  in  Verbindung. 

Inwieweit  analoge  Theoreme  für  andere  Funktionsklassen  —  ins- 
besondere durch  Differentialgleichungen  definierte  —  gelten^  hat  Königs- 
lerger'^'^^)  untersucht.  Eine  Ausdehnung  auf  Doppelintegrale  h^iJacoW^) 
beabsichtigt,  doch  ist  hier  nichts  näheres  überliefert.  Auf  vollständige 
Differentiale  mehrerer  Variablen  von  besonderer  Art  hat  Foincare'^'^^) 
das  Theorem  erweitert. 

D.   Ergänzungen. 

46.  Die  Abel'sclien  Reduktionstheoreme.  Die  Betrachtung  mög- 
lichst allgemeiner  Beziehungen  zwischen  AheV^QkQn  Integralen,  das 
Problem  der  Vergleichung  von  Transcendenten  der  Integralrechnung, 
führte  Äbel^'^^)  zu  dem  Nachweis,  dass  in  der  allgemeinsten  alge- 
braischen Relation  zwischen  solchen  Integralen  und  algebraischen 
Funktionen  die  Integrale  nur  linear  mit  konstanten  Koeffizienten  auf- 
treten können.  Ein  zweites  allgemeines  Theorem  in  dieser  Richtung, 
welches  Äbel^'^^)  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  zu  Grunde 
legte,  sagt  aus,  dass,  wenn  das  Integral  eines  vollständigen  algebrai- 
schen Differentials 


166)  Siehe  Note  158.    E.  Lipschitz,  J.  f.  Math.  74  (1872). 

167)  J.  de  math.  (11)12(1847);  Haedenkamp,  J.  f.  Math.  25  (1843);  F.  Klein, 
Math.  Ann.  28  (1887);  0.  Staude,  Math.  Ann.  22  (1883);  F.  Sommer,  Math.  Ann. 
53  (1900). 

168)  Par.  C.  R.  114  (1892);  Sachs.  Ber.  1896,  1897. 

169)  J.  de  math.  (4)  3,  5,  6  (1887—1890);  auch  für  Doppelintegrale,  neuer- 
dings Ch.  MicM,  Ann.  ec.  norm.  (3)  18  (1901). 

170)  Traite'  etc.  3,  p.  207  ff. 

171)  J.  f.  Math.  13  =  Werke  2,  p.  51. 

172)  J.  f.  Math.  90  (1880),  100,  101  (1886,  1887);  Münch.  Ber.  1885. 

173)  J.  f.  Math.  8,  p.  415;  Bosenhain,  J.  f.  Math.  40  (Briefwechsel  mit 
Jacobi);  Scheibner,  Math.  Ann.  34  (1889);  M.  Nöther,  Math.  Ann.  2  (1870); 
Picard  et  Simart,  Fonct.  algebr.  d.  deux  variables  1  (1897),  p.  190.  Siehe  auch 
Note  169. 

174)  Par.  C.  R.  100  (1885);    Amer.  J.  of  Math.  8  (1886). 

175)  Oeuvres  ed.  S.  et  L.  2,  p.  206. 

176)  ibid.  2  (1828),  p.  278;    1,  p.  546  =  J    f .  Math.  4  (1829). 
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/>     n 
v  =  l 


wo  die  X  unabhängige  Veränderliche,  die  P  aber  rationale  Funktionen 
von  yi,  y^,  •  •  'jVx  und  den  x  sind,  während  die  y  algebraische  Funk- 
tionen der  X  sind,  durch  algebraische  und  logarithmische  Funktionen 
und  elliptische  Integrale  darstellbar  ist,  dass  dann  stets  auch  eine 
Reduktion  in  der  Art  möglich  ist,  dass  der  algebraische  Teil,  die 
Logarithmanden  und  die  oberen  Grenzen  der  elliptischen  Integrale 
rational  von  den  x  und  y  abhängen.  Dieses  Ergebnis  kann  leicht 
dahin  verallgemeinert  werden,  dass  beim  Auftreten  von  Integralen 
höheren  Geschlechtes  in  der  Reduktion  gleichartige  Integrale  eines 
bestimmten  Geschlechtes  p  nur  in  Summen  von  p  solchen  auftreten, 
sodass  die  symmetrischen  Funktionen  der  oberen  Grenzen  rational  in. 
den  X  und  y  sind^"). 

47.  Das  Problem  der  Transformation  der  Abel'sclien  Integrale. 
Die  letzten  Sätze  bilden  den  Ausgangspunkt  für  die  Erweiterung  der 
Probleme  der  Transformation  der  elliptischen  Integrale.  Die  Aufgabe 
verlangt,  zwei  algebraische  Gebilde  gleichen  Geschlechtes  so  zu  be- 
stimmen, dass  die  symmetrischen  Funktionen  von  p  Stellen  des  ersten 
Gebildes  rational  abhängig  sind  von  p  Stellen  des  zweiten  Gebildes  ^^^). 
Doch  ist  dieses  Problem  vorwiegend  von  der  Theorie  der  AheVsc\iQn 
Funktionen  ^^^)  aus  behandelt  worden.  Unter  welchen  Bedingungen 
eine  solche  Transformation  für  p  >  3  überhaupt  stattfindet,  ist  noch 
unbekannt  ^^^*).  Die  algebraischen  Formulierungen  sind  nur  für  p  =  2 
ausführlicher  diskutiert  ^^°).  Eine  mehrdeutige  Beziehung  algebraischer 
Gebilde  bei  Weber  ^^''''). 

Das  Problem  der  Teilung  und  der  Multiplikation  der  AheV^ch&n. 
Integrale  Hesse  ebenfalls  auf  .Grund  des  J-^e^schen  Theorems  eine 
algebraische  Behandlung  zu,  da  es  sich  hier  um  die  Beziehung  zwischen 
den  auf  der  rechten  und  linken  Seite  der  Gleichungen 


/  dux  ^^j    I  duy,    (modd  Perioden) 


i  =  l      Yj  /=1    y 


auftretenden   Grenzen    handelt.     Auch   hier    ist    auf   die  Theorie    der 
Ahet^cheR  Funktionen  zu  verweisen  (II  B  6  b). 

177)  Koenigsberger,  Math.  Ann.  13,  15,  17;    J.  f.  Math.  85,  86,  90. 

178)  Hermite,  Par.  C.  R.  40  (1855),  p.  250. 

179)  Siehe  IIB  6b  und  IIB  7. 

179»)  Vgl.  F.  de  Brun,  Stockh.  Öfversigt  1897. 

180)  Klein- Burkhardt,  Math.  Ann.  35  (1889). 
180»)  J.  f.  Math.  76  (1873). 
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In  algebraischer  Form  wird  das  Problem  diskutiert  von  Her- 
mite^^^),  für  hyperelliptisclie  Integrale  bei  Koenigsherger'^^^).  In  geo- 
metrischer Hinsicht  führt  die  Aufgabe  auf  die  Theorie  der  Berüh- 
rungskurven ^^^),  in  analytischer  auf  die  Theorie  der  Wurzelfunktionen. 
Fallen  die  Grenzen  auf  der  rechten  Seite  zusammen,  so  heisst  das 
Teilungsproblem  ein  spezielles  ^^). 

48.  Spezielle  Reduktionsuntersucliungen.  Auch  die  allgemeine 
Theorie  der  Reduktion  ^^e^scher  Integrale  auf  solche  niedrigeren 
Geschlechtes  ist  vom  algebraischen  Standpunkt  aus  noch  wenig  be- 
arbeitet. Hierher  gehören  die  Sätze,  dass  die  Möglichkeit  für  eine 
solche  Reduktion  bei  einem  nicht  durch  algebraisch-logarithmische 
Funktionen  ausdrückbaren  Integral  auch  eine  solche  für  die  Integrale 
erster  Gattung  nach  sich  zieht ^^^).  Ferner,  dass  wenn  ein  Integral 
erster  Gattung  vom  Geschlechte  p  reduzierbar  ist  auf  ein  einzelnes 
Integral  erster  Gattung  niedrigeren  Geschlechtes  p' ,  dass  dann  p' 
solche  Integrale  erster  Gattung  reduzierbar  sind^^^).  Der  Körper  des 
Gebildes  vom  Geschlechte  p  enthält  dann  einen  solchen  vom  Ge- 
schlechte p'.  Die  Untersuchungen  vom  transcendenten  Standpunkt 
aus  —  den  Feriodeneigenschaften  —  führen  nur  im  Fall  der  Reduktion 
auf  elliptische  Integrale  zu  völlig  abschliessenden  Resultaten.  Einen 
Bericht  über  die  Litteratur  der  Reduktion  auf  elliptische  Integrale 
giebt  Enneper-Müller'^^'^). 

Von  allgemeinen  Untersuchungen  heben  wir  hervor,  dass  F.  de 
Brun'^^^)  gezeigt  hat,  wie  man  durch  eine  endliche  Anzahl  von  alge- 
braischen Operationen  bei  einem  vorgelegten  Gebilde  e,ntscheiden  kann, 
ob  Reduktion  auf  elliptische  Integrale  möglich  ist,  und  dass  Poin- 
care'^^^)  gezeigt  hat,  dass  jedes  algebraische  Gebilde  einem  solchen, 
dessen  sämtliche  Integrale  erster  Gattung  auf  elliptische  reduzierbar 
sind,  unendlich  benachbart  ist.     Von  Einzelresultaten  führen  wir  an: 

Die  Reduktion  des  Integrals 

(a  -f-  ßx)dx 


/, 


yoc{l  —  x)  {1  —  lix)  {l  —  Xx)  (1  —  TiXx) 


181)  Par.  C.  R.  17  (1843). 

182)  Vorles.  über  hyperellipt.  Integrale  1878.  • 

183)  Clebsch-Lindemann,  Vorles.  über  Geometrie,  p.  838  flF. 

184)  Clehsch  u.  Gordan,  A.  F.  §  67 flF.;  vgl.  auch  I  B  3  c,  d,  Nr.  29. 

185)  K.  Weierstrass  bei  S.  v.  Kowaleivski,  Acta  math.  4,  p.  394  für  ^Z  =  1. 

186)  W.  Wirtinger,  Thetafunktionen,  Leipzig  1895,  p.  73. 

187)  Elliptische  Funktionen,  2.  Aufl.,  Halle  1890,  p.  501  ff. 

188)  Stockh.  Öfversigt  1897. 

189)  Amer.  J.  of  math.  8  (1886). 


48.  Spez.  Reduktionsunters.    49.  Binom.  Integr.    50.  Hyperellipt.  Integr.    167 

auf  die  Summe  zweier  elliptischer  mit  verschiedenem  Modul  durch 
Jacohi^^),  die  zusammenfassende  Arbeit  von  Röthig'^^'^),  sowie  die 
Arbeiten  von  Goursat^^^)  und  Bolm^^^)  als  auf  algebraischer  Grund- 
lage entwickelt.  Für  die  auf  transcendenter  Grundlage  stehenden 
Untersuchungen  von  Weierstrass,  Picard,  Poincare,  Kowalewski  und 
die  anschliessende  Litteratur  verweisen  wir  auf  Baker  ^^^). 

49.  Binomische  Integrale,    das    sind    solche,    denen   eine    alge- 
braische Gleichung  von  der  Form 

ir  =  f(x) 

—  unter  f(x)  eine  rationale  Funktion  verstanden  —  zu  Grunde  liegt, 
sind  schon  von  ÄheV^^)  besonders  in  Betracht  gezogen  worden 
Weitere  Untersuchungen  bei  Netto '^^^),  Hettner  ^^'^) ,  Thomae^^^),  Pich 
und  Ungar ^'>%  RinV^^^  Biermann^''^  Pich^^^),  Osgood^''^),  Ptaszijcki^), 
Burlthardt^'''^^  Wellstein^''% 

50.  Hyperelliptische  Integrale.      Die    ältere    Behandlungsweise 

der  hyperelliptischen  Integrale  bevorzugt  im  Anschluss  an  Legendre's 

Entwicklung    für    elliptische    Integrale    und    mit    Rücksicht    auf   die 

numerische  Berechnung  eine  Reduktion  der  ersten  Gattung   auf  die 

Form 

Ä  -{-  B  sin*  cp 


L 


d(p, 


1/(1  —  X«  sin«  cp)  (1  —  P  sin«  cp)  (1  —  ^«  sin^cp) 
und  analog  für  die  übrigen  Gattungen.    Die  Grössen  x^,  A^,  fi^  können 


190)  J.  f.  Math.  8  =  Werke  1,  p.  380. 

191)  Diss.  Berlin  1847;   J.  f.  Math.  56. 

192)  Darb.  Bull.  (2)  19  (1895). 

193)  Math.  Ann.  50  (1898),  51  (1899);   dort  auch  weitere  Litteratur.    Auch 
J.  C.  Kluyver,  Amsterd.  Versl.  7  (1898/99). 

194)  Abel's  Theorem  etc.  1897,  p.  657 flf.,  auch  A.  Krazer  in  der  Festschrift 
der  Univ.  Strassburg  1901. 

195)  Oeuvres  ed.  S.  et  L.  2,  p.  209,  272. 

196)  Berl.  Diss.  1870. 

197)  Berl.  Diss.  1877. 

198)  Über  eine  spezielle  Klasse  Abel'scher  F.,  Halle  1877. 

199)  Wien.  Ber.  82  (1880). 

200)  Zeitschr.  Math.  Phys.  20  (1884);    Quart.  J.  19  (1883). 

201)  Wien.  Ber.  87  (1883);   Wien.  Monatsh.  3  (1892). 

202)  Wien.  Ber.  94  (1886);  Math.  Ann.  50  (1898). 

203)  Erlanger  Diss.  1890  (Göttingen). 

204)  Praze  mat.  fiz.  2  (1890). 
204»)  Math.  Ann.  42,  1892. 

205)  Math.  Ann.  51  (1899);  Nova  Acta  Leop.  74  (1899). 
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durch  geeignete  Wahl  der  Transformation  absolut  kleiner  als  Eins 
gemacht  werden,  und  heissen  die  RicJielof  sehen  Moduln  ^°^).  Sie  sind 
die  Doppelverhältnisse,  welche  drei  Verzweigungspunkte  mit  den  drei 
nach  Null,  1,  oo  transformierten  bilden. 

Dies  ist  eingehend  bei  Richelot  ^^'^)  durchgeführt.  Jacohi^^)  hat 
eine  Transformation  zweiten  Grades  zur  Reduktion  auf  die  Normal- 
form gegeben,  welche  das  hyperelliptische  Integral  auf  die  Summe 
zweier  anderer  transformiert.  Ridielot  ^^^)  hat  femer  eine  der  Landen- 
schen  analoge  Transformation  angegeben,  und  zur  numerischen  Be- 
rechnung der  Integrale  ausgebildet. 

Die  Reihenentwicklung  des  hyperelliptischen  Integrals  und  seiner 
Umkehrung  in  begrenztem  Gebiet  hat  neuerdings  Ä.  Söderhlom  ^^°) 
ausführlich  behandelt  und  auch  Tabellen  für  die  auftretenden  Zahlen- 
koeffizienten beigefügt. 

Rechnerische  Bearbeitung  der  Integrale  bei  Roberts  ^^^),  Ketten- 
bruchentwicklungen  bei  Van  Viech  ^^^).  Eine  Verallgemeinerung  der 
6raMSs'schen  Theorie  des  arithmetisch -geometrischen  Mittels  bei 
BorcJiardt^^^)  und  Hettner^^^). 

Für  die  Berechnung  der  Perioden  aus  den  von  Fuchs  aufgestellten 
Differentialgleichungen  und  deren  Verwendung  zur  Auflösung  von 
Gleichungen  siehe  II  B  3,  4;  I  B  3f,  Nr.  19,  Note  95.  Formelsamm- 
lung bei  Thomae^^^). 

E.   Korrespondenz  und  singulare  Gebilde. 

51.  Korrespondenzen  auf  dem  algebraischen  Gebilde.  Geome- 
trische Probleme  führten  dazu,  den  Punkten  einer  Kurve  C  diejenigen 
einer  andern  C  so  algebraisch  zuzuordnen,  dass  einem  Punkt  von  C 


206)  J.  f.  Math.  12  (1834),   16  (1837);    über    die   Borchardf sehen  Moduln 
Berl.  Ber.  1876  =  Werke  p.  327;     J.  f.  Math.  83  (1877))  s.  IB3f,  Note  98. 

207)  1.  c;  vgl.  auch  den  Bericht  Koenigsberger's  über  iZ.'s  Nachlass  in  K.'s 
Repertorium  1  (1877). 

208)  J.  f.  Math.  55  (1858)  =  Werke  2,  p.  365. 

209)  Astr.  Nachr.  13  (1836);  Par.  C.  R.  2,  p.  622;  J.  f.  Math.  16  (1837). 

210)  Göteborgs  Vetensk.  Samh.  Handlingar  1899  (2),  p.  127  ff. 

211)  Ann.  di  mat.  (2)  3,  4  (1869,  1871);   Lond.  Math.  Soc.  Proc.  12  (1881); 
Dubl.  Trans.  1881;  Abstract  on  the  Add.  of  eil.  and  hyperell.  integr.,  Dublin  1871. 

212)  Amer.  J.  of  math.  16  (1894). 

213)  J.  f.  Math.  58   (1861)  =  Werke,    p.  119;    Berl.   Ber.  1876  =  Werke, 
p.  327;  Berl.  Abh.  1878  ==  Werke,  p.  373.     Coli,  in  memoriam  Chelini  1881. 

214)  J.  f.  Math.  112  (1893). 

215)  Sammlung  von  Formeln,  welche  bei  Anwendung  der  elliptischen  und 
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a  Punkte  von  C  und  umgekehrt  einem  von  C"/3  von  C  entsprechen. 
Eine  solche  Zuordnung  heisst  eine  Korrespondenz  (a,  /3).  Liegen  im 
besondem  Fall  G  und  C  vereinigt,  so  können  sich  selbst  ent- 
sprechende Punkte  auftreten,  Koincidenzen  genannt.  Dieser  Ansatz 
und  die  Benennung  überträgt  sich  auf  jede  Form  des  algebraischen 
Gebildes.  Ist  in  diesem  Fall  C  vom  Geschlecht  Null,  so  liefert  das 
C^asZes'sche  Korrespondenzprinzip  ^^^^  die  Anzahl  der  Koincidenzen 
gleich  a  +  /5. 

Cayley^^'^)  hat  durch  Induktion  und  BrilP^^)  durch  algebraische 
Untersuchungen  die  Anzahl  der  Koincidenzen  unter  gewissen  Be- 
dingungen auf  einem  Gebilde  höheren  Geschlechtes  zu  bestimmen 
gelehrt.  Hierüber  und  über  die  Arbeiten  von  Zeuthen  imd  Bertini 
m  C  2,  8, 10. 

52.  Die  allgemeine  Korrespondenztheorie  von  Hurwitz  und 
die  singulären  Gebilde.  Die  in  der  Theorie  der  elliptischen  Modul- 
funktionen auftretenden  Modularkorrespondenzen  und  die  aus  ihnen 
fliessenden  Klassenzahlrelationen  für  quadratische  Formen  ^^^),  welche 
ausserhalb  der  Cayley-Briir sehen  Formel  stehen,  waren  für  Hurwitz  ^^^) 
der  Anlass  zur  Entwicklung  einer  systematischen  Theorie,  welche  die 
Gesamtheit  der  auf  einem  algebraischen  Gebilde  möglichen  Korre- 
spondenzen umfasst.  Seine  Darstellung  bedient  sich  der  Thetafunk- 
tionen,  kann  aber  ebenso  mit  Primfunktionen  durchgeführt  werden ^2^). 

Die  allgemeinste  Korrespondenz  kann  definiert  werden  als  eine 
analytische  Abhängigkeit  zwischen  zwei  Stellen  desselben  Gebildes 
vom  Geschlechte  p,  sodass  jeder  Stelle  x  nur  a  mit  x  bewegliche 
und  im  allgemeinen  von  x  verschiedene  Stellen  y:  y'^^\  y^^\  .  ■  ■ ,  y'^"^ 
entsprechen.     Dann  ergeben  sich  die  p  Gleichungen 

a  p 

(33)         ^  ^.,(y(0)  =^  ^^^  u,  (x)  -j-jt,  (k=l,2,...,  p). 


Rosenhain'schen  Funktionen  gebraucht  werden,  Halle  1876.    Korrekturen  hierzu 
Zeitschr.  Math.  Phys.  29  (1884). 

216)  III  C  8, 10.    Historische  Darstellung  bei  C.  Segre,  Bibliotheea  mathcm. 
1892.     Brill  u.  Noether,  Ber.,  p.  530  ff. 

217)  Par.  C.  R.  62  (1866)  =  Coli.  Papers  5,  Nr.  377;   Phil.  Trans.  158  (1868) 
=  Papers  6,  Nr.  407. 

218)  A.  Brill,  Math.  Ann.  6  (1872). 

219)  IIB6C,  IC3,6. 

220)  Leipz.  Ber.  1885;  Math.  Ann.  28  (1886). 

221)  Klein-Fricke,  Modulfunktionen  2,  p.  518;  H.  F.  Baker,  Abel.  Theorem 
1897,  p.  639  ff. 
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Werden  für  die  u  die  transcendent  normierten  Integrale  erster  Gattung 
gewählt,  so  ergiebt  sicli  hieraus  das  Bestehen  von  p^  Relationen 

p  P  V 

(34)  ^\iX^,  i-^  gmi^kmT^ii  =  Hh  +2  Gi^r.i       {k,l=l,2,...,p). 
1=1  «=1  (=1 

Dabei  bedeuten  die  g,  1i,  G,  H  ganze  Zahlen.  Je  nachdem  diese  Rela- 
tionen für  die  x^j.  identisch  erfüllt  sind  oder  nicht,  scheiden  sich  die 
Korrespondenzen  in  Wertigkeitskorrespondenzen  und  in  singulare 
Korrespondenzen.  Die  erstem  sind  auf  jedem  algebraischen  Gebilde 
möglich  und  unterliegen  der  Cayley-BrilV sehen  Formel,  die  letzteren 
sind  dagegen  nur  auf  Gebilden  mit  spezialisierten  Moduln,  den  singu- 
lären  Gebilden  möglich. 

Für  Wertigkeitskorrespondenzen  nehmen  die  Gleichungen  (33) 
die  Gestalt  an 

a 

(35)  ^««.(i/C-))  +  yu,{x)  =  7t,, 

r  =  l 

wo  die  ganze  Zahl  y  die  Wertigkeit  der  Korrespondenz  genannt  wird. 
Die  Korrespondenz  kann  nun  vollständig  definiert  werden  durch 
die  Gleichung 

(36)  n^iy,y^'^)  =  o 

r=l 

und  die  Relationen  (33),  (34)  ermöglichen  eine  vollständige  Diskussion 
dieser  Gleichung. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Zahl  der  Koincidenzen  allgemein  als 

h 

i  =  X 

welche  für  Wertigkeitskorrespondenzen  in  die  Cayley-BriW sehe  Formel 

a-{-ß-^2yp 
übergeht  ^^^*). 

Ferner  folgt,  dass  jede  Korrespondenz  von  nicht  negativer  Wertig- 
keit durch  Nullsetzen  einer  einzigen  algebraischen  Funktion  von  x 
und  y  definiert  werden  kann,  Korrespondenzen  von  negativer  Wertig- 
keit hingegen  und  singulare  Korrespondenzen  durch  gleichzeitiges 
Verschwinden  zweier  algebraischer  Funktionen.  Auch  über  die  Form 
dieser  Funktionen  lassen  sich  nähere  Angaben  machen. 

Endlich  lassen  sich  alle  Korrespondenzen  aus  nicht  mehr  als  2^9^ 
singulären  und  Wertigkeitskorrespondenzen  mit  positiver  Wertigkeit 
zusammensetzen. 


222*)  2y  ist  stets  <«  +  /?;    H.  Burkhardt,  Par.  C.  R.  126  (1898),  p.  1854. 
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Diese  Reduktion  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Fundamental- 
korrespondenzen lässt  es  wünschenswert  erscheinen,  auch  auf  alge- 
braischem Wege  über  das  Vorhandensein  singulärer  Korrespondenzen 
entscheiden  zu  können.    In  dieser  Richtung  fehlt  bisher  jeder  Ansatz. 

53.  Gebilde  mit  eindeutigen  Transformationen  in  sich.  Bereits 
in  Nr.  31  war  der  Satz  herangezogen,  dass  ein  algebraisches  Gebilde 
mit  |)  >  1  eindeutigen  Transformationen  in  sich,  d.  i.  Korrespondenzen 
(1,  1)  nur  in  endlicher  Anzahl  besitzen  kann.  Hunvitz  ^^^)  hat  dem 
folgende  Sätze  hinzugefügt: 

1)  Jede  eindeutige  Transformation  eines  Gebildes  in  sich  ist 
periodisch  mit  einer  Periode  gleich  oder  kleiner  als  10(2?  —  1). 
A.  Wiman  ^2^)  hat  als  genauere  Grenze  2  {2p  +  1)  gegeben. 

2)  Jedes  Gebilde  mit  einer  solchen  Transformation  von  der 
Periode  n  kann  auf  die  Form  JP(s%  z)  =  0  gebracht  werden. 

3)  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Transformationen  in  sich  ist 
immer  kleiner  oder  höchstens  gleich  84  {p  —  1).  Diese  Zahl  wird 
erreicht  bei  der  zu  einer  G^^^  gehörigen  Gleichung 

1  2        I  9      ^'^         I        tA-'Q      tAy-t     \J  * 

4)  Zu  einer  vorgelegten  endlichen  Gruppe  /c*'"'  Ordnung  giebt  es 
immer  algebraische  Gebilde,  welche  eine  holoedrisch  isomorphe  Gruppe 
von  eindeutigen  Transformationen  in  sich  gestatten.  Einer  solchen 
Gruppe  entspricht  dann  auch  eine  holoedrisch  isomorphe  Gruppe  von 
linearen  homogenen  Transformationen  der  Integrale  erster  Gattung. 
Auch  die  Mittel,  das  kleinste  Geschlecht,  für  welches  eine  solche 
Gruppe  möglich  ist  zu  finden,  werden  angegeben  ^^^). 

Die  Biemann'&ohQn  Flächen  mit  eindeutigen  Transformationen  in  ' 
sich  werden  nach  Klein^^^)  auch  als  reguläre  bezeichnet  und  können 
aufgefasst  werden  als  zu  Ga/ofs'schen  Resolventen  von  Gleichungen 
mit  einem  Parameter  gehörig.  Sie  sind  unter  diesem  Gesichtspunkt 
von  W.  Bijck  ^^^)  studiert.  Die  zugehörigen  KoUineationsgruppen  sind 
von  Wiman  ^^^)  bis  p  =  6  untersucht. 

Hunvitz^^^)  hat  auch  solche  Gebilde  untersucht,  auf  denen  sich 
algebraische  Funktionen  bei  geschlossenen  Wegen  in  vorgegebener 
Weise  linear  gebrochen  substituieren. 

222)  Gott.  Nachr.  1887;  Math.  Ann.  32  (1888);  41  (1893). 

223)  Stockh.  Bih.  21  (1895),  p.  4. 

224)  Math.  Ann.  41  (1893). 

225)  Math.  Ann.  14  (1878). 

226)  Math.  Ann.  17  (1880). 

227)  Stockh.  Bih.  21»  (1895);  vgl.  auch  IB3f.,  Nr.  24. 

228)  Math.  Ann.  39  (1891). 
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54.  Symmetrie  und  Realität.    Den  Flächen  mit  Transformationen 
in   sich  sind  diejenigen  anzureihen,   welche  konforme  Abbildung  auf 
sich  selbst,  jedoch  mit  Umlegung  der  Winkel  gestatten.    Solche  Rie- 
mann'sehe  Flächen  heissen  symmetrische  ^^^)  und  unter  den  zugehörigen 
algebraischen   Gebilden    sind    stets    solche    vorhanden,    welche   durch 
algebraische   Gleichungen   mit   reellen  Koeffizienten    definiert   werden 
können  und  umgekehrt.     Im  besondern  liefern  Doppelflächen  und  be- 
randete  Flächen  solche  Gebilde,   wenn  sie  doppelt  überdeckt  und  die 
Doppelüberdeckungen    längs    der   eventuellen   Randkurven   zusammen- 
hängend gedacht  werden 2^*^).     Linien,  welche  bei  symmetrischer  Um- 
formung in  sich  übergehen,  heissen  Symmetrielinien.    Deren  Zahl  und 
Art  giebt  den  Einteilungsgrund  für  diese  Flächen  in  Arten.     Diesen 
Symmetrielinien    entsprechen    bei    der   Darstellung    des   algebraischen 
Gebildes   als  Kurve   die  reellen  Züge.     Je  nachdem   die  Fläche  nach 
Zerschneidung    längs    sämtlicher   Symmetrielinien    in   Stücke    zerfällt 
oder  nicht,    heisst   sie   orthosymmetrisch   oder  diasymmetrisch.     Man 
hat   dann   bei  gegebenem  Geschlecht  p   im  Ganzen  p  -\-  1  Arten  von 
diasymmetrischen  und  [^4~^]  Arten  von  orthosymmetrischen  Flächen. 
Die  Fläche  und   damit    das    einzelne  algebraische  Gebilde  einer  Art 
hängt  von  3^)  —  3  +  (?  reellen  Parametern  ab,  wo  ö  die  Anzahl  der 
Parameter  in    den  reellen  Transformationen   der  Fläche   in    sich  be- 
deutet.    Für  Flächen  mit  h  Randlinien  und  vom   Geschlechte  ^  er- 
giebt  sich  damit  die  Anzahl  der  Moduln  gleich  67t  -{- Sh  —  Q  -^  0. 
Die    Realitätsverhältnisse    für     die    Perioden    der    Integrale    erster 
Gattung  231)    und    unter  Zuziehung    der  Theta  für   Berührungsformen 
hat  JOem232)    untersucht.     Die  Anzahl    der  verschiedenen  Biemann- 
schen  Flächen  bei  einem   sich   selbst  konjugierten   System  von  Ver- 
zweigungswerten, welche    ebenfalls   sich    selbst  konjugiert  sind,   hat 
Hunvitz^^^)   bestimmt.     Eine    Aufzählung    der   regulärsymmetrischen 
Flächen  für  i9  =  3  bei  Bijcl  ^^%         \ 

229)  F.  Klein,  Über  Riemann's  Theorie,  Leipzig  1882;  autogr.  Vorles.  über 
Riemann'sche  Flächen  2,  p.  118;   Math.  Ann.  42  (1892). 

230)  Die  ersten  Ansätze  in  dieser  Richtung  bei  F.  Schotthj,  J.  f.  Math.  83 ; 
H.  A.  Schwarz,  Berl.  Ber.  1865;  J.  f.  Math.  70,  75  (Abb.  1,  p.  1;  2,  p.  65,  211). 
Die  allgemeine  Formulierung  und  die  Klassifikation  der  Flächen  und  algebr. 
Gebilde  nach  ihren  Symmetrielinien  bei  F.  Klein,  Über  R.  Th.,  p.  79. 

231)  G.  Weichold,  Leipz.  Diss.  1883;    Zeitschr.  Math.  Phys.  28. 

232)  Math.  Ann.  42  (1892)  und  autogr.  Vorles.  1.  c;  Gott.  Nachr.  1892. 

233)  Math.  Ann.  39  (1891). 

234)  Math.  Ann.  17  (1880). 
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F.  Mehrere  Variable. 

55.  Algebraische  Funktionen  mehrerer  Variablen.  Für  diese  liegen 
trotz  mannigfacher  Ansätze  kaum  nach  irgend  einer  Richtung  völlig 
abgeschlossene  Resultate  vor.  Was  das  Verhalten  solcher  Funktionen 
in  der  Nähe  einer  einzelnen  Stelle  angeht,  so  ist  von  G.  Kobb  ^^^) 
gezeigt  worden,  dass  man  auch  hier  den  ganzen  Wertevorrat  der 
einer  algebraischen  Gleichung  f{x,  y,  0)  =  0  genügenden  x,  y,  z  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  Potenzreihen  darstellen  kann.  Jedoch  ist 
hier  ein  vs^esentlicher  Unterschied  gegen  die  gleiche  Darstellung  bei 
einer  Variablen  darin  begründet,  dass  singulare  Stellen,  z.  B.  gewöhn- 
liche mehrfache  Punkte  stets  an  der  Grenze  des  Geltungsgebietes 
mehrerer  Elemente  und  nicht  im  Innern  eines  derselben  liegen.  Das 
Beispiel  eines  Kegels  lässt  den  Sachverhalt  bereits  übersehen. 

In  anderer  Weise  hat  K.  Hensel  ^^^)  Entwicklungen  längs  ganzer 
algebraischer  Gebilde  erster  Stufe  gegeben.  Er  hat  auch  die  Aus- 
dehnung der  Idealtheorie  ^^^*)  auf  dieses  Gebiet  in  Angriff  genommen. 

Die  Untersuchung  der  einzelnen  Stelle  und  die  Auflösung  singu- 
lärer  Stellen  durch  Transformation  ist  von  Nöther  -^'^)  in  Angriff  ge- 
nommen worden.    Hierüber  III  C  5,  8  und  Castelnuovo  und  Enriques^^^). 

Nach  diesen  Untersuchungen  genügt  es,  im  allgemeinen  eine 
Fläche  mit  blos  einer  einfachen  Doppelkurve  und  einer  endlichen  An- 
zahl von  dreifachen  Punkten  zu  Grunde  zu  legen  ^^^).  Durch  Aufsteigen 
in  einen  Raum  von  genügend  vielen  Dimensionen  kann  man  auch  zu 
einem  völlig  singularitätenfreien  Gebilde  gelangen,  und  zwar  genügen 
nach  Picard  5  Dimensionen  für  zwei  Variable  ^^^). 

Die  Untersuchung  wird  hier  wesentlich  erschwert  durch  den 
Umstand,  dass  die  birationalen  Transformationen  nicht  ausnahmslos 
eindeutig  umkehrbar  sind,  sondern  Punkte  in  Kurven  und  umgekehrt 
überführen  können.  Die  Existenz  solcher  Ausnahmekurven  zieht  ein 
in  gewissem  Sinn  irreguläres  Verhalten  der  Fläche  nach  sich.  End- 
lich sind  eindeutige  Transformationen  des  Gebildes  in  sich  nicht  not- 


236)  J.  de  math.  (4)  8  (1892).     Dazu  B.  Levi,  Ann.   di  mat.  (2)  26  (1897) 
Tor.  Atti  33  (1897).    Siehe  auch  II B  1,  Nr.  46,  Note  254. 

236)  IBlc,  Nr.  11.     Jahresber.  d.  deutschen  Math.-Ver.  1898,  1899.     Acta 
Math.  23  (1900). 

236»)  G.  Landsberg,  Berl.  Ber.  1900. 

237)  Gott.  Nachr.  1869;   Math.  Ann.  2  (1870);  8  (1876). 

238)  Math.  Ann.  48  (1897). 

239)  E.  Picard  et  G.  Simart,  Theorie  des    fonctions   algebriques   de   deux 
variables  independantes  1,  Paris  1897,  p.  82 ff.     Siehe  auch  243"). 


174     IIB  2.    W.  Wirtinger.     Algebraische  Funktionen  und  ihre  Integrale. 

wendig   bifationaP^").     Aus    ilirem   Vorhandensein   folgen    auch   hier 
weitgehende  Spezialisierungen  der  Fläche  ^^^). 

56.  Die  Geschleelitszalileii  der  Pläclie.  Clebsch^'^)  und  in 
weiterem  Sinne  Nöther  haben  gezeigt,  dass  die  Anzahl  der  linear 
unabhängigen  zu  einer  gegebenen  Fläche  w*®'  Ordnung  adjungierten 
Flächen  m  —  4*^'  Ordnung  bei  birationaler  Transformation  der  Fläche 
invariant  bleibt,  und  der  letztere  hat  auch  die  Invarianz  der  adjun- 
gierten Formen  m  —  4*®'  Ordnung  ^„,_4  selbst  dargethan.  Dabei  ist 
unter  einer  adjungierten  Fläche  eine  solche  verstanden,  die  in  den 
singulären  Stellen  das  Verhalten  einer  ersten  Polare  zeigt.  Die  An- 
zahl der  linear-unabhängigen  0^—4  wird  als  Flächengeschlecht  be- 
zeichnet. 

Dazu  fügt  Nöther  das  Kurvengeschlecht,  nämlich  das  Geschlecht 
einer  nicht  speziellen  Schnittkurve  einer  adjungierten  Fläche  m- — 4*" 
Ordnung  mit  der  gegebenen  Fläche.  Zwei  weitere  invariante  Zahlen, 
das  numerische  Flächengeschlecht  und  die  Anzahl  der  beweglichen 
Schnittpunkte  zweier  tiP^— 4  =  0  mit  der  gegebenen  Fläche  siehe 
m  C  5,  8. 2^3a) 

Nöther  ^^^)  hat  auch  die  Anzahl  der  unabhängigen  Invarianten 
gegenüber  birationaler  Transformation  bestimmt  als  10  (p  -f- 1)  —  2^, 
wo  p  und  p  das  Flächen-  und  Kurvengeschlecht  bedeuten.  Er  hat 
auch  die  Ausdehnung  des  Päemann-Roch' sehen  Satzes  in  Angriff  ge- 
nommene*^). 

57.  Untersuchungen  nach  transcendenter  Richtung.  Hier  kommt 
zu  den  erwähnten  Schwierigkeiten  noch  hinzu,  dass  die  Theorie  der 
Funktionen  mehrerer  Variablen  überhaupt  noch  wenig  ausgebildet  ist. 
Es  ist  im  besondern  noch  nicht  gelungen,  das  einzelne  algebraische 
Gebilde  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Bestimmungsstücken  in  ähn- 
licher Weise  festzulegen,  wie  dies  bei  den  verschiedenen  Formen  der 
Miemann'schen  Fläche  möglich  ist. 

Die  Untersuchungen  selbst  setzen  eine  eingehende  Bearbeitung 
der  Analysis   situs^®)  für  mehrere   Dimensionen  voraus.     Sie  ziehen 

240)  Picard,  J.  de  math.  (4)  5  (1889),  p.  203  ff. 

241)  Castelnuovo  und  Enriques  1.  c. 

242)  Par.  C.  R.  1868. 

243)  1.  c. 

243»)  Siehe  neuerdings  Castelnuovo  u.  Enriques,  Ann.  di  mat.  (3)  6  (1901). 

244)  Berl.  Ber.  1886. 

245)  Par.  C.  R.  1886;   siehe  auch  Note  243». 

246)  E.  Picard  et  Simart  1.  c,  p.  19 ff.,  dort  auch  die  frühere  Litteratur 
{Betti,  Biemann,  Poincare);  dsizn  Heegard,  Dies.  Kopenhagen  1898;  H.Poincare, 
ßend.  Pal.  1899. 
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ferner    eine    Verallgemeinerung    des    Cauchy'schen    Satzes    auf    mehr 
Variable  heran  ^'^^). 

Auf  Grund  dessen  werden  behandelt: 

1)  einfache  Integrale  vollständiger  Differentiale  ^^^).  Diese  werden 
analog  den  ÄheVschen  Integralen  in  drei  Gattungen  geteilt,  je  nach- 
dem sie  überall  endlich  bleiben,  algebraisch  oder  logarithmisch  un- 
endlich werden.  Integrale  der  ersten  Gattung  existieren  nur  auf 
speziellen  Flächen  und  die  Existenz  zweier  unabhängiger  solcher  Inte- 
grale hat  zur  Folge,  dass  die  Koordinaten  der  Fläche  rational  durch 
hyperelliptische  Funktionen  darstellbar  sind.  Auch  die  Existenz  eines 
solchen  Integrals  spezialisiert  die  Fläche  in  hohem  Grade.  Auch  die 
Integrale  zweiter  Gattung  reduzieren  sich  im  allgemeinen  auf  ratio- 
nale Funktionen. 

Die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Integrale  ist  um  Eins  kleiner 
als  der  Linienzusammenhang  (connexion  lineaire)  der  vierfach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit,  auf  welche  das  algebraische  Gebilde  von 
zwei  Variablen  bezogen  wird^*^). 

2)  Doppelintegrale.  Sie  wurden  zuerst  von  NötJier  ^'"°)  heran- 
gezogen und  namentlich  von  Picard^^^)  studiert.  Sie  liefern  nicht 
eigentlich  Funktionen  zweier  Variablen,  sondern  es  sind  vorwiegend 
die  Integranden  und  die  Integrale  über  geschlossene  Mannigfaltig- 
keiten, welche  in  den  Vordergrund  treten.  Als  Doppelintegrale  erster 
Gattung  werden  Integrale  von  der  Form 


ff 


bezeichnet,  wo  0„i_4  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Nr.  56  hat.  Sind 
Integrale  vollständiger  Differentiale  erster  Gattung  vorhanden,  so 
können  aus  diesen  immer  Doppelintegrale  hergeleitet  werden  ^^^). 

Für    die   Doppelintegrale    zweiter    Gattung    und    eine    damit    zu- 
sammenhängende neue   invariante  Zahl  verweisen  wir   auf  Picard^'^^). 

247)  Poincare,  Acta  math.  2  (1883);   Picard,  Traite  d'anal.  2,  p.  256. 

248)  E.  Picard,  J.  de  math.  (4)  2   (1886);    (4)  5   (1889);    Par.  C.  R.  1897; 
Nöther,  Math.  Ann.  29  (1887). 

249)  Picard  et  Svnart  1.  c,  p.  145  ff. 

250)  Math.  Ann.  2  (1870). 

251)  1.  c. 

252)  Picard  1.  c;   Hakon  Grömcall,  Stockh.  öfversigt  1896. 

253)  J.  de  math.  (5)  5  (1899);  Par.  C.  R.  125,  126, 127  (1897—1899);  H.  Poin- 
care, Par.  C.  R.  125  (1897). 
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1.  Ältere  Theorie  der  elliptischen  Integrale. 

Die  erste  Periode  in  der  gescliichtlichen  Entwicklung  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  kann  man  von  den  Anfängen  bis  zum 
Erscheinen  von  A.  31.  Legendres  „Traite  des  fonetions  elliptiques'' 
(Paris,  1825 — 28)  rechnen.  Charakteristisch  für  diese  Periode  ist,  daß 
die  Betrachtung  der  Integrale  wesentlich  vorherrscht. 

1.  Definition  und  erstes  Auftreten  der  elliptisohon  Integrale.^) 
Integrale  von  der  Gestalt  Jli  (x,  Vfix))  dx,  wo  E  eine  rationale  Funk- 

1)  Vgl.  M.  Cantor,  „Gesch.  d.  Math."  3  (1898),   p.  462,  848  ff.;   4  (1908), 
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tion  und  f{x)  eine  ganze  Funktion  dritten  oder  vierten  Grades  be- 
deutet, heißen  jetzt  allgemein  elliptische  Integrale, 

Ausdrücke,  die  die  Differentiale  solcher  Integrale  sind,  treten  zuerst 
bei  J.  Wallis^)  in  der  Zeit  von  1655 — 59  auf,  und  zwar  bei  Unter- 
suchungen über  die  Bogenlänge  der  Ellipse  sowie  der  verlängerten 
und  verkürzten  Zykloide.  Aus  der  Gestalt  jener  Bogendifferentiale  zog 
Wallis  Folgerungen  über  die  Beziehung  der  Bogenlänge  der  Zykloide 
zu  derjenigen  einer  gewissen  Ellipse  und  gelangte  zu  Sätzen,  an  denen 
auch  Wren  und  Pascal  beteiligt  sind.^)  Auch  die  kubische  Parabel, 
deren  Rektifizierbarkeit  Neil  entdeckt  hatte,  gab  Wallis  beim  Suchen 
nach  Verallgemeinerungen  Anlaß  zur  Bildung  von  Differentialen  el- 
liptischer Integrale, 

Jah.  Ikrnoulli'^)  wurde  1691  und  später  zu  elliptischen  Integralen 
geführt  bei  der  Rektifikation  der  elastischen  Kurve  und  der  Lem- 
niskate  sowie  der  parabolischen  Spirale  („parabola  helicoidis"  oder 
„spiralis  parabolica").  Er  fand,  daß  zwar  diese  Kurve  nicht  rektifi- 
zierbar sei,  daß  sich  indessen  auf  ihr  unendlich  viele  Paare  gleich 
langer  Bogen  angeben  lassen.  Im  Anschluß  hieran  stellte  Joh.  Ber- 
noulli*')  allgemeine  Untersuchungen  über  Paare  von  Kurvenbogen  an, 
deren  DiflPerenz  sich  durch  einen  Kreisbogen  oder  durch  eine  gerade 
Strecke  messen  lassen.  Dies  sei  z.  B.  bei  den  parabolischen  Kurven 
der  Fall,  unter  denen  die  kubische  y  =  x^  schon  Pascal,  Wallis  und 
Wreyr  beschäftigt  hatte  (s.  oben). 

Mit  diesen  geometrischen  Problemen,  in  denen  der  Keim  zu  den 
Additionstheoremen  der  elliptischen  Integrale  enthalten  ist,  beschäf- 
tigte sich  von  1714  an  sehr  erfolgreich  Fagnano})  Neben  den  para- 
bolischen Kurven  sowie  der  Ellipse  und  Hyperbel  ist  es  namentlich 
die  Lemniskate,  welche  Fagnanos  Aufmerksamkeit  fesselte.    Er  lehrte 

p.  790  ff.;  Ihmeper- Müller,  „Ell.  Funkt."  (1890),  p.  1  ff .  [weiterhin  durch  „E-M" 
«itiert];  A.  Krazer,  „Zur  Geach.  dee  Umkehrprobl.  der  Integr.",  Jahiesb.  d.  D, 
M.-V.  18,  p.  44  ff. 

2)  Vgl.  W.  Kutta,  „Ell.  ti.  andere  Intsgr.  bei  Wallis",  Bibl.  math.  (3)  2, 
p.  230  ff.  (1901). 

8)  Acta  Erud.  Lipe.,  Jan.  1691,  p.  13,  .Tan.  1694,  p.  262,  276,  Sept.  1694,  p.  336, 
Dez.  1695,  p.  837;  ß.  auch  „Opera"  1,  p.  4SI,  576,  601,  608,  639. 

4)  Acta  Emd.  Lipe.,  Aug.  1695,  p.  374,  Oct.  1698,  p.  462;  8.  auch  „Opera" 
1,  p.  142,  249. 

5)  Giora.  de'letterati  d'  Italia  19,  p.  438;  «2,  p.  229;  24,  p.  363;  26,  p.  266; 
29,  p.  258;  80,  p.  87;  34,  p.  197.  8.  auch  „Produzioni  matematiche  del  Conte 
Giulio  Carlo  di  Fagnano,  Marchese  de'Toschi  etc.",  2,  Pesaro  (1750).  tJber 
Fagnano  siehe  F.  Siucci,  „Sul  teorema  del  Coute  dUFagnano"  Boncamp.  Bull.  8, 
p.  1;  (1870)  G.  Bellacchi,  „Introduzione  storica  alla  teori»  delle  fujiziani  ellittiche", 
Florenz  (1894),  p.  35;  „E-M"  p.  614,  524  und  Krazer,  a.a.O.  p.  47. 


2.  Eulers  Entdeckung  der  Additionstheoreme,  183 

zunächßt  die  Halbierung  des  Lemniskatenquadranten,  sodann  die  3- 
und  5 -Teilung,  endlich  die  Teilung  in  2%  3  •  2'",  5  •  2"-  gleiche  Teile. 

2.  Eulers  Entdeckung  der  Additionstheoreme.  Fagnano  sandte 
sein  Werk  „Produzioni  matematiche"  an  die  Berliner  Akademie,  wo 
dasselbe  am  23.  Dezember  1751  zur  Begutachtung  an  Leonhard  Uuler 
gegeben  wurde.  Diesen  Tag  bezeichnete  Jacdbi^)  als  den  Geburtstag 
der  elliptischen  Funktionen;  in  der  Tat  gab  das  Studium  des  ge- 
nannten Werkes  Fuhr  die  Anregung  zu  senien  wichtigsten  Unter- 
suchungen über  elliptische  Integrale,  insbesondere  zur  Entdeckung  der 
Additionstheoreme. 

An  der  Spitze-  dieser  Untersuchungen  steht  eine  vom  27.  Januar 
1752  datierte  Abhandlung'),    welche   sich    mit   dem  Bogen  der  Lem- 

niskate  und  also  dem  Integral  erster  Gattung    /  ^^^^^  ini  Anschluß 

an  Fagnano  beschäftigte.  Im  nächsten  Jahre  wurde  Eider^)  durch 
Auffindung  des  allgemeinen  Integrals  der  Differentialgleichung: 

dx ,        dy       __  Q 

zum  Additionstheorem  für  das  eben  genannte  Integral  geführt.  Auch 
der  Betrachtung  des  Ellipsenbogens  und  damit  des  Integrals  zweiter 
Gattung  wandte  sich  Fuler  seit  1754  zu"). 

Im  Laufe  seiner  Untersuchungen  benutzte  Eulcr  gewisse  Normal- 
forraen  der  elliptischen  Integrale,  die  sich  nur  wenig  von  den  später 
durch  A.  M.  Legendre  verwendeten  unterscheiden.    Er  fand^")  das  all- 

6)  S.  P.  Stäckel  u.  H.  Ahrens,  „Der  Briefwechsel  zwischen  C.  G,  J.  Jacobi  und 
r.  H.  V.  Fuß  über  d.  Herausg.  der  Werke  L.  Eulers",  Leipzig  (1908),  p.  23. 

7)  „Observ.  de  comparatione  arcuum  curvarum  irrectif.",  Novi  Comment. 
Petrop.  C,  p.  58,  Op.  omn.  (1)  20,  p.  80.    S.  auch  „E-M."  p.  533. 

8)  „De  integr.  aeq.  differ. 

mdx     ndy    ,, 

yf— i*     Vi— y* 

Novi  Comment.  Petrop.  6,  p.  37,  Op.  omn.  (1)  20,  p.  58. 

9)  S.  die  drei  Abh.  Eulcra  über  die  Vergleichnng  von  Kurvenbogen  in  den 
Novi  Comment.  Petrop.  7,  p.  3,  83,  128  (zusammengefaßt  in  „Op.  post."  1  (1862), 
p.  4f.2),  abgodr.  in  Op.  omn.  (1)  20,  p.  153,  108  u.  201. 

10)  Neben  der  in  Note  8  gen.  Abh.  kommen  die  beiden  weiteren  in  Betracht 
„Integratio  aequationiß  etc."  u.  „Evolut.  generalior  formulanim  comparationi 
curvarum  inßervientium",  Novi  Comment.  Petrop.  12,  p.  3,  42,  Op.  omn.  (1)  20, 
p.  302,  318.  Vgl.  hierzu  A.  Brill  u.  M.  Noether,  „Entw.  der  Theor.  der  algebr. 
Funkt.%  Jahresb.  d.  D.  M.-V.  3,  p.  107,  wo  der  Einfluß  Eulers  auf  Abel  abge- 
echätzt  wird     S   auch  „E-M"  p.  524. 
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gemeine  Integral  der  Differentialgleicliang: 

(1) . jg i ^^y  -  _^__,,^^.o 

in  der  Geetalt: 

und  verlieh  dem  Ergebnis  (mit  anwesentlicheu  Abänderungen)  auch 
die  Formen**): 


(3) 


X  y  s 

/[ dt ,    r  dt —  /l 


dt 


0  Ö  0 


(4) 


x\/{l-y*)  (1  -  fc'y«) 4- yV(l-a;«)(l— jk'x«) 
1  — "*«a;''y* 


w^— -^ yi  —  a;*  yi  —  y»  —  xy  ^1  —  ifc«a:«|/i  —  >■»"« 

, /T — Tg 72  __  yr^F^ vT^y« — k'xyyi^x* vr=^* 


über  die  Entstehung  der  Norraalformen  elliptischer  Integrale  sind 
diejenigen  Abhandlungen  Eulers^^)  zu  vergleichen,  welche  an  gewisse 
mit  elliptischen  Integralen  verwandte  Untersuchungen  von  Maddurin 
und  d' Alemhert^^)  anknüpfen.  In  diesen  Abhandlungen  kommt  die 
Auffassung  JSulerSf  daß  die  elliptischen  Integrale  als  selbständige 
Transzendente  einzuführen  seien,  zur  klaren  Erkenntnis.**)  Diese  In- 
tegrale brachte  Euler^^)  insgesamt  auf  die  Gestalt  zurück: 

B(ßi^*)dx 


(5)  yv— ™ 


11)  „Instit.  calc.  integr.  1",  sect.  secunda,  cap.  6.   S.  auch  „E-M"  p.  188. 

12)  „Consider.  formularum,  qnarum  iuttgratio  per  arcus  sectionum  conic. 
absolTi  polest"  u.  „De  reduct,  iommlarum  integr.  ad  rectificationefl  ellip.  ac 
hyperbolae**  Novi  Comment.  Petrop.  8,  p.  129;  10,  p.  8,  Op.  omn.  (1)  20,  p.  236, 
256;  B.  auch  Novi  Commont.  Petrop.  6,  p.  71. 

13)  Vgl.  Krazer,  a.  a.  0.,  p.  62,  auch  Cantor,  „Gesch.  d.  Math."  3,  p.  843 IF. 

14)  EulerM  Worte  in  den  „Novi  Comment.  Petrop.*  10,  p.  4:  „.  .  .  Imprinüs 
autem  hie  idoneus  signanf'!  modus  desiderari  videtur,  ci\juB  ope  arcus  elliptici 
aeqne  commode  in  calculo  exprimi  qneant,  ac  jam  logarithmi  et  arcuB  circulares 
ad  insigne  Analyseos  incrementum  per  idonea  signa  in  calculum  sunt  introducti. 
Talia  Bigna  novam  quandam  calculi  speciem  siippeditabunt,  cujus  hie  quasi 
prima  elemcnta  exponero  conetitui.  .  .  .'* 

16)  „Plenior  ejcplicatio  etc.",  Act.  Ac.  Petrop.  p.  a.  1761,  1786.  S.  auch 
»E-M"  p.  639. 
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%vo   Jii^x^)    eine    rationale    Funktion   von   x*  ist   und   die  Oieichung 
1  -f-  nix^  -\-  nx^  =  0  ungleiche  Wurzeln  hat. 
Speziell  fiir  die  Integrale: 

X 

0 

gewann  Etiler ^^  die  Gleichung: 

.^x     y^r  <.  j^  -_y  N         rrf  \ {*-  2(a&' —  a'fc)dit 

0 

wo  zur  Abkürzung  }/i  +  w^s^^^-f-  w^  =*  ^  geschrieben  und  nach  der 
Integretion  u  =  xy  zu  setzen  ist.  Hierin  ist  das  Additionsthcorera  für  die 
Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  enthalten.  Daraus  zieht  Euler 
bereits  den  Schluß,  daß  die  Summe  irgendeiner  Anzahl  elliptischer 
Integrale  derselben  Gattung  abgesehen  von  additiven  algebraischen  oder 
logarithmischen  Gliedern  durch  ein  einziges  Integral  dieser  Gattung 
ausgedrückt  werden  kam  ,  Uvssen  obere  Grenze  algebraisch  von  den 
oberen  Grenzen  der  einzelnen  Integrale  abhängt.  Euler  erscheint  hier 
als  Vorläufer  Abds. 

Die  Lösung  (2)  der  Differentialgleichung  (1)  gibt  rational  ge- 
macht eine  symmetrische  biquadratische  Gleichung: 

(8)     a  4-  2hz  -f  gx^  -f  2y  (h  +  26a;  +  fx^)  +  y*(g  -f-  2fx  +  cx^)  --  0. 

EuJer  hat  den  Gegenstand  auch  von  der  anderen  Seite  angefaßt  und 
gelöst.  ^^)  Aus  einer  Gleichung  der  Gestalt  (8)  leitet  er  durch  ge- 
eignete Wahl  der  Konstanten  a,h  .  .  .  eine  Differentialgleichung  (1)  ab, 
in  der  der  biquadratische  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  vor- 
gegebene Koeffizienten  Af  ß, .  .  .  hat;  ein  Koeffizienfc  in  (8)  bleibt 
für  die  Integration skori staute  frei.  Entsprechend  kann,  wenn  eine  be- 
liebige unsymmetrische  Relation  der  Art  (8)  zwischen  x  und  t/  vor- 
gelegt ist,  aus  ihr  eine  Differentialgleichung  von  gleichem  Aussehen 
wie  die  Eidersche  Gleichung  abgeleitet  werden,  in  der  jedoch  die  beiden 
Polynome  unter  den  Quadratwurzeln  verschiedene  Koeffizienten  habeu.^^) 
3.  Beziehungen  zwischen  Euler  und  Lagrange.  Euler  hatte 
die  Mathematiker  aufgefordert,  die  unter  (2)  angegebene  Lösung  der 

16)  Cf.  Note  16  u.  „Inst.  calc.  integr."  4,  p.  446  ft. 

17)  Etiler  berichtet  über  seine  hier  in  Betracht  kommenden  Untersnchongen 
in  den  „Inst.  cal.  integr."  1,  sect.  secund.,  cap.  6.    S.  anch  „E-M"  p.  186. 

18)  Weitere  Klarlogung  dieswr  Entwicklungen  bei  G.  H.  Halphen,  „Trait<5 
d.  fonct.  eil."  2  (1888),  p.  329  «.,  und  A.  Cayley,  „An  elem.  treat.  on  eil.  funct.* 
(,1876),  chap.  14. 
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Differentialgleichung  (1),  die  er  „potius  tentando  vel  divinando"  ge- 
funden hatte,  auf  direktem  Wege  herzuleiten.'®)  Dies  leistete  J.  L.  La- 
grange^)  mittelst  einer  Entwicklung,  die  Eulers  Bewunderung  erregte 
und  von  ihm  selbst")  noch  in  vereinfachte  Gestalt  gesetzt  wurde. 
Nennt  man  die  beiden  Polynome  unter  den  Wurzelzeichen  in  (1)  kurz 
X  und   Y,  so  läßt  sich  die  Dijfferentialgleichung  (1)  in 

spalten.  Schreibt  man  außerdem  x  -{-  if  =  p,  x  —  y=  Q,  so  gelingt 
es,  eine  leicht  iutegrierbare  Differentialgleichung  mit  t  als  unabhängiger 
Variabelen  zu  gewinnen,  die  unmittelbar  zur  Lösung  (2)  führt  (vgl. 
„E-M"  p.  189).  Der  Ausatz  ist  darum  bemerkenswert,  weil  hier  zum 
ersten  Male,  wenn  auch  implizite,  das  elliptische  Integral  als  unab- 
hängige Yariabele  t  eingeführt  ist.  Lagrange^^)  bemerkte  übrigens 
bereits  die  Beziehung  des  Additionstheorems  zur  sphärischen  Trigo- 
nometrie, welche  seither  vielfach  betrachtet  wurde. ^^) 

Übrigens  sind  Etiler  und  nach  ihm  Lagrange  bei  Gelegenheit 
einer  mechanischen  Aufgabe  bereits  an  das  allgemeine  Transformatious- 
problem  herangeführt.**)    Es  handelt  sich  um  die  Aufgabe,  die  Bahn 

19)  „Novi  Comment.  Petrop."  6,  p.  20. 

20)  ,,Sur  rintegr.  de  quelq.  equat.  diff.  etc."  Mise.  Taur.  4  (1768 — 69)  oder 
„Oeuvres"  2,  p.  5.  Vgl.  hierzu  eine  Note  von  G.  Darboux,  „Ann.  de  l'^c.  norm." 
(1)  4  (1867),  p.  85;  E.  Catalan,  „Snr  l'add.  des  fonct.  eil.  etc.",  Bull,  de  l'Ac.  d. 
Belgique  (2)  27  (1869),  p.  145;  Ä.  Genocchi,  „Rassegna  d'alcuni  scritti  relativi 
all'add.  degPintegr.  eil.  etc.",  Boncamp.  Bull.  S  (1870),  p.  47;  A.  Caylty,  „An 
elem.  treat.  on  eil.  funct."  chap.  2;  F.  Bichelot,  „Über  diö  Integration  eines 
merkw.  Syst.  von  Diffgln.",  J.  f.  Math.  23  (1842),  p.  S54. 

21)  Act.  Acad.  Petrop.  2,  p.  20;  „Tnatit.  calc.  integr."  4,  p.  465. 

22)  „Theorie  des  fonct.  analyt."  chap.  11,  §§  69 ff.;  „Oeuvres"  9,  p.  134. 

23)  Vgl.  H.  Durege,  „Ell.  Funct."  3.  AuO.,  p.  118;  J.  W.  L.  Glaisher,  „On  the 
conn.  between  eil.  funct.  and  epher.  trigon.",  Quart.  Journ.  Cambr.  17  (1881), 
p.  353;  A.  G.  GreenhiU,  „Ell.  Funct."  p.  131;  G.  Bellacchi,  „Introduzione  storica 
etc."  p.  60;  A.  B.  Forsythy  „Geodesics  on  an  oblate  spheroid",  Mobb.  of  matb.  (2) 
25  (1895),  p.  81.  S.  auch  „E-M"  p.  669.  Die  Beziehungen  zwischen  sphärischer 
Trigonometrie,  orthogonalen  Substitutionen  und  ellipt.  Funkt,  sind  studiert  von 
E.  Study,   Leipz.  Abh.  von  1893,  p.  87. 

24)  Cf.  Fuhr,  „Probleme:  Uu  corps  etant  attire  en  raison  r^cipr.  qcarräe 
des  dist.  vers  deux  points  fix.  doun.,  trouver  le  cas  ou  la  courbe  decr.  par  ce 
Corps  sera  algdbr.",  M^m.  de  Berl.  16  (1760),  p.  228;  „De  motu  corporis  ad  duo 
centra  virium  attr."  Novi  Comment.  Petrop.  10  (1766),  p.  207  u.  11  (1767),  p  144. 
Nach  Mitteilung  Jacobia  wurden  zwei  Abhandl.  dieses  Titels  in  der  Berliner 
Akad.  am  6.  April  1759  bzw.  am  15.  Juli  1763  gelesen.  S.  weiter  Lagrange, 
„Rech,  sur  le  mouv.  d'un  corps  qui  est  attir^  vers  deux  centr,  fixes",  Mise.  Taur. 
4  (1766)  oder  „Oeuvr."  2,  p.  67. 
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eines  materiellen  Punktes  zu  bestimmen,  der  von  zwei  festen  Zentren 
nach  dem  Ncwton&chen  Gesetze  angezogen  wird.  Die  Lösung  dieser 
Aufgabe  wird  auf  die  Integration  einer  DiflFerentialgleichung  von  der 

Form: 

dp  Mdq 

ya-fhp-\-cp'        ya  +  b'q-\-c'q* 

zurückgeführt,  wo  M  zwar  von  den  Variabelen  p  und  q  unabhängig 
ist,  aber  eine  algebraische  Funktion  der  Koeffizienten  a,h, .  .  .  be- 
deutet. Die  p,  q  sind  im  wesentlichen  elliptische  Koordinaten  in  der 
Ebene  in  bezug  auf  die  beiden  festen  Punkte  als  Brennpunkte. 
Euler  hat  sich  mit  dem  Problem  beschäftigt,  alle  FäUe  zu  finden,  in 
denen  die  Bahnkurve  algebraisch  wird;  auch  hat  er  einzelne  Lösungen 
angegeben,  in  welchen  die  Differentiale  auf  beiden  Seiten  der  zu  inte- 
grierenden Gleichung  im  wesentlichen  übereinstimmen.  Sieht  man 
von  Spezialisierungen  des  Multiplikators  M  ab,  so  hat  man  hier  im 
wesentlichen  das  Problem  der  allgemeinen  Transformation  vor  sich, 
d.  h.  die  Aufgabe,  alle  Fälle  festzustellen,  in  denen  die  obige  Gleichung 
algebraisch  integrierbar  ist. 

4.  A.  M.  Legendres  Bedeutung  für  die  Theorie  der  elliptiBChen 
Punktionen.  Legendres  Arbeiten  über  elliptische  Integrale  beginnen 
in  den  achtziger  Jahren  des  18.  Jahrhunderts^*)  und  ziehen  sich  von 
dort  durch  vier  Jahrzehnte^*)  bis  zum  Erscheinen  des  großen  Werkes 
,,Traite  des  fonctious  elliptiques  et  des  integrales  euleriennes".*'')  Le- 
gendre  hat  die  Tradition  Eulers,  die  elliptischen  Integrale  als  selb- 
ständige Gebilde  in  die  Analysis  einzuführen  (vgl.  Note  14),  aufgenom- 
men, und  er  durfte  im  Vorwort  zu  seinem  „Traite"  behaupten,  daß 
abgesehen  von  J.  Landen^^),  der  durch  sein  (unten  zu  nennendes) 
Theorem  neue  Wege  hätte  eröffnen  können,  er  allein  den  Standpunkt 
Etdera  übernommen  und  zur  Durchführung  gebracht  habe.^**) 

Legendres  „fonctions  elliptiques"  sind  im  Gegensatz  zu  der  seit 
Abel  und  Jacohi  üblich  gewordenen  Sprechweise  die  Integrale  selber 


26)  „M^m.  Bur  lefl  integratione  par  d'arca  d'ellipse",  Mera.  de  l'acad.  d.  sc. 
de  Paris,  1786,  p.  616  ff. 

26)  „M^m.  3ur  les  Transcendantes  elliptiques",  Paris  1793;  „Exerc.  de 
calcul  integral  aur  divers  ordre  de  Tranacendentes  et  sur  lea  Quadratures",  Paris 
1811—1819. 

27)  2  Bde.  u.  8  Suppl.,  Paria  1826—1828. 

28)  Landen  hat  eich  bereits  1771  mit  der  llektifikation  der  Ellipse  und 
Hyperbel  beschäftigt;  vgl.  Phil.  Trans,  von  1771  p.  298  und  von  1776  p.  286.  S. 
die  nähere  Ausführung  in  Nr.  7. 

29)  Vorwort  zum  „Traitö  d.  fonct.  eil.",  p.  7. 
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(nicht  die  Umkehrfunktionen).  Indem  Legetidre  diese  Integrale  in  drei 
Gattungen  teilte,  jede  Gattung  einer  sorgfältigen  Untersuchung  unter- 
warf und  viele  ihrer  bis  dahin  unbekannten  Eigenschaften  entdeckte, 
schaffte  er  diesen  Gebilden  die  von  JEWer  vorausgesehene  selbständige 
Stellung  in  der  Analysis  und  legte  so  den  Grund,  auf  dem  ins- 
besondere die  weiteren  Arbeiten  von  Abel  und  Jacohi  erwachsen 
konnten.**) 

5.   Legendres  Nonnalintegralo.    Nach  einer  vorläufigen  Reduk- 
tion der  allgemeinen  elliptischen  Integrale  auf  die  Gestalten'*); 

C{A-\-Bx  +  Gx')  4^  ,        f       -^ :  -.. 

J  ^vm'    J  it'¥nx)yf{x) 

schafft  Legendre  die  ungeraden  Potenzen  in  f(x)  weg,  und  zwar  erstens 
durch  eine  von  iMgrange  herrührende  Substitution,  welche  im  wesent- 
lichen lautet: 

^         V  '{x  —  X,)  (x  —  x^)  * 

unter  x^,x^yX^yX^^  die  vier  Wurzeln  von  /*(aj)  «=  0  verstanden,  und 
zweitens  durch  eine  bereits  von  EuUr  verwendete  lineare  Substi- 
tution: 

1  +  y 

Sodann  transformiert  er  das  Differential     v  -;  durch  eine  Substitution 

der  Gestalt  32): 

2 A-\-  B  8m*<p 

bis  auf  einen  konstanten  Paktor  auf  die  Form: 

(9)  ^^_, 

'  Vi  — c*flin««p 

unter  sorgfältiger  Unterscheidung  der  sechs  Fälle,  welche  ein  reelles 
Polynom  f{x)  =  a  -\-  ßx^ -\-  yx^  darbieten  kann,  und  zwar  so, 
daß  0  ^  c^  <  1  wird.  Hierbei  bedeutet  c*  das  Doppelverhültnis  der 
vier  Wurzeln  x^,  a:„  a^g,  x^  des  ursprünglichen  Polynoms  f(x).  Für 
yi  —  <r  sin^  <p  schreibt  Legendre  abkürzend  A  (c,  y).  Die  sämtlichen 
elliptischen  Integrale  reduzieren  sich  nun  auf  drei  Gestalten,  für  welche 


30)  Vgl.  P.  L.  Dirichkt,  „Gedäcbtnisrede  auf  ,/acofet",  Berl.  Abb.  1852,  J.  f. 
M<ith.  Bd.  52  p.  193  oder  Jacobis  Werke  Bd.  1,  p.  1  und  L.  KoenigshtTger,  ^Ziir 
Gesch.  d.  Tbeor.  der  eil.  Transz.  usw."  (Leipzig  1879),  p,  4  £f. 

81)  „TraitG  d.  tonet,  eil."  1,  p.  4  fr. 

32)  „Trait^  d.  fonct.  eU."  1,  p.  9  ff. 
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Legendre  schreibt"): 


(10) 


n(n.  c,w)  ==  I ;-- ^7==:==.-=== ; 

J  (1  4-  n  sin«  <p)  |/1  —  c«  sin*  «p 


dieselben   heiBen   die  Legendrescben  Normalintegrale   erster,   zweiter 
und  dritter  (iattung.®*) 
Die  Integrale: 

werden  vollständige  elliptische  Integrale  erster  bzw.  zweiter  Gattung 
genannt  und  mit  F^(c),  E^ic)  bezeichnet.  Das  entsprechend  gebil- 
dete vollständige  Integral  dritter  Gattung  wird  auf  jene  zurück- 
geführt»^) 

Neben  die  Integrale  mit  dem  „Modul"  c  werden  auch  die  mit 
dem  Modul  h  =  |/i  — ^  gestellt  und  als  „komplementäre"  bezeichnet.»*) 
Für  c  wird,  wie  auch  hier  weiterhin  geschehen  soll,  in  der  späteren 
Literatur  im  Anschluß  an  Jacohi  k  geschrieben  und  der  komplemen- 
täre Modul  mit  k'  bezeichnet,  so  daß  F  -f-  Ä'*  =  1  gilt.  Da  es  vor- 
wiegend auf  die  zweite  Potenz  k^  ankommt,  so  wird  gewöhnlich  k* 
(bzw.  c*)  als  „Legendrescher  Modul"  bezeichnet.  Derselbe  ist,  falls 
man  die  Reduktion  auf  die  Normalform  mittelst  einer  linearen  Trans- 
formation vollzieht,  einem  der  sechs  Werte  des  DoppelverhältnisBes 
der  Wurzeln  von  f{x)  ==  0  gleich. 

6.  Logendres  (Gestalt  der  Additionetheoreme.  Die  Eulersche 
DifTerentialgleichung  kleidet  sich  bei  Gebrauch  der  Legendreschen  Be- 
zeichnungen in  die  Gestalt: 

Eulers  Additionstheorem  nimmt  für  die  Integrale  erster  Gattung  die 

83)  „Trait^  d.  fonct.  eU."  1,  p.  14  flP. 

.84)  Von  diesen  Integralen  ist  nur  das  erste  auch  in  Riemanns  Sinne  ein 
Normalintegral  erster  Gattung.  Dagegen  stellt  das  zweite  und  dritte  noch  kein 
Normalintegrai  in  Riemanns  Sinne  dar,  da  J5  an  zwei  Stelleu  der  zu  Yfi^)  S^~ 
hörenden  Riemannschen  Fläche  (den  beiden  Punkten  x  =  oo)  unendlich  wird, 
IT  sogar  in  vier  Stellen  dieser  Fläche  (vgl.  unten  Nr.  48). 

36)  „Traite  d.  fonct.  eil."  1,  p.  132  ff. 

36)  „Traite  d.  fonct.  eil.'-  1,  p.  186  ff. 
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Form  an: 

(13)  \Fi<p)  +  F{^)  =  F{i,), 

\  cos  ft  ==  cos  ip  cos  i/'  —  sin  tp  sin  il;Afi, 

wo  (i  die  Integrationskonstante  ißt.'*'')  Aus  (13)  leitet  Legendre  die 
ebenfalls  unmittelbar  aus  den  Eulerschen  Formeln  hervorgehenden 
Regeln  ab^^): 

'   .         sin  qp  cos  1/j  Ai^  -j-  cos  g?  sin  ifj  A  cp 

^  1  —  A;*  Bin'qo  siu*!^  ' 


(14) 


cos  qp  COS  tj)  —  sin  qp  sin  t/;  A  qp  A  'V 

■^  1  —  A:' sin'qp  Bin*  t/»  ' 

y.      AqpAi/'  —  Ä;*sinqp  sini^  COS  qp  COS  i/> 


1  —  k* sin* (p  sin*'»/» 

Dazu  treten  die  Additionstheoreme  für  die  Integrale  zweiter  und 
dritter  Gattung ^^); 

(15)  E{(p)  +  E(ilf)  ==  E(}i)  +  k'  sin  cp  sin  t  sin  ii, 

(16)        n(cp)-\-n(4') ^_ 

n  l/(14-w)(l-j Isinqpsini/jsinft 

=  nU)  4-  — ^ -~=r::==.    arctg    ^^  ^  ^ A__  JiZ 

^'^■'    'i/  /        j*\  °         1  -\-  n  —  n  COS  9  cos  i/)  cos  /i 

2y-(H-n)(n-^') 


l_|_n  —  ncoBqpcosi/»cosfi-|-**l'  — (^"f"**)  \^-\ )  sinqpsini/jsinft 

1-f-w  —  ncosqpcosi/jcosfi  —  «1/  —  {l-\-n)il-] Jsinqpsin'^sinfi 

7.  Die  Landensche  Transformation  und  die  numerische  Be- 
rechnung der  Integrale  bei  Legendre.  J.  Landen  war  der  erste, 
der  elliptische  Integrale  mit  verschiedenen  Moduln  ineinander  über- 
führte.*")   Er  benutzte  seine  Transformation  zur  Herleitung  des  nach 


37)  S.  die  in  Note  26  gen.  Abb.,  ferner  den  „Trait^  d.  fonct.  eil."  1,  p.  19  ff. 
und  „Mem.  sur  les  travaux  etc.  de  Legendre",  Bibliotbfeque  univ.  1833,  Note  zu  p.  16. 

38)  „Mem.  sur  les  Transc.  eil.",  Paris  1798,  oder  „Traite  d.  lonct.  eil." 
1,  p.  22. 

89)  „Traite  d.  fonct.  eil."  1,  p.  43  u.  74  ff. 

40)  „An  investig.  of  a  gen.  theorem  for  finding  the  length  of  any  arc  of  any 
conic  hyperb.  by  means  of  two  eil.  arcs  etc."  Philoa.  Transact.  66  (1776),  p.  285 
oder  Math.  Mem.  1,  p.  33  (London  1780).  S.  auch  „E-M"  p.  524  und  A.  Cayley, 
Art.  „Landen"  der  „Ejic.  Brit."  (9  ed.)  14  (1882),  p.  271.  Über  die  geometriBche 
Bedeutung  der  Landenachen  Transformation  vgl.  Jacobi,  „Brief  an  Uermite*', 
J.  i.  Math.  82  (1845),  p.  176;  Jacobi,  Werke  2,  p.  118;  Küpper,  „Dem.  geom.  d» 
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ihm  benannten  Theorems,  daß  der  Bogen  einer  gleichseitigen  Hy- 
perbel sich  durch  die  Differenz  zweier  Ellipsenbögen  ausdrücken  lasse. 

Lafßrange'^^)  hat  diese  Transformation  selbständig  wiedergefunden 
und  zur  numerischen  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  benutzt. 
Auch  hatte  er  schon  neben  die  Landensche  Transformation  ihre  in- 
verse,  genauer  komplementäre  gestellt. 

Legefidre'^^)  hat  die  Landenschen  Resultate  aufs  neue  hervorge- 
hoben, bearbeitet  und  besonders  für  die  numerische  Rechnung  geeignet 
gemacht.  Er  hat  schon  bei  dieser  Gelegenheit  die  Aufgabe  gestellt 
und  gelöst,  aus  dem  gegebenen  Werte  des  Integrals  erster  Gattung 
die  obere  Grenze  zu  berechnen*^),  also  tatsächlich  die  Umkehr  dieses 
Integrals  ausgeführt,  ohne  indessen  die  Bedeutung  dieses  Problems 
zu  erkennen  oder  dasselbe  allgemein  zu  formulieren.  Gegen  die  Ein- 
führung der  Umkehrfunktionen  in  die  Bezeichnung  verhält  er  sich 
sogar  ablehnend.^*)  Er  gab  der  fraglichen  Transformation  die  fol- 
gende Gestalt: 


(1  -f-  ^')  öin  qp  cos  cp 

E(p 


(17)  .    und  also 

Es  ist  daher: 

/-JON  / ^5't =  n  4- ;^'^  K  —  '*'?- 

0  ü 

und,  falls  wir  für  das  vollständige  Integral  erster  Gattung  statt  der 

cette  propos.,  qua  toute  fonct.  eil.  de  prenai.  espöce  peut  fetre  remplac.  par  deux 
fonct.  eil.  de  Beconde  esp.  etc."  J.  f.  Math."  ö5  (1858),  p.  89;  Durege,  „Ell. 
Funkt.",  3.  Aufl.,  p.  188. 

41)  M6m.  d.  l'ac.  d.  sc,  1784 — 86  oder  Lagrange,  „Oeuvres"  2,  p.  263;  8. 
auch  „E-M"  p.  368.  Über  die  Bedeutung  der  Lagrangeechen  Darstellung  vgl. 
F.  J.  Michelot,  „Die  Landensche  Traneformation  usw."  (Königsberg  1868);  G. 
Mittag  •  Leffler ,  „En  metod.  att.  komma  etc."  (HelBingfors  1876),  p.  22; 
„E-M"  p.  353  u.  366. 

42)  In  der  in  Note  25  gen.  Abh.;  s.  auch  „Traite  d.  fonct.  eil."  1,  p.  89  ff. 
48)  „Traitö  d.  fonct.  eil."  1,  p.  92. 

44)  Die  in  Betracht  kommenden  Stellen  der  Korrespondenz  zwischen  Le- 
gendre  und  Jacobi  sind  zusammengestellt  bei  Koenigsbergers  Jacobi-Biographie 
(Leipzig  1904),  p.  103  ff. 
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Legendrescheu  Bezeichnung  F^  die  Jacobische  K  benutzen: 

(19)  Ä,=='4^^. 

Weiter  ergibt  sich  noch: 

^S  (^1  — <p)  "^  ^'  *g  f  >       siii  (2  9>  —  9i)  =  \  sin  qp^ , 

(20)  *=T^lr 

Daneben  ist   die  ümkehrung  dieser  Transformation   zu  stellen,  d.  h. 
der  Übergang  von  ky  q>  zu  Ä_j,  <p_^  auf  Grund  der  Gleichungen: 

Ä;_i  =  ^^,         sin(29)_i  —  ^)  =  Ä;sin<3p. 

Die  wiederholte  Anwendung  der  beiden  Transformationen  führt 
zu  einer  nach  beiden  Seiten  fortschreitenden  Kette  von  Moduln  . .  ., 
^*-2>  ^-u  ^f  K^  hf  •••  ^^^^  Argumenten  ...,  «jp.g,  (p_i,  <p,  <Pi,  9)3, ..  , 
von  denen  die  orsteren  nach  links  gegen  1  und  nach  rechts  gegen  0 
konvergieren.    Man  findet: 

"^=(l  +  i.)(I  +*,)(!  +i3)--- 


(21) 


F(y,*)  =  ^?.lim^, 


sowie  andererseits: 


Fiv,  k)  =  y^VK,  k_,..,  k_,^,  Fi<p_,,  Ä-_  J. 

Diese  Formeki,  in  denen  entgegen  der  Schreibweise  Legendrea  bei  der 
Berechnung  von  F((pf  k)  usw.,  wie  jetzt  üblich,  das  Argument  (p  vor  den 
Modul  k  gestellt  ist,  bilden  die  Grundlage  für  die  numerische  Berech- 
nung der  elliptischen  Integrale,  welche  Le-gendre  durchgeführt  hat.***) 
Auch  für  die  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  entwickelte 
Legetidre  die  entsprechenden  Formeln  und  benutzte  dieselben  zu  nume- 
rischen Berechnungen. 

45)  S.  „Traite  d.  fonct.  eil."  1,  p.  19  tf.  und  die  Tafeln  a.  a.  0.  in  Bd.  2.  Über 
numerische  Berechnung  der  elliptischen  Funktion  auf  Grund  der  Landenschen 
und  Ganßschen  Transformation  vgl.  man  0.  J.  Broch,  „Fonct.  eil."  eh.  H  (1867), 
p.  218;  K.  H.  Schellbach,  „EU.  Int."  (1864),  p.  68;  H.  Burege,  „Ell.  Funkt.", 
3.  Aufl.,  p.  204;  IL  Burkhardt,  „Ell.  Funkt.",  Kap.  U,  p.  292;  Schwarz -Weier- 
ti  aß,  „Formeln  und  Lehrsätze",  §  45  if.,  p.  61  ff.;  Klein- Sommerfeld,  „Theor.  d, 
Kieiaels"  p.  259;  C.  Jordan,  „Coure  d'analyse"  2,  p.  419;  B.Weber,  „Ell.  Funkt." 
p.  142.  Auszüge  aus  Legendres  Tafeln  bei  A.  G.  Greenhül,  „Les  fonct.  ellipt. 
etc."  (Trad.  fran9.)  (Paris  1896);  femer  bei  /,  Bertrand,  „Traite  de  calo.  diff. 
et  de  calc.  integr.",  2  (Paris  1870),  p.  711  und  /.  Hoüel,  „Cours  de  calc.  inün.", 
4  (Pari«  1881). 
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Der  Übergang  zu  der  nach  Gauß  benannten  Transformation  (s. 

die  Angaben  über   den   Algorithmus   des   arithmetisch -geometrischen 

Mittels  unten  in  Nr.  34)  wird  durch  die  Substitution  t  tg  qo  =  sin  (p' 

vollzogen.    Es  folgt: 

d(p  d(p' 

\fT^ic*  Hin*  (p  ~  y f -^' »linV ' 

und  die  erste  Gleichung  (17),  sowie  der  Quotient  der  zweiten  und 
dritten  liefern  als  neue  Schreibweise  der  Transformation  (17): 

{^^)  '^i—i^k"        ^^^ '^i  ~"  1  +  Ä;' 8in>' 

Dies  sind  aber  im  wesentlichen  die  Formeln  der  Gaußsahen  Trans- 
formation. 

8.  Die  vollständigen  Integrale  und  die  Legendresclie  Belation. 
Differentialgleichungen  und  Keihen.*^)  Legendre  gibt  ßir  die  voll- 
ständigen Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  bereits  die  Differential- 
gleichungen: 

und  die  analogen  Gleichungen  für  die  zum  komplementären  Modul 
gehörenden  Integrale  K'  und  E'.  Hieraus  zieht  er  die  nach  ihm  be- 
nannte Belation: 

(23)  I  =  KE'  -f  K'E  —  KK\ 

sowie  die  Differentialgleichungen: 

(24)  (l_i^^l^  +  lz_i^'||_,  =  0, 
welcher  K  und  K'  genügen,  und: 

(26)  (i_i.)^^t  +  i=i^||  +  ^  =  0, 

die  durch  E  und  E'  befriedigt  wird.  Er  erweitert  diese  Differential- 
gleichungen zu: 

(^        i-3\ '^^-''^  _i    ^  —  ^^*  '^^        T^ _i    siO' qp  cos (p ^ 

(t  ii\^*^    I      ^ — **    ^^    I     -y         sinqocosqp         ^ 

^^  —  '')  d¥  +  "~ir~  Hk  +  ^  — Äi^r  ^  ' 

Ton  denen  die  erste  zur  allgemeinen  Lösung  hat: 

Y'=E{tp,h)  +  CK-^C'K\ 
die  zweite  aber: 

Z  =  E{<ip,  Ä)  -f  C^  +  C'E'. 


46)  „Trait^  d.  fonct.  eil."  1,  p.  62. 

Enoyklop.  d.  math.  Wissenich«    II  3.  13 
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Aus  den  Diflferentialgleicliungen  gewinnt  Legendre  folgende  Reihen- 
darstellungen der  vollständigen  Integrale  erster  Gattung*''): 

K  =  I  (l  +  1!  h'  +  ^  k^  +  i' :  ^: ;  ^;  ie  +  . . .) 

(26)  1^'= log  Q + -^;f  (log^.  - 1) + ^::|:  *•  (log^  - 1  -  ^ 

+  sTiSTe^  *  rgjt  -  1  -  3-.-4  -  i-'e)  +  ■■■' 
sowie  entsprechend  für  die  vollständigen  Integrale  zweiter  Gattung: 

(27)  £'_  1  +  ?,  i'  (log*  -  ji.)  +  .^: .  ^  **  (log^  -  1  -  ^^ 

+  2»;  4*  ■  G  ^^    r^it  ~  ^  ~  3Ti  "  5  •  g)  +  •  •  •• 

Bei  Legendre  sind  die  7,w(dtea  Formeln  (20)  und  (27)  als  Dar- 
stellungen von  K  und  J^J  in  //  =  ]/l  —  k^  geschrieben  und  dienen  zur 
Berechnung  von  K  und  E,  falls  k  nahe  bei  1  liegt.  Die  Entwicklungen 
unterscheiden  sich  von  den  heute  üblichen,  von  Gudermann  und  Weier- 
straß  herrührenden  (vgl.  Nr.  59),  nur  in  der  Schreibweise. 

9.  Die  Vertausehung  von  Parameter  und  Argument  bei  Le- 
gendre. Bei  der  Untersuchung  des  Integrals  dritter  Gattung  in  bezug 
auf  die  als  Parameter  bezeichnete  Größe  n  gibt  Legendre  insbesondere 
die  Formel*"): 

j ctg  e  A(e)[n(n,  <p)  -  Fiq>)]  =  ctg  9,  A(y)  [JI(n,  0)  -  F{e)] 
^^  ^    \  -\-Ei0)Fi^)-F(e)E(<p)- 

hierbei  ist  n  ==  —  ]c^  sin-  6,  n'  =-  —  P  sin^  (p.  Ähnliche  Formeln 
stellt  Legendre  für  positive  Werte  von  n  auf,  in  denen  aber  auch  die 
Integrale  mit  komplementärem  Modul  auftreten. 

Diese  Formeln  enthalten  den  sogenannten  „Satz  von  der  Vertau- 
schung von  Argument  und  Parameter".  Die  Beweismittel  sind  völlig 
analog  den  heute  üblichen  (nur  auf  reelle  Größen  beschränkt),  näm- 
lich zweimalige  Integration  einer  geeigneten  Identität.  Auch  entgeht 
es  Legendre  nicht  (vgl.  a.  a.  0.,  p.  135),  daß  hieraus  aufs  neue  die 
Relation  (23)  folgt,  welche  den  sogenannten  Weierstraßschen  Perioden- 
relationen in  der  Theorie  der  Abelschen  Integrale  entspricht. 


47)  „Traite  d.  fonct.  eil."  1,  p.  65  ff.;  a.  auch  „M<5m  de  Tac.  d.  sc.  1786'% 
p.  630. 

48)  „Trait6  d.  fonct.  eil,"  1,  p.  141. 
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10.  Reduktion  höherer  Integrale  auf  elliptiaelie  und  Trans- 
formation dritter  Ordnung.  Das  Bestreben,  die  Verwendbarkeit  der 
elliptischen  Integrale  möglicbst  vielseitig  darzutun,  führt  Legendre 
dazu,  eine  große  Anzahl  von  Integralen,  welche  nicht  die  Gestalt  von 
elliptischen  haben,  durch  höhere  Transformationen  auf  solche  zu- 
rückzuführen.*^) Es  seien  von  solchen  Integralen  besonders  die  fol- 
genden: 
^  r  B{x)dx 

erwähnt  und  andere  meist  sogenannte  binomische  Integrale. 

Im  Verlaufe  dieser  Entwicklungen  fand  Legendre  neben  der  bis 
dahin  allein  bekannten  Landenschen  Transformation  noch  folgende 
Transformation  dritten  Grades^):    Ist: 

^    ~"         '   16  w        ""'       *    ~     '       16  m» 

und  gilt: 

sin  (p{m-\-{{m  —  1)*  sin^^j) 

sm^  =  T+Hm"—  i)  (m~-f  8)  s'in'V  ' 
80  hat  man  für  das  Integral  erster  Gattung: 

F{ilf,  l)  =  m  ■  F{q>f  Ic). 
Legendre  bringt  die  Gleichung  zwischen  m  und  Jc^  in  die  Form; 
(29)  w*  —  6m^  +  (8  —  löfc^)  ^t  —  3  =  0; 

die  Relation  zwischen  k  und  l  aber  gewinnt  die  Gestalt^*): 

Hier    hat    man    die    ersten   Multiplikator-    und    Modulargleichungen 
vor  sich.^*) 

II,  Die  elliptischen  Funktionen  bei  Abel,  Jacobi  und  Gauß. 

Legendre  schrieb  unter  dem  12.  August  1828  in  der  Vorrede  zum 
ersten  Supplement  seines  „Traite":  „.  .  .  ä  peine  raon  ouvrage  avait-il 
vu  le  jour  .  .  .,   que  j'appris   avec  autant  d'etonnement   qua   de   satis- 

49)  „Trait^  d.  fonct.  eil."  1,  p.  165  u.  259. 

50)  „Trait^  d.  fonct.  eil."  1,  p.  222. 

61)  „Traitö  d.  fonct.  eU."  1,  p.  229. 

62)  Die  Anwendungen  der  elliptischen  Funktionen  bei  Legendre  beziehen 
sich  auf  die  Berechnung  der  Oberfläche  eines  Kegels  zweiten  Grades  und  eines 
Ellipsoids,  auf  die  geodätischen  Linien  des  Sphäroids,  die  Bewegung  eines  stanen 
Körpers  um  einen  festen  Punkt,  die  Bewegung  eines  von  zwei  festen  Punkten 
angezogenen  Körpers,  die  Anziehung  eines  homogenen  Ellipsoids  und  auf  die  Be- 
wegung eines  von  einem  festen  Zentrum  angezogenen  materiellen  Pvmktcs,  Vgl. 
hierzu  unten  Abschn.  VI. 

18* 
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faction,  que  deux  jeunes  geometres,  MM.  Jacöhi  de  Koenigsberg  et 
Ahel  de  Christiania,  avaient  reussi  ä  perfectionner  considerablement 
la  theorie  des  fonctions  elliptiques  dans  des  points  les  plus  eleves." 
Die  Inversion  des  Integrals  erster  Gattung  und  die  Entdeckung  der 
doppelten  Periodizität  der  hierbei  zu  gewinnenden  Umkehrfunktionen 
sind  die  grundlegenden  Gesichtspunkte  der  Entwicklungen  von  N.  H. 
Abel  und  C.  G.  J.  Jacobi,  die  im  übrigen  das  ganze  Gebiet  der  ellip- 
tischen Funktionen  umspannen. 

Äheh  Abhandlungen  sind  beginnend  mit  182G  in  den  fünf  ersten 
Bänden  des  J.  f.  M.,  vereinzelt  auch  in  den  Astron.  Nachr.  erschie- 
nen.^') Über  seine  Bedeutung  vgl.  man  die  in  Note  1  an  zweiter  und 
dritter  Stelle  sowie  in  Note  30  gegebenen  Nachweise.^*) 

Jacohis  erste  Untersuchungen  sind  im  Jahre  1828  in  den  Astron. 
Nachr.  und  im  Journ.  f.  Math,  erschienen,  die  „Fundamenta  nova  theor. 
funct.  elUpt."  gab  Jacobi  1829  als  selbständige  Schrift  heraus.^^)  Auch 
über  Jacobis  Bedeutunpf  vgl.  man  die  Nachweise  in  Note  1  und  30.^®) 

Die  Untersuchungen  von  C.  F.  Gauß  über  eUiptische  Funktionen 
sind  zwar  in  ihren  wesentlichen  Errungenschaften  bereits  zu  Ende  des 
vorletzten  Jahrhunderts  ausgeführt-,  indessen  hat  Gauß  selbst  seine 
Ergebnisse  nur  zum  kleinsten  Teile  veröffentlicht.^'^)  Ein  äußerst  reich- 
haltiges Material  fand  sich  indessen  in  Gauß"  Nachlaß,  das  größten- 
teüs  in  öaM/Ö' Werken  Bd.  3^»)  und  Bd.  8^»)  veröffentlicht  ist.  Einen 
Versuch,  die  wichtigsten  Ergebnisse,  welche  sich  in  Gauß"  Nachlaß 
finden,    in  Gestalt   einer  Einleitung   in    die  Theorie    der   elliptischen 


53)  Späterhin  gesammelt  als  „Oeuvres  compl.  de  N.  H.  Abel,  red.  par 
Holmboe"  (Kristiania  1839);  „Nout.  ädition,  publ.  par  L,  Sylow  et  S.  Lie", 
(Kristiania  1881).    Den  folgenden  Zitaten  liegt  letztere  Ausgabe  zugrunde. 

64)  Außerdem  C.  A.  Bjerknea,  „Niels  Henrik  Abel  etc.",  M^m.  de  Bord.  (8) 
1  (1886),  p.  1;  „N.  H.  Abel,  Memorial  publie  ä,  roccasion  du  centenaire  de  sa 
naissance"  (Kristiania  1902). 

65)  Zusammengestellt  in  den  Bdn.  1  u.  2  von  C.  G.  J.  Jacobi,  „Gesammelte 
Werke"  (Berlin  1881  ff.). 

56)  S.  außerdem  Poisson,  „Rapport  sur  l'ouvrage  d.  M.  Jacobi  intituld  Fun- 
damenta etc.",  Mäm.  de  l'ac.  d.  sc.  de  Paris  10,  p.  73;  F.  Casorati,  „Teorica 
delle  funz.  di  var.  compl.",  1  (Pavia  1868);  „Correspondance  mathematique  entre 
Legendre  et  Jacobi",  heransg.  von  C.  W.  Borchardt  im  J.  f.  M.  80;  Koenigs- 
berger,  „Biographie  von  Jacobi"  (Leipzig  1904). 

57)  S.  die  Art.  14  ff.  der  1818  veröffentl.  Abb.  „Determinatio  attractionis 
etc.",  Gauß,  „Werke"  3.  p.  630  ff.  sowie  die  Anzeige  dieser  Abb.,  Gott.  gel.  Anz. 
v.  1818,  „Werke"  3,  p.  857  ff. 

68)  p.  861—490. 

59)  p.  84—87,  98—94,  96,  99—102. 
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Funktionen  zusammenhängend  darzustellen,  hat  Tli.  JPepin^)  gemacht. 
Fast  gleichzeitig  hat  P.  Günther  Gauß'  Untersuchungen  über  ellip- 
tische Funktionen  zu  durchforschen  begonnen.*^)  Neuestens  hat  L. 
Schlesinger  weitere  Nachlaßstücke  veröffentlicht**)  und  in  einer  ab- 
schließenden Arbeit  den  Entwicklungsgang  der  Gaußschen  Unter- 
suchungen unter  Heranziehung  aller  noch  zur  Verfügung  stehenden 
Hilfsquellen  dargelegt.*'^)  Über  den  Entwicklungsgang  von  Gauß' 
Entdeckungen  in  den  Jahren  1796—1814  gibt  ein  von  ihm  selbst 
geführtes  Tagebuch^)  Aufschluß. 

11.  Die  Umkehrung  des  Integrals  erster  Gattung  und  die 
doppelte  Periodizität  bei  Abel.  Bereits  1823*^)  hatte  Äbd  begonnen, 
die  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  zu  betrachten, 
und  zweifellos  war  er  schon  1825  <^)  im  Besitze  des  Prinzips  der 
doppelten  Periodizität.  Die  umfassende  und  grundlegende  Arbeit 
„Recherches   sur  les  fonctions  elliptiques"*''')  veröffentlichte  er  1827. 

Abel  schreibt  abweichend  von  Legendre: 


/; dx 


»)  (1  +  e«aj*)' 

unter  c  und  e  reeUe  Größen  verstanden;  er  bezeichnet  x  als  Punktion 
von  a  durch  x  =  g)(a)  und  stellt  von  vornherein  als  sein  Ziel  hin, 
die  Eigenschaften  dieser  Funktion  zu  untersuchen.    Daneben  setzt  er: 

Die  Einführung  der  inversen  Funktion  des  Integrals  erster  Gat- 
tung war  damit  vollzogen  und  der  erste  und  wichtigste  Schritt  zur 
weiteren  Entwicklung  gegeben,  welche  in  der  ganzen  Folgezeit  die 
Untersuchung  der  elliptischen  Integrale  und  der  mit  ihnen  zusammen- 
hängenden Größen  als  „Funktionen  des  Integrals  erstar  Gattung*'  als 
eine  Hauptaufgabe  betrachtet. 

60)  „Introd.  ä  la  theor.  des  fonct.  eil.  d'apres  les  oeuvr.  posth.  de  Gauss", 
Eom.  Acc.  Pontif.  d.  N.  L.  9,  Teil  2  (1893),  p.  1. 

61)  S.  dessen  Habilitationsvortrag  „Die  Unters,  von  Gauß  in  der  Theor.  d. 
ellipt.  Funkt."  Gott.  Nachr.  von  1894. 

62)  „C.  F.  Gauß:  Fragm.  zur  Theor.  des  arithm.-geom.  Mittels  aus  den 
Jahren  1797—1799",  herausg.  u.  erläut.  von  L.  Schlesinger,  Gott.  Nachr.  1912. 

63)  „Über  Gauß'  Arbeiten  zur  Funktionentheorie",  Gott.  Nachr.  1912. 

64)  Mit  Anmerkungen  herausg.  von  F.  Klein  in  der  „Festschrift  zur  Feier 
des  löOjähr.  Besteh,  d.  Kgl.  Ges.  d.  Wiss.  in  Göttingen"  (Berlin  1901). 

65)  S.  den  Beginn  des  am  3.  Aug.  1823  geschriebenen  Briefes  an  Holmboe 
in  Abel,  „Oeuvres",  2,  p.  254, 

66)  S.  Koenigsberger,  „Jacobi-Biographie"  p.  37. 

67)  J.  f.  Math.  2  u.  3  oder  Abel,  „Oeuvres"  1,  p.  263. 
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Abel  hat  seine  Funktionen  sogleich  auch  für  rein  imaginäre  Ar- 
gumente und  vsodann  auf  Grund  des  Additionstheorems,  welches  hei 
ihm  die  Gestalt  annimmt: 

.      ,    .N_    g'(«)/'(ß)F(ß)  4- 9(^) /■(«)!''(«) 

fr     I    Ä^  -_  f(«)/"(^c'<p(«)9'(^)i^(«)-P'(^ 

iK^-r  P)—         -  -  i  4:  g«  c>«(a)  9)*(^)  ' 

-^  (.«  i-  P;  — •  1.^  e*c*q?*('a)(p*(|3)  » 

auch  für  komplexe  Werte  der  unabhängigen  Veränderlichen  in  Be- 
tracht gezogen.  Auf  derselben  Grundlage  hat  er  erschlossen'^),  daß 
bei  Einführung  der  Bezeichnung: 

1  1 

/«?i\      ^  __  /l ^^_     _     _       ®  =  /^ -^?_-_^ 

(^  )      "2  -=J  y(i  l-'^xWT^^)'      ^      J  i/(r- 6^1"+ '^^') 

ü  0 

aus  der  Gleichung  ip{x)  ^=  fp(a)  als  allgemeine  Lösung  nach  x  folgt: 

ic  ==  ( —  iy"+"a  -f  m(o  -{-  nWi, 

wo  w  und  n  irgendwelche  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Die  analogen  Gleichungen  für  f{a)  und  F{a)  ergeben: 

xr=.  -\-a  -{-  2mG}  -\-  nVSi     und     a;  =  +  a  -}-  ma  +  'inisi. 
Auch   die  Null-   und  Untetigkeitsstellen    dieser  drei  Funktionen    be- 
stimmt Ahel,  wobei  die  letzteren  für  alle  drei  Funktionen  die  näm- 
lichen sind. 

Vor  allem  war  erkannt,  daß  die  elliptischen  -Funktionen  zwei 
Perioden  haben,  was  später  von  Jacobi^^)  als  das  „Prinzip  der  dop- 
pelten Periodizität"  bezeichnet  wurde.  Die  gewonnene  Erkenntnis 
ergab  die  Möglichkeit,  die  sich  zunächst  in  sehr  verwickelter  Gestalt 
darbietenden  algebraischen  Probleme  der  weiteren  Theorie  vollständig 
durchsichtig  darzustellen. 

12.  Die  Multiplikation  und  die  allgemeine  Teilung  der  ellip- 
tiachen  Funktionen  bei  Abel.  Die  Bedeutung  des  gewonnenen  Prin- 
zips zeigt  sich  sogleich  bei  Abels  Behandlung  der  Multiplikation  und 
Teilung  der  elliptischen  Funktionen. 

Das  erste  Problem  verlangt  die  Darstellung  von  <p(mß),  fimß), 
F{mß)  durch  (p{ß),  f(ß),  F{ß),  unter  m  eine  ganze  positive  Zahl  ver- 
standen, und  läßt  sich  für  die  niedersten  Werte  der  Zahl  tn  auf  Grund 


68)  Ahel,  „Oeuvres"  1,  p.  266,  267  u.  278. 

69)  S.  Art.  19  der  „Fundamenta  nova",  Jacohi,  „Werke"  1,  p.  86. 
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des  Additionstheorems  unmittelbar  lösen. '^"j  Rekursionsrechnimgen 
führen  zu  allgemeinen  Angaben  Über  die  fraglichen  Darstellungen. 
Ist  speziell  m  eine  ungerade  Zahl  in  ==  2n  -\-  1,  so  ergibt  sich: 

(32)  q>{(2n-{-l)ß)-^^'-^\ 

^Sn  +  l 

WO  Zähler  und  Nenner  ganze  rationale  Funktionen  von  ^{ß)  vom 
Grade  (2n  +  1)*  sind.  Dies  Resultat  bestätigt  Abel  dadurch,  daß  er 
fp{ß)  =  X  in  (32)  einsetzt  und  diese  Gleichung  als  eine  solche  für  x 
betrachtet.    Er  zeigt,  daß  die  Wurzeln  x  sämtlich  gegeben  sind  durch: 

wo  m  und  ii  unabhängig  voneinander  die  (2w  +  1)  ganzen  Zahlen 
^y  i  1>  db  ^>  •  •  •>  ib  ♦*  durchlaufen  sollen;  man  hat  also  in  der  Tat 
(2w  -f-  1)'  Lösungen  x.  Abel  gibt  auch  die  analogen  Durchführungen 
für  einen  geraden  Grad  und  für  die  Funktionen  f(a)  und  F{a). 

Abel  entwickelt  weiter  die  Auflösung  der  oben  betrachteten  jetzt 
als  „allgemeine  Teilungsgleichung"  bezeichneten  Gleichung  (32)  für  x 
im  Falle  einer  Primzahl  (2n  -j-  1),  indem  er  setzt: 

sowie  weiter: 

wo  Ö^»  + 1  =  1  gilt.  Das  Additionstheorem  erweist  sofort  diese  drei 
Funktionen  als  rationale  Funktionen  von  q>(ß),  f{ß)y  F(ß)  und  die 
Ausdrücke  'tf,{ß)-ti(ß),  (?('^/5))2"  +  ^-f  (.^i(.W"  +  '  als  symmetrische 
Funktionen  sämtlicher  Wurzeln  der  Teilungsgleichung  und  folglich  als 
rationale  Funktionen  von  (p({2n  -\-  l)ß).  Damit  sind  zunächst  tl)(ß) 
und  ttiß)  durch  Wurzelzeichen  ausgedrückt.  Hieraus  ergeben  sich 
die  Werte  von  <Pi(ß)  durch  ein  lineares  System,  wenn  man  für  6  der 
Reihe  nach  alle  (2n  -f  1)*«'*  Wurzeln  der  Einheit  einsetzt.  Aus  den 
bekannten  Werten  von  (p^{ß)  finden  sich  nun  die  Werte  von  (p(ß) 
durch  Einführung  von: 


70j  Vgl.  Art.  9  ff.  der  „Recherches   snr   1.  fonct.    eil.".    Abel,    „Oeuvres'* 
1,  p.  279  ff. 
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Bildet  man: 

so  Bind  xig>(ß))  und  xA^P^)  rationale  Funktionen  von  (px{ß)  zufolge 
der  Gleichung  (2»  -}-  1)*«»^  Grades: 

und  damit  ergeben  sich  echließlich  die  Lösungen  X'=g){ß)  der  all- 
gemeinen Teilungßgleichung  durch  Wurzelzeichen  in  g)((2n  -}-  l)/3) 
ausgedrückt. 

Es  wird  also  hier  die  allgemeine  Teilungsgleichung  im  Falle  einer 
ungeraden  Primzahl  (2w  -f-  1)  als  eine  zweifach  zyklische  Gleichung'^) 
in  der  heutigen  Ausdrucksweise  erkannt.  Dabei  ist  jedoch  diese  Eigen- 
schaft wesentlich  an  die  Kenntnis  der  Werte  tp  (  T  "jri~) '  ^^^^  ^^^ 
sogenaimten  „speziellen  Teilwerte"  geknüpft,  so  daß  die  allgemeine 
Teilungsgleichung  erst  nach  Adjunktion  dieser  Werte  zu  einer  Abel- 
schen  Gleichung  wird. 

13.  Die  spezielle  Teilnng  der  elliptischen  Funktionen  bei  Abel. 
Die  speziellen  Teilwerte  werden  durch  Auflösung  der  Gleichung 
P2^^i  =  0  gefunden'*),  welche  später  als  „spezielle  Teilungsgleichung" 
bezeichnet  wird.  Abel  untersucht  nun  auch  die  spezielle  Teilung^ 
wobei  der  Teilungsgrad  (2m  -j-  1)  auch  weiter  als  Primzahl  gilt.  Man 
übersieht  sogleich,  daß  durch  Einführung  von: 

(33)  »  =  v'("^fstA?i) 

die  Gleichung  sich  auf  den  Grad  ■|-((2w-f-  1)' —  1)  =  n{2n  -j-  2)  redu- 
ziert. Die  Auflösung  dieser  Gleichung  kommt  auf  diejenige  einer 
Gleichung  w**"  Grades  und  einer  zweiten  vom  Grade  (2n-|-2)  zurück. 
Diese  Zerlegung  des  Problems  wird  durch  die  Anordnung  aller 
Wurzeln  in  {2n-\-2)  Reihen  von  je  n  begründet,  nämlich: 

(no-{-ai\       jw  =  1,  2,  .. .,  n, 


9       ^«/'♦»,'"'"  +  ®*^         l^ 
2-     <P  (»^^on+TJ»      1^ 


—  M,    ...,    +W. 


71)  VgL  Ref.  lB3c,d  Nr.  8  und  28.  Äbeh  Arbeit  über  die  sp&terhin  nach 
ihm  benannten  Gleichungen  wurde  nach  den  „Recherches"  publiaiert,  so  daß 
man  eeine  ErgebnisBe  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  wohl  als  vor- 
bildlich für  die  dort  entwickelte  allgemeine  Theorie  annehmen  darf. 

72)  S.  Art.  19  ff.  der  „Eech.  eur  lea  fonct.  eil.";  Abel,  „Oeuvr."  1,  p.  305  ff. 
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Bezeichnet  man  die  Größen  der  ersten  Reihe  mit  x^j  die  der  übrigen 
2»  -}-  1  Reihen  mit  x^^^-,  und  versteht  man  unter  g  eine  primitive 
Wurzel  der  Primzahl  (2w  -|-  1),  so  folgt  aus  dem  Additionstheorem 
die  Existenz  einer  bestimmten  rationalen  Operation  ö,  so  daß: 


x„ 


-  ^"M,      ^,.,x  -  ^"(^„i) 


ist;  hierbei  ist  6"  die  x-malige  Wiederholung  von  6,  und  der  Index 
gf*  von  X  ist  mod.  n  zu  nehmen.  Hieraus  folgt,  daß  die  (2m  -}-  2) 
Gleichungen  «**"  Grades  für  die  Teilwerte  q)^  der  einzelnen  Reihen 
nach  derselben  Methode  auflösbar  sind,  nach  welcher  Gauß  die  Kreis- 
teilungsgleichungen behandelt  hat.'^)  Die  Herstellung  dieser  (2m  -j-  2) 
Gleichungen  setzt  aber  die  Kenntnis  der  symmetrischen  Funktionen 
jeweils  der  n  Teil  werte  cp^  der  einzelnen  Reihe  voraus;  und  betreffs 
dieser  symmetrischen  Funktionen  findet  Abel,  daß  sich  dieselben  erst 
nach  Auflösung  einer  einzigen  Gleichung  (2w-f-2)*^^  Grades  aus  den 
Koeffizienten  der  speziellen  Teilungsgleichung  berechnen  lassen  (s.  die 
Ausführungen  unten  in  Nr.  70).  Diese  Gleichung  (2w-}-2)**°  Grades 
ist  im  allgemeinen  nicht  algebraisch  (d.  h.  durch  Wurzelzeichen)  lös- 
bar; jedoch  tritt  algebraische  Lösbarkeit  der  fraglichen  Gleichung  in 
unendlich  vielen  besonderen  FäUen  ein,  welche  späterhin  als  solche 
charakterisiert  wurden,  die  komplexe  Multiplikation  zulassen.'*)  Abel 
bemerkt  schon  hier  die  niedrigsten  Fälle  und  insbesondere,  daß  die 
Lemniskatenteilung  dazu  gehört.  Später  kommt  er  ausführlich  darauf 
zurück  und  beweist  die  Gaußsche  Behauptung'^),  daß  die  Teilung  der 
Lemniskate  in  denselben  Fällen  mit  Zirkel  und  Lineal  durchgeführt 
werden  kann,  in  denen  dies  beim  Kreise  möglich  ist.'^) 

Übrigens  stehen  die  Gleichungen  (2n-\-2)*^^  Grades  in  nächster 
Beziehung  zu  den  Transformations-,  Modular-  und  Multiplikator- 
gleichungen der  späteren  Entwicklung  der  Theorie,  die  jedoch  in  ihren 
Grundzügen  gleichfalls  schon  von  Abel  gefunden  wurden") 

14.  Abels  allgemeine  Formeln  für  die  Miiltiplikation  der  ellip- 
tischen  Funktionen.'^)  Abel  drückt  nun  ähnlich  wie  Euler ''^)  bei  den 
trigonometrischen  Funktionen  die  Funktionen   von  (2n-\-l)ß  durch 


73)  Sect.  eeptima  der  „Disquis.  arithmet.";   Gauß,  „Werke"  1,  p.  412  ff. 

74)  Vgl.  Ref.  IC6  Nr.l.    S.  auch  unten  Nr.  18. 

76)  Vgl.  Gauß,  „Disq.  arithna."  (Leipzig  1801)  Nr.  336  oder  „Werke"  1,  p.  413. 

76)  S.  Axt.  40  der  „Rech,  sur  les  fonct.  eil.";  Abel,  „Oeuvr."  1,  p.  362. 

77)  Vgl.  unten  Nr.  17. 

78)  S.  Art  23  der  „Rech,  sur  les  fonct.  eil.";  Abel,  „Oeuvr."  1,  p.  315. 

79)  S.  z.  B.  „Introd.  in  anal,  infinit"  1,  Kap.  14  (Lausanne  1748). 
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diejenigen  von  ß  aus,  und  zwar  dadurch,  daß   er  in  der  Gleichung: 

9((2«  +  l)ß)  =  f^*4li 

und  in  den  analogen   für  f{ß)  und  F{ß)  die  Koeffizienten  mit  Hilfe 
der  Wurzeln  darstellt.  Von  den  so  erhaltenen  Formeln  sei  angeführt: 


(34) 


(p((2n+l)ß) 


+  n  +n 

--  y  y 

m^  —  n    /LI  —  —  n 


(-l)-.^^(/3+-|±i^*), 


<p{{2n-{-l)ß)  =  (2n  +  i)<piß) 

v'M 

A  2n-fi  ; 


1  — 


<p*iß) 


n 


v'Tß) 


Dabei  ißt  das  Produkt  über  alle  nicht  negativen  Werte  von  m  und  fi 
zu  erstrecken,  welche  kleiner  als  n  sind,  ausgenommen  die  Kombina- 
tion w=«0,  ^  =  0.  Übrigens  ist  die  Schreibweise  Äbeh  etwas  anders; 
er  faßt  zuerst  die  Faktoren  mit  /t  =  0  zusammen,  sodann  diejenigen 
mit  jn  =  0  und  ordnet  das  verbleibende  Doppelprodukt  erst  nach  fi 
und  dann  nach  m. 

15.  Unendliche  Doppelreihen  und  Doppelprodukte  für  die 
elliptischen  Funktionen.^)  Nach  derselben  Methode  wie  Euler  a.a.O. 
gewinnt  nun  Abel  aus  den  vorstehend  besprochenen  Formeln  durch 
Grenzübergang  Darstellungen  der  elliptischen  Funktionen  selbst  durch 
unendliche  Doppelreihen  und  Doppelprodukte.  Er  setist  (2n-\~l)ß  =  a 
und  vollzieht  auf  der  rechten  Seite  der  Formeln  den  Grenzübergang 
zu  w  =  oo.    Er  gelangt  so  zu  Formeln  wie: 

(35)     9(a)  = 


i2{^^r2^^r(^ 


(2ft  +  l)0 


(2^+l)0 


und 


m«»0 


(m4-|)(»)»-}-(^+i)'ffl»       (a-f(m  +  l)a))>+Ot-f-i) 


»fflvJ 


(36)     cp(«)  =  ccJ7(l+^0l7(l--Ä^) 


n 


(mco  -j-  iiaiy 


{mto  —  iiai)* 


»1=1 


((m  — ^)ft)-f  (ft— |)ffi») 


^.-,   ^'1  ^  —  7,zr- 


((m— ^)a)  — (^  — i)ffi»)' 


80)  8.  Art.  24—27  der  „Keoh,  Bur  les  fonct.  eil.";  Abd,  „Oeuvr."  1,  p.  828 ff. 
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für  welche  allerdings  der  Konvergenzbeweis  den  neueren  Anforderungen 
nicht  genügt,  aber  mit  Berücksichtigung  der  Reihenfolge  der  Summa- 
tion  bzw.  der  Produktbildung  ohne  Schwierigkeit  nachgetragen  wer- 
den kann. 

16,  Abels  einfach  unendliclie  Belhen  und  Produkte  für  die 
elliptischen  Funktionen.  Durch  Ausführung  der  Addition  bzw.  Multi- 
plikation nach  einem  Index  gelangte  Ähel  weiter  zur  Darstellung  der 
elliptischen  Funktionen  in  der  Gestalt  ^^): 


rn  ~  1 

1  — 


a      .     am 
— .  Sin 
m          Gi 

00 

11 

sm* 

1 «»    .. 

ain* • 

11 

.   .  ocni 
sin*  — — 

,(2m  — 1)0)«» 
cos'  ^- - 

2G5 


und  zu  Reihendarstellungen  der  Form: 

-^    /      .vn    •    (2«  +  l)aic 

(38)        ,>{4)  =  ,^I-^ „.„.TTr-Tjrr-,      U  =  <'^), 


w  =  0 


4-p" 


von  denen  er  namentlich  die  ersteren  mannigfach  verwendete.    Er  gab 
ihnen  bald  darauf  die  Gestalt*^): 

unter  Benutzung  folgender  Abkürzungen: 

(40)        t^f,     r  =  .-^     A^lli^^,^)^!.. 

Hier  bedeutet  X{a)  die  Umkehrungsfunktion  des  Integrals: 


/dx 


Es  treten  hier  bei  Ahd  zum  ersten  Male  im  Zähler  und  Nenner 
der  xmendlichen  Produkte  jene  Funktionen  auf,  welche  bald  darauf 
durch  Jacohi  als  Thetafunktionen  in  den  Mittelpimkt  der  ganzen 
Theorie  gestellt  werden  sollten.^)    Die  weitere  Ausgestaltung  und  die 


81)  S.  Formel  (181)  der  „Rech,  snr  les  fonct.  eil.";  Abel,  „Oeuvr."  1,  p.  345. 

82)  S.  Formel  (34)  in  Abel,  „Oeuvr."  1,  p.  436. 
88)  S.  unten  Nr.  27  flF. 
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Verwendung  dieser  Formeln  für  die  Transformationstheorie  vollzieht 
Abel  im  Wetteifer  mit  Jacobi. 

17.   Abels  Transformation  der  elliptischen  Funktionen.    Ähd 

erweitert  unter  Hinweis  auf  die  von  Legendre  aufgefundenen  Einzel- 
fälle die  Losung  des  Problems,  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung 
in  ein  anderes  von  verschiedenem  Modul  zu  transformieren.  Er  gibt 
folgendes  Theorem^): 

Die  fragliche  Transformation  des  Integrals  erster  Gattung 

wird  geleistet  durch: 

n 

WO  f  eine  unbestimmte  Konstante  ist,  cc  die  Bedeutung: 
(43)  « ^___ 

hat  und  von  den  beiden  ganzen  Zahlen  m,  /t  mindestens  eine  relativ 
prim  gegen  die  ungerade  Zahl  (2  m  -f-  1)  sein  soll.  Hierbei  ergeben 
eich  für  die  Koeffizienten  q  und  e^  (Moduln)  des  transformierten 
Integrals  die  Darstellungen: 

2  /       «  \  f 


i-im 


+Mj.    eT=Kn^(v+*«)) 


für  den  Multiplikator  a  aber: 


/       n  \  3 

\t=l  / 


Abel  weißt  bereits  darauf  hin,  daß  e^  und  c^,  wenn  (2w-|-l)  eine 
Primzahl  ist,  mit  Hilfe  einer  algebraischen  Gleichung  vom  Grade 
(2n  -f-  2)  bestimmt  werden  können,  und  diskutiert  die  R«alitäts Verhält- 
nisse. 

Abd  bemerkt  bereits  hier,  daß  durch  Kombination  der  von  ihm 
entdeckten  Transformationen  mit  den  von  Legendre  angegebenen  alle 
möglichen  Transformationen  gefunden  werden  können,  und  daß  man 
so  zu  der  allgemeinsten  zvrischen  elliptischen  Integralen  bestehenden, 
Relation  gelangt.*^) 


84)  Vgl.  Axt.  41  der  „Rech,  sur  les  fonct.  eil.";  Alel,  „Oeuvr."  1,  p.  368. 
86)  Vgl.  Art.  49  der  „Rech,  aar  les  fonct.  eil.";  Abel,  „Oeuvr."  1,  p.  376. 
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1$.  Abels  Entdeckiing  der  komplexen  Multiplikation.^')  Die 
gefundenen  Ansätze  geben  Abel  die  Hilfsmittel  zum  Beweise,  daß  die 
Differentialgleichung : 

dy  dx 


y(l-y«)(l  +  e''2/*)  Y{l  —  x')ll  +  e*x») 

nur  dann  algebraische  Integrale  hat,  wenn  a  entweder  eine  rationale 
Zahl  oder  von  der  Gestalt  (w  +  }/^  1  Yn)  ist,  wo  m  und  n  rationale 
Zahlen  sind.^"^) 

Nach  Durchrechnung  der  Beispiele  a  ==  ]/ —  3 ,  «  =  }/ —  5  be- 
merkt er,  daß  für  a  ==  ]/ —  {2n  -j-  1)  der  Wert  von  e  gegeben  ist 
durch: 

(44)  e  =  t?J'^,„.,J-_,^_,     {,  =  e'vhi), 

während  für: 


03 


1 

'fv<x 


dx 


X*)  (1  4-  e*x') 


V 

die  Darstellung  gilt: 

(45)      «,  =  4«l/2iH^i2'T„^'-^,-.-j,     G^.l''^). 

19.  Die  weiteren  Untersuchungen  Abels.  Das  allgemeine  Trans- 
formationsproblem. Die  Untersuchungen -46cZ8*®)  vollzogen  sich  weiter- 
hin in  inniger  Wechselwirkung  mit  Jacobia  Publikationen,  auf  welche 
er  schon  in  einem  Zusätze  zu  den  „Recherches'*  Bezug  nimmt.  Außer- 
dem führt  Ahel  einen  Teil  seines  allgemeinen  Programms,  die  „Ver- 
gleichung  der  aus  der  Integralrechnung  entspringenden  Transzenden- 
ten"*^) besonders  an  den  elliptischen  Integralen  aus. 

Er  stellt  sich  die  Aufgabe,  alle  möglichen  Fälle  zu  finden,  in 
denen  man  ein  lineares  Aggregat  von  elliptischen  Integralen  erster, 
zweiter  und  dritter  Gattung  mit  konstanten  Koeffizienten,  wo  zwischen 
den  oberen  Grenzen  der  Integrale  algebraische  Relationen  bestehen, 
ausdrücken  kann  durch  eine  algebraische  Funktion  der  Grenzen  und 


86)  S.  das  Ref.  IC  6,  Nr.  1. 

87)  S.  Art.  50—52  der  „Rech,  sur  les  fonct.  eil.";  AM,  „Oeuvr."  1,  p.  377  ff. 
Vgl.  auch  die  Abh.  „Solution  d'un  probl.  gen.  concem.  la  transform.  etc."  Astron. 
Nachr.  6  (1828)  und  „Addit.  au  mem.  pr^ced."  Astron.  Nachr.  7  (1829)  oder 
Ahel,  „Oeuvr."  1,  p.  403  u.  429. 

88)  S.  „Precis  d'une  th^or.  des  fonct.  eil.";  J.  f.  Math.  4  (1829)  oder  Ahel, 
„Oeuvr."  1,  p.  518. 

89)  Vgl.  das  Eef.  nB2,  Nm.  41,  46,  47 
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ein  lineares  Aggregat  von  Logarithmen  algebraischer  Funktionen,  deren 
Koeffizienten  ebenfallvS  konstant  sind.  Daß  überhaupt  jede  algebraische 
Relation  zwischen  algebraischen  Integralen  diese  Gestalt  haben  muß, 
hat  er  ebenfalls  erkannt.*)  Sein  Hilfsmittel  bei  dieser  Untersuchung 
ist  in  erster  Linie  der  Irreduzibilitätsbegriff  algebraischer  Gleichungen. 

In  der  Einleitung  zum  „Precis"  gibt  Abel  eine  Übersicht  über 
die  erlangten  Resultate.  Die  Ausführung  erfolgte  jedoch  nur  teilweise, 
da  er  am  6.  April  1829  starb. 

Der  ausgeführte  Teil  des  „Procis"  ist  auch  deshalb  besonders  be- 
merkenswert, weil  hier  das  algebraische  Problem  der  Transformation 
mit  rein  algebraischen  Mitteln  außerordentlich  weit  gefördert  wird  im 
Gegensatze  zu  den  .,Retherches",  wo  der  transzendente  Gesichtspunkt 
der  doppelten  Periodizität  den  Leitfaden  für  die  algebraische  Unter- 
suchung abgibt. 

Die  von  Abel  angekündigten  Ergebnisse  sind  folgende:  Die  Auf- 
stellung der  allgemeinsten  linearen  Relation  zwischen  elliptischen  In- 
tegralen der  drei  Gattungen  (mit  gleichen  oder  verschiedenen  Moduln 
und  algebraisch  verknüpften  oberen  Grenzen)  und  algebraischen  sowie 
logarithmischen  Funktionen  läßt  sich  zurückführen  auf  die  Aufsuchung 
aller  Fälle,  in  denen  die  Differentialgleichung: 
dy  dx 

durch  eine  rationale  Funktion  y  von  x  befriedigt  wird.  Diese  Auf- 
gabe wird  wesentlich  mit  algebraischen  Mitteln  gelöst,  indem  sie  zu- 
rückgeführt wird  auf  die  Aufgabe,  alle  Lösungen. 'der  Gleichung: 

(1  _  f^)  (1  _  c'2|/2)  =  p'  (1  —  X^)  (1  —  C^X«) 

in  y  und  p  anzugeben,  welche  rationale  Funktionen  von  x  sind.  Der 
allgemeine  Fall  wird  auf  den  besonderen  zurückgeführt,  daß  Zähler 
un<;  Nenner  von  y  m  x  von  Primzahlgrade  m  sind.  In  diesem  FaUe 
besteht  zwischen  c  und  c  eine  algebraische  Gleichung  vom  Grade 
{m  +  1)  mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  die  „Modularglei chung''. 

Von  den  übrigen  Ausführungen,  welche  im  „Precis"  geplant 
waren,  seien  hier  nur  die  über  die  „Recherches"  hinausgehenden  er- 
wähnt.   Abel  definiert  jetzt  die  Funktion  X{B)  durch: 

a       C  ^^ 


1 
90)  S.  den  Brief  an  Legendre  vom  26.  Nov.  1828;  Aid,  „Oeuvr."  2,  p.  276.    | 
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und  die  03,  CJ  durch: 

0  u 

und  konstatiert  die  Periodizitätseigenschaft: 
Er  verleiht  dem  Additionstheorem  die  Gestalt: 


^(»'+»)^«^-9)  =  r^'!l^X 


und  gibt  der  Produktentwicklung  der  Funktion  X  die  Form: 


^"008(20«)  +  «^" 


(46)      A  (»ST)  =  ^_  V«  =in  (^e)  IJ^  _'  -,!-. 

wobei  er  die  Bezeichnung  q  im  Sinne  Jacohis  gebraucht 


cos(2e«)-f-ä**-^' 


q  =  e   '" 


Er  stellt  d£is  nach  ihm  benannte  Abelsche  Theorem  für  elliptische 
Funktionen  in  der  später  viel  verwendeten  Gestalt  auf:  Wenn  die 
Gleichung: 

(X{e)y»  4~  a„_i(A(ö))«"-»  H h  a,(xie)y  +  «„ 

-  (Km  4-  b,{xmy  +  •••  +  b^_,{Xie)y^~')£,(o) 

durch  die  2«  Werte  öj,  öj,  . . .,  6^^  befriedigt  wird,  so  gilt: 

^{Ot  +  o,  +  ...  +  e,,)  =  o, 

Es  erscheinen  ferner  die  späterhin  als  Abelsche  Relationen   be- 
zeichneten Gleichungen  für  zwei  beliebige  positive  ganze  Zahlen  m,  (i: 


(47) 


2/" 


sowie  die  transzendente  Lösung  der  Modulargleichungen  mit  Hilfe 
unendlicher  Produkte  und  eine  Skizze  der  Transformationstheorie  bei 
reellen  Moduln.  Endlich  aber  findet  sich  als  letzter  Punkt  die  An- 
gabe der  Darstellung: 

^  ^  *'  ^^^  ""  i"-f  &'a* + V'  ö»  -f . . . "~  A«) ' 
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WO  im  Zähler  und  Nenner  beständig  konvergente  Potenzreihen  stehen, 
welche  die  Relationen  erfüllen: 

Hieraus  ergibt  sieh  leicht,  daß  die  Koeffizienten  der  Reihen  fiir  tp 
und  f  ganze  rationale  Funktionen  von  c'  mit  rationalen  Zahlenkoeffi- 
zienten werden.  An  diese  Entwicklungen  schließen  sich  späterhin 
Weierstraß  u.  a.  an. 

20.  Jacobis  erste  Arbeiten.  Die  erste  Publikation  Jacohis  über 
elliptische  Funktionen  ^^)  fallt  zeitlich  nahe  mit  den  „Recherches"  von 
Abel  zusammen  und  befaßt  sich  mit  der  Lösung  des  Transformations- 
probleras  im  unmittelbaren  Anschlüsse  an  Legendre  und  mit  Anwen- 
dung auf  die  numerische  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  erster 

Gattung.   Die  zweite  Veröffentlichung^*)  gibt  den  Beweis  des  Satzes, 

ü  .  . 

daß  durch  die  Substitution  y  =  y  das  Differential: 

dy 

V(l  -  ay)  (1^^)  (1  -  «"y)  (1  -  «"'y) 

transformiert  wird  in 

dx 


M}/(1  —  ßx)  (1  —  ß'x)  (1  —  ß"x)  (1  —  ß"'x) ' 

wo  M  konstant  ist,  wenn  ü,  V,  T  als  rationale  ganze  Funktionen  von 
X  so  bestimmt  werden,  daß: 

{V  —  aU){y  —  a:U){V  —  a"U){V  —  a"U) 

=  T\l-  ßx)  (1  -  ß'x)  (1  -  ß"x)  (1  -  ß'"x) 
identisch  gilt. 

Außerdem  bringt  diese  Arbeit  zum  ersten  Male  die  später  maß- 
gebend gewordenen  Bezeichnungen  sin  am,  cos  am  der  elliptischen 
Funktionen.    Schreibt  man: 

(49)  F(w)=   C~..J^^-^=..  ==  u 

^     '  ^^'        J|/l  — A«Bin«9 

0 

(in  der  genannten   Arbeit    benutzt  Jacobi  an   Stelle   seiner  späteren 
Schreibweise  u  die  Bezeichnung  ISl),  so  wird: 

I  <p  =  am(u,Ä;)     (Amplitudo), 

^  (a;  =  sin^)  ===  sinam(M,Ä;)     (Sinus  amplitudinis) 


91)  Briefe  J<KobiB  an  Schumacher  vom  13.  Juni  und  2.  Aug.  1827;  „Astron. 
Nachr."  6,  Nr.  123  oder  Jacobia  „Werke"  1,  p.  29. 

92)  „Aetron.  Nachr."  6,  Nr.  127  (Dez.  1827)  oder  Jacobi,  „Werke"  1,  p.  89. 
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gesetzt,  wobei  also: 

X 

^     ^  ^~^  J  V(l— aj") (1  —  *'ic^ 

0 

gilt.    Weiter  schreibt  j€UX)bi: 

"i 

(52)  Ä==   f^r=^h^r^     am  (r- u)  =  coam(«,^0. 

0 

Der  Modul  fc  wird,  wenn  es  ohne  Mißverständnis  geschehen  kann, 
weggelassen.    An  sin  am  u  reihen  sich  weiter: 

(53)  cosamM=yi  —  aj^,      AamM^»}^! — ¥x^. 

Mit  Hilfe  dieser  Bezeichnungen  schreibt  Jacöbi  dann  die  Lösung 
des  zuerst  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  behan- 
delten Trancformationsproblems  in  expliziter  Form  hin. 

21.  Die  einführenden  Abschnitte  der  „Fundamenta  nova**.  Die 

nun  folgende  zusammenhängende  Darstellung  Ja^ohis  „Fundam.  nova 
theoriae  funct.  eUipt."  *^)  hat  das  System  der  Bezeichnungen  auf  lange 
hinaus  festgelegt  und  das  ganze  bisher  bekannte  Gebiet  systematisch 
in  eingehender  rechnerischer  Ausführung  bearbeitet.  Dabei  treten  viele 
neue  Gesichtspunkte  hervor,  von  denen  als  eiijer  der  wichtigsten  die 
Darstellung  auch  der  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  als  Funk- 
tionen des  Integrals  erster  Gattung  schon  hier  hervorgehoben  sei. 

Der  Ausgangspunkt  der  „Fundamenta"  ist  wieder  das  Problem  der 
rationalen  Transformation,  welches  zunächst  rein  algebraisch  für  den 
2.,  3.  und  5.  Grad  eingehend  durchgerechnet  wird.  Insbesondere  wird 
die  Reduktion  des  Integrales  erster  Gattung  auf  die  Legendreaahe 
Normalform  mit  Hilfe  einer  Transformation  zweiten  Grades  entwickelt, 
und  weiter  werden  für  die  Transformationen  3.  und  5.  Grades  die 
algebraischen  Gleichungen  zwischen  dem  ursprünglichen  und  dem  trans- 
formierten Modul  aufgestellt.  Diese  Gleichungen  werden  später  als 
„Jacobische  Modulargleichungen"  beaeichnet. 

Nun  folgt  eine  systematische  Einführung  der  Umkehrfunktionen 
in  den  schon  in  Nr.  20  genannten,  seither  maßgeblich  gewordenen 
Bezeichnungen  sin  am  u,  cos  am  u,  Aamu.  Diese  Funktionen  werden 
von  Jacöbi  als  „elliptische  Funktionen"  bezeichnet,  woran  für  die 
Folge  festgehalten  wurde,  und  was  (gegenüber  späteren  Verallgemeine- 
rungen des  Begriffs  der  elliptischen  Funktionen)   durch   den  Znsatz 


98)  Königsberg  1829;  Jacöbi,  „Werke"  1,  p.  49  flF. 

Bnoyklop.  d.  m»th.  WiiMnaoh.    II  8.  14 
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„Jacobische    eUiptische    Funktionen'^    noch    besonders    hervorgehoben 
wurde.  '*) 

Neben  die  Funktionen  mit  dem  Modul  h  treten  diejenigen  des 
(nach  Legendre)  komplementären  Moduls  k'=y\ — k^.  Die  Substitu- 
tion sing)  ==  itgV'  führt  auf  die  Gleichung: 

dip  idii) 

yF— it*  8in»9»        yT-^F  *  8in''i^ ' 

aus  der  Jacobi^^)  die  Gleichungen  entnimmt: 

sin  am  {tu,  k)  ==  i  tg  am  (u,  k'), 
cos  am  {iu,  k)  =  sec  am  (u,  k'), 
tg  am  {iti,  k)  =---  i  sin  am  (a,  k'), 

.  /  .       ,  V  £i  am  (tt,  k') 

^      '  co8am(M,  jfej 

Wird  entsprechend  der  Formel  (52): 


(54) 


(55) 


■/,, 


d(p 
-  Ä;'  *  sin'qp 


gesetzt,  80  entspringen  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  in  Verbin- 
dung mit  dem  Additionstlieoreme,  das  von  ic^^nrfn'  übernommen  wurde, 
und  dem  Jacdbi'**')  nicht  weniger  als  33  Gestalten  gibt,  sofort  die 
Regeln : 

0,      sin  am  2iK'  =^  0, 


(56) 


sin  am  u, 


sin  am  iK' 

sin  am  {u  -j-  2iK') 

cos  am  (tt  -\-  2  iK')  ==  —  cos  am  u, 

,   A  am  (tt  +  2iK')  ==  —  A  am  e« 

undj  damit  die  Existenz  der  zweiten  Periode,  Daraufhin  wird  dfis 
„principium  duplicis  periodi"  von  Jacohi  ausdrücklich  formuliert.  Es 
gelten  die  Formeln: 

sin  am  (u-\-  AmK-^  2m' iK')  =  sin  am  u, 
cos  am  (u-\'4:tnK-{-2m\K-{-  iK'))  =  cos  am  u, 
A  am  (m  -f  2mK-]-  4m'* Ä')  >=*  A  am  u, 
wo  m  und  m'  beliebige  ganze  Zahlen  sind. 


(57) 


94)  Die  Legendresche  Bezeichnung  der.  Integrale  ale  „eliiptisöher  Funk- 
tionen" (vgl,  Nr.  4)  wurde  jedoch  Yon  Legendre  selbst  noch  festgehalten;  vgl,  den 
Brief  Legendrev.  an  Jacobi  vom  16.  Juli  lH29;  Jacobi»  „Werke"  1,  p.  4ßl. 

95)  S.  Art.  19  der  „Fundamenta";  Jacobi,  „Werke"  I,  p.  86. 

96)  S.  Art.  18  der  „Fundamenta";  Jacobi,  „Werke"  1,  p.  83. 
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22.  Jaoobig  Behandlung  der  Transformationstheorie  auf  Grund 
der  Umkehrfunktion.^'^)  Die  gewonuenen  Ergebnisse  werden  nun  in 
ganz  ähnlicher  Weise  wie  bei  Abel  znr  Lösung  des  Transfbrmations- 
problems  benutzt.    Jacobi  stellt  folgendes  Theorem  auf:    Setzt  man 

•RON  mK-\-m'iK' 

(Ö8)  «  ^       -  -^ , 

worin  n  eine  positive  ungerade  Zahl  bedeutet  und  m,  m'  als  beliebige 
ganze  Zahlen  so  gewählt  sind,  daß  #»,  m,  m  keinen  von  1  verschiedenen 
Teiler  gemeinsam  haben,  so  wird  die  Differentialgleichung: 

/59\  J^y J <*« 

mit  der  Anfangsbedingung  y==0  für  ir  =  0  befriedigt,  wenn  man  setzt: 

y  =  sin  am  (-^^  X) 

—  8iP  am  <*  •  Bin  am  («  -f  *<»)  •  9inam(«-{-8w)-  •  .(«in  am«  ~\-  4(n  — l)w) 
(sin  CO  am  4a)  •  ein  co  amlca  •  •  •  sin  co  am  2(n — l)w)*     ^         ' 

X  ==  Ä* (sin  CO  am  4 (D- sin  CO  am  8(0-   •8incoam2(H — 1)cö)*, 

»»— » 
■mr y 1^"T~  /*'"  ^  *™  4c9  •  Bin  CO  am  S«  ■  •  •  sin  co  am  2(n  — t)a)\* 

^  ^        ^         \       ein  am  4w  .sin  am  8«)  •  •  •  ein  am  2  v«  -^T<»       /  * 

23.  Die  supplementären  Transformationen  und  die  Multiplika- 
tion.^*) Indem  sich  Jacc^i  weiter  auf  den  Fall  beschränkt,  daß  der 
Transformationsgrad  n  eine  Primzahl  sei,  hebt  er  unter  den  gesamten 
(n  +  1)  wesentlich  verschiedenen  Ansätzen  (58)  zur  Transformation 
dieses  Grades  diejenigen  beiden  besonders  heraus,  welche  einen  reellen 
Modul  stets  wieder  in  einen  reellen  überführen.  Sie  entsprechen  den 
Ansätzen: 

(61)  (0  =  -^-,       co'==*^' 

und  werden  von  Jacobi  als  „erste"  und  „zweite"  Transformation  unter- 
schieden. Die  beiden  zugehörigen  transformierten  Werte  des  Moduls  k 
bezeichnet  Jacobi  durch  l  und  Aj ,  die  den  Integralen  K,  K'  entsprechen- 
den Integrale  für  den  Modul  X  heißen  A,  Ä,  für  k^  aber  A^,  A^\  des- 
gleichen die  Multiplikatoren  M,  M^.  Bei  reellem  k  ergeben  sich  die 
Beziehungen : 


(60) 


(62) 


^=4.     ^'     ^' 


K  ,         K' 


97)  8.  Art.  20  der  „Fundamenta";  Jacob*,  „Werke"  1,  p.  87. 

98)  8.  Art.  24  der  „Fundamenta";  Jacoli,  „Werke"  l,  p.  100. 
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woraus  folgt: 

Falls  man  die  Moduln  in  Abhängigkeit  voneinander  auffaßt,  er- 
gibt sich: 

X  ( Aj  iji))  =  h    und     A^  ( A  (A;)  ==  Ä . 

Faßt  man  auch  die  Multiplikatoren  als  Funktionen  der  Moduln  auf, 
so  beißt  die  dritte  Formel  (62): 

^'  —  M\{k)' 
Ersetzt  man  hier  Tc  durch  A,  wodurch  jST  in  ^  und  A^  in  K  übergeht: 

so  zeigt  der  Vergleich  mit  der  ersten  Formel  (62): 

J^ 

M{k)M^{X)    ~^' 

Somit  ergibt  die  sukzessive  Anwendung  der  ersten  und  zweiten  Trans- 
formation die  Multiplikation,  d.  h.  sin  am  (nw,  k)  ausgedrückt  durch 
sin  am  (m,  k) .  Beide  Transformationen  werden  zueinander  supplementär 
genannt.  Überhaupt  aber  wird  zu  jeder  Transformation  diejenige  als 
supplementär  bezeichnet,  welche  mit  ihr  zusammen  die  Multiplikation 
ergibt. 

24.  Die  Differentialgleichung  der  Modulargleichung.  Die  arith- 
naetischen  Relationen  zwischen  K  und  K'  sowie  A  und  A'.^^)  Jacohi 
wendet  sich  wieder  der  Modulargleichung  zu,  welche  er  als  alge- 
braisches Integral  der  Differentialgleichung: 

(64)  2dk  dk  {dX  ■  d^x  —  dk'd^X)  —  S  (dXHd^k)*  —  dk\d'X)*) 

erkennt.   Diese  Differentialgleichung  Mrird  erhalten  aus  der  Gleichung: 

^    ~  n   *(!—*«)  dX  ' 

einer  Folgerung  aus  der  Legendreschen  Differentialgleichung  für  K 
und  K'  und  der  analogen  Gleichung  für  die  entsprechenden  zu  A  ge- 
hörigen Größen  A,  A' . 

Hier  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

(65)  aA-{-ißA= ^ ,       ajf-JtißA —^ , 


99)  S.  Art.  32 £F.  der  „Fundament»";  Jacohi,  „Werke"  1,  p,  129 ff. 
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wobei  a,  a\  a,  a  ungerade  Zahlen,  b,  V,  ß,  ^  gerade  Zahlen  mit  den 
Bedingungen: 

(66)  aa  +  hh'  =  w,      ««'  +  /3/3'  =  1 

sind.  Die  genauere  Bestimmung  der  Zahlen  a,  a  usw.  für  jede  Trans- 
formation erscheint  Jacöbi  zu  schwierig,  und  er  verweist  auf  ein  ge- 
naueres Studium  der  komplexen  Moduln.  Dieser  Zusammenhang  zwi- 
schen den  Perioden  der  ursprünglichen  und  denen  der  transformierten 
Funktionen,  welcher  auch  schon  bei  Ähel  angedeutet  ist,  wird  dann 
in  der  späteren  Entwicklung  der  Theorie  geradezu  als  Grundlage  der- 
selben erkannt.   Jacobi  hat  schon  selbst  darauf  hingewiesen  durch  die 

Bemerkung,  daß  der  Modul  Je,  als  Funktion  des  Verhältnisses  -^  be- 
trachtet, unverändert  bleibt,  wenn  man  diesen  Quotienten  ersetzt  durch: 

/ß7\  1  bK  +  ib'K' 

^^*^  i    aK+ia'K'  ' 

wo  die  üya'fbyb'  irgendwelche  ganze  die  Bedingung  ab' — ab==l 
befriedigende  Zahlen  sind  und  a  ungerade,  b  gerade  ist.  Dies  ist  wohl 
die  erste  Publikation,  in  welcher  diese  Fundamentaleigenschaft  der 
Modulfunktionen  erwähnt  wird.^"*) 

25.  Jacobis  Darstellung  der  eUiptisohen  Funktionen  als  Quo- 
tienten einfach  unendlicher  Produkte.  ^^^)  Bei  Anwendung  der  ersten 
Transformation  ergibt  sich: 

A  «=  A;"  { sin  CO  am sin  co  am  — sin  co  am  ^^ — — ^-  >   , 

so  daß  A  zunächst  unter  der  Annahme  eines  reellen  ^  <  1  mit  wach- 
sendem n  gegen  Null  konvergiert.  Der  Übergang  zur  Grenze  für 
n  SB  oo  ergibt: 


0,      ^=1— 

K               .,        K' 

xr        '-^^ 

Ä         nK' 

also: 


Wird  nun  in  der  zur  ersten  supplementären  Transformation  zur  Grenze 
übergegangen,  so  erhält  man  nach  einigen  Umformungen  die  Formeln: 


100)  Vgl.  „Suite  des  notices  sur  les  fonct.  eil."    (Ausz.  aus  einem  Bfe.  an 
Grelle  vom  21.  Jul.  1828),  Jacobi,  „Werke"  1,  p.  268. 

101)  S.  Art.  36flF.  der  „Fundamenta";  Jacobi,  „Werke"  1,  p.  141  ff. 
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sei  eine  innerhalb  der  Gesamtgruppe  F^'"^  ausgezeichnete  Untergruppe 
des  Index  n(p{n)il){n).  Da  nun  f^Q  zu  der  durch  «  ^  1,  /3  ^  0  (mod.  n) 
erklärten  Kongruenzuntergruppe  gehört,  welche  (wegen  des  willkürlich 
bleibenden  y)  eine  GJf"^  in  der  G^"'\  liefert,  so  existieren  w^^rw  =  g)^ 
mit  fiQ  gleichberechtigte,  d.  h.  eigentlich  zur  n**^  Stufe  gehörende  Teil- 
werte /i^. 

Hieraus  folgt  (auf  Grund  der  Theorie  der  Modulfunktionen),  daß 
die  f\     einer  algebraischen  Gleichung  g)^**"  Grades: 

(387)         f^^  -f  R,(g,,  9,)^^-^  +  B,{9,,  g,)f^^i^-'  +  •  •  • 

mit  rational  von  «;,  und  g^  abhängenden  Koeffizienten  genügen.  Dies 
ist  die  „spezielle  Teilungsgleichung"  der  Funktion  f(u)  für  den  n**«* 
Teilungsgrad.  Für  die  ^j- Funktion  tritt,  weil  sie  eine  gerade  Funktion 
ist,  noch  eine  Reduktion  auf  den  Grad  ^(pil>  ein.  Da  übrigens  die 
P;i  und  p/^  „ganze"  Modulformen  der  Dimensionen  —  2  und  —  3  in 
den  cDi,  cjj  sind,  so  hat  man  hier  die  Ansätze''*''): 

wo  die  G^,  G^'  ganze  rationale  Funktionen  von  g^,  9^  der  Dimension 
—  V  in  coi,  oj,  sind  (also  G^^  =  ag^,  G^  =  hg^f  . .  .')• 

Die  Teilungsgleichungen  (388)  sind  im  Rationalitätsbereiche  g^, 
g^  irreduzibel.  Ihre  Monodromiegmppe  (für  Umläufe  der  g^,  g^  bzw. 
der  absoluten  Invariante  J)  ist  mit  der  Gj'j;\^,  isomorph  oder  wird,  was 
die  Struktur  angeht,  durch  diese  Gruppe  dargestellt.  Auch  über  die 
öafeis  sehe  Gruppe  dieser  Gleichungen  oder  vielmehr  der  entsprechen- 
den Gleichungen  der  älteren  Theorie  sind  Untersuchungen  angestellt.'") 
Es  zeigte  sich  dabei  (was  übrigens  auch  für  die  Funktionen  erster 
Stufe  gilt),  daß  die  Galois sehe  Gruppe  nach  Adjunktion  der  n^"  Ein- 
heitswurzel £  sich  auf  die  vorgenannte  Monodromiegruppe  reduziert-^**) 


386)  Vgl.  etwa  KUin-Fricke,  „Modulf."  2,  p.  14. 

337)  S.  L.  Sylow,  „Om  den  Gruppe  af  Snbstitutioner  etc.".  Vidensk.-Selsk. 
von  1871  (Criatiania);  Kronecker,  „Ober  die  algebr.  Gleich.,  von  denen  die  Teil, 
der  oll.  Funkt,  abhängt,"  Berl.  Der.  von  1876,  p.  498:  H.  Weber,  „Zur  Theorie 
der  eil.  Funkt."  Act.  mat.  B.  6  (1886),  p.  329. 

338)  Hierbei  sind  gewisse  von  Abel  aufgefundene  und  nach  ihm  benannte 
Eelationen  von  Wichtigkeit  gewesen;  b.  Abel,  „Prdcis  d'une  th^orie  etc.",  Einleit. 
Nr.  6,  Werke  1,  p.  6-23  und  „Fragmena  eur  les  fonct.  eil.",  Werke  2,  p.  261,  sowie 
etwa  Weher,  „Ell.  Funkt.",  p.  216.    Für  die  Weierstraß sehen  Funktionen  lauten 
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Die  speziellen  Teilungsgleichungen  sind  von  den  niedersten  Fällen 
n  =  2,  3,  4  abgesehen  nicht  durch  Wurzelzeichen  lösbar.  Für  Prim 
zahlgrad  n  ist  die  Gruppe  öj(J,_i)  vollständig  in  ihre  Untergruppen 
zerlegt  (vgl.  JI  B  4,  Nr.  13).  Die  niederste  Resolvente  ist  im  allge- 
gemeinen  die  Modulargleichung,  welche  bei  beliebigem  n  den  Grad 
^(w),  also  bei  Primzahlen  n  den  Grad  (w  -f  1)  hat.  Für  die  prim- 
zahligen n  existieren  nur  in  den  drei  Fällen  «  =  5,  7,  11  zufolge  des 
Galoissohm.  Satzes  (vgl.  Note  179  und  II  B  4,  Nr.  13)  liesolventen 
von  noch  niedrigerem,  nämlich  w**«^  Grade.  An  Stelle  der  Modularglei- 
chung  kann  man  auch  andere  „Transformationsgleichungen^  z.  B.  die 
„Multiplikatorgleichungen"  (vgl.  II  B  4,  Nr.  27)  als  ßesolventen  der 
speziellen  Teilungsgleichung  benutzen.  Der  einzelnen  der  i>(n)  Wurzeln 
der  Modulargleichung  sind  dann  immer  (p{n)  bzw.  im  Falle  der  p- 
Funktion  ^  9  (n)  Wurzeln  der  speziellen  Teilungsgleichung  zugeordnet, 
welche  man  nach  Adjunktion  jener  Wurzel  der  Modulargleichung  durch 
Radikale  einzeln  berechnen  kann.  So  gehören  z.  B.  die  g)(w)  Teil- 
werte ^^0  (die  einander  gleichen  p^  ^  und  $-<>„_ ^^q  sind  beide  besonders 
gezählt)  zusammen,  zu  deren  Berechnung  man  etwa  im  Falle  einer 
ungeraden  Primzahl  n  so  verfahren  würde.  Es  sei  g  eine  primitive 
Wurzel  von  n  und  r]  eine  primitive  (w  —  1)*«  Eiaheitswurzel.  Die 
(«  —  1)  Funktionen: 


(389) 


(w— 8  -.  n-1 

y  =  0  / 

gehören  zu  der  durch  y  ^"^  0  definierten  Kongruenzgruppe  n*<"  Stufe, 
deren  Funktionen  nach  Adjuoktion  der  zugehörigen  Wurzel  der  Modular- 
gleichung rational  bekannt  sind.  Die  j,?^  ^  werden  sich  demnach  durch  die 
(w  —  1)  Wurzeln  "  y  <3>,„  die  sich  übrigens  auf  eine  unter  ihnen  re- 
duzieren lassen,  ausdrücken.  ^^'•') 

Außer  unmittelbarem  Zusammenhange  mit  den  vorstehenden  aus 
der  „Monodromiegruppe"  folgenden  Angaben  über  Auflösung  der  spe- 
ziellen TeUungsgleichungen   steht    die  Berechnung   der  Teilwerte    für 

die  Ahel%chen  Relationsn: 

8.  darüber  F.  Engel,  „Über  die  AheUchon  Rel.  usw.",  Leipz.  Ber.  von  1884,  p.  32 
nod  Klein,  „Über  die  ellipt.  Normalkarven  usw.",  Leipz.  Abh.  13  (1885),  p.  379, 
339)  Übet  die  Teilwerte  der  Weierstraß  sehen  Funktionen  und  ihre  Be- 
ziehung zur  Transformation  vgl.  man  noch  Kiepert,  „Über  Teilung  und  Transf. 
der  eil.  Funkt.",  Math.  Ann.  26  (1886),  p.  869. 
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Statt  des  Legendreschen  Integrales  dritter  Öattung  führt  Jacöbi 
das  Integral  ein: 

u 

/"7o\  TT/        \         /  Ä*  sin  am  a  •  COS  am  a  •  A  am  a  •  sin' »m  u  , 

(72)  II(u, «)  =  / , i-j-  —, .-, — —  du 

^     •'  ^   '    ^       J  1  —  **  sin*  am  a  •  sin*  am  u 

0 

und  spricht  das  Theorem  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und 
Argument  in  der  Gestalt  aus: 

(73)  n{u,  d)  ~  n{a,  tt)  =  M Z{a)  —  aZ(u). 

87,  Jaoobis  Thetafunktionen.^®')  Nun  erfolgt  der  entscheidende 
Schritt,  die  Transzendente: 

fZ(u)du 

(74)  &(u)  =  0(0)  .  e* 

als   selbständiges  Element   in   die  Theorie  einzuführen.    Die   vorauf- 
gehenden  Entwicklungen  liefern  für  dieselbe  die  Darstellung: 

77(1  —  2 s"" - ^  COS  2a; -f  ä*" - ') 

(75)  0 (.^4?)  ^®(0) .  —  . , 

/Z(i -,'"-')• 

wobei  jedoch  die  Bestimmung  von  @(0)  noch  vorbehalten  bleibt. 

28.  Pie  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  ausgedrückt 
durch  die  Tlietafunktion.  Das  Prinzip,  das  Integral  erster  Gattung 
M  überall  als  unabhängige  Variabele  einzuführen,  bringt  Jacobi  nun 
auch  bei  der  Darstellung  der  Integrale  zweiter  und-  dritter  Gattung 
zur  Geltung-,  er  gibt  mittelst  der  ©-Funktion  die  Darstellungen: 

(76)  Z(«)  ==  ^,       niu,  a)^u  -^  +  j  log  ^-^^^-^ . 

Ferner  ergeben  sich  hieraus  leicht  die  Additionstheoreme  für  die  In- 
tegrale Z  und  n  in  der  Gestalt: 

(77)  Z(u)  -\-  Z{a)  —  Z{u  -\-  a)  '==  k^  sin  am  u  •  sin  am  a  •  sin  am  (a  -|-  a), 

JT(m,  a)  -f  n(v,  a)  —  n(u  -{-v,a) 

(78)  *"  2  ^^^  Ö(tr+ o)  9(t;  -f  a)  ö(tt  4- 1>  —  a) 

1  I       1  —  Jb'  sin  am  a  ■  sin  am  u  •  sin  am  v  •  sin  am  (u  -(-  v  —  a) 

2  °  1  -f  Ä;'  sin  am  a  •  sin  am  m  •  sin  am  « •  sin  am  (tt  -j*  v  -f-  o) 


106)  8.  Art.  62  ff.  der  „Fundament»",  Jaeobi,  „Werke"  1,  p.  197  ff. 
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29.    Die  elliptisohen  Funktionen  selbst  ausgedrückt  durch  die 
Funktionen  0,  H.*°')   Bei  Einführung  der  Bezeichnung: 


(79) 
wird  nun: 

(80) 


H  pJ^)        2 1^  Binar  jj(l  -  2  g«  "  cos  2  a;  +  g**) 


©(0) 


Bin  am  u 


1    H(u) 


8w-r\2 


cos  am 


A  am  u  <»  }/Jt 


e(u) 


Hier  sind  die  elliptischen  Funktionen  nach  heutiger  Sprechweise  als  Quo- 
tienten ganzer  transzendenter  Funktionen  dargestellt.     Weiter  gilt: 


(81) 


f^"^      OisTy     ^'^      W(k) 


30.   Die   fundamentalen  Eigenschaften   der  Funktionen  H{u) 
und  &{u).    Es  gilt: 

(82)  0(— w)  =  0(m),    H(— m)  =  —  H(m;, 

(83)  0(u  +  2Z)  =  0(m),    H(m -f  2J?)  =.  —  ^(1*). 

Ferner  lassen  sich  die  Funktionen  H  und  &  gegenseitig  durch- 
einander darstellen: 

)l[K'-2itt) 


(84) 


Hieraus  folgt  weiter: 

0(«  +  2iÄ")  - 
(85) 

womit  sich  allgemein  ergibt: 


ir(X'—  »u) 

e     "^       @(m), 

Ä(if'~  IM) 


H(u), 


>(«)  =  (— l)mg 


?r(«H-2m<.gO» 

4jrjr 


0(tt  -f  2miK'), 


ttu* 


g(tt+2OT<ir)« 
c  -  -  H(m)  =  (—  1)"'  e     *'^*'       H(m  -f  2  mi^'). 


107)  S.  Art.  61  ff.  der  „Fundamenta",  Jacohi,  „Werke"  1,  p.  224  ff. 
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Insbesondere  ist: 

0(m)  =  O    för    M==2mJS:4- (2w'  +  l)«fi:', 
H{u)  -=  0     für    u  =  2m K  +  2m'iK\ 

31.  Die  Beihenentwicklungen  von  &(u)  und  H{u)^^^)  Auf 
Grund  der  Gleichungen  (83)  und  (84)  gewinnt  JacoU  Entwicklungen 
för  die  Funktionen  0{u)  und  H(u)  in  trigonometrische  Reihen,  wobei 
die  Bestimmung  eines  gemeinsamen  konstanten  Faktors  zu  der  Nor- 
mierung führt: 

(86)  ®(0)  =  ]/^?. 

Diese  Reihen  lauten: 


0/!^^^)  ==:  l  —  2q  cos2x  -f  2q^  qob4:X  —  2g8  cos6a;  H , 


(87) 


85 


ji  /!Ä^\  =  2g*  sin  X  —  2(1    sin  3a;  +  2«*  sin  hx 


49 


(88) 


—  2g*  flin7a;  -|-  •  •  ', 
neben  welche  sich  noch  die  Formeln  stellen: 

^  6>(0)  =")/^-*[^=  1  _  2g  4-  23*  -  2g»-f  2g» , 

6>(Ä)  =]/-^^  =  1  -f  2g  4-  2g*  +  Sg«*  +  2g»«+  •  •  -, 

1  »  25  4t 

//(JS:)==]/'-^^  ==  2g*  +  2g*  4-  2g*  +  2g*  +  '  •  •, 

1  »^         '  25  4Ö 

\^^U\^)  _  2 ^  t/'^**^'^  _  2g*  -  Gg*  -f  10g*  _  14g*  +  •  •  • 
Die  grundlegende  Gleichung: 

.öQ^  77(1  -  2g^'-»cos2a-  +  ^-')1T(1  -  «'") 

c=  1  ~  2g  cos  2a;  -f  2g*  cos 4a;  —  2g*  cos  6a;  H 

beweist  JacoU  schon  hier  außer  durch  die  Ansätze  aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  auch  durch  direkte  Umformung  und  ver- 
weist wegen   gewisser  Einzelergebnisse  auf  Ealer  und  besonders    auf 

Gauß. 

Mit  der  Reihenentwicklung  der  Thetafunktion  und   der  Darstel- 
lung samtlicher  auftretender  Funktionen,  auch  des  Moduls  und  der 


108)  S.  Art.  62  ff.  der    Fuudamenta",  Jacohi,  „Werke"  1,  p.  228  ff. 
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Größe  Kf  mit  Hilfe  der  Thetafunktion  war  ein  erster  Abschluß  der 
Theorie  erreicht. 

33.  Die  Theorie  der  elliptiaolien  Funktionen  aus  den  Eigen- 
schaften der  Thetareihen  abgeleitet.  Während  die  Funktiouen  ®{u) 
und  H{u)  in  den  „Fundamenten"  am  Schlüsse  gewonnen  werden,  hat 
Jacobi  später  in  Vorlesungen,  den  historischen  Gang  umkehrend,  den 
entgegengesetzten  Weg  eingeschlagen  und  in  unabhängiger  Weise  die 
Thetareihen  an  die  Spitze  der  Entwicklung  gestellt.  In  Jacohia  Auf- 
trag hat  1838  C.  W.  Borchardt  diese  Vorlesungen  ausgearbeitet.^*^^) 

Jacobi  bemerkt,  daß  die  beiden  von  ihm  eingeführten  Transzen- 
denten &  und  H  sich  als  unendliche  Reihen  der  Gestalt: 

+•» 

n  ==  —  «o 

darstellen  lassen,  und  stellt  sich  nun  die  Aufgabe,  direkt  von  diesen 
Reihen  aus  die  Theorie  der  elliptischen  Punktionen  zu  begründen. 
Dieser  Ansatz  fahrte  nicht  nur  einen  großen  Fortschritt  in  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  herbei,  sondern  war  auch  eine  Vorbe- 
dingung für  die  weitere  Entwicklung  der  Theorie  der  A heischen  Funk- 
tionen und  der  mehrfach  periodischen  Funktionen  überhaupt. 
Jacobi  setzt: 

+" 
^(x)  =^(— 1)"(/"V*'' 

n  =1  —  90 

=»1  —  2q  CO»  2x  -f-  2q*  cos  4a; —  2q^  cos  6a;  -f-    •  • 

+<» 

n  =»  —  00 

=  2fq  Biax  —  2Vq^  sin  3a;  -f-  2f^^  sin  5a;  • 

n  =  —00 

=  2 1^  cos  a;  4- 2^/3^  cos  3a:-}- 2  f/^ COS  5a;  H 

+  00 

n  ae  —OD 

«=  1  -f-  2g  cos  2a;  -j-  2q*  cos  Ax  -f  2q^  cos  6a;  -f-  •  •  • 
und  erhält  zunächst  durch  Vermehrung  von  x  um  -^  imd  um  ^  i  log  q 

lOt)  Aus  Jacobia  Nachlaß  herauBg.  ron  K.  Weierstraß.  S.  Jacobi,  „Werke" 
1,  p.  497. 
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die  schon   früher  angegebenen  Formeln,   welche  die  in  (90)  rechter 
Hand  stehenden  Reihen   ineinander  überführen,   und   die  Funktional- 
gleichungen, welche  den  Perioden  n  und  log  q  entsprechen. 
Aus  der  letzten  Formel  (90)  folgt: 

'^Ä^)^»(.'^)^M^i(^)  =  2:fi'''  +  "''  +  '»"'  +  ''"''e«*(«"'+"''+y"+"'"'>. 
Jacobi  setzt  hier: 

tff'^:^(u)  ^x-i-y -\~  e),       x  =  ^(w  -^  x  —  y  —  z), 
y  =  !(«;  — a: +  «/  —  £?),        z  =  \{w  —  x  —  y -\- z), 

und  gewinnt  durch  Zerlegung  des  Exponenten  rechter  Hand: 
»^{w)^i{x)&^{y)^^{z)  +  ^i{w)^^{x)^,{y)^^{z) 


(91) 


woraus  sich  durch  Vermehrung  um  Halbperioden  weitere  zehn  Rela- 
tionen ergeben.    Durch  Spezialisierungen,  wie  z.  B.: 


w 


(92) 


f/,  z  =  Xj  w^x-\-y,  a;'  =-  0,  y^  —  x-\-y,  /  ==  0 
ergeben  sich  Gleichungen  wie  die  folgenden: 

,^,\0)»,{x^y)^,{x--y)  ==  VW^b'W  +  ^i'(^)VCv) 

=  ^\x)&'{y)  -f  ^,\x)^,\y), 

±»t(^)»fi^)Hy)»x(y)f 
HO)e;{0)H^±y)^Ä'^Ty)  =  H^)»,{^)Hy)»»(y) 

'^(0)»{x-^y)H^~-y)  =-  »,*ixW{y)  -  V(^)*:*(y)- 

Trägt  man  insbesondere  y  «=  0  in  die  erste  Gleichung  (92)  und 
die  entsprechenden  Darstellungen  von  ^3*  (0)  »(x-j^  y)^{x  —  y), 
V(0)^,(a;+y)^a(a;  — y)  und  »,\0) »^(x -}- y) ».{x  —  y)  ein,  so 
folgt: 

V(0)^8'(^)  -  »KO)»Kx)  +  ^t*(0)^,'(^), 

»,'{0)»\x)  =-  ^\OW(x)  +  »^iO)»,\x), 
^»*(0)^,'(^)  -  »t\0)»^ix)  -  »\OW{x), 
^z\^)»x\^)  -=  ^i\0)»\x)  —  »*{0)»i\x). 
woraus  für  x  =*=  0  hervorgeht: 


(93) 


(94) 


^3*(0)  =  &\0)  +  V(0). 
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Wird  nun  gesetzt: 

so  ist: 

(96)  Ä^4-Ä;'»  =  l. 

Jacohi  setzt  weiter  in  Übereinstimmung  mit  den  Relationen  (93)  und 
den  Erklärungen  (95): 


(97) 


1   *i(a;)  .  ■^ß  K{x) 


Yk'  1«^  =  yi-Ä»8inV  =  A9>. 

Dividiert  man  die  zweite,  dritte  und  vierte  Formel  (92)  durch 
die  fünfte,  so  erhält  man  die  Additionstheoreme  der  Thetaquotienten 
bj&w.  der  Funktionen  siny,  cosy,  Aqp  in  der  bekannten  Gestalt. 

Durch  Differentiation  dieser  Additionsformeln  nach  y  und  nach- 
herige Einsetzung  von  y  =■  0  erhält  man  nach  Einführung  der  in  (97) 
erklärten  Funktionen  die  Differentialgleichung: 

dx        ^(Ö)  '  ^j(O)  '  ^^ 
und  damit: 

0 

Mit  Hilfe  der  Relation: 

^i'(0)  =  ^(0)^,(0)^,(0) 

geht  die  letzte  Gleichung  über  in: 

(99)  ^(0)..=/',^:^,^.         • 

0 

Eine  genaue  Untersuchung  lehrt,  daß  wenigstens  bei  reellem 
absolut  unterhalb  1  gelegenen  Werte  von  q  schließlich: 

ff 

(100)  #,.(0).|=/=^      =i: 

0 

wird,  und  damit  ist  der  Anschluß  an  die  Formeln  der  „Fundamenta" 
erreicht. 

33,  Der  Zusammenhang  zwischen  q  und  Ä;'.^^®)  Es  bleibt  noch 
die  Frage  offen,  ob  sich  auch  bei  beliebigem  Ä;*  stets  wenigstens  ein 

tlO)  S.  §  6  der  in  Note  109  gen.  nachgelasßenen  Schrift  Jocoftts;  „Werke" 
1,  p.  620, 
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q  bestimmen  lasse,   so   daß  ]/fc  =  ^  (q\  wird.    Diese  Frage  wird   nur 

für  reelle  zwischen  0  und  1  gelegene  k  von  Jacobi  durch  den  Nach- 

TV  eis,  daß: 

jr 

(101)  q  =  e  "^ 

gilt,  bejahend  beantwortet.   Jacobi  beweist  zunächst,  daß  der  Quotient 

K' 

ungeändert  bleibt,  wenn  man  q  durch  g*  ersetzt  Die  Wiederholung 
dieses  Verfahrens  leitet  einen  Grenzübergang  ein,  bei  dem  Jacobi  ver- 
mittelst eines  von  Euler  auf  das  Integral  zweiter  Gattung  angewandten 
Verfahrens  die  Gleichung  (101)  gewinnt.'") 

34.  Oauß'  Entwicklungen  über  das  arithmetisch-geometrische 
Mittel.^'*)  Sind  a  und  h  zwei  reelle  und  positive  Zahlen,  so  bildet 
Gauß  nach  dem  Gesetze: 

a'=^(o  +  6),         b'==y^b, 


(102) 


eine  unendliche  Kette  von  Paaren  {a,b'),  (a\b"), . .  .  gleichfalls  reeller 
positiver  Zahlen  und  zeigt,  daß  eine  endliche  Grenze: 
( 1 03)  lim  o^»)  =  lim  ftW  =  M(a,b) 

existiert,   welche  er  das  „arithmetisch -geometrische,  Mittel"  zwischen 
a  und  b  nennt"') 

111)  Die  Verallgemeinerung  des  Jacobiscben  Ergebnisses  auf  beliebige 
Werte  von  k  gab  Weierstraß.  S.  Berl.  Ber,  von  1888  oder  Weierstraß'  Werke 
2,  p.  267  rf. 

118)  S.  neben  den  Nachweisen  in  Note  67  ff.  auch  noch  Schlesinger,  „Über 
die   Gaußecbe   Tbeor.    d.    arithm.-geom.    Mittels  usw.".    Berl.   Ber.    von  1898, 

d.  346  ff. 

113)  Der  Algorithmus  (102)  hat  Gauß  angeblich  bereits  1791  beschäftigt; 
die  grundlegenden  Entwicklungen  über  das  arithm.-geom.  Mittel  fallen  in  die 
Jahre  1797—1799.  Diese  Entwicklungen  haben  zunächst  außer  Beziehung  zu  den 
in  Nr.  86  u.  f.  ku  besprechenden  Untersuchungen  über  Inversion  des  elliptischen 
Integrals  erster  Gattung  gestanden.  Erst  im  Mai  1799  (vgl.  Nr.  86)  entdeckte 
Gauß  den  Zusammenhang  des  arith.-geom.  Mittels  mit  dem  lemniskatischen  In- 
tegrale, und  in  dem  darauf  folgenden  Winter  erkannte  er  den  Zusammenhang 
mit  dem  allgemeinen  elliptischen  Integrale  erster  Gattung.  Gerade  von  hieraus 
wurde  er  auf  die  Bedeutung  des  allgemeinen  Integrals  erster  Gattung  hinge- 
wiesen, während  «eine  Untersuchungen  bis  dahin  dem  lemniskatischen  Spezial- 
fälle gegolten  hatten,  zu  dem  er  durch  Verallgemeinerung  des  Arcsin-Int^prals 
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Der  Zusammenhang  mit  dem  elliptischen  Integral  erster  Gattung 

ist  durch: 

in 

0 

gegeben.  Da»  Integral  zweiter  Gattung  betreffend  gilt  der  Satz,  daß 
die  Peripherie  der  Ellipse  von  den  Halbachsen  a  und  h  gleich  ist  mit 
der  Summe  der  schnell  konvergierenden  Reihe ^"): 

^'^^^^  Wa'bj  {»''~-2(a"'~r8)  -  4(a"'2-7/"2)  ~  8(a""«-~r"^) }■ 

Die  Gleichung  (104)  folgert  Gauß  mit  Benutzung  des  Gesetzes 
(103)  aus  einer  a.  a.  0.  angegebenen  Transformation  des  Differentials 
erster  Gattung.  Setzt  man  unter  Gebrauch  der  Bezeichnung  k  für 
den  Modul: 

(106)     -__££__--- ==:^-_Jt._,    k^^^'~^ 

^        '        |/a»cos»r+6»8in»r        «  Vi  — ifc^sin»  T'  » 

und  führt  neben  fc  den  komplementären  Modul: 

ein,  so  liefert  die  von  Gauß  angegebene  und  nach  ihm  benannte  Trans- 
formation: 
(107)  sm  T  =  -. — .-j-  ,    . vv-  ~,-„r 

als  Beziehung  zwischen  dem  ursprünglichen  und  dem  transformierten 
Differential: 

C108^       _— JL?»-_       =^  ^'^ ==^±i^'      __'*^.! 

wo  \  der  Modul  des  transformierten  Differentials  ist.  Hierbei  folgt 
aus  (102): 

(109)  *.„|--:»;,  ,=;x^, 

womit  die  Formeln  (17)  und  (20)  der  Landen^oh^n  Transformation 
in  der  von  Legendre  angegebenen  Gestalt  erhalten  sind.  Zur  näheren 
Kennzeichnung  der  Beziehung  gebrauchen  wir  die  Bezeichnung  k^-^ 
im  Sinne  von  Nr.  7  und  nennen  !'_,  den  bei  Inversion  der  Trans- 
formation (107)   aus  T  entstehenden  Winkel.     Aus  (109)  und  (107) 

gefiihrt  wurde.  Die  im  Text  gegebene  Daratellung  der  fraglichen  Beziehung  folgt 
sogleich  der  reiferen  Gestalt,  welche  Gauß  dem  Gegenstände  in  seiner  auB  dem 
JaLre  1818  atammonden  Abhandlung  „Deterrainatio  attractionia  etc.",  Gott.  Abb.  4 
(1818)  oder  „Werke"  3,  p.  331  gegeben  hat, 

114)  S,  Gauß,  „Werke"  3,  p.  862  u.  358  ff. 
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folgt  dann: 

jr      _  sy*                ^      _  (1  +  ä;)  sin  r 

womit  die  Formeln  (22)  wiedergewonnen  sind.  Die  GaußBche  Trans- 
formation ist  hiernach  die  Inversion  der  auf  Je  als  Modul  und  (p'  als 
Winkel  umgerechneten  Lan<?e«8chen  Transformation.  Jedenfalls  handelt 
es  sieh  hier  also  um  eine  selbständige  Wiederauffindung  der  lAindenaGheR 
Transformation  durch  Gauß}^^) 

Einen  anderen  Weg,  das  arithmetipoh  geometrische  Mittel  mit 
dem  elliptischen  Integral  erster  Gattung  in  Beziehung  zu  setzen,  hat 
Gauß^^^)  durch  Reihenentwicklungen  gewonnen.  Er  gibt  die  Dar- 
stellung: 

und  zeigt  mittelst  derselben,  daß: 

1        

ein  Integral  der  Differentialgleichung: 

(111)  (:^_^)04-(3^»-l)^|  +  a;y  =  O 

sei,   deren   allgemeines  Integral  mittelst  zweier  Konstanten  %  ^  in 

der  Gestalt  sich  darstelle: 

St  .        « 


M{l-\-x,l—x)    '    3f(l,a;) 

Ist  80  der  Zusammenhang  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  mit 
Integralen  bereits  begründet,  so  entnimmt  Gauß  andererseits  aus  der 
leicht  zu  bestätigenden  Formel: 
« 

/  f  1  -}-  — ip'  cos*qp  -f-  2  •  T^  cos*9?  -\-  •    'j  dq) 

■       =.|,+(A)v+(M)V+...| 

als  Beziehung  zwischen  M{1  -{-  x,  1  —  x)  und  dem  elliptischen  In- 
tegral: 

dtp  « 


<"^^  fvT 


a;*cos»(p        M{l+x,l—x) 


115)  S.  hierzu  die  Schlußbemerkung  in  der  Anzeige  der  Abb.  „Determinatio 
attractionis  etc.",  Gott.  gel.  Anz.  vom  9.  Febr.  1818  oder  Oauß,  „Werke"  3,  p.  860. 

116)  S.  die  nachgel.  aus  dem  Jahre  1800  stammende  Abh.  „De  orig.  pro- 
prietatibueque  general.  numeroram  mediorum  arith.-geom.",  Gauß,  „Werke"  8, 
p.  867. 
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ÜBer  die  Beziehung  des  arithmetisch -geomotrischen  Mittels  zur 
Theorie  der  Modulf anktionen,  deren  Hauptsätze  Gauß  bereits  1800 
.auffand,  ist  im  Ref.  IIB 4  zu  berichten.  Doch  sei  hier  bemerkt,  daß 
Gauß  bereits  1794  die  Beziehung  des  arithmetisch-geometrischen  Mit> 
tels  zu  Potenzreihen,  deren  Exponenten  nach  Qnadratzahlen  fort- 
schreiten, gekannt  haben  soll."')  Im  Nachlaß"*)  fanden  sich  z.  B. 
folgende  Darstellungen  der  fraglichen  Reihen: 

p{y)  =  1  -f-  2y  -f  2y*-f  2y»+  2^«+  •  •  •, 
a{y)  ==  1  -  2y  +  2/-  2y'-f  2y" , 

8  35  49 

\r{y)  ^  2/  H-  2/4-  ^v"  -\-2y' +  •  ■ -. 

Gauß  setzt  alsdann: 

c  =  }/a*  —  h*    und    y  ==  e     *("•  "> 

und  gibt  die  Darstellungen: 

(114)    a=^M{a,h).p{y)\    h  ^  M{a,h)  ■  q{y)\    c  ^  M{a,h)  ■  r{yy. 

Die  Pj  q,  r  sind  identisch  mit  den  Nullwerten  der  drei  geraden  Jacobi- 
sehen  Thetafunktionen."*)  Die  Bedeutung  dieser  Reihen  für  die  el- 
liptischen Funktionen  war  Gauß  selbstverständlich  bei  Auffindung 
ihrer  Beziehung  zum  arithm.-geom.  Mittel  unbekannt.  Diese  Beziehung 
wird  Gauß  der  Erkenntnis  verdanken,  daß  sich  die  fraglichen  Reihen 
gegenüber  der  Transformation  y  =  y*  selber  nach  dem  Algorithmus 
des  arithm.-geometrischen  Mittels  transformieren.  Ob  Gauß  bereits 
1794  das  frühere  Auftreten  von  Reihen  der  fraglichen  Art  (z.  B.  bei 
Euler)  gekannt  hat,  ist  unentschieden. 

35.  Qauß'  Entwicklungen  über  die  lemniskatische  Funktion. 
Ein  zunächst  außer  Zusammenhang  mit  dem  arithmetisch -geometri- 
schen Mittel  stehender  Eingang  in  die  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen wird  von  Gauß  im  September  1796  dadurch  eröffnet,  daß  er 
die  Umkehrfunktionen  des  Integrals: 

dx 


117)  S.  die  betreffende  Bemerkung  von  Schering  in  Gauß'  Werken  S,  p.  493. 

118)  8.  Gauß,  „Werke"  8,  p.  383. 

119)  In  den  Jacobischen  Bezeichnungen  lauten  die  Formeln  (114): 

K=^9,'(0),       jrfc'=*d«(0),        Kk^*9,'{0); 
vgl.  Jaeobi,  „Werke"  1,  p.  519. 

Kncyklop.  d.  matb.  WiisciiMh.    II  I.  16 
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betrachtet  und  in  eine  Potenzreihe  entwickelt.^*")  Bereits  im  folgenden 
Jahre    beginnen   tiefergehende    Untersuchungen   über    das   „lemniska- 

tische"  (den  Bogen  der  Lemniskate  messende)  Integral    1    -  .-  -  ^  und 

die  zugehörige  Umkehrfunktion 

(1 15)  X  =-  sin  lemn  (  J  y^^  )  , 

den  „Sinus  lenmiscaticus",  dessen  eine  (reelle)  Periode  Gauß  durch  ZS 
bezeichnet  und  mittelst  der  Gleichung: 

0 

erklärt.  Bereite  in  dem  gleiclien  Jahre  (1797)  hat  aber  Gauß  auch 
schon  die  zweite  (imaginäre)  Periode  der  lemniskatischen  Funktion 
entdeckt,  ausgehend  von  der  Tatsache,  daß  der  Grad  der  Teilungs- 
gleichung für  Teilung  des  Lemniskatenbogens  in  n  gleiche  Teile  nicht 
(wie  bei  den  Kj-eJsfunktionen)  gleich  w,  sondern  gleich  «^  ist.^^^) 

Aus  dem  von  F.uler  übernommenen  Additionstheoreme  leitet  Gauß 
die  NuUjjurücte  und  Pole  der  Funktionen  sin  lemn  und  cos  lemn  her  und 
stellt  diese  Funktionen  als  Quotienten  von  Funktionen  dar,  die  er 
durch  die  Symbole  P,  Q,  p,  q  bezeichnet  und  sowohl  durch  einfach 
unendliche  sowie  durch  doppelt  unendliche  Produkte  darstellt. ^*^)  Wird: 

/  ----/-  =  ^P,       ä;  ==  sin  lemn  tp  =  cos  lemn  (--  57  —  (pj 

gesetzt,  so  gilt: 

(117)  sin  lemn  tp  =  |||j ,       cos  lemn  q>  =  ^|^j  • 

Als  Potenzreihen  der  P,  Q,  p,  q  gibt  Gauß^^*): 

2     ^       36  «  .  652  .o  ,  Ö136  ,7  ,  5146848 


(118)  ^ 


^/  \    1  I   2   ,    4   8  ,  408  12  ,  13684  ^g  . 

^(<)p)===l-f -^y<jr*~  gj(jp«+ 127  9'''+ -161-9'  H > 

q(<P)\  ^  2  ^    24  ^  ^^  240  ^  ^  40320  ^    ^  403200  'f^ 

,  37  „    ,  113  14  _j 4171  le    , 

"*"  169607200  ^     —  4161347200  ^       '"   6974263296000  ^      "^ 


120)  S.  die  Notiz  £2  de»  in  Note  64  genannten  Tagebuches,  sowie  Gauß, 
,,  Werke"  6,  p.  93,  endlich  die  in  Note  68  genannte  Arbeit  Schlesingers,  p.  11. 

121)  Vgl.  die  Notiz  Nr.  60  „Cur  ad  aequationem  perveniatur  graduö  >m" 
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und  sagt  von  diesen  Reihen,  daß  sie  „quavis  convergentia  data  citius 
convergunt".  In  der  Tat  hat  man  hier  mit  „ganzen  transzendenten 
Funktionen''  zu  tun,  und  zwar  handelt  es  sich,  wie  Koenigsherger^*^) 
hervorgehoben  hat,  um  die  für  den  lemniskatischeu  Fall  spezialisierten 
Weierstraßschen  AI -Funktionen  (vgl.  die  Note  211,  p.  246).  Auch  liir 
die  Funktionen  sin  lemn  und  cos  lemn  selbst  werden  Potenzreihen  an- 
gegeben, deren  beschränkte  Konvergenz  Gauß  ausdrücklich  hervorhebt. 
Als  Darstellungen  durch  trigonometrische  Reihen  gibt  Gauß^^'-'): 


(119) 


sin 


Y  eh«    l-f-2e~''co8  2fr-f-2e~*''cos4<p  +  . ..' 


P{t) 


'^V, 


{ e        sm  cp  —  e 


86 

n 

4 


sin3qD-f-«         sinÖy  — 


Q(ß>)  —  ^^^|/*  |l  +  2e—  0082^;  +  2^-*«  CO849.  +  •..}, 


wo  1})  r=  (f  ^  ist;  die  in  den  beiden  letzten  Klammern  rechts  stehenden 

Reihen  sind  identisch  mit  Jacobis  Reihen  für  ^^^((p)  und  d-^icp), 
spezialisiert  für  den  lemniskatischen  Fall.  Hieran  schließen  sich  für 
die  Periode  oj  die  Formeln: 


(120) 


l_2e-''-f-2e- 


ia 


2e-«''4- 


■VI 


1  -  9  w  25 


An   diese  Gleichungen  knüpft  Gauß   sehr  genaue  numerische  Rech- 
nungen für  den  Zahl  wert  der  Periode  5J.*^<') 

36.    Die   allgemeinen   eUiptischen  Funktionen   bei   Gaufl.    Zu 
folge   der  Notiz  Nr.  98   des   in  Note  64   genannten  Tagebuches  hat 
Gauß  im  Mai  1799  die  Gleichung: 

(121)  ' = mn,  1) 


dividendo  curram  lemniscatam  in  n  partes"  in  dem  in  Note  64  genannten  Tage- 
buche von  Gauß  sowie  die  Angaben  bei  Schlesinger  a.  a.  0.  p.  18.  Über  die  Tei- 
lungsgleicbungen  bei  Gauß  b.  unten  Nr.  87. 

122)  8,  Gauß,  „Werke"  3,  p.  41öl\,  sowie  die  Angaben  bei  Sctdcaivigtr,  a 
a.  0.  p.  19. 

128)  S.  Gauß,  „Werke"  8,  p.  406  f. 

124)  in  der  in  Note  .SO  genannten  Schrift,  p.  95. 

126)  S.  Gauß,  „Werk©»'  8,  p.  418,  und  Schlesinger  a.a.O.  p.  23 

126)  S.  Gauß,  „Werk«"  S,  p.  426  ff. 
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numerisch  bestätigt,  die  öine  erste  Beziehung  zwischen  dem  arithme- 
tisch-geometrischen Mittel  und  der  lemniskatischen  Funktion  ergab, 
und  die  bei  der  Weiterentwicklung  zur  Gewinnung  der  oben  ange- 
gebenen allgemeinen  Relationen  (104)  und  (112)  führte.  Unter  weiterem 
Zusammenfluß  der  Untersuchungen  über  das  arithmetisch-geometrische 
Mittel  und  die  lenmiskatische  Funktion  folgen  in  diesem  and  dem 
nächsten  Jahre  die  meisten  Entdeckungen  von  Gauß  über  die  allge- 
meinen elliptischen  Funktionen  sowie  auch  bereits  über  die  elliptischen 
Modulfunktionen. 

Eine  unmittelbare  Inversion  des  Integrals  erster  Gattung: 

(122)  /^-—-J^ =^y 

vollzieht  Gauß^^'')  durch  Einführung  des  Integrals  zweiter  Gattung: 


—  /  udq> 


womit  die  Inversion  geleistet  ist.  Aus  Differentialrelationen,  welche 
Gauß  a.  a.  0.  aufstellt,  ergeben  sich  für  die  P,  Qj  welche  mit  den 
allgemeinen  Weierstraßschen  Funktionen  Al^  und  AI  identisch  sind 
(vgl.  unten  Note  211),  die  Reihenentwicklungen:       ' 

fP  =  9,-^(l  +  ,t)«;p»+jiö(l  +  4,t  +  ^')9P' , 

(126)      I  «  =  1  +  *  -  A/^9'*+  ^(i^  +  f*')9' 

wo  durch  den  Stern  in  der  letzten  Formel  noch  besonders  hervor- 
gehoben ist,  daß  das  Glied  mit  gj*  in  der  Darstellung  von  Q(q)) 
ausfällt. 

Einen  wesentlich  tiefer  greifenden,  vom  Integral  erster  Gattung 
unabhängigen  Aufbau  der  elliptischen  Funktionen  vollzieht  Gauß  in  fol- 


(123) 
indem  er 

u 

Jvii- 

-  X*)  (1  -  ^x*) 

(124) 

P(9) 

=: 

;M'^ 

,     Q(v)  = 

setzt."«) 
(125) 

Dann 

gut: 

X  = 

P(.9) 

127)  S.  Gauß,  „Werke"  8,  p.  96,  und  Schlesinger  a.  a.  0.  p,  41. 

128)  Vgl.  hiermit  die  Gleichung  (74)  in  Nr.  27,  durch  welche  Jcuidbi  seine 
Funktion  0(«)  einführt. 
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gender  Art***):   Nach  Analogie   von   (121)  werden   die  beiden  Peri- 
oden^*') sr,  sy'  als  arithmetisch-geometrische  Mittel  gegeben: 


(127) 


M(l,Vl+y) 


liM 


(•^•+1) 


a  . 


Gauß  erklärt  dann  als  „sinus  lemniscaticus  universalissime  acceptus": 


(128)    5(^ü3r)  = 


fiffl 


4  sin  1^  n 
- — tt       ■} 


-\-e 


3  S' 


4  »in  81/731  f^ 


+  « 


3  SS 


den  er  unter  Gebrauch  der  Abkürzung  (p  =  tj^m  als  Quotienten  der 
beiden  Funktionen: 


(129) 


**'(!  +  /*•) 


W(<p)= 


2  ein  i|>  jr 
1 


1  SJ' 
.4  0^ 


2  sin  3i/)«  ^^ 


!  +  **• 


^    ,    2  cos  2 'V»    ,    2coB4i/)3r    , 

1  H-  —  o' 1 ■-ä' h 


darstellt.  Diese  Funktionen  unterscheiden  sich  von  den  Jacoftjschen 
Funktionen  O-j  und  ■O-j  nur  um  die  vor  den  Klammem  stehenden  kon- 
stanten (d.  i.  von  ^  imabhängigen)  Faktoren. 

In  den  im  handschriftlichen  Nachlaß  weiter  sich  anschließenden 
Formeln  findet  sich  eine  an  Lagrange  angelehnte  Herleitung  des  Addi- 
tionstheorems für  das  allgemeine  Integral  erster  Gattung^*');  es  fol- 
gen Rechnungen  zur  Transformation  zweiten  Grades  der  Funktionen 
T  und  W  (Thetafunktionen),  welche  die  deutliche  Verwendung  eines 
Prinzips  enthalten,  das  später  von  Hermite  allgemein  für  die  Trans- 
formation der  Thetafunktionen  aufgestellt  und  nach  ihm  benannt 
wurde.^") 

Die  aus  späterer  Zeit  stammenden  Formeln  ^^'): 


129)  S.  Gauß,  „Werke"  3,  p.  433,  und  Schlesinger  a.  a.  0.  p.  42. 

130)  Die  zweite  Periode  ist  übrigens  nicht  o',  sondern  o't.  Daß  die  Eigen- 
art der  Perioden,  einen  nicht-reeUen  Qnotienten  zu  besitzen,  Gauß  um  1800  noch 
vorübergehend  Schwierigkeiten  machte,  geht  aus  einer  von  Schlesinger  a.  a.  0. 
p.  40  besprochenen  Notiz  hervor. 

131)  S,  Schlesinger  a.  a.  0.  p.  43. 

132)  Vgl.  unten  Nr.  40. 

188)  8.  Gauß,  „Werke"  3,  p.  399. 
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(130) 


^  /    1  *\  »    /     3  _  5\  ?5   /    5  5v 

^0/,  ^)  =  y'  W  4-  ^~  V  +  y'  W  + 1?'  v  +  /  W  +  n  v 

"'/  -      --\ 

S{y,  i) «  y*  U'  -  n'}  ~  /  ^^  -  n"')  +y'W-  n') 

-y'W-v  V  +  ... 

enthalten  unmittelbar  die  Reihen,  durch  welche  späterhin  Jacöbi  seine 
Funktionen  ^3,  ^,  &^,  i&^  erklärte.  Gauß  stellt  die  elliptischen  Funk- 
tionen als  Quotienten  jener  Reihen  dar  und  zeigt  a.  a.  0.,  daß  diese 
Funktionen  tatsächlich  die  Inversion  des  elliptischen  Integrals  erster 
Gattung  leisten.  Die  in  Nr.  31  unter  (89)  gegebene  grundlegende  Formel 
Jacohia^^),  welche  zwischen  der  ProdukMarstellung  und  der  Reihen- 
entwicklung der  Thetafunktionen  vermittelt,  hat  Gauß  bereits  im 
Jahre  1800  besessen.^"*) 

37.  Miiltiplikation.,  Division  und  Transformation  der  ellipti- 
schen Funktionen  bei  Gaufi.  Aus  dem  von  Euler  übernommenen 
Additionsfcheoreme  leitete  Gauß  die  rationalen  Ausdrücke  für  sin  \emn2tp, 
sinlemn  89?,  .  .  .,  coslemn2qp,  ...  in  sinlemnqc  und  coslemngp  ab,  er 
fuhrt  also  die  Multiplikation  des  Argumentes  für  diese  Funktionen  in 
niederen  Fällen  durch.^^^)  Von  hier  aus  ging  er  frühzeitig  zu  den 
Teilungsgleichungen  des  Lemniskatenbogens  fiber,  welche  er  als  analoge 
Gebilde  den  Kreisteilungsgleichungen  anreihte.^")  Daß  er  alsbald  auch 
bereits  in  den  Auflösungsprozeß  dieser  Gleichungen  tief  eingedrungen 
war,  geht  aus  seiner  bezüglichen  Andeutung  in  Art.  335  der  „Disquis, 
arithra."  hervor,  welche  Abels  Aufmerksamkeit  erregte.^'®)  Die  Multi- 
plikation   des    Argumentes    dehnte  Gauß    gleichfalls   auf  die  lemnis- 


1S4)  Über  das  Auftreten  eines   apezieUen  Falles   dieser  Formel  bei  Euler 
sehe  man  die  Angaben  von  Schlesinger  a.  a.  0.  p  8. 
136)  S.  Gauß,  „Werke"  3,  p.  434,  440,  464. 

136)  S.  Gatiß,  „Werke"  3,  p.  406. 

137)  Die  Notiz  Nr.  60  de«  in  der  Note  64  genannten  Tagebuches  gibt  als 
Zeit  dieser  Untersuchungen  März  17d7  an;  vgl.  Note  121. 

188)  S.  Gauß,  „Werke"  1,  p.  412  f.   Vgl.  auch  oben  Nr.  18,  p.  201. 


37.  Multiplikation,  Division  und  Transformat,  der  eil.  Funkt,  bei  Gauß.     231 

katischen  Funktionen  P{(p),  Qi^),p{fp),^(fp)  aus,  und  zwar  auch  fiir 
den  Fall  der  „komplexen  Multipiikation".^^^) 

Die  lineare  Transformation  der  drei  durch  (llii)  gegebenen  Funk- 
tionen (Nnllwerte  der  geraden  Thetafiinktionen)  hat  Gauß  frühzeitig 
betrachtet  und  dabei  die  sechs  mod.  2  verschiedenen  FäUe  unter- 
schieden.^'^") Hieran  reihen  sich  die  Entdeckungen  von  Gauß  über 
die  Modulfunktionen,  über  welche  in  Art.  II  B  4  zu  berichten 
sein  wird. 

Höchst  ausgedehnte  Rechnungen  haben  sich  endlich  über  die 
Transformationen  niederen,  insbesondere  dritten  und  fünften  Grades 
der  mit  den  Jacobischen  Thetafunktionpu  identischen  Funktionen 
(113)  und  (130)  in  Gauß'  Nachlaß  gefunden,  i*^)  Zahlreiche  hier 
aufgestellte  algebraische  Beziehungen  greifen  den  noch  neuerdings 
vielfach  betrachteten  „Relationen  zwischen  transformierten  i^'-NuU- 
werten"  vor."^) 

Die  vorstehenden  Darlegungen  zeigen,  daß  Gauß  die  Resultate 
Abeh  und  Jacobis  vielfach  antizipiert  hat;  im  übrigen  ist  er  durch 
seine  klare  Einsicht  in  das  Wesen  der  elliptischen  Modulfunktionen 
(vgl.  11  B  4  J^r.  2)  beiden  überlegen  gewesen. 

III.  Die  elliptischen  Funktionen  in  der  Zeit  zwischen  Abel 

und  Riemann. 

Nach  dem  Erscheinen  der  Untersuchungen  von  Abel  und  Jacobi 
folgt  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  eine  Entwicklungs- 
periode; welche  man  bis  zu  dem  Auftreten  Jtiemanns  rechnen  kann. 
Die  wichtigste  Neuerung  dieser  Zeit  ist  die  planmäßige  Ausbildung 
einer  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Variabelen  und  die 
Anwendung  dieser  Theorie  auf  die  elliptischen  Funktionen.  Der  Grund 
zu  dieser  Entwicklung  ist  durch  die  Arbeiten  A.  Cauehys  gelegt.^*^) 
Die  weitere  Durchbildung  nach  der  algebraischen  Seite  ist  von  V.  Pui- 

189)  Vgl.  die  Zusammenstellung  zahlreicher  Rechnungaergebnisse  in  Gauß' 
Werken  3,  p.  410  ff. 

140)  S.  Gauß,  „Werke"  3,  p.  386  u.  477. 

141)  Vgl.  die  Entwicklungen  in  Gauß'  Werken  3,  p.  447—477 
143)  S.  darüber  Klein-Fricke,  „Vorles.  über  Modulf."  2,  p.  168. 

143)  Der  Beginn  der  Arbeiten  Cauchys  liegt  weit  vor  der  Zeit  Abels  und 
Jacobis;  Spezialfälle  des  Ilesiduensatzes  treten  bereits  1814  auf,  die  nach  Cauchy 
benannte  Integralformel  1822  (vgl.  II  B  1  Nr.  8 ff.).  Grundlegend  ist  namentlich 
die  1825  erschienene  Abhandlung  „Memoire  sur  les  integrales  ddfinies,  prises 
entre  des  limitea  imaginaires",  wieder  abgedruckt  in  Darb.  Bull.  7,  p.  266,  und 
8,  p,  43  und  448;  Cattchys  gesammelte  Werke  werden  seit  1882  von  der  Pariser 
Akademie  herausgegeben. 
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seux^**)  geleistet;  im  Sinne  der  Cauchyschen  Methoden,  aber  auch  mit 
selbständigen  Ideen  hat  J.  Liouvüle^^^)  die  unmittelbare  Betrachtung 
der  doppeltperiodischen  Funktionen  gefordert,  während  die  vielseitigen 
Untersuchungen  von  Ch.  Hermitc^^^)  außer  durch  Cauchy  insbesondere 
auch  durch  Jacobia  „Fundamenta  nova"  stark  beeinflußt  sind.  Eine 
zusammenfassende  Darstellung  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
auf  der  fraglichen  Grundlage  gaben  Briot  und  Bouquet}*^) 

Neben  diesen  wesentlich  neuen  Entwicklungen  geheim  vornehm- 
lich auf  deutscher  Seite  zahlreiche  Untersuchungen  weiter,  welche 
mehr  oder  minder  unmittelbar  eine  Fortbildung  des  durch  die  „Fun- 
damenta nova"  erreichten  Standpunktes  zum  Ziele  haben.  Hierher 
gehören  zunächst  die  späteren  Arbeiten  Jocö&is^**);  im  übrigen  seien 
die  Untersuchungen  von  Chr.  Gudermann^^^)  und  F.  Richelot^^)  ge- 
nannt. Einen  durch  zahlentheoretische  Untersuchungen  wesentlich  mit 
beeinflußten  Standpunkt  nimmt  G.  Eisenstein^^^)  ein,  der  zugleich  als 
Vorlaufer  von  Weierstraß  anzusehen  ist.  Zusammenhängende  Darstel- 
lungen, welche  der  in  Rede  stehenden  Richtung  entstammen,  gaben 
K.  H.  Schellbach^^^),  auch  Ä.  Cayley.'^') 

38.  Das  Feriodonparallelogramm  und  die  eindeutigen  doppelt- 
periodischen Funktionen.  Liouville  hielt  im  Jahre  1847  vor  C.  W. 
Borchardt  imd  F.  JoachimstJial  eine  Vorlesung,  die  von  Borclmrdt  aus- 
gearbeitet und  später  veröflFentlicht  wurde. *'^)  Liouville  gibt  in  dieser 


144)  S.  vor  allem  dessen  „Recherches  sur  les  fonctions  alge'briquea"  im  Joum. 
de  mathöm.  15  (1860),  p.  366  sowie  den  Bericht  von  Cauehy,  Q.  R.  82  (1861),  p.  453. 
146)  Erhte  Mitteilung  in  den  C.  R.  19  (1844),  p.  1261^ 

146)  Beginnend  mit  den  Briefen  an  Jacohi  von  1848  u.  44;  eine  Gesamt- 
ausgabe der  Werke  Hermites  besorgte  E.  Picard,  Paris  1906  ff. 

147)  „Theorie  des  fonctions  doublement  pt'riodfques  etc.",  Paris  (1869).  In 
der  stark  erweiterten  2.  Aufl.  (Paris  1876)  nähern  sich  Briot  und  Bouquet  mehr 
der  späteren  Joco&ischen  Darstellung,  indem  sie  zuerst  doppelt-periodische  I^jnk- 
tionen  von  den  Thetafunktionen  aus  erklären. 

148)  Vgl.  namentlich  Jacchi,  „Werke"  2. 

149)  Im  J.  f.  Math.  18—21,  23,  25,  41  (1888—61). 

160)  Im  J.  f.  Math.  32,  34,  88,  44,  60  (1846—66);  s.  auch  Note  192. 

161)  Im  J.  f.  Math.  30,  82,  86  (1846—47);  gesammelt  herausgegeben  von 
Gauß,  Berlin  (1847). 

162)  „Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Thetafunktionen", 
Berlin  (1864). 

163)  „An  elementary  treatise  on  elliptic  functions",  Cambridge  (1876). 
Einen  Rückfall  in  LegendrcB  Zeiten  erleidet  P.  F.  Verhulst  in  seinem  Buche 
„Traitd  ^l^mentaire  des  fonctions  elliptiques",  Brüssel  (1841),  das,  ohne  mit 
Jacohi  unbekannt  zu  sein,  in  der  Hauptsache  eine  Behandlung  der  wieder  als 
„fonctions  elliptiques"  bezeichneten  Integrale  gibt. 
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Vorlesung  die  von  ihm  aufgestellten  Gnindsätze  einer  unmittelbaren 
Betrachtung  der  eindeutigen  doppeltperiodiachen  Funktionen.  Der  Be- 
griff des  „Periodenparallelogramms"  wird  hier  vermutlich  zum  ersten 
Male  deutlich  an  die  Spitze  der  Betrachtung  gestellt.  Als  Grundsatz, 
auf  dem  die  weiteren  Folgerungen  beruhen,  wird  bewiesen,  daß  eine 
im  Periodenparallelogramm  überall  endliche  eindeutige  doppeltperi- 
odische Funktion  mit  einer  Konstanten  identisch  ist.  Mittelst  einer 
„methode  d'eihaustion"  wird  weiter  gezeigt,  daß  eine  von  einer  Kon- 
stanten verschiedene  eindeutige  doppeltperiodische  Funktion  in  min- 
destens zwei  Punkten  des  Periodenparallelogramms  unendlich  wird, 
daß  femer  eine  solche  Funktion  mit  n  Unendlichkeitsstellen  auch  n 
Nullstellen  habe*^^);  auch  wird  eine  Darstellung  der  eindeutigen 
doppeltperiodischen  Funktionen  mit  beliebig  vielen  Unendlichkeits- 
stellen in  Form  von  Produkten  sowie  auch  von  Summen  ebensolcher 
Funktionen  mit  nur  zwei  Unendlichkeitsstellen  entwickelt.  Der  An- 
schluß an  die  elliptischen  Integrale  folgt  leicht  durch  Betrachtung  des 
Differentialquotienten  einer  Funktion  mit  nur  zwei  ünendlichkeitssteUen. 
Die  einfachsten  Beweise  dieser  LiouviUeschen  Sätze  gewinnt  man 
durch  Ausführung  der  Integrale  fd  logf(e),  Jf{^)dz  usw.  über  den 
Rand  des  Periodenparallelogramms.  So  hat  denn  auch  Cauchy^^^)  un- 
mittelbar darauf  hinweisen  können,  wie  die  fraglichen  Sätze  aus  den 
allgemeinen  Ansätzen  seines  „Calcul  des  residus"  als  spezielle  Folge- 
rungen entspringen.*^') 

39.  Fortbildung  der  algebraisohen  Grundlage  unter  Oauchys 
EinfluA.  Die  Anwendung  der  Anschauungen  Cauchya  auf  die  algebrai- 
schen Funktionen  hat  Puiseux^^^)  durchgeführt.  Ist  die  Funktion  u 
der  komplexen  Variabelen  e  mit  letzterer  durch  eine  algebraische 
Gleichung  f(u,  z)  =  0  verbunden,  so  ist  zunächst  das  Hauptproblem 
der  Fuiseuxsohen  Untersuchung  festzustellen,  wie  sich  die  verschiedenen 
Werte  (Zweige)  dieser  Funktion  u  bei  Umlanfung  solcher  Stellen  der 
;»- Ebene  austauschen,  welche  jetzt  nach  Biemann  als  „Verzweigungs- 
punkte" bezeichnet  werden. 


154)  „Le9on9  Bur  leB  fonct.  doublem.  p^riod.  faites  en  1847  par  M.  J.  Liou- 
ville",  J.  f.  Math.  88  (1879),  p.  277. 

166)  Nach  Angabe  Cauchys  (s.  die  folg.  Note)  ist  dieser  Satz  auch  von 
Hermite  selbständig  gefunden  und  in  Vorlesungen  dargestellt. 

166)  „Note  de  M.  A.  Cauchy  relative  aux  observations  prösent^es  ä  l'Aca- 
d^mie  par  M.  Liouville",  C.  R.  32  (1851),  p.  462. 

157)  Vgl.  auch  C.  R.  19  (1844),  p.  1.378. 

168)  Vgl.  die  in  Note  144  genannte  Abhandhxng;  eine  deutsche  Darstellung 
derselben  gab  H.  Fischer  (Halle  1861). 


(IBl)  J__.^__, 
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Darüber  hinaus  betrachtet  Puiseux  die  Integrale  algebraischer 
Funktionen  fud0,  und  zwar  speziell  in  den  bekannten  niederen  Fällen; 
er  gelangt  dabei  zur  Erklärung  der  Perioden  der  Umkehrfunktionen  in 
Gestalt  von  Integralen  über  geschlossene  Umläufe  um  „Verzweigungs- 
punkte"    Für  das  elliptische  Integral   erster  Gattung  knüpft  Puiseux 

an  die  Gestalt: 

hde 

Yiz  —  a)  (^  —  »'K-s  —  <»' ') 

unter  h  eine  Konstante   verstanden,  und  findet  die   Darstellung  aller 

zugehörigen  Perioden  in  zwei  unabhängigen.    Für  die  durch: 

(132)  (1  ~  z^){\  —  ¥2'^)  ^t*  =  1 

erklärte  Funktion  u  von  z  gelangt  er  von  seinen  Ansätzen  aus  leicht 
zum  Verständnis  der  «Taco&ischen  Größen: 
1  1 

(133)  f  J3^^^^=:^  =  K,  /'— „^  j^_^3.  =  .g-^ 

J  l/(i-^*)(i-*^''-^*)  J  •|/(i-^;>)(i-Ä'V) 

ü  0 

und  gewinnt  durch  Fortführung  seiner  Betrachtung  für  die  Umkehr- 
funktionen die  bekannten  Formeln: 

sin  am  (v  -\-  41 K  -\-  21' K' }/— 1)  =  ein  am  v, 

(134)  cos  am  {v  +  AlK  +  2V{K-\-K'  |/-T))  =  cos  am  v, 

.  A  am  (v  4-  21K  +  W K'  |/^  l)  =  A  am  v. 

Eine  Beschränkung  liegt  indes  auch  hier  insofern  noch  vor,  als  h^  reell 
und  zwischen  0  und  1  gelegen  angenommen  wird|,  so  daß  K  reell 
und  K'y—\  rein  imaginär  wird. 

Den  Standpunkt  Puiseuxs  befolgen  sehr  genau  Briot  und  Bouquet 
in  der  ersten  Aullage  ihres  in  Note  147  genannten  Buches.  Indem 
sie  an  die  Differentialgleichung: 

(136)  p  =  yG^(ü^a){u~h){u~c){u  —  d) 

anknüpfen,  unter  G  einen  konstanten  Faktor  verstanden,  wahren  sie 
jedoch  ihrer  Darstellung  insofern  die  Allgemeinheit,  als  jetzt  a,  h,  c,  d 
beliebige  komplexe  Konstante  sind.  Der  Schluß  auf  die  Eindeutigkeit 
der  Urakehrfimkiion  ist  freilich  bei  ihnen  noch  nicht  bindend,  wie 
E.  Ficard^^^)  unter  PJrgänzung  der  Überlegung  später  dargetan  hat.^*") 

169)  .  Stjr  rinvfrsion  de  l'integrale  elliptique  etc.",  Darb.  Bull.  (2)  14  (1890), 
p.  107. 

l60)  Die  zweite  Auflage  des  WerkoH  von  liriot  und  Bouquet  stellt  die  Theta- 
tuuktiouen  au  die  Spitze  uud  gelangt  so  zu  einer  einwurfafreien  Begründung  der 
Theorie  der  eindeutigen  doppeltperiodischen  Funktionen. 
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40.    Hermites  erste  Arbeiten  über  elliptische  Funktionen.     Da 

Hennite  mit  der  Kenntnis  der  (7a?(c%schen  Methoden  zugleich  eine 
Beherrschung  der  „Fundamenta  nova"  verband,  so  drangen  bereits  seine 
ersten  Arbeiten  Über  elliptische  Funktionen  tiefer  als  die  etwa  gleich- 
zeitigen Untersuchungen  von  lAmwUle.  Zu  nennen  ist  vornehmlich  der 
zweite  Brief  an  Jacohi  vom  August  1844,  in  welchem  freilich  Cauchyra 
Einfluß  noch  nicht  in  Erscheinung  tritt.  *'^)  Hermite  knüpft  au  Unter- 
suchungen, welche  Jacohi  unter  dem  Titel  „Suite  des  notices  sur  les 
fonctions  elliptiques"  hatte  erscheinen  lassen.  *^^)  Insbesondere  beab- 
sichtigt er  die  von  Jacohi  angegebenen  Formeln  betreffend  die  Dar- 
stellung von  sin  am  (w,  3c)  durch  sin  am  (-^,  A|  zu  beweisen.  Die 
Untersuchung  gründet  sich  auf  den  Gebrauch  der  Thetafunktionen 
und  die  Darstellung  derselben  durch  Fouriersche  Reihen.  Mittels  der 
letzteren  zeigt  Hermite,  daß  sich  eine  den  Bedingungen: 

in 

(136)  ^{x  -f  AK)  =  a>(a;) ,     ^{x  +  2iK')  ==  —  T  '^ ^"^'""'^  ^{x) 

genügende,  für  alle  endlichen  Argumente  endliche  und  stetige  Funktion 
allemal  als  eine  lineare  Kombination: 

(137)  0{x)  ==  AH{x)  -\-  B&{x) 

der  beiden  ursprünglichen  Jacobischen  Thetafunktionen  darstellt  (vgl. 
Nr.  27 ff.)  Mit  2m  willkürlichen  Konstanten  J.,  I?, .  .  .,  'J,  A,  B', . .  . 
stellt  Hermite  aus  den  H(x),  @(x)  die  Funktion  her: 

(138)  nix)  ==  AH'^ix)  4-  BH"-^(x)  &(x)  -| 1-  J&^{x) 

-f  (H\x) @ix)  -  H{x) e'ix))  {A'H"-'\x)  +  B'H'^-Hx) &{x)  -{ ), 

welche  wie  H{x)  und  &{x)  für  alle  endliclien  Argumente  endlich  und 
stetig  ist  und  die  Bedingungen  befriedigt: 

(139)  n{x-\-4K)  =  nix),  J7(a;-f  2/^')  =  (— l)»r"^"^'"^'"''V(ic). 

Die  hierdurch  erklärten  Funktionen  fraglicher  Art  werden  jetzt  als 
„Thetafunktionen"  oder  „Jacobische  Funktionen  w*""  Ordnung"  oder 
auch  als  „fonctions  intermediaires"  bezeichnet.  Hermite  beweist,  daß 
sich  die  allgemeinste,  durch  (139)  erklärte  Funktion  linear  und  ho- 
mogen aus  2n  partikulären  Funktionen  aufbaut,  und  daß  insofern  in 
(138)  bereits  die  allgemeinste  Funktion  dieser  Art  vorliegt.  Das  hier- 
mit gewonnene  Prinzip,  dem  man  Hermites  Namen   gegeben  hat*'"), 

161)  Siehe  Jacdbi,  „Werke"  2,  p.  96  oder  auch  Hermite,  „Werke"  1,  p.  18. 

162)  Im  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  186  flf.  oder  Jacobi,  „Werke"  1,  p.  266. 

163)  Algebraisch  stellt  sich  das  Hermiteache  Prinzip  als   der  für  die  Rie- 
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erweist  sich  nun  nicht  nur  für  die  Gewinnung  der  obengenannten 
Formeln  JacobiSj  Bondem  überhaupt  für  die  Transformationstheorie 
der  elliptischen  Funktionen  als  sehr  wertvoll. 

Wenige  Jahre  später  legte  Hermite  der  Pariser  Akademie  eine 
Behandlung  der  elliptischen  Funktionen  vor,  welche  wesentlich  auf 
Cauchy sehen  Methoden  beruht.^**)  Diese  Abhandlung  ist  zwar  nie- 
mals gedruckt,  aber  man  kennt  aus  einem  Berichte  Cauchya^*'^)  über 
dieselbe  ihren  wesentlichen  Inhalt.  Hermite  knüpft  an  die  aUgemeinste 
eindeutige  nur  mit  polaren  Unstetigkeitspunkten  ausgestattete  doppelt- 
periodische Funktion  an,  deren  Perioden,  von  ihm  durch  a  und  h  be- 
zeichnet, irgendwelche  komplexe  Zahlen  eines  nicht  reellen  Quotienten 
sind.  Die  Untersuchung  gipfelt  alsdann  in  dem  Theorem,  daß  diese 
Funktion  abgesehen  von  einer  additiven  Konstanten  allemal  darstellbar 
sei  als  eine  Summe  von  Termen,  deren  einzelner  das  Produkt  eines 
konstanten  Koeffizienten  mit  einer  gewissen  Funktion  6{e  —  ä)  sei 
oder  sich  entsprechend  durch  eine  Ableitung  von  ö(ä)  darstelle.  Von 
dieser  Funktion  d{z)  zeigt  Hermite,  daß,  wenn  man: 

(140)  ^  =  v(.) 
setzt,  diese  Ableitung  der  Differentialgleichung: 

(141)  i^^^C  (^(.)_^(J))(^(,)_^^))(^(.)_^l±i)) 

genügt.  Diese  Funktion  ^  {ss)  ist  also  bis  auf  einen  konstanten  Faktor 
mit  der  Weierstraßscheo.  Funktion  (p{z)  identisch,  und  Hermites  Satz 
kommt  auf  die  Darstellung  der  doppeltperiodischen  Funktion  durch 
das  Integral  zweiter  Gattung: 

(142)  Z{z)==^f^^{z)dz 
und  dessen  Ableitungen  hinaus. 

4 1 .  Hermites  Normalform  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung. 
Die  späterhin  von  Weierstraß  bevorzugte  Normalgestalt  des  elliptischen 
Integrals  erster  Gattung  ist  bereits  vollständig  in  der  Abhandlung  „Sur 
la  theorie  des  fonctions  homogenes  ä  deux  indeterminees"^®®)  aufge- 
stellt.  Durch  Cayley  und  Boole^^'')  war  die  Invariantentheorie  der  bi- 

mannschen  Flächen  des  Geschlechtes  p  =  1  spezialisierte  Biemann- Roch  sehe 
Satz  dar. 

164)  Siehe  die  C.  R.  29  (1849),  p.  694. 

165)  „Rapport  sur  nn  mämoire  presente  par  M.  Hermite  et  relatif  aux 
fonctions  ä  double  ji^riode",  C.  R.  82  (1851),  p.  442. 

166)  J.  f.  Math.  ö2  (1864),  p.  1  oder  Hermites  Werke  1,  p.  350. 

167)  Cambr,  Math.  Joum.  4  (1846),  p.  193  u.  209  oder  Cayley,  „Coli.  math. 
papers"  1,  p.  80. 


42.  Spätere  Arbeiten  Hermites  über  doppeltperiodische  Funktionen.    237 

quadratischen  Form: 

(143)  fix,  y)  ==  axl^  -f-  Ahx^y  +  locx^y^  +  46'ary»  -f  «y 
begründet;  neben  die  beiden  Invarianten: 

(144)  t  =  ao'— 46fe'+3c»,    j  =  aca  +  2hch' —  ah'* -- ah^  —  c^ 

treten  als  Kovarianten  die  Hessesche  Form  gixy  y)  vom  4*®"  Grade 
und  die  Funktioualdeterminante  6"°  Grades  h{Xf  y)  Ton  f  und  g,  wobei 
folgende  Relation  identisch  besteht: 

(145)  ig^—ipg-jf^=.hl 

Nun  setzt  Hermite  «/  =  1  und  geht  von  x  zxi  z  mittels  der  Trans- 
formation 4**''  Grades: 

80  gewinnt  er: 

dx 


(147)  f--=J:Lr=:.^  =   iltf    A^^ 


-f-  46x'+  6ca;*-f-  46' a:  +  a' 


wobei  er  unter  M  eine  Konstante  versteht,  die  übrigens  den  Wert  2 
hat.  Die  links  gewonnene  Normalform  des  Integrals  geht  durch  die 
weitere  Substitution: 

(148)  ^  =  /(,     '^  =  9 

in  die  Normalform: 

(149)  r^f__ 

mit  einem  einzigen  Parameter  q  über,  der  eine  absolute  und  rationale 
Invariante  der  ursprünglichen  biquadratischen  Form  ist. 

42.  Spätere  Arbeiten  Hermites  über  doppeltperiodiaohe  Funk- 
tionen. Die  weiteren  Arbeiten  Hermiies  über  doppeltperiodische  Funk- 
tionen reichen  bis  in  die  achtziger  Jahre  des  vorigen  Jahrhunderts 
hinein.  Besonders  zu  nennen  ist  eine  zusammenfassende  Darstellung 
seiner  Auffassung  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  „Note  sur 
la  theorie  des  fonctions  elliptiques"  ^•®),  sowie  eine  ausgedehnte  Reihe 
von  Untersuchungen  „Sur  quelques  applications  des  fonctions  ellip- 
tiques".^*')  Im  Verlaufe  der  letzteren  Untersuchungen,  welche  aa  die 
Aufgabe  der  Lösung  der  Lame achen  Differentialgleichung: 

(150)  0  =  [M(n  -t-  1)  k^  sin  am»  a;  -f  Ä]  y 


168)  Extrait  de  la  6'  edition  du  „Calcul  diff^rentiel  et  Calcol  int^graP*  de 
Laeroix  (Paria  1862);  siehe  auch  Hertnitea  „Werke"  2,  p.  125  flF. 

169)  In  den  C.  R.  85—94  (1877— 88X  „Werke"  8,  p.  266  ff. 
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anknüpfen,  gelangt  Uermite  zu  einer  deutlichen  Erklärung  des  Begriffs 
der  doppeltperiodiscben  Funktionen  zweiter  und  dritter  Art''^''"),  welche 
seither  allgemeine  Aufnahme  gefunden  hat.  ^''^)  Sind  2©,  2(ö'  die 
beiden  Perioden,  so  heißt  q)  (x)  eine  doppeltperiodische  Funktion  zweiter 
Art,  falls  sie  die  Bedingungen: 

(151)  (p{x-\-2co)==^  n-  (p{x),     (p{x-^2a)  =  ii'-(p(x) 

mit  konstanten  Faktoren  /z,  /t'  befriedigt.  An  Stelle  dieser  Bedingungen 
treten  bei  den  Funktionen  dritter  Art  die  beiden: 

(152)  ()p(a:-j-2w)--=e^^+&(p(a;),     g){x-{-2a)')  =  (f'-''  +  ^' (p{x). 

Die  doppeltperiodischen  Funktionen  im  engeren  Sinne  lassen  sich  für 
/i  ==  1 ,  (1  =  1  unter  die  Funktionen  der  zweiten  Art  rechnen,  die 
Thetafunktionen  gehören  zu  den  Funktionen  dritter  Art.  Hermite  hat 
von  früh  an  bei  der  Untersuchung  der  Funktionen  zweiter  und  dritter 
Art  mit  Entwicklungen  derselben  in  Fouriersche  Reihen  gearbeitet 
und  im  übrigen  jene  Funktionen  in  Gestalt  geeigneter  Thetaquotienten 
aufgebaut.  Man  vgl.  z.  B.  einen  Brief  Hermite^  an  Liouville,  in  welchem 
Hermite  aus  den  Reihenentwicklungen  gewisser  Funktionen  dritter  Art 
analytische  Hilfsmittel  entnimmt,  um  die  von  Kronecker  1857  ent- 
deckten Klassenzahlrelationen  zu  beweisen."^) 

43.  Hermites  Arbeiten  über  die  Transformationstheorie.  Die 
Untersuchungen  Hermiles  über  Transformationstheorie  beginnen  mit 
einer  Arbeit  „Sur  quelques  formules  relatives  ä  la  transformation  des 
fonct.  eil.'*  ^^^),  in  welcher  Hermite  die  bei  der  linearen  Transformation 
der  Thetafunktionen  auftretende  multiplikative  8**  Einheitswurzel  voll- 
ständig bestimmt.  Jacohi  hat  bereits  früher  (in  Vorlesungen)  die  Theorie 
der  „unendlich  vielen  Formen  der  Transzendenten  0''  (lineare  Transfor- 

170)  Vgl.  HermUes  „Werke"  2,  p.  329 

171)  Vgl.  etwa  F.  Appell  u.  E.  Lacour,  „Principes  de  la  theor.  des  fonct. 
eil.  etc."  (Paris  1897),  p.  827  u.  354;  Jiriot  u.  Jiouquet  bezeichnen  in  dfer  2.  Aufl. 
ihres  in  Note  147  genannten  Werkes  die  Funktionen  dritter  Art  als  „fonctions 
interm^diaires".  Reihenentwicklungen  der  Funktionen  dritter  Ai-t  betrachtet 
Ch.  JBiehler  in  der  Abb.  „Sur  les  fonct.  doubl,  p^riod.  conaidereee  comme  de» 
limite«  de  fonct.  algebr ",  J.  f.  Math.  83  (1879),  p.  185.  Über  Zerlegung  der 
Funktionen  dritter  Art  in  einfache  Filemente  s.  mehrere  unter  dem  Titel  „Sur 
les  fonct.  doubl,  p^riod.  de  troisieme  espece"  erschienene  Abh.  von  Appell  in  den 
Ann.  do  l'ecole  norm.  (3)  1,  p.  135;   2,  p.  9  u.  67:   3,  p.  9;  5,  p.  211  (1884—88). 

172)  „Lettre  adressee  ä  M.  Liouville  sur  la  theor.  des  fonct.  eil.  et  sea  ap- 
plic.  ä  l'arithm",  C,  IL  53  (1861),  p.  214,  auch  J.  de  math.  (2)  7,  p.  25  und  Her- 
tniieB  Werke  2,  p.  109. 

173)  C.  R.  46  (1858),  p.  171  und  ausführlicher  im  J  de  math.  (2)  3  (1858), 
p.  26;  B.  auch  Hermite,  „Werke"  1,  p.  482  u.  487. 
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mation  derselben)  behandelt ^^*)  und  das  Vorzeichen  einer  dabei  auf- 
tretenden Quadratwurzel  durch  das  der  Theorie  der  quadratisehen^Reste 
entstammende  Legendresche  Zeichen  (y)  bestimmt.^'^)  Hermite  konnte 
diese  letztere  Angabe  Jaeohis  unmittelbar  aus  seineu  genannten  Ent- 
wicklungen durch  eine  auf  die  „Gauß sehen  Summen"  gegründete  Rech- 
nung bestätigen.  S.  übrigens  die  näheren  Ausführungen  über  die 
„lineare  Transformation  der  Jacobischen  Funktionen*^  unten  in  Nr.  04. 
Diesen  Entwicklungen  am  nächsten  stehen  die  Untersuchungen 
Hermites  über  das  Verhalten  der  8**"^  Wurzeln  aus  dem  Integralraodul  Z^ 
und  dem  komplementären  Modul  h'^  gegenüber  linearer  Transforma- 
tion.*'*) Diese  Größen  hatte  bereits  Jacohi  als  eindeutige  Funktionen 
des  Periodenquotienten  -^^    dargestellt;  so  gilt  z.  B."'^): 

Hermite  bezeichnet  den  Periodenquotienten  durch  ca  und  schreibt: 

(154)  Vh^q){m),     VF=^((o). 

Sind  dann  a,  h,  c,  d  vier  ganze  Zahlen  der  Determinante  ad  —  ftc==l, 
so  bestimmt  Hermite  in  jedem  der  sechs  modulo  2  zu  unterscheiden- 
den Fälle  das  Verhalten  von  ipi^'f")  und  ^f^tf");  so  wird  z.B. 
für  a^-  d  ~   \,  h  ^r   c:eeO  (mod.  2): 

Über  die  wahre  Bedeutung  der  fraglichen  Funktionen  von  o  hat  erst 
die  neuere  Theorie  der  elliptisclien  Modulfunktionen  vollen  Aufschluß 
gegeben.*''^) 

Die  Untersuchungen  Hermite^  über  Modulargleichnugen  betreuen 
vornehmlich  die  drei  Resolventen   5'*",  7*"^  und  ll*«*»  Grades,  welche 

174)  Vgl.  Jacohi»  Werke  2,  p.  189  (Note). 

176)  Mitgeteilt  im  Verlaufe  der  Abb.  „Über  die  Dijaferentialgleichung,  wel- 
cher die  Keil.eu  1  ±  2«  +  2g*  ±  •  •  -,  2  V</  -f  2  \/^'^ Genüge  leisten",  J.  f. 

Math.  36  (1817),  p.  97  oder  Jacohin  „Werke"  2,  p.  171. 

176)  „Snr  la  resolution  de  Tt^quation  du  cinqnieme  degre",  C.  K.  46  (1858), 
p.  508  oder  „W(3rke"  2,  p.  5;  s.  auch  den  Brief  Hermite^  an  J.  Taunery  vom 
24.  Sei>t.  1900,  Hermites  „Werke"  tJ,  p.  i;{. 

177)  Siehe  Nr.  36  der  „Fundameuta  nova",  Jaeohis  „Werke"  1,  p.  145;  vgl. 
auch  die  weiteren  Darstellungen  in  der  ersten  in  Note  176  genannten  Arbeiten. 

178)  Siehe  F.  Klein,  „Zur  Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen",  Münch. 
Bor.  vom  Dez.  1879  oder  Math.  Ann.  17  (1879),  p.  62  und  Klein-Fricke,  „Vorlea. 
über  Modulfunkt."  1    (Leipzig  1890),  p.  663. 
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die  bei  den  Traneformationsgraden  5,  7,  11  eintretenden  Jacobischen 
Modiiargleichungen  6*«^,  8'*^'^  und  12'«°  Grades  nach  einem  Satze  von 
E.  Galois^"^^)  besitzen. ^^)  Zur  Gewinnung  dieser  Resolventen  stellt 
Hermite  allgemeine  Untersuchungen  über  die  Diskriminante  der  Mo- 
dulargleichung  an,  von  welcher  aus  er  zugleich  nach  dem  Vorgange 
von  Kronecker  ^^^)  Anwendungen  auf  die  arithmetische  Theorie  der 
ganzzabligen  binären  quadratischen  Formen  negativer  Determinante 
findet.  An  die  Resolvente  5***^  Grades,  welche  als  „Normalgleichung" 
für  die  allgemeine  Gleichung  5**"*  Grades  benutzt  wird,  fügen  sich 
Ilermites  ausgedehnte  Untersuchungen  über  Gleichungen  b^"  Grades 
und  ihre  Lösung  durch  elliptische  Funktionen  an.*®^)  Auch  die  wirk- 
liche Herstellung  der  Resolvente  7»*"  Grades  gelang  Hermite,  nicht  je- 
doch die  endgültige  Aufstellung  der  Resolvente  11**°  Grades.***') 

44.  Arbeiten  Jaoobis  und  seiner  Schüler.  Die  Weiterentwick- 
lung, welche  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  während  der  in 
Frage  kommenden  Periode  in  Deutschland  gefunden  hat,  steht  wesent- 
lich unter  dem  Einfluß  Jacobia.  In  einer  größeren  Reihe  von  Arbeiten 
des  Titels:  „Theorie  der  Modularfunktionen  und  der  Modularinte- 
grale"***)  hat  Chr.  Gudermann  den  damals  erreichten  Stand  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  zusammenhängend  dargestellt.  Von  ihm 
rühren  die  Abkürzungen  sn  w,  cn  m,  dri  u  für  Jacobis  Funktionen 
sin  am  M,  cos  am«,  Aamu  her,  Bezeichnungen,  die  auch  hier  hinfort 
verwendet  werden  sollen.  Gudermann  ist  der  erste  gewesen,  welcher 
Potenzreihenentwicklungen  für  die  Funktionen  sn «,  cn  w,  . . .  unter- 
sucht hat;  so  gibt  er  z.B.**'): 

(156)      cnw  =  1  ~  —  -f  -  J- — M* ~ — -^ tt«-l 

unter  vollständiger  Angabe  der  Koeffizienten  bis  zur  Potenz  w**  ein- 
schließlich.*««) 

179)  Siehe  Gaiois'  Brief  an  A.*  Chevalier  in  der  Revue  encyclop.  von  1832, 
wieder  abgedr.  im  J.  de  math.  11  (1846).  Vgl.  auch  Betti,  „Sopra  l'abaasamento 
della  equazione  modulari  etc.",  Ann.  di  mat.  3  (186S). 

180)  „Sur  la  thdori©  des  e'quat.'  modulaires",  C.  ß.  48  (1859),  p.  940,  1079, 
1096;  49,  p.  16,  110,  141  oder  „Werke"  2,  p.  38.  „Sur  rabaiseement  de  l'^quation 
modul.  du  huiti^me  degr^",  Anh.  di  mat.  (2)  2  (1869),  p.  59  oder  „Werke"  2,  p.  83. 

181)  Erste  Mitteilung  Kronecker^  über  seine  acht  Klassenzahlrelationen  in 
den  Berl.  Her.  von  1857  sowie  im  J.  f.  Math.  57  (1860). 

182)  8.  das  Nähere  und  die  Literaturnachweise  in  Nr.  24  des  Ref.  IBSc,  d. 

183)  Dies  erreichte  erst  Klein  in  der  Abh.  „Über  die  Transformation  11**' 
Ordnung  der  elliptischen  Funktionen'*,  Math.  Ann.  15  (1879),  p.  688. 

184)  J.  f.  Math.  18,  19,  20,  21,  23  u.  26  (1888ff.). 

185)  J.  f.  Math.  19  (1839),  p.  80. 
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Das  Transformationsproblem  in  der  ursprünglichen  algebraischen 
Gestalt  der  Lösung  der  Differentialgleichung: 

(157)  -— .=^=-  ^M  ^^ 


1/(1  -  a;«)(l  -  k^x^  ^f{\-  y*)  (1  —  i»y»} 

vermittelst  einer  rationalen  Funktion  y  von  x\ 

war  bei  Jacöbi  nur  in  den  niedersten  Fällen  einer  direkten  algebrai- 
schen Durchführung  zugänglich  gewesen.  In  der  „Suite  des  notices 
sur  les  fonctions  elliptiques"  ^^^)  sucht  Jacobi  jenen  algebraischen  An- 
satz dadurch  zu  fordern,  daß  er  eine  partielle  Differentialgleichung  auf- 
stellt, welcher  Zähler  und  Nenner  der  rationalen  Funktion  (158)  in 
bezug  auf  x  und  k^  genügen.  Hieran  schließen  sich  die  Entwicklungea 
Gudermanns  in  §  164  sowie  am  Ende  seiner  genannten  Abhandlungen- 
reihe.  ^^^) 

In  Verbindung  hiermit  sei  auch  eine  Untersuchung  Jacdbis  über 
die  allgemeinere  Bedeutung  der  Differentialgleichung  der  ©-Funktion: 

genannt  *''^)  sowie  weiter  eine  Abhandlung  Jacohh  über  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  der  die  Reihen 

l±2q-\-2g*'±2g^-{ und     2(V?+V?+V?'H ) 

in  bezug  auf  log  g  als  unabhängiger  Variabelen  genügen.****) 

Auf  die  Fundamentalsätze  über  O- Funktionen,  vermittelst  deren 
Jacobi  durch  diese  Funktionen  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
begründete  (vgl.  Nr.  32),  ist  G.  Bosenhain  gelegentlich  zurückge- 
kommen. ^^^)  Unter  zahlreichen  Arbeiten  F.  Richdota  dürfte  vornehm- 
lich diejenige  über  Landen  sehe  Transformation  zu  nennen  sein.^^^) 

186)  Eine  Untersuchung  JacobtB  über  Potenzreihen  der  vier  Thetafanktionen 
ist  aus  dessen  Nachlaß  durch  Borchardt  herausgegeben;  s.  J.  f.  Math.  64,  p.  82 
oder  Jacobia  „Werke''  2,  p.  383. 

187)  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  186fF.  oder  Jaeobia  „Werke"  1,  p.  267. 

188)  J.  f.  Math.  19,  p.  282;  26,  p.  891. 

189)  „Über  die  pari.  DiffgL,  welcher  die  Zähler  und  Nenner  der  ellipt. 
Funkt.  Genüge  leisten",  J.  f.  Math.  86  (1847),  p.  80  oder  Jacobia  „Werke"  2,  p.  163. 

190)  S.  die  in  Note  175  gen.  Arbeit. 

191)  In  der  Einleitung  zu  der  den  hyperelliptischen  Funktionen  gewidmeten 
Abb.  „M^m.  sur  leg  fonct.  de  deux  var.  et  ä  quatre  p^riodes  etc."  Mem.  des  sav. 
6ti.  11  (1861),  p.  361. 

192)  „Die  Laudensche  Transformation  in  ihrer  Anweuduug  auf  die  Ent- 
wickelung  der  elliptischen  Funktionen",  Königsberg  1868. 

Enojrklop.  d.  nath.  Wiasensch.    II  2.  16 
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Während  Jacohi  selbst  die  Modulargleichungen  nur  für  die  Trans- 
forraationsgrade  3  und  5  (in  den  „Fund,  nov.")  angab,  hat  auf  seinen 
Anlaß  L.  Ä.  Sohncke  diese  Gleichungen  auch  noch  für  die  Grade  7,  11, 
13,  17  und  19  berechnet.  ^^')  Die  Gleichungen  werden  recht  bald  kom- 
pliziert; z.  B.  hat  man  beim  11**"*  Grade  unter  Gebrauch  der  Jacobi- 
schen Abkürzung  Yh  =  u,  Yl  =  v: 

^i»_  v"m9(22  — 32w«)  4-  44t;ioM«H-  22i;9M(l-f  4m«)  -f  165v»m* 

(160)  -f-  132v'm'  -f  Uv^u\\  ~  M«)  —  132ü'*u^  —  165?)*«« 

—  22i;3m»(4  4-M«)  —  Uv^u''—  rtt(32  — 22m«)  —  u'^^^  0. 

Den  Modulargleichungen  analoge  Transformationsgleichimgen  für 
\^kh'  und^^Ä;'  haben  P.  Jotihert'^)  und  L.  Schläfli^^^)  aufgestellt. 

Eine  an  die  Legendresche  Gleichung  (30)  in  Nr.  10  sich  an- 
reihende irrationale  Gestalt  der  Modulargleichung  für  den  Transfor- 
mationsgrad 7: 

(161)  V^  +  Vfc^'==l 

entdeckte  Gütdaff'^^^)]  die  Bedeutung  dieser  Gleichung  hellte  erst  die 
Theorie  der  Modularkorrespondenzen  auf.'*^)  Trägt  man  in  solche  ir- 
rationale Gestalten  von  Modulargleichungen  die  Ausdrücke  der  Inte- 
gralmoduln als  Quotienten  von  ThetanuUwerten  ein  (vgl.  (95)  in  Nr.  32), 
so  ergeben  sich  Relationen  zwischen  transformierten  und  ursprüng- 
lichen ThetanuUwerten.  Solche  „Thetarelationen"  sind  in  aUgemeinerer 
Form  zuerst  von  H.  Schröter  ^^^)  und  nach  ihm  von  mehreren  anderen 
Autoren  untersucht  (vgl.  Note  142).  Daß  der  bei  der  Transformation 
jjten  Grades  des  Differentials  erster  Gattung  auftretende  Multiplikator  M 
(vgl.  Gleichung  (157))  einer  mit  der  Modulargleichung  nahe  verwandten 
algebraischen  Relation   genügt,  zeigte  Jacohi^^^)  und  gab  für  w  =  5 

193)  „Aequationes  modulares  pro  transformatione  functionum  ellipticarum", 
J.  f.  Math.  16  (1836),  p.  97. 

194)  „Sur. divers  ^quations  analoguee  anx  equations  modulaires  etc.",  C.  }i. 
48  (1858),  p.  341. 

195)  In  der  Abb.  „Bew.  der  Hermiteaclien  Verwandlungstafeln  der  ellipt. 
Modularfunktionen",  J.  f.  Math.  72  (1870),  p.  360. 

196)  „Aequatio  modularis  pro  transf.  funct.  ellipt.  septimi  ordiniü",  J.  f. 
Math.  12  (1832),  p.  178. 

197)  S,  Klein,  „Zur  Theorie  der  Modulfunkt.",  Münch.  Ber.  vom  Dez.  1879 
oder  Math.  Ann,  17,  p,  62;  vgl.  aach  das  Ref.  IIB*  Nr.  27. 

198)  „De  aequafcionibuB  modularibue",  Regiomonti  1864;  s.  auch  Act.  math. 
5,  p.  208.  Für  die  Grade  23,  29  und  31  hat  Schröter  die  irrationalen  Modular- 
gleichungen in  der  Abh.  „Über  Modularglei  eh.  der  ellipt.  Funkt.",  J.  f.  Math.  58 
(1860),  p.  878  CF.  augegeben. 

199)  „Suite  des  noticee  aur  lee  fonct.  eil.",  J.  f.  Math.  3  (1828),  p.  303  oder 
Jacohis  „Werke'-  1,  p.  261. 
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als  Multiplikatorgleichung: 

(162)  x^  —  l^lx"^  +  35Ä;2iK*  —  mi^x^  +  hhl^'x^ 
—  [26Ä;5+256(Ä;  — P)]a;  +  5//'=  0, 

■wobei  s;  =  -%f  is^^-  Unter  Zuhilfenahme  von  Sätzen  über  komplexe 
Multiplikation  hat  H.  Weher  ^^)  die  bereits  von  Schläfli  betrachteten 
Transformationsgleichungen  in  besonders  einfache  Gestalten  gesetzt 
und  für  die  Grade  n  ==  23  und  47  zum  ersten  Male  aufgestellt.  Über 
die  auf  der  Grundlage  der  Theorie  der  Modulfunktionen  erwachsene 
neuere  Behandlung  der  Modular-  und  Multiplikatorgleichungen  vgl. 
man  das  Ref.  IIB 4  Nr.  86 ff. 

45.  Untersuclxungen  von  Eisenstein.  Zu  einem  Teile  seiner  Unter- 
suchungen über  elliptische  Funktionen  ist  Eisenstein  durch  Anregungen 
von  Jacohia  „Fundam.  nov.*'  und  Gauß'  zahlentheoretischen  Schöpfungen 
gelangt.  Jacobis  algebraischer  Ansatz  des  Transformationsproblem8  ist 
von  Eisenstein  für  den  lemmiskatischen  FaU  der  elliptischen  Funk- 
tionen genauer  untersucht.  ^®^)    Die  Differentialgleichung: 

(163)  -M=.  =  (a  -f  »6) -=™  , 

unter  (a  +  «ft)  eine  ungerade  komplexe  ganze  Zahl  der  Norm  ^9  =  «'  -f-  5* 
verstanden,  ist  hier  durch  eine  Gleichung: 

-    (164)  y=^x h?rL^JL — 

zu  lösen.  Die  Untersuchung  führt  in  die  Arithmetik  der  ganzen  kom- 
plexen Zahlen  (a  -f-  *&),  und  ein  Hauptziel  derselben  ist,  von  hier  aus 
das  Reziprozitätsgesetz  der  biquadratischen  Reste  zu  gewinnen.  In 
einer  späteren  Arbeit  (vgl.  Note  205)  hat  Eiseyisiein  entsprechend  in 
demjenigen  Falle  der  elliptischen  Funktionen,  welchen  man  jetzt  als 
„äquianharmonischen"  bezeichnet,  der  Transformationstheorie  einen 
Beweis  für  das  Reziprozitätsgesetz  der  kubischen  Reste  entnommen. 
In  der  Abhandlung  „Neuer  Beweis  der  SummationsformeLn"^"*)  leitet 

200)  „Zur  Theorie  der  elliptischen  Funkt.",  Act.  math.  6  (1885),  p.  329  u. 
11  (1888),  p.  333;  „Ein  Beitrag  zur  Transformationsth,  der  eil.  Funkt,  usw.", 
Math.  Ann.  i3  (1893),  p.  185.  S.  auch  H.  Weher,  „Ell.  Funkt."  (Braunachweig 
1891),  in  2.  Aufl.  ala  Bd.  3  des  „Lehrb.  der  Algebra"  (Braunschweig  1908)  er- 
Bchienen. 

201)  „Ableitung  des  biquadrat.  Fundamentaltheor.  aus  der  Theor.  der  Lem- 
niBkatenfunkt.  etc.",  J.  f.  Math.  30  (1846),  p.  185  oder  Eisensteins  „Math.  Abb."» 
p.  129. 

202)  J.  f.  Math.  80  (1846),  p.  211  oder  Eisensteins  „Math.  Abb.",  p.  165. 

16* 
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Eisenstein  im  Anschluß  an  die  Differentialgleichung: 

(165)  |f  =  i/r=^Mr-^ 

allein  durch  Differentiationen  und  Benutzung  des  Taylorschen  Lehr- 
satzes die  Additionstheoreme  ab.*'''^)  Auch  den  Differentialgleichungen 
Jacohia  für  Zähler  und  Nenner  der  Transformationsformeln  hat  Eisen- 
stein eine  Untersuchung  gewidmet,  in  der  er  diese  Differentialgleichungen 
aus  neuen  Prinzipien  ableitet*®*). 

In  der  Abhandlung  „Genaue  Unters,  der  unendl.  Doppelprodukte, 
aus  welchen  die  ellipt.  Funkt,  als  Quotienten  zusammenges.  sind"^^) 
erscheint  Eisenstein  als  Vorläufer  von  Weierstraß.  Die  Entwicklung 
knüpft  an  das  unendliche  Produkt: 

(166)  TTh—  ^ ) 

in  welchem  m,  n  alle  Paare  ganzer  Zahlen  durchlaufen;  a,  ß,  y  sind 
komplexe  Konstante,  von  denen  y  nur  eine  Nebenrolle  spielt,  während 
von  a  und  /3  (den  beiden  Perioden)  zu  fordern  ist,  daß  ihr  Quotient  -^ 
nicht  reell  ist.  Um  die  Konvergenz  zu  untersuchen,  verwandelt  Eisen- 
stein unter  Benutzung  der  Abkürzung  am  -\-  ßn -\-  y  ^^  u  den  Log- 
arithmus des  Produktes  (166)  in  die  Reihe: 

(167)  iogJ7=-^2'l-^2i-i^2'»^— • 

und  zeigt  die  unbedingte  Konvergenz  der  Doppelsummen  ^  —  f 
freilich  erst  von  ^  =  3  an,  während  die  beiden  in  den  ersten  Gliedern 
der  Reihe  (167)  enthaltenen  Doppelsummen  nur  bedingt  konvergieren. 
Das  Verhalten  dieser  beiden  ersten  Doppelsummen  bei  Umordnung 
ihrer  Glieder  wird  sodann  festgestellt  und  die  Konvergenz  der  Reihe 

(167)  bewiesen.  Eisenstein  hat  hiermit  den  Ansatz  zur  Herstellung  der 
Weierstraß  sehen.  S- Funktion  entwickelt  (vgl.  Nr.  56),  und  es  fehlt  zur 
wirklichen  Gewinnung  dieser  Funktion  nur  noch  der  allerdings  sehr 
wesentliche  Schritt  des  Zusatzes  der  die  Konvergenz  erzeugenden  Ex- 
ponentialfaktoren  im  Produkte  (166).'®^) 

203)  Siehe  auch  Eisensteins  Abb.  „Über  einen  allgem.  Satz,  welcher  das 
Additionsth.  für  ellipt.  Funkt.  aU  speziellen  Psll  enthält",  J.  f.  Math.  36  (1847), 
p.  137  oder  „Math.  Abh.",  p.  197. 

204)  „Über  die  Difterentialgl.,  welchen  der  Zähler  und  der  Nenner  bei  den 
ellipt.  Transformationsformeln  genügen",  J.  f.  Math.  86  (1847),  p.  147  oder  „Math. 
Abh.",  p.  207. 

206)  J.  f.  Math.  36  (1847),  p.  163  oder  Eisensteins  „Math.  Abh.",  p.  213. 
206)  Bereits  zwei  Jahre  vor  Eisenstein  ist  das  Produkt  (166)  für  y  —  0  von 
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Demgegenüber  sind  in  §  5  der  genannten  Arbeit  die  später  von 
Weierstraß  mit  ^  und  p  bezeichneten  Funktionen  vollständig  vorweg- 
genommen, in  ihrer  gegenseitigen  Beziehung  untersucht  und  als  ellip- 
tische Funktionen  erkannt.  Eisenstein  benutzt  hier  zur  Erzeugung 
elliptischer  Funktionen  in  der  Gestalt  doppelt  unendlicher  Summen 
aus  rationalen  Gliedern  ein  Prinzip,  das  später  (von  einer  unvresent- 
lichen  Änderung  abgesehen)  von  H.  Poincare^"^)  allgemein  zur  Er- 
zeugung automorpher  Funktionen  verwendet  wurde.  Ei&enstein  setzt 
unter  Benutzung  der  Abkürzung  am  -{-  ßn  ===  w: 

Die  beiden  Reihen  ((2,  x)  —  (2*,  0))  und  (3,  rr),  wo  im  ersten  Falle 
durch  den  Stern  angedeutet  sein  soll,  daß  die  Kombination  m  =  0^ 
w  ==  0  bei  der  Summierung  auszulassen  ist,  liefern  im  wesentlichen 
die  Funktionen  fp  und  p.  Durch  geschickte  Benutzung  einiger  ein- 
facher algebraischer  Identitäten  ergibt  sich  die  Relation  zwischen  bei- 
den Funktionen  in  der  Gestalt: 

(169)  (3,  X)'  =  ( (2,  X)  -  (2*  0) ) » -  15  (4*  0)  { (2,  x)  -  (2*  0) } 

-f-10{c-(2*0)(4*0)} 
oder  auch: 

(170)  (3,:.)'=  j(2,«)_(2,|)){(2,;r)-(2,|)){(2,*)-(2,^i)l. 
Die  aus  (168)  sich  ergebende  Relation: 

(171)  ^^)==_^(^4.1,^) 
liefert  insbesondere: 

(172)  dUM^rM  ^  _  2(J^  ^). 

Schreibt  man  abkürzend  (2,.x)  —  (2*,  0)  =  y{x)  und  setzt  y  (|)  ==  a, 

Cayley  in  der  Abh.  „Memoire  but  les  fonct.  doubl,  p^riod.",  J.  d.  Math.  10  (1845), 
p.  386  bearbeitet  und  zur  Begründung  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
benutzt.  Die  bedingte  Konvergenz  des  Produktes  erfordert  die  Vorschrift  eines 
Gesetzes,  nach  dem  die  ganzen  Zahlen  m,  w  ins  Unendliche  zunehmen.  Grund- 
lage der  Untersuchung  wird  die  Tatsache,  daß  bei  Abänderung  jenes  Gesetzes 
der  Wert  des  Produktes  sich  um  einen  Exponentialfaktor  ändert,  dessen  Exponent 
eine  ganze  Funktion  zweiten  Grades  von  x  ist. 

207)  Vgl.  den  Art.  II B  4  Nr.  22.  S.  auch  die  in  ihrem  zweiten  Kapitel  an 
Eisenstein  sich  anschließende  Dissertation  von  A.  Hurwitz,  „Grundlagen  einer 
independ.  Theor.  der  eil.  Modulf.  usw.",  Math.  Ann.  18  (1881),  p.  528. 
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3/  (0  =  a\  y  ("  t  0  =  «"'  '^  ^^^^^  *^'  <^^^^> 

<173)  (^y)'  =  4(j,  -  a)  (y  -  a')  {y  -  a"), 

womit  der  Anschluß  an  das  Integral  erster  Gattung  gewonnen  ist. 

IV.  Orundlageii  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  nach 
neuereu  Anschauungen. 

Während  in  den  Entwicklungen,  welche  als  unmittelbare  Fort- 
setzung der  ursprünglichen  Untersuchungen  von  Ahel  und  Jacobi  zu 
gelten  haben,  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  vielfach  in 
immer  kompliziertere  analytische  Rechnungen  verwickelt  wurden,  hat 
dieselbe  etwa  seit  den  sechziger  Jahren  des  vorigen  Jahrhunderts 
durch  Auftreten  neuer  Auffassungen  eine  Gestalt  angenommen,  die 
ihre  wahre  Einfachheit  erkennen  ließ  und  nunmehr  wohl  als  dauernd 
vorherrschend  angesehen  werden  darf.  Grundlegend  waren  in  dieser 
Hinsicht  einerseits  die  Arbeiten  Riemanns  „Grundlage  für  eine  all- 
gemeine Theorie  der  Funkt,  einer  ver'anderl.  komplexen  Größe"  ^^)  und 
„Theorie  der  Abelschen  Funktionen".  ^*^)  Riemann  selbst  hat  die 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  seit  dem  Winter  1855/56  wieder- 
holt in  Vorlesungen  behandelt,^^")  Andererseits  brachte  Weiersiraß, 
welcher  bereits  im  Jahre  1840  eine  Untersuchung  über  elliptische 
Funktionen  angestellt  hatte  ^^^),  die  Theorie  dieser  Funktionen  seit  dem 

208)  Gott.  Diss.  1851,  abgedr.  in  Riemanns  „Gesammelt,  mathem.  Werken", 
herausg.  von  //.  Weber  (Leipzig  1876),  p.  1. 

209)  „J.  f.  Math."  64  (1867)  oder  Riemanns  „Werke"  p.  81. 

210)  „Ellipt.  Funkt.",  Vorles.  von  B.  Riemann,  mit  Zusätzen  herausg.  von 
jgr.  Stahl,  Leipzig  1899. 

211)  „Über  die  Entwicklung  der  Modularfunktionen",  teilvsreiae  veröflFentl. 
m  J.  f.  Math.  52,  p.  340  ff.,  vollständig  in  Weierstraß'  „Mathematischen  Werken" 
1  (Berlin  1894),  p.  1.  Die  Arbeit  schließt  sich  in  Benennungen  und  Bezeich- 
nungen an  Gudermann,  den  Lehrer  Weierstraß\  an;  es  gilt,  die  Bemerkung 
Abela  (im  „Precis",  J.  f.  Math.  4,  p.  244),  die  Funktion  X{u)  (=  an  m)  könne  als 
Quotient  zw^eier  beständig  konvergenten  Reihen  dargestellt  werden,  weiter  zn 
verfolgen.  Weierstraß  gelangt  zu  den  später  von  ihm  zu  JChren  von  Abel  durch 
Ali{u),  Al^{u),  Alf{u),  Ahu)  bezeichneten  Reihen: 

.^(i*)  =  w-(l  +  *^|j  +  (l  +  *^*  +  «;*)5'j . 

4/,  (H)  =  1  -  ^' -f- (1  + 2  P)  ^ *  -  (1 -f  6  fc »  4- 8  ft*)  I' +  . . . , 
^i,(M)=^-l-fc»|^-f<8Ä;«4-A:0^-(8Ä«-f-6*«-f-A;«)g'  +  ..., 
^Z  (w)  =  1  -  2Ä;»  ^^ -f  8(A»+ **)  1^  -  (82t« -f  68*«  4- 32*«)  1^  +  •  •  •. 
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Winter  1862/63  in  seinen  Berliner  Vorlesungen^^')  in  einer  grundsätz- 
lich neuen  Gestalt  zum  Vortrage.  In  der  1882  erschienenen  Abhand- 
lung „Zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen"^")  setzt  Weierstraß 
die  Grundlagen  seiner  neuen  Gestalt  der  Theorie  als  bekannt  voraus; 
jedoch  ist  diese  Gestalt  durch  Weierstraß  selbst  der  Allgemeinheit 
nicht  zugänglich  gemacht.  Ersatz  wurde  geschaffen  durch  die  seit 
1881  bogenweise  erscheinenden  „Formeln  und  Lehrsätze  zum  Ge- 
brauche der  elliptischen  Funktionen"-^*);  auch  die  „Theorie  der  analy- 
tischen Funktionen"  von  0.  Biermann^^^)  trug  zur  Verbreitung  der 
Weierstraßschen  Theorie  bei.  In  einer  systematischen  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  hat  die  WeierstraßBc}\Q  Darstellung  ihren  Platz 
vor  der  Jaco&ischen.  Die  Beziehung  beider  Darstellungen  zueinander 
findet  in  der  von  Klein  auf  Grund  gruppentheoreti acher  Erwägungen 
aufgestellten  „Stufentheorie"  ihren  klarsten  Ausdiuck^'^);  die  von  Klein 
vertretene  Auffassung  eröffnet  zugleich  den  Ausblick  auf  eine  Kette 
stufenweise  angeordneter  Darstellungen  der  fraglichen  Theorie,  unter 
denen  diejenigen  von  Weierstraß  und  Jacohi  die  beiden  ersten  Glieder  sind. 

46.  Zweiblättrige  Riemannsche  Flächen  mit  vier  Verzv^ei- 
gungspunkten ;  Verzweigungsform.  Über  der  Ebene  (oder  Kugel)  der 
komplexen  Variabelen  z  lagere  eine  zweiblättrige  Riemannsche  Fläche 
F^  mit  vier  Verzweigungspunkten  bei  z  =  e^^\  e^^\  e!^^\  ^'^K  I\  stellt 
ein    dreifach    zusammenhängendes    Gebiet    dar^^')    oder   ist   eine  Rie- 


doren  Quotienten  die  doppeUperiodischeu  Funktionen  sind : 

Al(u)  '  Äl{u)  Al{u) 

über  die  Beziehung  der  Funktionen  Al^iu),  ...  m  den  vier  Jaeobiachen 
Thetafunktionen  vgl.  man  diß  §§  6 ff.  der  Weierstraßschen  Abhandlung. 

212)  Vgl.  E.  Lampe,  „Gedächtnisrede  auf  K.  Weierstraß",  Jahrftab.  d. 
Deutsch.  Math.  Ver.  von  1897  p.  40. 

213)  Berl.  Her.  vom  27.  April  1882  oder  Weierstraß,  „Werke"  2,  p.  246. 

214)  Nach  Vorles.  und  Aufzeichn.  des  Hrn.  A'.  Weierstraß  bearb.  u.  herausg. 
von  H.  A.  Schwarz,  Göttingen  1881  ff.  (bis  1885  sind  12  Bogen  erschienen);  2.  Aufl. 
1.  Abt.  18U.3  in  Berlin  bei  Springer  erschienen;  eine  französ.  Übersetzung  be- 
sorgte M.  11.  Pade,  Paris  1894. 

215)  Leipzig  1887;  s.  insbes.  den  ersten  Abschn.  des  7.  Kapitels. 

216)  S.  Klcina  Abhandlgn.  „Über  unendl.  viele  Normalf.  des  ellipt.  Int. 
erster  Gattg.",  Münch.  Ber.  von  1880  oder  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  183;  „Zur 
Theorie  der  ellipt.  Funkt,  «ter  Stufe",  Leipz.  Ber.  von  1884,  p.  61;  „Über  die 
ellipt.  Normalkurven  der  w*«»  Ordnung  und  zugeh.  Modulf.  der  n^^  Stufe", 
Leipzig  Abh.  13  (1885),  p.  339.  Vgl.  auch  Klein-Fricke,  „Vorles.  über  Modulf." 
2  (Leipzig  1892),  p.  1. 

217)  Vgl.  das  Ref.  IIBl  Nm.  11  u.  22  sowie  IIB  2  Nr.  4. 
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mftnnsche  Fläche  vom  Geschlechte  1;  sie  wird  durch  einen  Rückkehr- 
schnitt und  einen  Tom  einen  Ufer  dieses  Schnittes  zum  gegenüber- 
liegenden Uferpunkt  führenden  Querschnitt  in  einen  einfach  zusam- 
menhängenden Bereich  verwandelbar.*^*)  Diese  beiden  Querschnitte 
stellen  auf  F^  zwei  geschlossene  Wege  W^  und  TFj  dar,  die  sich  bei 
stetiger  und  ohne  Zerreißen  vor  sich  gehender  Umformung  nicht  auf 
Punkte  zusammenziehen  lassen.  Durch  solche  Umformung  ineinander 
überführbar^  Wege  mögen  als  nicht  verschieden  angesehen  werden. 
Dann  gilt  der  Satz:  Aus  einem  ersten  von  einem  Anfangspunkte  A 
zu  einem  Endpunkte  E  der  Fläche  F^  führenden  Wege  geht  jeder  an- 
dere diese  Punkte  verbindende  Weg  hervor,  indem  man  dem  ersten  Wege 
vor  Erreichen  von  E  eine  Anzahl  von  Wegen  W^  und  W^  einhängt, 
und  zwar  etwa  m^  Wege  W^,  m^  Wege  W^f  dann  wieder  m/  Wege 
W"j,  m^  Wege  W^  usw.  Die  m  sind  dabei  irgendwelche  ganze  Zahlen, 
wobei  ein  negativer  Wert  m^  bedeutet,  daß  W^  in  der  der  erst  ge- 
wählten Richtung  entgegengesetzten  Richtung  ( —  m^  Male  zu  durch- 
laufen sei.*^^) 

Zur  Einführung  homogener  Schreibweise  setze  man: 

(174)  z^z^:z^,      eW  =  ei«:e8« 

Dann  ist: 

oder  in  ausmultiplizierter  Gestalt: 

(176)  f{0„  2,)  ==  a  V  +  ^W^i  +  Qcz^^^i^  +  4£?^i^2*  +  «^2* 

eine  biquadrätische  binäre  Form,  deren  vier  Nullpunkte  die  Verzwei- 
gungspunkte von  Fj,  sind;  sie  heiße  die  „Verzweigungsform"  der  Rie- 
mannschen  Fläche.^**) 

47,  Normalgestalten  der  Verzweigungaform.  An  sich  könnte 
statt  F^  jede  auf  F^  birafcional  bezogene  Riemannsche  Fläche  JP^,  die 
also  insbesondere  auch  das  Geschlecht  1  hat,  aln  Grundlage  dienen. 
Statt  beliebiger  birationaler  Transformationen  sollen  hier  indes  nur 
lineare : 

(177)  z.'^^az.  +  ße,,      <«y^i  +  *^a 

218)  S.  das  Kef.  IIB  2  Nr.  6. 

219)  S.  Klein,  „Über  Riemanns  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  und 
ihrer  Integrale"  (Leipzig  1882),  wo  F^  durch  eine  dieselben  Zusammenhangsver- 
hältnisse  darbietende  Biugääche  ersetzt  ist. 

220)  Unter  den  Lehrbüchern  haben  L.  Koenigsbergera  „Vorlesungen  über 
die  Theor.  d.  ellipt.  Funkt."  (Leipzig  1874)  zum  ersten  Male  die  Riemannschen 
Flächen  konsequent  zur  Grundlage  genijnimen. 
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betrachtet  werden,  und  zwar  in  der  Absicht,  der  Verzweigongsform 
einfache  Normalgestalten  zu  verleihen.  Die  Invariantentheorie  der  bi- 
quadratischen binaren  Formen  gibt  hierzu  die  Handhabe.*^*)  Übrigens 
sei  daran  erinnert,  daß  in  der  alteren  Theorie  die  Herstellung  der  frag- 
L'ohen  Normalgestalten  keineswegs  nur  mittelst  linearer  Transfor- 
mationen geschieht;  so  ist  z.  B.  nur  die  zweite  der  in  Nr.  6  erwähnten 
von  Legendre  angewendeten  Transformationen  linear,  die  jBermifesche 
Transformation  (146)  in  Nr.  41  ist  vom  vierten  Grade. 
Schreibt  man  zur  Abkürzung: 

(178)  CiOcjW  —  ea^e^W  «  (i,  k) , 
so  hat  man  in: 

(179)  JL=»(1,2).(3,4),    ^  =  (1,3).  (4,2),    C  «=  (1, 4)  •  (2,  3) 

die  einfachsten  irrationalen  Invarianten;  sie  genügen  der  Gleichung: 

(180)  ^  +  5-1-0  =  0. 

Die  negativ  genommenen  sechs  Quotienten  der  A^B,  C  sind  abso- 
lute Invarianten  und  stellen  die  sechs  Gestalten  des  „Doppelverhält- 
nisses" der  vier  Verzweigungspunkte  e  dar.   Aus  einer  ersten  Gestalt; 

(181)  -i-^ 

dieses  Doppelverhältnisses  stellen  sich  mit  Rücksicht  auf  (180)  alle 
sechs  Gestalten  wie  folgt  dar: 

(182)  A,    p    -=-,    ^-3^,    ~~-^,     1-A. 

Bei  Vertauschungen  der  Linearfaktoren  in  (175)  erleiden  die 
A,  B,  C  einfache  Transformationen,  aus  denen  hervorgeht,  daß  die 
drei  Differenzen: 

(183)  A^'B—C,    B  =  C— ^,     r=^A--B 

gerade  die  sechs  möglichen  Permutationen  erfahren.  Da  deren  Summe 
verschwindet,  so  sind  ihre  einfachsten  symmetrischen  Verbindungen: 

Bf  +  TA  +  AB,       ABT; 

sie  sind  bis  auf  numerische  Faktoren  die  in  (144)  Nr.  41  erklärten 
beiden  rationalen  Invarianten  i  und  j,  für  welche  wir  fortan  die  seit 


221)  Vgl.  die  Lehrbücher  der  Invariantenth.  z.  B.  A.  Clebsch,  „Theorie  der 
binären  algebraischen  Formen"  (Leipzig  1872),  p.  134;  weitere  Ausfahrungen  zu 
den  Angaben  des  Textes  bei  Klein-Fricke,  „Vorlea.  über  Modulfunkt"  l  (Leipzig 
1890),  p.  4  fl^ 
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Weierstraß  gebräuchliche  Bezeichnung: 

1^2  =  ae  —  4:hd  -{-  3c*, 
^        '  \(f^  =  ace  -\-  2hcd  —  ad^  —  h^e  —  c' 

benutzen.    Die  Diskriminante: 

(B  —  r)  (r  ~  A)  (A  —  B)  ==  —  21  ABC 

ist  eine  rationale  ganze  Funktion  von  g^  und  g^]  man  findet  dieselbe 
in  der  Gestalt  dargestellt: 

(185)  A  =  g,'~21g,\ 

Als  absolute  rationale  Invariante  wählt  man  die  durch: 

(186)  J-=^^',      J-_l  =  ^^ 
oder: 

(187)  J:J-1:1=^/:27^3^A 
gegebene  Größe  J. 

Zur  Gewinnung  einer  ersten  Normalgestalt  der  Verzweigungsform 
übe  man  eine  solche  Transformation  (177)  aus^^*),  daß  einer  der  Ver- 
zweigungspunkte nach  e  ==  <x>  fäUt,  während  die  drei  endlich  verblei- 
benden Werte  e  in  Summa  0  geben  soUen.  Demnach  ist  in  (176)  zu 
setzen  a  =  0  und  c  =  0,  und  man  nehme  der  Einfachheit  halber 
&  ==  1.  Die  Eintragung  dieser  Werte  in  (184)  liefert  g^t=  —  4,d, 
g^=  —  e;  die  erste  Normalgestalt  der  Verzweigungsform  ist  also: 

(188)  f{0,,  2,)  =  ^tiW  — 9,^1^2' -9s^i')- 

Zu  einer  zweiten  Normalform  führt  eine  Substitution  (177), 
welche  die  Verzweigungspuukte  ^^\  e^%  c^*)  nach  ^r  ==  0,  1,  00  verlegt; 
dementsprechend  ist  zu  setzen: 

(189)  c,(i)==0,    6^1)  =  1,    e,(2)==l,    e,(2)  =  l,    e/*)  =  l,    e,^'^=0 

Die  Eintragimg    dieser  Werte   in   (179)   gibt   Ä  =  CjW    B  =  —  e^^^^ 
und  damit  als  zweite  Normalgestalt  der  Verzweigungsform: 

(190)  f{z, ,  z^)  =  z^{z^  —  z,)  {Äz,  +  Bz,)  z,. 

Zu  einer  dritten  Normalgestalt  gelangt  man  so:  Es  gibt  vier  wesent- 
lich verschiedene  Transformationen  (177)  einer  Form  f{z^,z^  in  sich; 
drei  unter  ihnen  vertauschen  die  vier  Punkte  e^*)  in  den  drei  mög- 
lichen Arten  von  Paaren,  als  vierte  Transformation  ist  die  identische 


222)  Die  Substitutionen  (177)  stellen  diejenigen  Transformationen  der  i- 
Ebene  in  sich  dar,  welche  Ä.  F.  Möbius  als  „Kreisverwandtachaften"  bezeich- 
nete; s.  Leipzig  Abb.  2  (1856),  p.  .529  oder  Möbius'  „Werke"  2  (Leipzig  1886), 
p.  243. 
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mitgezählt.  Diese  vier  Substitutionen  bilden  eine  „Vierergruppe"  *^') 
und  können  durch  lineare  Transformation  auf  die  Gestalt  gebracht 
werden: 

(191)  ^i'="  i-ä^i»  V=  ^2    ^^^    ^i=d:^2f^2='^i' 

Damit  die  Form  (176)  durch  die§e  vier  Substitutionen  in  sieh  über- 
geführt wird,  ist  erforderlich  a  ==  e,  h  =  d  =  0-^  man  kann  sie  als- 
dann auch  so  schreiben: 

(192)  f{0„  z,)  =  {n,W-i^x'h')  (f^tW-f^^W), 

womit  die  dritte  Normalgestalt  erreicht  ist.^^*) 

48.    Die  algebraisohen  Funktionen  und  Integrale  der  Fläche 
JPj.    Setzt  man 

(193)  w  =  Vfii^T)  =  ya^'-fihz^+~6c2^4d0~^e, 

80  ist  jede  rationale  Funktion  von  tv  und  z  auf  der  Fläche  F^  ein- 
deutig und  nur  mit  polaren  Unstetigkeitspunkten  behaftet,  und  um- 
gekehrt ist  jede  solche  Funktion  der  F^  als  rationale  Funktion  B(w,  z) 
darstellbar.  Hat  die  einzelne  solche  Funktion  auf  F^  m  einfache  Null- 
punkte, so  nimmt  sie  jeden  komplexen  Wert  genau  m  Male  an  und 
heißt  m- wertig.  Die  niederste  auftretende  Wertigkeit  ist  m  ==  2;  ein- 
wertige Funktionen  jR(^t',  z)  existieren  auf  der  F^  nicht.^^")  Je  zwei 
unter  den  auf  F^  eindeutigen  algebraischen  Funktionen  B{w,  z)  sind 
durch  eine  algebraische  Relation  aneinander  gebunden. 
Ein  Integral  einer  algebraischen  Funktion  von  F^: 

(194)  J{z)=Jll{w,z)dz, 

wo  im  Argument  links  und  in  den  Grenzen  rechts  z,  Zq  nicht  nur 
Werte  z,  sondern  bestimmte  Stellen  auf  F^  bedeuten  sollen,  kann 
neben  polaren  auch  logarithmiache  Unstetigkeitspunkte  aufweisen. 
Fehlen  die  letzteren,  so  ist  die  Vieldeutigkeit  von  J  leicht  angebbar. 
Das   Integral   möge    über    die    beiden    geschlossenen   Wege  W^   (vgl. 

223)  S.  das  Ref.  IB3f  Nr.  2. 

224)  Berechnet  man   nach  (184)  die  Invarianten  </,,  g^  fflr  die  Form  (192) 

und  trägt  die  gewonnenen   Ausdrücke  in  (187)  ein,  so  erscheint  ^  =  —  durch 

^« 
eine  Gleichung   24»ten  Gradea  an  J  gebunden,   welche  als  „Oktaedergleichung" 

bezeichnet  wird  (vgl.  Ref.  I  ß  1  Nr.  6  und  I B  3  f  Nr.  2,  wo  die  Literatur  genannt 
ist).  Abel  gibt  bereits  die  24  Gestalten  von  (i  bzw.  die  6  Gestalten  von  (i.*;  vgL 
^, Werke"  I,  p.  469. 

225)  Vgl.  das  R«f.  II B  1  Nr.  12  und  ü  B  2  Nrn.  8  u.  24. 
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Nr.  46)  ausgedehnt  werden  und  dabei  die  beiden  Werte: 

(195)  f^B{w,,)dz^P, 

liefern.  Ändert  man  daraufhin  nach  Nr.  46  den  Integrationsweg  von 
^0  nach  e  durch  Einhängung  von  Wqgen  TFj  und  Wegen  TT,  ab  und 
kommen  in  Summa  m^  Wege  W^  und  m,  Wege  TFj  zur  Verwendung, 
so  gelangt  man  an  Stelle  von  J{0)  zum  Integral  werte: 

(196)  J'(^)  =  J(e)  +  %A  +  fn,P,; 

Pi  und  Pj  heißen  die  Perioden  des  Integrals  J(e).  Liegen  auch  log- 
arithmische Unstetigkeitspunkte  vor,  so  kommen  noch  weitere  den 
Umläufen  um  diese  Punkte  entsprechende  „Perioden"  hinzu. 

Die  von  Eiemann^^^)  allgemein  für  die  „Abelsche  Integrale"  (vgl. 
IIB 2  Nr.  11)  durchgeführte  Einteilung  in  drei  Gattungen  entspricht 
im  wesentlichen  der  seit  Legendre  bei  den  elliptischen  Funktionen  be- 
folgten Sprechweise.  Die  Reduktion  eines  beliebigen  Integrals  (194) 
auf  Integrale  der  drei  Gattungen  findet  man  in  den  Lehrbüchern  der 
elliptischen  Funktionen.^^'')  Diese  Reduktion  kann  entweder  mit  Hufe 
der  allgemeinen  von  Riemann  eingeführten  fnuktionentheoretischen 
Schlußweise  ausgeführt  werden,  wobei  insbesondere  die  Periodeneigen- 
schaften unserer  Integrale  mit  in  Betracht  kommen,  oder  aber  durch 
algebraische  Umformung  von  P(^e;,  e),  wo  alsdann  solche  additiven 
Bestandteile,  welche  algebraische  Funktionen  der  P,  oder  Logarith- 
men rationaler  Funktionen  von  e  sind,  als  elementar  abgespalten 
werden.  Genau  an  die  Riemannachen  Festsetzungen  schließt  sich 
folgende  Einteilung  an: 

I.  Das  bis  auf  eine  multiplikative  und  eine  additive  Konstante 
eindeutig  bestimmte,  auf  Pj  überall  endliche  „Integral  erster  Gattung": 

(197)        r^  =  f-^ ^^^___ 

II,  Die  „Integrale  aweiter  Gattung*',  deren  einzelnes  einen  ein- 
zigen an  irgendeiner  Stelle  der  Pj  gelegenen  Pol  erster  Ordnung  hat 
und  4urch  diesen  Pol  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  und  ein  ad- 
ditives Integral  erster  Gattung  bestimmt  ist.  Je  zwei  solche  Integrale 
zweiter  Gattung  lassen  sich  mittelst  des  Integrals  erster  Gattung  und 
algebraischer  Funktionen  der  Pg   aufeinander  reduzieren;  z.  B.  kann 


226)  „Theor.  der  Abelschen  Punkt."  erste  Abt,  Nr.  4,  J.  f.  Math.  54  (1867) 
oder  Eienuinns  „Werke"  p.  9Ä. 

227)  Z.  B.  Briüt-Bmquet,   2.  Aufl.,   p.  417  £F.;    Komigsberger   1,   p.  242  ff.; 
Weher  p.  2iJ;  Burkhardt  p.  16  ff. 
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man  in  dieser  Weise  alle  Integrale  zweiter  Gattung  reduzieren  auf  das 
Integral: 

V        ^      J  lz  —  e^^^)w  ^  J  \z  _  gd))  j7^« '-Piftä» 4-  ^cz}^\dT^~t ' 

dessen  Pol  im  Verzweiguugspunkte  (P^^  liegt. 

UL  Die  j^tegrale  dritter  Gattung'',  deren  einzelnes  an  irgend 
zwei  Stellen  der  JPj  logarithmisch,  unstetig  wird  und  hierdurch  bis 
auf  einen  konstanten  Faktor  und  ein  additives  Integral  erster  Gattung 
eindeutig  bestimmt  ist.  Liegen  die  Unstetigkeitspunkte  auf  der  F<^ 
an  der  von  einem  Verzweigungspunkte  verschiedenen  Stelle  z  ^  a 
übereinander,  so  gelangt  man  zur  Darstellung: 

n99>)       r  ^'     -  r jf 

Ji^  —  ")'^       J  {z—a)yaz*  +  4.hz*  +  6cz'-\-4dz-\-e 

49.  Gestalten  der  Normalintegrale.  Den  in  Nr.  47  eingeführten 
Normalgestalten  der  biquadratischen  binären  Form  f(ei,e^)  entsprechen 
die  gebräuchlichen  „Normalintegrale",  Die  der  ersten  Gestalt  (188) 
Nr.  47  entsprechenden  Normalintegrale: 

(200)  r-=_^-.==.    C- '-^ r ^' 

^  ^  J  V*z»-g,z-g^'  J  Vi^-9t^-9»*  J  C^-«) V'A^'-ö't^-^s 
kommen  zwar  schon  bei  Hermite  (vgl.  Nr,  41)  und  Eisenstein  (vgl. 
Nr.  45)  vor,  werden  indes  nach  Weierstraß  benannt,  weil  sich  dessen 
Darstellung  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  auf  diese  Inte- 
gralgestalten gründet.  Der  Pol  des  Integrals  zweiter  Gattung  liegt  im 
Verzweigungspunkte  ;p  =  oo. 

Führt  man  in  der  zweiten  Normalgestalt  (190)  Nr.  47  nach  (181) 
Nr.  47  das  Doppel  Verhältnis  X  ein,  so  erscheinen  als  Normalintegrale 
der  drei  Gattungen: 

V  V^i-'^Xi-i^)' J/^(i--«)(i-'^^')' J(«-«)V'^(i-^)(i 

wo  bei  der  zweiten  Gattung  der  Pol  wieder  in  dem  Verzweigungspunkte 
«  =  00  gelegen  ist.  Diese  Normalintegrale  sollen  nach  Miemann  be- 
nannt werden,  da  sie  in  dessen  Vorlesungen  (vgl.  Note  210)  zugrunde 
gelegt  sind,  wenn  dieselben  natürlich  auch  bereits  früher  gelegentlich 
auftreten. 

Die  Legendreschen  Normalintegrale  sollten  eigentlich  von  der 
dritten  Normalgestalt  (192)  Nr.  47  aus  eingeführt  werden.  Indessen 
gelangen  wir  tatsächlich  zu  den  von  Legendre  eingeführten  Integralen, 
indem  wir  die  Riemannschen  Integrale  durch  die  nicht  mehr  lineare 
Transformation  e  =«=  e'*  umformen.   Ein  hierbei  auftretender  Faktor  2, 


Tz)' 
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dessen  eigentliche  Bedeutung  unten  hervortritt,  werde  unterdrückt; 
indem  übrigens  cc  =^  ß^  gesehrieben  und  für  z  wieder  z  gesetzt  wird, 
ergeben  sich  die  Legendreschen  Normalintegrale: 


dz 


50.  Abbüdung  der  PlSclie  F,  durch  das  Integral  erster  Gat- 
tung. Obschon  die  Abbildung  der  Riemannschen  Fläche  F^  durch 
das  Integral  erster  Gattung  der  wichtigste  Schritt  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  ist,  wird  dieser  Gegenstand  in  den  Lehrbüchern 
nicht  mit  der  nötigen  Gründlichkeit  behandelt.*^«)    Als  Integralgestalt 

benutzen  wir  die  Weierstraß- 
sche,  da  dieselbe  die  „rationalen" 
Invarianten  q^,  g^  enthält;  die 
drei  im  Endlichen  liegenden 
Verzweigungspunkte  seien  e^, 
e^y  Cj  mit  der  Relation  c^  -f-  e^ 
-j-  Cj  «=  0.  Es  mögen  zunächst 
weder  c, ,  e,,  e,   in   einer  Ge- 


yt 


ny  ^i)  ^8 


raden  liegen,  noch  auch  zwei 
unter  den  drei  in  Fig.  1  mit 
Oj,  ttj,  a,  bezeichneten,  am 
Nullpunkte  liegenden  Winkeln 
einander  gleich  sein.  Die  In- 
dizes seien  so  verteilt,  daß  a^ 
yv,f  der    größte  '\(Vinkel    ist.     Die 

fig  i  drei   in   der  Figur  stark  aus- 

gezogenen Geraden  von  c^ ,  e^ ,  e^ 
nach  oo  mögen  zunächst  als  Verzweigungsschnitte  dienen.  Die  drei 
mit  Wt  bezeichneten  Wege  soUen  nach  außen  hin  mittelst  eines  Um- 
laufs um  den  Punkt  oo  geschlossen  sein.  Über  W^  in  der  Pfeilrichtung^ 
ausgedehnt  möge  das  Integral  den  Betrag  C3<  liefern;  dann  gilt: 
(203)  «1  +  ö,  +  ©3  =  0. 

Das  Integral  erster  Gattung  selbst  sei  endgültig  erklärt  durch: 

^  r ds 


(204) 


wobei  die  Wurzel  als  eindeutige  Funktion  in  der  F^  definiert  sein  soll. 

228)  Einwurfsfreie  Ergebnisse  lassen  sich  jedoch  ans  der  allgemeineren 
Zwecken  dienenden  Abhandl.  von  Schwarz,  „Konforme  Abbild,  der  Oberü.  eines 
Tetraeders  auf  die  Oberfl.  einer  Kugel",  J,  f.  Math.  70  (1868),  p.  121  oder  „Werke" 
2,  p.  84  entnehmen. 
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Das  einzelne  etwa  obere  Blatt  der  i^g  soll  jetzt  zunächst  auf  die 
«-Ebene  abgebildet  werden.  Durch  die  drei  vom  Nullpunkt  0  aus- 
gehenden Strahlen  Oe^oo,  Oe^^oo,  Oe^<X)  wird  dasselbe  in  die  durch 
(«i),  («o)?  («3)  zu  bezeichnenden  Bereiche  zerlegt,  von  denen  der  zum 
größten  Winkel  gehörende  dritte  Bereich  (a^  zunächst  abgebildet  werde. 
Im  Innern  von  («g)  ist  u  überall  endlich  und  eindeutig  und  bildet  die 
Umgebung  jeder  Stelle  konform  auf  die  Umgebung  der  entsprechen- 
den Stelle  u  ab.  Bezeichnet  man  mit  A{z)  die  Amplitude  der  kom- 
plexen Zahl  Zy  so  ist  A{dz)  längs  des  Randes  ooe^O  konstant;  ferner 
ist  A{{ß  —  eg)"^)  längs  00 gg  und  auch  längs  e^O  konstant,  längs  der 
letzteren  Strecke  aber  um  ^  kleiner  als  längs   der  ersteren.    Endlich 

nimmt  die  Amplitude  A[{2  —  ^i)~^(<2f  —  ««)~i]  längs  00 e^  beständig 

und  stetig  ab  und  ändert  sich  um  den  Gesamtbetrag    »-^-i     Indem 

man  den  Rand  Oe■^(x>  von  («g)  entsprechend  behandelt,  ergibt  sich 
als  Abbild   von    («g)   ein   schlichtes  Viereck    der   m- Ebene   mit   den 

Ecken  0,  -',  m(0),  —  ^  und  den  Winkeln  ^,  |,  «g,  -|,  dessen  Sei- 
ten durchweg  nach  außen  konvex  sind;  die  Gesamtbiegung  der  beiden 
Seiten   (O?  y),  (^*jW(0)j    ist    --""--,    die  der  beiden  anderen  Seiten 

aber  —~~' 

Zieht  man  im  erhaltenen  Viereck  die  Geraden  (0,  y)>  ir}} — '«/ 
und  l — -^i  Oj,  wie  in  Fig.  2,  so  bilden  dieselben 

ein  spitzwinkliges  Dreieck  der  Seitenlängen  ^|cjj|,  ^„^-— —^ 

^1  Oj  i,  ^1  ojgl.    Es    gelten    demnach    die   drei  ün-        fulo)      y 
gleichungen:  /  / 

(205)  WA'^\^,?>\^^\'•  l    / 
Schreibt  man  für  den  Quotienten  o  der  beiden  Pe-     u'' 
rioden  cajjco^  unter  Trennung  des  reellen  und  ima       1«^^^^^-^=^ 

ginären  Bestandteils:  ** 

Fig.  2. 

(206)  ^^  =  CD  =  I  -h  iri, 

so  gilt  infolge  der  Fig.  2  erstlich  7;  >  0,  weiter  liefern  die  Unglei- 
chungen (205)  die  neuen  Gestalten: 

(207)  _1<|<0,      |».^,^2  4_|>o, 

so  daß  der  Wert  ©  in  der  |,i?-  pdej  cd -Ebene  seinen  Bildpunkt  inner- 
halb des  in  Fig.  3  eingegrenzten,   von   zwei  Halbgeraden  und  einem 


-^i 


256  n  B  3.   B.  FHcke.    Elliptische  Funktionen. 

Halbkreise  eingeschlossenen  dreieckigen  Bereiches '*•)  findet.  Übrigens 
folgt  aus  «5  >  «j,  Oj  >  Oj,  wie  man  durch  Kontinuitätsbetrachtung 
zeigt, 

I  ö),  I  >  I  ©1 1     und     I  (Dg  I  >  1 0),  I 
oder: 

(208)  2g  +  l>0,      g>+^»+2|>0, 

80  daß  der  Bildpunkt  von  o  des  näheren  in  demjenigen  Drittel  des 
eben  gewonnenen  Bereiches  liegt,  welcher  in  Fig.  3  schraffiert  ist. 

Es  soU  nun  eine  neue  und  endgültige  Zerschneidung  der  F^  vor- 
genommen  werden.    Man   bilde  die  Geraden  ( —  ^  ,  0)  und  l'^*- ,  o) 

des  Vierecks  Fig.  2  auf  (o,)  ab  und  findet  zwei  neue 
Linien  (c^,  oo),  (ßg,  oo^,  welche  man  an  Stelle  der 
bisherigen  Geraden  von  e^  und  e,  noch  <X)  als  Ver- 
zweigungsschnitte benutzen  darf.  Längs  dieser  beiden 
Linien  sollen  beide  Blätter  von  F^  durchschnitten 
werden.  Der  dritte  Verzweigungsschnitt  von  e^  nach 
cx>  darf  wie  bisher  gradlinig  beibehalten  werden; 
in  ihm  sollen  beide  Blätter  zusammenhängen.  Die 
so  zerschnittene  Fläche  F^  ist  einfach  zusammen- 
hängend; die  acht  Schnittufer  setzen  den  geschlossenen 
Rand  von  F^'  zusammen.  Das  Abbild  dieses  Randes  in  der  m- Ebene 
ist  das  geradlinige  Parallelogramm  der  Ecken  0,  — a^,  — Oj-f-Oj,  ojj; 
F^'  selbst  überträgt  sich  konform  auf  die  schlichte  Fläche  dieses 
Parallelogramms. 

Besondere  Fälle,  die  sich  sämtlich  durch  stetigen  Übergang  vom 
aUgemeinen  Falle  erreichen  lassen,  sind  erstlich  ag  =  «^  und  «3=0^,, 
wo  a  auf  den  Rand  2|  -}-  1  ==  0  bzw.  l* -{-  r)^-{-  2^  =  0  des  schraf- 
fierten Bereiches  tritt;  zweitens  der  Fall,  daß  e^,e^,e^  auf  einer  Ge- 
raden liegen,  wo  cj  auf  den  Rand  |  =  0  tritt  und  das  eben  gewon- 
nene Periodenparallelogramm  ein  Rechteck  wird.  Rücken  zwei  Ver- 
zweigungspunkte zusammen,  so  liegt  allemal  eine  Ausartung  vor, 
wobei  to  entweder  in  die  Spitze  0  des  fraglichen  Bereiches  oder  in 
die  „Spitze"  00  rückt. 

Gestattet  man  der  oberen  Grenze  e  im  Integral  (204)  freies  Über- 
schreiten der  beiden  angebrachten  Querschnitte,  so  wird  11(0)  unend- 
lich vieldeutig,  und  die  unendlich  vielen  „Zweige"  dieser  Funktion 
stellen  sich  nach  (196)  Nr.  48  in  demjenigen  Zweige  u,  mittelst  dessen 


22i»)  Die  beiden  Halbgeraden  |  —  0  nnd  §  -f  1  =  0  berühren   aich  in  der 
dritten  bei  o)  =3  00  liegenden  Ecke. 
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wir  F,'  auf  das  geradlinige  Parallelogramm  abbildeten,  in  der  Gestalt: 
(209)  m'  =  t*  -|-  wijüOj  -f-  Wg  öj 

<lar,  wo  ♦»!,  m,  alle  Paare  ganzer  Zahlen  durchlaufen.  Die  Abbilder, 
welche  alle  diese  Zweige  von  der  Fläche  F^  liefern,  sind  lauter  kon- 
gruente geradlinige  Parallelogramme,  welche  sich  in  der  a-Ebene 
glatt  aneinanderreihen  und  dieselbe  lückenlos  und  einfach  mit  einem 
„Parallelbgrammnetze"  bedecken.  Die  Eckpunkte  u  =  m^o^  -j-  »tjO, 
werden  als  „Gitterpunkte"  des  Netzes  bezeichnet.  In  jeder  Um- 
gebung des  Punktes  m  =  oo  finden  unendlich  viele  Parallelogramme 
Platz.«30j 

51.  Die  Funktionen  der  Fläche  F^  in  Abhängigkeit  von  u 
betrachtet.  Die  einfache  und  vollständige  Bedeckung  der  m- Ebene 
mit  dem  Parallelogrammnetze  ist  die  fundamentale  Tatsache  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen.    Des   näheren   gelten  die  Sätze: 

Ein  in  der  M-Ebene  gelegener  Weg  von  einem  Punkte  u  zu  einem 
homologen  Punkte  des  Netzes  überträgt  sich  auf  einen  „geschlossenen" 
Weg  auf  F^.  Ein  geschlossener  Weg  in  der  M-Ebene  liefert  auf  F, 
«inen  solchen  geschlossenen  Weg,  der  sich  ohne  Zerreißen  stetig  auf 
einen  Punkt  zusammenziehen  läßt. 

Verpflanzen  wir  die  Werte  der  Funktionen  der  Fläche  (vgl 
Nr.  48)  auf  die  u-Ebene,  so  ergeben  sich  die  Sätze:  Jede  algebrai- 
flche  Funktion  der  JF,  wird  eine  „eindeutige^'  Funktion  von  m  mit  den 
beiden  von  F^  gelieferten  Perioden  Oj,  o,.  Jede  so  erhaltene  doppelt- 
periodische Funktion  y(u)  von  u  ist  im  einzelnen  Periodenparallelo- 
^ramm  nur  mit  polaren  Unstetigkeitspunkten  behaftet  und  besitzt  an 
der  Stelle  m  =  oo  einen  wesentlich  singulären  Punkt.  War  die  alge- 
braische Funktion  auf  i^,  m- wertig,  so  nennen  wir  (p{u)  eine  »?- wer- 
tige doppeltperiodiache  Funktion;  sie  nimmt  im  Parallelogramm  jeden 
komplexen  Wert  m  Male  an. 

Einwertige  doppeltperiodische  Funktionen  existieren  nicht.  Eine 
zweiwertige  Funktion  (f{u)  wird  von  e  selbst,  eine  dreiwertige  Funk- 
tion von  w  geliefert;  dieselben  mögen  p{u)  und  ip(n)  heißen,  zwischen 
dienen  zufolge  (204)  die  Beziehungen  gelten: 

<210)    I  i^'^«)  -  ''Ä-  =  ^  >'^'**)  -  ^i)  ^^(**>  -  ^)  O^")  -  <)' 

XV'W  =  4f(«)'  —  9t^(^)  —  9z- 
Jede  unserer  doppeltperiodischen  Funktionen  (p(u)  ist  als  eine  ratio- 

230)  Zur  Versinnlichung  dieaea  Satzea  denke  man  in  bekannter  Weise  an 
ßtelle  der  Ebene  eine  Kugeloberfläche  aU  Trägerin  der  komplexen  Werte  «. 

KneyklojK  d.  niAth.  WiaMiuKb.    II  1.  17 
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nale  Funktion  von  p(u)  und  p'(w)  darstellbar: 
(211)  fp(u)  -=  R{p{u),  ^'(M)); 

irgend  zwei  dieser  Funktionen  (p(u),  ^'(n)  sind  durch  eine  algebraische 
Gleichung  verknüpft  ^"): 

(f:fl2)  F{(p{u),t(u))=^-0. 

Das  Integral  zweiter  Gattung  möge  gegenüber  (200)  Nr.  49  im 
Zeichen  gewechselt  werden  und  danach: 

(213)  ^-~f,/,  .'""—- 

genannt  wcrdcv ;  die  Wtihl  der  lutegititio») {'konstanten  sei  vorbehalten. 
Als  Funktion  von  u  niuiuit  t  die  Gestalt  an: 

(214)  t(»)'---~ß>{u)dti 

und  erweist  sieh  anl  Grund  des  über  die  gcschloBseuen  Wege  in  der 
M-Ebene  angegebenen  Satzes  gleichfalls  als  eindeutige  Funktion  von 
ti.  Die  gcschl(»ssenen  Wege  Wf  mögen  für  das  Integi*al  J  die  Be- 
träge »^,  liefern;  dann  gilt  allgemein: 

(215)  ^  (u  4-  »«lOj,  4-  m,ü35,)  =  g(u)  H-  Wii^i  H-  mg«/,, 

unter  m^,  m^  ganze  Zahlen  verstanden.  In  den  Gitterpunkten  des  Par- 
allelogrammnetzes hat  s(«)  Pole  erster  Ordnung. 

Das  einzelno  Integnd  dritter  Gattung  der  in  Nr.  49  unter  (200) 
gegebenen  Gestalt  hat  als  Funktion  von  u: 

(216)  n(u)^f^±-^^        y 

im  Periodeuparallelogramm  zwei  logarithmisehe  ünstetigkeitspunkte 
und  bleibt  dieserhalb  auch  als  Funktion  von  m  unendlich- vieldeutig.  *^^) 

231)  Es  8oi  nochmals  betont,  daß  die  Funktionen  qp(u)  des  Textes  begriff- 
lich hier  als  dio  von  den  algebraischen  Funktionen  der  F,  gelieferten  Funk- 
tionen gedacht  nind. 

232)  Die  Funktionen  p(u)  und  p'{u)  sind  die  von  >re»cr»tr«/8  eingeführten 

nnd  von  ihm  so  b(;zeicbnet«n  doppeltperiodischen  Funktionen  (vgl.  Noten  214). 

Die  Perioden  bezeichnet  Weierstraß  in  der  Eegel  nicht  durch  «Oj ,  o, ,   sondern 

durch  2o),  2to'j   eo   daß  lo  und  oi'  die  längs  geradliniger  Bahnen  genommenen 

Integrale: 

«1  «t  , 

/de ^,^    /' dg 
^iz^-T^iZ^g^ '                J  yiz'  —  'g\e  -  'g, 

«o  OD 

sein  würden,  woraus  sich  ergeben  würde: 


(218) 
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52e  Analytische  DarsteUungen  für  ^(u)],  p'(«i)  nnd  ^(m).     Aus 
(204)  folgt,  daß  z  =  ^(u)  eine  gerade  Funktion  von  u  ißt,  sowie  daß: 

ist.     Man  setze  daranfhin: 

f(w)  =  ^.  +  «0  4-  «1«^  +  «8«*  H 

an  und  kann  aus  der  durch  Differentiation  der  Gleichung  (210)  ent- 
stehenden Gleichung: 

(217j  2p'\u)==12p(uy-g, 

Rekursionsformeln  zur  Bestimmung  der  a^,  Ui,  a^,  .  .  .  gewinnen.  Die 
entspringenden  Potenzreihen: 

«>(«) = ^>  +  ,f:,«» + ^?'^«'  +  ,,'i ,.  »• + i.  .^!f*:„«' + •  ••• 

P'(«)  "  -  ~.  +  A  »  +  f  «'  +  i^'y. »'  +  .T^/!  „«'  +  ••, 

deren  Koeffizienten  ganze  rationale  Funktionen  von  g^f  </,  sind,  kon- 
vergieren innerhalb  eines  Kreises  um  m  =  0,  dessen  Peripherie  durch 
den  an  M  =  0  nächst  gelegenen  Gitterpunkt  läuft.  ^•^)  Für  das  durch 
(214)  gegebene  Integral  zweiter  Gattung  ^(u)  bestimmen  wir  jetzt 
die  noch  nicht  ausgewählte  Integrationskon  staute  so,  daß  für  die  Um- 
gebung der  Stelle  w  «=  0  die  Entwicklung  gilt: 

(219)       £(»)  ^-l—  ^r^, «»  -  ^-, «'  -  ^^^^r,  »' 

9i9ti     „« 

2*.  8    6- 7    11  "    • 

Für  eile  endlichen  u  konvergenten  Teilbruchreihen  sind: 

»»i.»»H  . 

wo  (»»1,  m^)  zur  Abkürzung  für  m^co^  -{-  m,<o^  geschrieben  ist  und  die 
Summen  sich  auf  alle  Paare  ganzer  Zahlen  m^,  m^  beriiohen;  nur  in 
der  Summe   bei  ^.}{u)   soll  die  Kombination  Wj  =  0,  iw,  =  0  ausge- 

Im  T«»xte  sin«!,  der  £««mann sehen  Auffassimg  entsprechend,  die  Werte  «o,,  w, 
der  über  die  „geachlosaenen"  Wege  W^ ,  TT,  ausgedehnten  Integrale  als  die  ar- 
sprünglichen  Größen  aognsehen.  Siehe  übrigenB  Burkhardt,  „Ellipt.  Funkt.** 
(Leipai^  189Ö).  Vorwort,  p.  VII. 

288). Vgl.  Schwarz,  p.  li  des  ii-  Note  üJA  gen.  Werkes  „Fornoelo  und  Lftbr- 
sätM  usw.". 

17* 


(220) 
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lassen  werden,  was  durch  den  Index  am  Summenzeichen  angedeutet 
sei.     Für  ^(m)  gilt  entsprechend: 

(221)       e(M)  =  -  +  y!'l—r-—,  +  7—^—,  +  -.— " -r,l  • 

Till  t  ^^ 

Man  erkennt  hier  die  Eisenstmnschen  Ansätze  wieder  (vgl.  Nr.  45),  je- 
doch in  der  von  Weierstraß  vervollkommneten  Gestalt,  daß  die  Zu- 
eatzglieder: 


(»ll,Wj)*'      (t»,,w,) 


in  die  Summe  bei  ^{i^  und  ^(m)  aufgenommen  sind.  Hierdurch  er- 
zielte Weierstraß  die  unbedingte  Konvergenz  der  fraglichen  Reihen.***) 
Wandelt  man  die  in  (220)  für  p{u)  angegebene  Summe  in  eine 
nach  ansteigenden  Potenzen  von  u  geordnete  Reihe  um,  so  ergibt  der 
Vergleich  mit  (218;: 

(222)  <^.  =  602'(;^..^ 


^3=140^'(^^ye 


Mit  Rücksicht  auf  die  Tatsache,  daß  der  Quotient  ©  der  Perioden  g)^, 
Oj  (vgl.  Gleichung  (206))  einen  positiven  imaginären  Bestandteil  hat, 
folgt  die  unbedingte  Konvergenz  dieser  Reihen  schon  aus  den  Eisen- 
sfein sehen  Untersuchungen.  Durch  eine  Rechnung,  welche  sich  auf 
die  Benutzung  der  Teilbruchreihe  für  ctgww  gründet '^^),  lassen  sich 
vorstehende  Doppelsummen  in  die  folgenden  einfachen  Summen  ver- 
wandeln : 


(223) 


^.=  ©'^  +  20^, 


n  2 


9i 


3 

5    8« 


2n 


—  UJ      [216  zZj^    I_g2n 


WO  q  die  e7äco6*sche  Entwicklungsgröße: 


(224)  q  =  c*'*"  =  e    <»» 

ist.    Auch    die   Reihen  (223)    sind    unter    der    hier   zutreffenden    Be- 
dingung  I2I  <  1   unbedingt  konvergent.     Weierstraß  wandelt  a.  a.  0. 

234)  Vgl.  Weierstraß,  „Zur  Theorie  der  eindeut.  anal  Funkt.",  Abh.  d. 
Bari.  Akad.  von  1876  oder  „Werke"  2,  p.  77  £F.,  sowie  „Zur  Funktionenlehre",  Berl. 
Monatsber.  vom  12.  Aug.  1880  oder  „Werke"  2,  p.  201. 

235)  S,  Nr.  4  der  zweiten  eben  genannten  Arbeit  von  Weierstraß,  sowie  A, 
Hurwitz,  „Grundl.  einer  indep.  Theor.  d.  ellipt.  Modulf.  usw.",  Math.  Ann.  18, 
(1881),  p.  628  ff. 
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\,  die  Reihe  (221)  für  t,{y)  in  die  Gestalt  um: 
(225)        g(«)  =  lf  +  ^ctg|-; 

00 

*i  =  1 

■wobei  die  Bedeutung  von  ri^  aus: 

hervorgeht.  Aus  (225)  folgt,  daß  diese  Größe  r^^  mit  der  zweiten 
Periode  des  Integrals  zweiter  Gattung  identisch  ist.  Den  Gleichungen 
(223)  reiht  sich  an  «»6): 


(227) 


Vi 


3  a). 


i-^^'Sr 


in 


Die  Reihe  (225)  ist  leicht  umwandlungsfähig  in  folgende  Fowrier- 
sche  Reihe  der  Funktion  S(w): 

oo 

(228)  ^tt)  ==  -il-  -^ ctg >  — ^— Ö--  sm , 

aus  welcher  sich  durch  Differentiation  die  weiteren  Reihen  ergehen  *'^): 

2  m 


(229) 


(u)  =  —  ^^  (-^y l ^''-*-  y  .^1 

'  *      sm*  —  *    m  =  i  ^5 


COS 


2mitu 


F'(«)  —  2{-^) 


63.  Allgemeinste  Zerschneidujig  der  Fläche  F^  und  lineare 
Transformation  der  Perioden.  Die  Teilbruchreihen  (220)  zeigen  nicht 
nur  die  Eindeutigkeit  und  doppelte  Periodizität  der  Funktionen  p(u) 
und  ^oXu)  an,  sondern  die  unbedingte  Konvergenz  dieser  Reihen  ergibt 
überdies  noch  die  Invarianz  dieser  Funktionen  gegenüber  „linearer 
Transformation  der  Perioden".  Um  diesen  Gegenstand  auf  Grund 
Riemann scher  Ideen  zu  begründen,  denken  wir  die  Fläche  F^  durch 
ein   willkürlich   gewähltes  Paar  von  Querschnitten  Wj",  TFj'  in  eine 

236)  Vgl.  Hurwitz,  a.  a.  0. 

237)  S.  hierüber  z.  B.  Halphen,  „Trait^  des  fonct.  eil.  etc.",  J,  p.  426  oder 
Fricke,  „Kurzgef.  Vorles.  über  versch.  Gebiete  der  höh.  Math."  (Leipzig  1900), 
p.  195tF.,  wo  man  das  Nähere  über  den  Konvergenzbereich  der  im  Texte  mit- 
geteilten Fourierschen  Reihen  findet. 
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einfach  zusaramenliäugeude  Fläche  F^'  zerschnitten  und  behalten  uns 
nur  vor,  nötigenfalls  die  Bezeichnungen  TF/,  W^  der  Querschnitte 
auszutauschen.  Der  bequemeren  Ausdrucksweise  halber  denke  man 
die  Kreuzungsstelle  der  Sclinitte  TF/,  W^'  bei  e  =-- cx>  gelegen,  was 
man,  wenn  es  nicht  gleich  anfangs  der  Fall  sein  sollte,  durch  stetige 
Verschiebung  des  Schnittpaares  über  F.^  hin  erzielen  kann. 

Das  Integral  erster  Gattung  u  über  W^   ausgedehnt  gebe  ai/;  da 
die   TT/  geschlossene  Wege  sind,  so  gilt: 

(230)  oi/  =  aoTj  -}-  ß^h^     ^%  ==  y*<'i  -f-  ^'Oj, 

wo  a,  ß,  y,  d  ganze  Zahlen  sind.  Man  bilde  nun  F^"  durch  u  ab 
und  findet  als  Gegenbild  dieser  zerschnittenen  Fläche  F^"  einen  ein- 
fach zusammenhängenden  Bereich  der  m- Ebene,  welcher,  wie  auch  die 
Schnitte  gezogen  sein  mögen,  niemals  auch  nur  einen  Punkt  der  w- 
Ebene  doppelt  bedecken  kann;  denn  wäre  «<,  doppelt  bedeckt,  so  würden 
dieser  Stelle  zwei  verschiedene  Punkte  der  Fläche  F^  entsprechen, 
während  wir  doch  wissen,  daß  zum  einzelnen  Punkte  u  stets  nur  ein 
Punkt  der  F^  gehört. 


Das  Abbild  von  F./'    in    der  w-Ebeue    hat    vier   bei  m  =  0, 


(O 


2' 


o/  +  fOg,  üj/  gelegene  Ecken.  Mau  denke  die  Bezeichnungen  W{ 
auf  die  beiden  Schnitte  so  verteilt,  daß  man  die  eben  angegebene 
Eckenanordnung  bei  Umlaufung  des  Abbildes  im  positiven  Sinne  (so 
daß  man  die  Fläche  des  Abbildes  zur  Linken  hat)  findet.  Die  Gegen- 
seiten des  Abbiides  korrespondieren  miteinander  durch  die  Translationen 
w'  =  u  -f-  Oj',  u'  =  u  -{-  Oj'.  Die  einzelne  Seite  des  Abbildes,  z.  B. 
die  von  w  =  0  nach  u  =  a^'  laufenden,  wird  im  ■,  allgemeinen  nicht 
gerade  sein.  Denken  wir  aber  diese  Seite  stetig  in  eine  Gerade 
verwandelt,  so  entspricht  dem  eine  stetige  Wandlung  des  Schnittes 
W^  bei  Festhaltung  des  Ursprungs  ^r  =  oo,  wobei  man  übrigens, 
damit  während  der  Wandelung  stets  ein  brauchbares  Schnittpaar  vor- 
liegt, W^  nötigenfalls  stetig  dem  Schnitte  W.2  ausweichen  lassen  muß. 
Nach  Ausführung  der  bezeichneten  Umwandlung  gehe  man  ebeufo  mit 
dem  Schnitte  TT/  vor.  Wie  auch  das  Schnittpaar  TT/  gewählt  war, 
es  läßt  sich  unter  Festhaltuiig  des  Kreuzungspunktes  bei  oo  derart 
stetig  zurechtrücken,  daß  das  Abbild  der  zerschnittenen  Fläche  F." 
das  „geradlinige"  Parallelogramm  der  Ecken  0,  öj«',  cj^'  -f-  Wg',  to^  wird. 
Dieses  Parallelogramm  ist  durch  Vermittlung  von  F^  auf  das  in 
Nr.  60  erhaltene  Parallelogramm  der  Ecken  0,  Wg,  ©i  -f-  Ö3,  a»i  ein- 
deutig bezogen,  und  zwar  korrespondieren  die  Umgebungen  zweier  ein- 
ander entsprechenden  Punkte  u  und  u'  stets  durch  eine  Translation: 
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Die  Folge  ist,  daß  beide  Parallelogramme  gleichen  Inhalt  haben,  woraus 
sich  mit  Rücksicht  auf  die  Anordnung  der  Ecken  0,  ra,',  ca/  -\~  ©^',  cj/ 
auf  dem  Rande  des  Parallelogramms  ergibt,  daß  die  vier  ganzen 
Zahlen  a,  /3,  y,  ö  die  Determinante: 

(231)  lu»  — /3j/=.l 
haben. 

Die  Betrachtung   ist   umkehrbar.      Sind    a,  ß,  y,  ö    irgend    vier 
ganze  Zahlen  der  Determinante  1,  so  setze  man: 

(232)  a>i'  =  «»1  -j-  /3a)g,     ra/  =  ya^  -\-  8(o^ 
und  findet  umgekehrt: 

(233)  ,  Wi  =  ö<Oy'  —  ßG)^ ,     (0-2  =  —  yoi'  -j-  acoj'. 

Hieraus  geht  hervor,  daß,  wenn  wir  mit  allen  Paaren  ganzer  Zahlen 
w-,  Wj  die  Kombinationen  {m^a^  -\-  m^a^)  bilden,  jede  derselben  in 
der  Gestalt  {m^'ca^'  -f  -'Ws'«»/)  mit  ganzzahligen  m^  darstellbar  ist,  wie 
auch  umgekehrt  jede  Kombination  {m-f^co^  -f-  wig'öa)  einer  bestimmten 
(»»lOj  -\-  m^Og)  gleich  ist. 

Heißen  zwei  Punkte  der  m- Ebene  äquivalent,  wenn  sie  derselben 
Stelle  von  F^  entsprechen,  so  sind  mit  einem  Punkt  u  alle  Punkte 
u'  =  u  -{-  myco^  -\-  'mgOg,  die  wir  auch  m'  ==  m  -f-  w/o/  -j-  Wg'oj/ 
schreiben  können,  äquivalent.  Die  homologen  Punkte  in  dem  zu  den 
Perioden  fo^,  Og'  gehörenden  Parallelogrammnetze  sind  danach  alleraal 
äquivalente  Punkte,  und  umgekehrt  sind  zwei  äquivalente  Punkte  auch 
stets  homologe  Punkte  im  eben  genannten  Netze.  Das  geradlinige 
Parallelogramm  der  Ecken  0,  co^,  ca/  -f-  ea^',  ra/  enthält  demnach  für 
jeden  Punkt  der  Ebene  einen  und  nur  einen  äquivalenten  Pimkt. 
Dieses  Parallelogramm  ist  also  gerade  ein  eindeutiges  Abbild  der 
Fläche  F^  und  wird  durch  die  Funktion  z  =  ^(u)  auf  die  F^  abge- 
bildet, wobei  sich  die  Gegenseiten  des  Parallelogramms  zu  zwei  Quer- 
schnitten der  F^  zusammenlegen.  Durch  zwei  geeignet  gewählte  Quer- 
schnitte W^y  W^  können  wir  demnach  auch  jede  Kombination  von 
vier  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y,  d  der  Determinante  1  in  (232)  erreiclir u 

Der  Übergang  von  Oj,  Og  zu  o/,  Og'  vermöge  einer  Substitution 
(232)  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  a,  /3,  y,  d  der  Determinant^'  1 
heißt  „lineare  Transformation  der  Perioden".  Schreibt  man,  um  die 
Abhängigkeit  der  in  (220)  und  (221)  rechts  stehenden  Summen  von 
4»!,  cog  hervorzuheben,  ausfahrlicher  ^.?(u|a>i,  tOg),  .  .  .,  so  folgt  aus 
dem  Umstände,  daß  die  Kombinationen  (m^Oi  -f-  WgCjg)  insgesamt  mit 
den  (w/cj/  -f-  m,/co^')  übereinstimmen,  und  daß  die  genannten  Reihen 
unbedingt  konvergent  sind,   der  Satz:    Die  Funktionen  p,  jj'    und  ^ 
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bleiben  bei  linearer  Transformation  der  Perioden  unverändert: 
io(u\  «Ol  +  ßo^,  ym^  +  ÖGi^)  =  ^  (m  i  (o^,  m^), 

(234)  ^o{u  1  «(Dj  +  /5(D2,  y«i  +  dw^)  =  p{u  \  ca^,  Oj), 

^{u  1  «(Ol  4-  /3rag,  yoi  +  dog)  =   ^(u  i  csi,  cöj)  . 

Die   zu   den   (Oj',  (Dj'   gehörenden  Perioden   rj^',  t]^'  von  ^(u)  ent- 
eprechen  den  Wegen   W^',   TFg';  es  gilt  also: 

(235)  1^/  =  aiy^  4-  ßrj^^     n^  =  y^^  -f.  8ti^. 

Man  sagt,  daß  sich  die  %,  i^j  mit  den  Oj,  cDg  kogredient  substituieren, 
54.  Independente  Erklärung  doppeltperiodisoher  Funktioneiu 
Gruppentheoretische  Auffassung.  Während  roj,  ojj  bisher  als  Inte- 
gralperioden  erklärt  waren,  mögen  nunmehr  coi,  (öj  irgend  zwei  will- 
kürlich gewählte  endliche,  von  0  verschiedene  komplexe  Größen  sein. 
Wir  fragen  nach  der  Existenz  eindeutiger  Funktionen  ff{u)  mit  den 
beiden  Perioden  (Oj,  caj: 

(236)  9p(m  -f  raj  =  ^{u),     (p(u  -j-  cjg)  =  (p(u). 

Soll  es  sich  um  eine  eigentliche  doppeltperiodische  Funktion  handeln,, 
so  darf  der  Quotient  ©  =  ^  nicht  reell  sein.^^®)  Man  darf  dann 
auch  voraussetzen,  daß  der  Wert  co  positiven  imaginären  Bestandteil 
hat,  oder  daß  der  Punkt  a  der  „positiven  oj- Halbebene"  angehört,  was 
nötigenfalls  durch  Austausch  der  Bezeichnungen  o^,  o^  erzielbar  ist.^ 
Jedes  durch  lineare  Transformation  aus  cji,  cog  gewinnbare  Paar 
cj^',  coj'  heißt  ein  „Paar  primitiver  Perioden"  von  ^(m),  insofern  nicht 
nur  9)(w  -f-  cj/)  =  tp{u)  gilt,  sondern  jede  der  Perioden  (Wi©!  -f"  ^cj^) 
von  (p(u)  sich  auch  als  ganzzahlige  Kombination  der  (Dj',  Oj'  dar- 
stellen läßt.  Jedem  Paare  a^',  Oj'  entspricht  ein  geradliniges  Parallelo- 
gramm (0,  cog'j  o>i'  -f-  ojj',  (Dl')  und  damit  ein  die  ganze  M-Ebene  über- 
spannendes Netz  von  Parallelogrammen,  das  man  der  Untersuchung 
der  Funktion  (p{u)  zugrunde  legen  kann.  Die  zu  allen  diesen  Paral- 
lelogrammen gehörenden  Quotienten  co'  =»  (o^' :  m^'  gehen  aus  dem  zu- 
erst gewählten  m  nach  (231)  u.  f.  durch  die  lineare  ganzzahligen  Sub- 
stitutionen von  der  Determinante  1: 

(237)  <»'=^^J^       us-ßr=i 

hervor. 


238)  Wäxe  er  nämlich  reell  und  rational,  so  -wäre  cp{u)  nur  einfach  peri- 
odisch; wäre  er  aber  reell  und  irrational,  so  würde  qp  (u)  entweder  konstant  oder 
total  unstetig  sein.  Vgl.  Briot-Bouquet,  „Th^or.  d.  fonct.  eil.",  2.  Ausg.,  p.  231,^ 
sowie  A.  Pringsheim,  „Über  einen  Fundamentalsat«  usw.",  Math.  Ann.  27  (1886), 
p.  161. 
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Die   Torliegenden  Verhältnisse   faßt    man    zweckmäßig   gruppen- 
theoretiscli  auf.     Die  gesamten  Substitutionen: 

(238)  m'  =  «* +  W1GJ1 -f-%(öj, 

wo  »»1,  m^  alle  Kombinationen  ganzer  Zahlen  durchlaufen,  bilden  eine 
Gruppe  rW,    die   sich    aus  den  beiden   Substitutionen   m'=m-|-(öi, 
m'  =  w  -f-  Oj,    aber   auch   aus  u'  ==  u  -{-  o/,    m'  =  t*  +  cog'   erzeugen 
läßt.  Den  ersten  beiden  Erzeugenden  entspricht    p  „  ^  _^ 
es,  als  Diskontinuitätsbereich  ^^^)  von  F^*"^  das 
Parallelogramm  (0,  ©2,  (o^-\-c)^,  (o^)  zu  wählen, 
dem     zweiten    Erzeugendenpaar    würde    ent- 
sprechend das  Parallelogramm  (0,  ©g',  .  .  .)  zu- 
gehören. Um  unter  diesen  unendlich  vielen  Ge- 
stalten des  Diskontinuitätsbereiches   (den  un- 
endlich   vielen    Paaren    primitiver    Perioden) 
eine  bestimmte  (ein  bestimmtes  Paar)  heraus-  Fig.  4. 

zugreifen,  benutze  man  den  Begriff  eines  tzu 

einem  Zentrum  C^  gehörenden  normalen  Diskontinuitätsbereiches. ***) 
Ein  solcher  Bereich  ist  erklärt  als  Inbegriff  aller  Punkte  u,  die  dem 
Punkte  Cq  näher  oder  doch  nicht  ferner  liegen  als  irgendeinem  mit 
Cq  äquivalenten  Punkte 

(Co  -f  W-i©!  -f  WgOg). 

Der  normale  Bereich,  der  unabhängig  von  der  Auswahl  des  Zentrums 
Cq  bei  der  F^"^  eindeutig  bestimmt  ist,  hat  einfach  die  Gestalt  eines 
im  Kreise  liegenden  Sechsecks  mit  gleichen  Gegenseiten,  die  durch 
die  drei  Erzeugenden  der  F^"': 

(239)  u'  ==  M  -{-  roy,     u'  =  u  -]-  O2,     m'  =  M  -f-  öj 

aufeinander  bezogen  sind.**^)  Man  denke  die  Bezeichnungen  so  ver- 
teilt, daß  weder  j  cjj  |  noch  j  cx^  |  größer  als  |  ojj  |  ist.  Das  weitere  lehre 
Fig.  4,  in  welcher  die  beiden  Pfeile  1  und  2  die  beiden  ersten  Trans- 
formationen (239)  versinnlichen  sollen.*  Der  Übergang  zum  Perioden- 
paraUelogramm  ist  punktiert  angedeutet;  wir  denken  die  Figur  so  ge- 
lagert, daß  in  den  Ecken  n  =  0,  —  osi,  —  o^  -|-  cDj,  cog  gilt.  Das 
Zentrum  Cq  liegt  notwendig  im  Dreieck  (0,  —  o^,  Og)  oder  doch  auf 


289)  S.  hieran  das  folgende  Ref.  IT  B  4,  inebes.  Nr.  5  flF. 

240)  S.  den  Art.  n  B  4,  Nr.  9,  sowie  Fricke-EUin,  „Vorles.  über  die  Theor. 
der  autom.  Funkt."  1,  p.  108,  216fF,  (Leipzig  1897). 

241)  Das  Sechseck  des  Textes  zur  Gewinnung  eines  „reduzierten  Perioden- 
parallelogramms'* tritt  zuerst  bei  Dirichlet,  „Über  die  Reduktion  der  pos.  quftdr. 
Formen  usw."    J.  f.  Math.  40  (1860),  p.  209  auf. 


266  II B  8.   B.  Flicke.    Elliptische  Funktiouen. 

dem  Bande  desselben.  Wir  kommen  al«o  zu  den  Bedingungen  (207)  und 
(208)  zurück.  Unter  den  unendlich  vielen  Paaren  primitiver  Perioden, 
die  durch  lineare  Transformation  auseinander  hervorgehen,  gibt  es  ein 
und  im  allgemeinen**^)  nur  ein  Paar,  für  welches  der  Quotient  oj  der 
beiden  Perioden  einen  Punkt  des  schraffierten  Bereiches  der  Fig.  3, 
Nr.  50  darstellt. 

Das  erhaltene  Resultat  ist  einer  zweiten  gruppen theoretischen 
Deutung  fähig.  Alle  Substitutionen  (237)  bilden  eine  Gruppe  r^'"\ 
welche  „Modulgruppe"  heißt.**')  Heißen  zwei  Punkte  der  positiven 
o- Halbebene,  die  durch  Substitutionen  (237)  der  !'(*">  ineinander  über- 
führbar sind,  bezüglich  der  F^*")  äquivalent,  so  weist  der  schraffierte 
Bereich  der  Fig.  3  zu  jedem  Punkte  der  Halbebene  einen  und  nur 
einen  äquivalenten  Punkt  auf,  abgesehen  von  den  Kandpunkten,  welche 
durch  die  in  Fig.  3  mit  den  Symbolen  T  und  U  bezeichneten  Trans- 
formationen: 

(240)  (T)    <»'=--A,  (f/)     o,'>=^V 

ineinander  überführbar  sind.  Der  Iragliche  schraffierte  Bereich  der 
Fig.  3  ist  ein  Diskontinuitätsbereich  der  Modulgruppe  r<"),  welche 
demnach  aus  den  beiden  Substitutionen  (240)  erzeugbar  ist.  Statt 
der  zweiten  braucht  man  gewöhnlich  die  weiterhin  mit  ä  bezeichnete 
Substitution  T  U:  Alle  linearen  Transformationen  (237)  lassen  sich  aus 
den  beiden  speziellen: 

(241)  (5)     (d'==«  +  1,     (T)     <o'^~' 

durch  Wiederholung  imd  Kombination  herstellen.***)' 

Die  doppeltperiodische  Funktion  g){u)  soll  nun  der  Bedingung 
unterworfen  sein,  im  Periodenparallelogramm  abgesehen  von  endlich 
vielen  Polen  überall  regulär  zu  sein.  Dann  gelten  die  LiouviUeschen 
Sätze  von  Nr.  38,  nach  welchen  zunächst  eine  Funktion  <p(ti)  mit  m 
getrennt  liegenden  oder  irgendwie  koinzidierenden  Polen  im  ParaUelo- 
gramm  jeden  komplexen  Wert  immer  genau  m  Male  annimmt.  Diese 
Anzahl  m  heißt  die  Wertigkeit  von  <p(u),  und  (p(u)  heißt  w- wertig. 
Einwertige  Funktionen  gibt  es  nicht.  Hieran  schließt  sich  der  weitere 
Satz:    Sind    die  m  Nullpunkte    einer   w- wertigen    doppeltperiodiscbeu 


242)  Zwei  nur  dann,  wenn  die  xugehörigen  m  Randpunkte  des  schraffierten 
Bereiche»  der  Fig.  3,  p.  256,  liefern;  vgl.  die  weiteren  Angaben  im  Texte. 

24S)  Insofern  man  an  Stelle  von  k*  auch  wohl  den  Periodeuquotieuten  to 
als  „Modul"  des  Integrals  erster  Gattung  bezeichnet. 

244)  Gewöhnlich  zeigt  man  diesen  Satz  durch  Kettenbruchenfcwicklung  der 
Substitution  (287). 
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Funktion   (p(u)    ira   Parallelogramm    bei    «i,  «2>     ••>  ««  gelegen,    die 

m  Pole  bei  ß^,  ^j,  .  .  .,  /S^,,  so  sind  die  Summen  «i  +  «j  -f (-  « 

und  ßi-i-  ßi-] \-  ß^  abgesehen  von  einem  Multiplum  der  Perioden 

tOj,  CDg  einander  gleich: 

(242)     «,  +  «,  +  ...  +  «„,  an  ^,  4-  ß.^  -I-  .  .  .  -I-  ß^^       (mod.  CO,,  <a,). 

Ist  endlieh  .4^  der  Koeffizient  von  (u  —  ßj^)-^  in  der  Entwick- 
lung von  <f(u)  für  die  Umgebung  von  /J^,  so  verschwindet  die  auf 
alle  im  Periodenparallelogramm  gelegenen  Pole  bezogene  Summe  jener 
Koeffizienten  Aj^  (Residuensatz;  vgl.  Art.  II  B  1,  Nr.  3). 

Die  Existenz  von  Funktionen  (p(n)  unserer  Art  kann  man  auf 
direktem  Wege  mittelst  funktionentheoretischer  Methoden  beweisen, 
welche  allgemein  in  der  Theorie  der  automorphen  Punktionen  üblich 
sind.^^*^)  Kürzer  ist  es,  für  das  vorliegende  Periodenpaar  a,,  a^  die 
unbediiigt  konvergenten  Reihen  (220)  anzusetzen  und  mittelst  derselben 
zwei  doppeltperiodischen  Funktionen  i'f(u),p'(u)  zu  erklären,  die  sich  als 
2-  bzw.  8 -wertig  erweisen.  Indem  wir  unter  g^  und  g^  die  durch  die 
Summen  (222)  gegebenen  Werte  verstehen,  können  wir  von  (220) 
rückwärts  zu  den  Anfang.sgliedern  der  Potenzreihen: 

tr''(»)  =  -|.+  ,'v«  +  t  »'  +  ••• 

gelangen,  während  andererseits  aus  (220)  direkt  folgt: 

(244)  f-'W-^Sf- 

Man  bilde  nun  aus  ^,>(m)  und  p'(u)  die  doppeltperiodische  Funk- 
tion (f'^  —  4^3» -f^2v0  und  findet  aus  (243)  als  Entwicklung  bei 
«  =  0: 

io'^iu)  —  4jj(m)3  -f  g^p(u)  =  -  r/3  H , 

wo  die  rechts  ausgelassenen  Glieder  die  Potenzen  u^,  u\  . . .  enthalten. 
Nun  kann  aber  die  hier  links  stehende  Funktion  ira  Parallelogramm 
nur  bei  w  =  0  (und  damit  natürlich  auch  in  den  drei  anderen  Ecken) 
oo  werden;  da  sie  jedoch  für  ti  =  0  den  Wert  —  g^  hat,  so  ist  sie 
polfrei  und  demnach  konstant,  d.  h.  mit  —  g.^  identisch.  Zwischen  gj 
und  j/  besteht  also  die  Relation: 

(245)  ^y(uy  =  4piuy  -  g,p(u)  -  ^,. 

246)  S.  Ref.  n  B  4,  Nr.  14. 


(243) 
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Mit  Rücksicht  auf  (244)  folgt  weiter: 

dp 


(246)  u=( 


V^p^'—dilp—g» 


Im  Periodenparallelogramm  der  Ecken  0,  ojg,  o,  -|-  Oj,  Oj  tragen 
je  zwei  diametrale  Punkte  u  und  u  =  —  u  -\-  o^  -\-  0.2  gleiche  Werte 
p.  Im  geradlinigen  Dreieck  (0,  cog,  csj  ist  demnach  p{u)  einwertig, 
abgesehen  davon,  daß  auf  der  einzelnen  Seite  dieses  Dreiecks  je  zwei 
Punkte,  die  von  der  Seitenmitte  gleichweit  abstehen,  dieselben  Werte  v> 
tragen.     Setzen  wir: 

(247)    f('°')=«..  f^i)-h,  i'-r^"')-».. 

so  wird  das  Dreieck  (0,  cog,  Oi)  durch  ^(m)  auf  die  einfach  und  voll- 
ständig bedeckte  ^-Ebene  abgebildet,  wobei  die  beiden  Hälften  der 
einzelnen  Dreiecksseite  sich  zu  einer  von  dem  zugehörigen  Punkte  e,- 
nach  00  laufenden  Linien  zusammenlegen.  Das  ganze  Periodenparal- 
lelogramm liefert  durch  ^(u)  abgebildet  eine  zweiblättrige  Fläche  jP, 
mit  den  vier  Verzweigungspunkten  e^,  Cj,  Cg,  00.  Man  merke  noch  die 
aus  (246)  und  (245)  folgenden  Formeln  an: 

(248)  P'("i)  =  0,      f'(-^)  =  0,      j,'(?Ui».)  =  o, 

(249)  e,  +  «i  +  «3  =  0. 

Hiermit  sind  wir  vollständig  zum  algebraischen  Ausgangspunkte 
zurückgelangt  und  merken  die  beiden  Sätze  an:  Für  die  doppelt- 
periodischen Funktionen  eines  beliebigen  Periodenpaars  Oj,  Oj  gelten 
uneingeschränkt  die  über  die  algebraischen  Beziehungen  aufgestellten 
Sätze  (denn  die  fraglichen  Funktionen  werden  erklärungsgemäß  auf 
der  eben  gewonnenen  F^  algebraische  Funktionen).  Nicht  nur  liefert 
jede  wie  in  Fig.  1,  Nr.  60,  zerschnittene  F^  einen  bestimmten  Perioden- 
quotienten CO  des  Diskontiuuitätsbereiches  Fig.  3,  Nr.  60,  der  Modul- 
gruppe r^'"\  sondern  umgekehrt  entspricht  dem  einzelnen  cj  dieses 
Bereiches  allemal  auch  eine  bestimmte  Fläche  jPj. 

66.  Die  Weierstraßsclie  Funktion  6(m).  Um  die  seit  Gauß^ 
Jacdbi  usw.  stets  betrachtete  Spaltung  der  elliptischen  Funktionen  in 
Quotienten  ganzer  transzendenter  Funktionen  durchzuführen,  erklärt 
Weierstraß  die  von  ihm  mit  6(m)  bezeichnete  Funktion  durch  das  un- 
endliche Produkt  246). 

(250)  6(m)  =  t*]7'(l  -  („."V))'^'"^'^'"  '^''^'' 

246)  S.  Schwarz,  „Formeln  und  Lehrsätze  usw.",  p.  6. 
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welches  infolge  des  im  einzebien  Faktor  zugesetzten  Exponential- 
faktors  unbedingt  konvergent  ist^^);  m^,  m^  und  das  Symbol  (m^,  Wj) 
haben  wieder  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Nr.  62,  der  Index  am  Pro- 
duktzeichen bedeutet,  daß  die  Kombination  m^  =  0,  mg  =  0  auszu- 
lassen ist. 

Der  Vergleich  mit  (221)  zeigt  die  Möglichkeit,  die  6-Fanktion 
durch  das  Integral  zweiter  Gattung  darzustellen: 

(251)  6(w)  =  M.eö 

«ine  Formel,  welche  an  die  Einführung  (74),  Nr.  27,  der  ©-Funktion 
bei  Jacohi  erinnert.  Trägt  man  für  ^(m)  in  (251)  rechts  die  Reihe 
(219)  ein  und  ordnet  nach  Potenzen  von  u  an,  so  folgt  ^): 

(252)  6(m)  =  m4-*— --,-4~m5 ^»        -7  9.'       ,.9 


2*    3-5  2»-3.6-7  2» -3* -5. 7  ' 

wo  der  Stern  darauf  aufmerksam  macht,  daß  die  Potenz  u^  fehlt.  6(m) 
ist  eine  ganze  transzendente  Funktion,  welche  in  den  Gitterpunkten 
des  ParaUelogrammnetzes  einfache  Nullpunkte  hat,  übrigens  aber  allent- 
halben endlich  und  von  0  verschieden  ist. 

Trägt  man  die  Reihe  (225),  Nr.  52,  für  ^(u)  in  (251)  ein,  so  er- 
gibt sich  leicht: 

>?»»*'  ,'*-■  sin  (nna  -j )  •  sin  (wstca ) 

(253)  6(u)  =  "'»  e^-V  sin  —  FT  -A .«».>'___V ^l 

11  =  1 

als  Darstellung  von  6(m)  durch  ein  einfach  unendliches  Produkt  ^^); 
man  kann  dasselbe  auch  umformen  in: 

(254)  5(u)  =  -'ei  e«^'.  sin  ^  JT ^V"--  • 

Das  Verhalten   der  6 -Funktion   bei  Vermehrung  von  u  um  Pe- 
rioden ist: 

(255)  j  ^(«  +  «i)  =  -  e''  (""^ '^)  S(u), 

wie  man  aus  (251)  oder  (254)  leicht  schließt.   Die  Perioden  rj^ffi^  des 

247)  Vgl.  den  Art.  n  B  1,  Nr.  81. 

248)  Bei  Schwarz  a.  a.  0.  findet  man  die  Glieder  der  Reihe  (262)  bis  «". 

249)  Vgl  Schwarz  a.  a.  0.,  p.  8. 
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Integrals  zweiter  Gattung  sind  mit  den  ü\,  CTj  verknüpft  durch: 

(256)  cjjT^g  —  GJoi^j  =  2«Ä, 

wie  man  durch  Ausführung  des  Integrals  l^{u)du  über  den  Rand 
eines  den  Punkt  «  =  0  enthaltenden  Parallelogramms  (uq,  «^  -f-  "»> 
«0  +  ©1  +  «8^,  Mo  +  C3i)  folgert.  ^^) 

Gegenüber  linearer  Transformation  zeigt  6(u)  dasselbe  Verhalten, 
wie  es  in  (234),  Nr.  63,  für  die  Funktionen  ^j,  v>'  und  g  ausgesprochen 
wurde,  d.  h.  6(m)  ist  bei  linearer  Transformation  unveränderlich: 

(257)  5(m  !  aoi  -{-  ßa^,  yto^  -f-  8a^  =  6(m  |  cOj,  t»,). 

56.  Darstellung  der  doppeltperiodisohen  Funktionen  durch 
5(t*),  g(M)  usw.     Aus  (251)  Nr.  56,  und  (214)  Nr.  51,  folgt: 

(258)  &(u)==^'^||M,    ,>(n)  =  -'^^^,    ^'(t*)  =  -^^^- 

Für  eine  beliebige  doppeltperiodische  Funktion  (fiu)  der  Perioden 
e>i,  Og  ergeben  sich  zweierlei  Darstellung,  eine  erste  durch  Partial- 
brüche, eine  zweite  in  Produktform.  Für  die  Partialbruchzerlegung 
bezeichnen  wir  die  unterschiedenen  Pole  von  ff{u)  im  Parallelogramm 
mit  /ij,  /3,,  .  .  .,  (i^f  lassen  aber  zu,  daß  sich  an  der  einzelnen  Stelle 
ß^  ein  Pol  höherer  Ordnung  findet.  Du;-ch  geeignete  Auswahl  der 
Koeffizienten  -4,.,  B^,  C^,  .  .  .  kann  man  einen  Ausdruck: 
A  tiu - ß,)  +  B,  Piu - ß,)  +  C,  p'iu - ß,)  +  J),  p"{ti -ßt)+-- 

herstellen,  der  bei  u  ==  ß^  genau  so  oo  wird  wie  (p(;u).  Da  die  Summe 
aller  dieser  Ausdrücke  über  k  ==  1  bis  v  wegen  des  Residuensatzes 
(vgl.  Nr.  54,  p.  267)  doppeltperiodisch  ist,  andrerseits  aber  die  Diffe- 
renz von  <p{u)  und  dieser  Summe  als  polfreie  doppeltperiodische  Funk- 
tion einer  Konstanten  gleich  ist,  so  gilt  die  Darstellung*^^): 
»■ 

(259)  v{u)^A>+2!  {M(<^~ß^)-\-Iid'>(^-ßk)  +  C,p'(u-ß,)-\-.-}- 

Zur  Gewinnung  der  Produktdarstelluug  seien  die  m  Nullpunkte 
von  g){u)  wie  in  Nr.  54  durch  Oj,  «„...,  a^  bezeichnet,  wobei  jader 
Nullpunkt  so  oft  genannt  sei,  als  seine  Multiplizität  erfordert,  ent- 
sprechend seien  ßtt  ßtt  -  -  •  >  ßm  die  Pole  von  fp{u)  im  Parallelogramm. 

Nach  Nr.  54,  p.  267  ist  ^  ß^  —  ^  u^  eine  ganzzahlige  Kombina- 

i  =:  1  t  =  1 

260)  Gleichung  (266)  entspricht  der  Legendrttchexi  Relation  (28),  Nr.  8. 
Vgl.  für  den  Nach weig  der  Gleichung  (266)  auch  Kinn-Fr ickt,  „Vorles.  über 
Modalfunkt*'  1,  p.  117. 

261)  Vgl.  Schwarz  a.  a.  0.,  p.  20. 
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tion  (/tC5i  +  voj)  der  Perioden.     Der  Ausdruck: 

hat  dieselben  Nullpunkte  und  Pole  wie  ^(m),  geht  jedoch,   falls  man 
M  um  (D^  ändert,  in  sich  selbst  multipliert  mit: 


(m  tu       \ 


über.     Hierauf  gründet  sich  die  Darstellung: 

(260)  ,(„) = c .  .-0...... .  1^::«^ ;||;:e^r:|<« ::«;j, 

wo  G  eine  Konstante  ist. 

57.  Darstellung  des  Integrals  dritter  Gattung  durch  die  'ri- 
Punktion.  Das  in  (200)  Nr.  49  angegebene  Integral  dritl^r  Gattung 
hat  an  zwei  in  der  iJiewawn sehen  Fläche  F^  übereinander  liegendeji 
Stellen  logarithmische  Unstetigkeitspunkte.  Jedoch  waren  bei  der  a. 
a.  0.  unter  III  gegebenen  allgemeinen  Riemanmch^n  Erklärung  eines 
Integrals  tbitter  Gattung  TI  die  beiden  logarithmischen  Unstetigkeits- 
punkte au  zwei  beliebigen  Stellen  der  Fläche  F^  gelegen.  Entsprechen 
diese  beiden  Stellen  den  Punkten  ©,  und  v^  des  Periodenparallelo- 
gramms der  «i-Ebene,  so  möge  das  zwischen  den  Punkten  u^  und  «, 
des  Parallelogramms  als  Grenzen  ausgedehnte  Integral  JT  genauer 
IlT^  genannt  werden.  Durch  das  Integral  «weiter  Gattung  läßt 
sich  dasselbe  so  darstellen: 

(261)  117,' Z  =  J (^^'^  ~  ""^^  ~  ^^'*  —  ""«^^ ^'*' 

Mittelst  der  ersten  Gleichung  (258),  Nr.  56,  folgt  hieraus: 

Nennt  man  %,  m,  die  Argumente,  Vj,  v,  die  Parameter  des  Integrals, 
so  folgt  aus  (262)  der  „Satz  von  der  Vertauschbarkeit  von  Parameter 
und  Argument": 

(263)  m:\-m::\ 

Man  vgl.  Nrn.  9  und  26.  *•''«) 

262)  Weierstraß  (vgl.  SOwarz  a.  a.  0.,  p.  88)  gibt  im  AMohluß  an  Jacobi 
als  Noimaliniegial  dritter  Gattung: 

J2    i»(«*)-F(f)  °*6(u)5(r)^  Q(»)    ""^ 
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58.  Die  elliptischen  Funktionen,  betrachtet  als  Funktionen  von 
drei  Argumenten.  Da  die  a^,  co^  nur  der  Beschränkung  unterliegen, 
daß  der  Quotient  cd  =  co^  :  o.^  eine  komplexe  Größe  mit  positivem 
imaginären  Bestandteil  sein  soll,  so  kann  man  die  a^ ,  cog  übrigens  als 
willkürlich  variabel  ansehen.  So  werden  die  betrachteten  Größen  zu 
Funktionen  von  drei  Argumenten  «,  ra^,  oj^  und  werden,  um  dies  her- 
vorzuheben, durch: 

bezeichnet.  Will  man  die  durch  (222)  p.  260  gegebene  Abhängigkeit 
der  Invarianten  g^,  g^  von  coj,  Oj  hervorheben,  so  schreibt  man: 

Die  in  (185)  p.  250  gegebene  Diskriminante  A  der  biquadratischen  Form 
wird  durch  Vermittlung  von  g^,  g^  ebenfalls  eine  Funktion  A((Di,  ©j) 
der  öj,  cjg.  Dasselbe  gilt  von  der  absoluten  Invariante  J"  (vgl.  (186) 
p.  250),  sowie  nach  {22Q>\  (227)  p.  261  und  (256)  p.  270  von  den 
Perioden  ri^,  ri^  des  Integrals  zweiter  Gattung.  Vielfach  drückt  mau 
die  Funktionen  6,  g,  ...  auch  dadurch  als  Funktionen  von  u,  co^,  a^ 
aus,  daß  man  sie  im  Anschluß  an  die  Potenzreihen  (218),  (219),  p.  259 
und  (252)  p.  269  in  der  Gestalt  schreibt: 

ö(w;  9^y  ffa),    S(m;  gs,  9z),    ^^(m;  g-i,  g^),    ^'C^;  g^,  9^),  — 

Als  Hauptsatz  ist  hierbei  zu  nennen:  Die  betrachteten  Größen 
sind  homogene  Funktionen  ihrer  drei  Argumente  u,  Oj,  Og,  welche 
gegenüber  den  Operationen  der  aus  den  beiden  Gruppen  F^"*)  und  r^"'^ 
der  Nr.  54  zusammengesetzten  ternären  Gruppe  P  ("•*"): 

tOj'=  &.G>^^ -\- ßco^,  ad  —  ßy  =  1, 

entweder  unmittelbar  invariant  sind  {<p,  ^',  g^,  g^,  A,  J)  oder  ein 
charakteristisches  kovariantes  Verhalten  zeigen  (<y,  ^,  i^j,  rj^).  Über 
die  Bedeutung  der  ganzzahligen  Koeffizienten  w^,  m^,  «,  ß,  y,  d  sehe 
man  Nr.  54, 

In  Abhängigkeit  von  Oj,  cog  lieißen  die  fraglichen  Größen  „ellip- 
tische Modulfunktionen"  (vgl.  Note  243).  Insbesondere  werden  mit 
diesem  Namen  die  von  u  freien  Funktionen  bezeichnet,  welche  in 
Ol,  coj  homogen  von  0*®'  Dimension  sind  und  also  nur  von  Perioden- 
quotienten Gj  =  Oj  :  cjg  abhängen  (bei  unserer  Darstellung  einstweilen 
nur  die  Funktion  Jia)  allein).   Die  von  u  freien  homogenen  Funktionen 
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der  o»! ,  cjj  mit  einer  von  0  verschiedenen  Dimension  heißen  im  speziellen 
„elliptische  Modulformen".'**) 

In  der  Literatur'**)  finden  sich  zwei  Differentiationsprozesse,  von 
denen  der  eine  einen  unmittelbar  ersichtlichen  Sinn  hat,  während  die 
Bedeutung  des  anderen  erst  im  Anschluß  an  die  vorstehenden  gruppen- 
theoretischen Ansätze  einleuchtend  wird.  Die  beiden  Differentiationen 
^^,  -^ —  liefern^  auf  irgendeine  gegenüber  der  Modulgi-uppe  F^")  in- 
variante Funktion  angewandt,  zwei  Größen,  die  sich  zu  ojj,  Oj  kontra- 
gredient  substituieren: 


\d0i) 


Daher  werden  die  beiden  Differentiatiousprozesse: 

(265)        ^«^'«.a^  +  o,^,    ^.-='?iäl:  +  ^«ä^ 

aus  einer  gegenüber  f^"^  invarianten  Funktion  stets  wieder  ebensolche 
Funktionen  herstellen. 

Der  erste  Prozeß  führt  einfach  zur  Homogeneitätsrelation,  z.  B.: 

Ehe  wir  auf  D    weiter  eingehen,  mögen  beide  Prozesse  (265)  in 
algebraische  Gestalt  umgesetzt  werden.    Aus: 

d    _^    d_  dffji    ,    _d_  dßt^        _d_  ^_^  _d_  dg,    .    _d_  dg, 
3«»j        dg,  dw^    '    dg,  dm^  *      dm,       dg,  dm,    ■"  dg,  dm, 

folgt  mit  (266)  leicht: 

(267)  D^=,^4^,.A_6^,^. 

Zur  Umrechnung  von  D    knüpfen  wir  an  die  unten  zu  zeigende  „Pro- 
duktdarstellung der  Diskriminante": 

(268)  A(o'x,«2)  =  (^)V/7(l-2"'r, 
aus  der  man  mit  Rücksicht  auf  (227)  p.  261  folgert: 


'i-G-^|i!$.)-^^ 


dlogA 


263)  S.  wegen  alles  Weiteren  über  die  Modulfonktionen  das  folgende  Re- 
ferat n  B  4. 

254)  S.  inabee.  Weierstraß.  „Zur  Theorie  der  ellipt.  Funkt.",  Berlin.  Sitzungs- 
ber.  V.  27.  April  1882  0 '  „>  e*»  2,  p.  246,  sowie  Halphen,  „Trait^  des  fonct. 
ellipt.'»  1,  Kap.  IX. 

SiMyklop.  d.  m»tb.  WiMenaoh.    II  I.  18 
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Unter  Benutzung  von  (256),  p.  270,  und  der  Homogeneitätsgleichung: 


folgt: 

(269) 


^«,(logA)  =  -12 


Tti    dlogA 


%  = 


ni    dlogA 
6         Fm^ 


Tragt  man  diese  Ausdrücke  von  r]^  und  rj^  in  D^  ein,  so  folgt: 


AD. 


itt  /  0     cA 
6   xatöi  3w, 


a   aM 


ni 

a     a 

a»! '  a*»! 

T 

dA     dL 
d9t'  dg. 

a», '  a©. 

Die  erste  Determinante  gibt  die  algebraisclie  Gestalt  von  D  ,  während 
die    zweite    eine    vom   Differentiationsprozeß   unabhängige  Modulform 

2 

—  12**'  Dimension  ist,  in  welcher  man  leicht  „  -  •  A  erkennt.'^*)  Zu- 

'  St«  '' 

folge  der  Darstellung  (.185),  p.  250,  der  Diskriminante  A  in  g^,  9^  ist 
demnach  die  algebraische  Gestalt  des  zweiten  Prozesses  durch: 


(270) 


—  2A 


19/,      ^     _J_    2  ^t    ^ 


gegeben.     In  dieser  Gestalt  herrscht  derselbe  in  der  Literatur  vor. 

Die  bei  der  Berechnung  des  Prozesses  D  im  Einzelfalle  anzu- 
wendenden Sclilüsse  gehören,  falls  u  nicht  auftritt,  der  Theorie  der 
Modulfunktionen  an.  Kommt  u  vor,  so  reicht  man  gelegentlich  auch 
schon  mit  den  Schlußweisen  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Funk- 
tionen.   Ein  Beispiel  liefere   D  (p{u)).    Aus: 

^ (m  -f-  üj  I  CDi,  oj,)  =  ^(u  1  (D^,  a)j) 

folgt  sofort: 

7i^'(«*)  +  fp{u  +  OJi)  =  (p{u), 

falls  zur  Abkürzung  DJpiu))  ==  (p{u)  gesetzt  wird.    Schreibt  man  hier 
Vt  =  tiu  +  Ol)  —  ^(w),  80  folgt: 

q){u  4-  cjj)  -f  g(w  -f  G)i)io'{u  +  Oj)  =  <p(u)  +  t(u)p'(u). 

Die  rechts  stehende  Funktion  hat  also  die  Periode  Wj,  und  ebenso  er- 
kennt man,  daß   sie  auch  die  Periode  o)j  hat.     Nun  findet  man  aus 

den  Potenzreihen: 

2 


woraus  durch  Zusatz  von  2(^^(u): 


-i  +  7K9t  + 


16 


l^M^d  +  t{u)p>'{u)  +  2p\u)  =  ^g,  + 


266)  Vgl.  z.  B.  Klein-Fricke,  „Modulfunkt  "  1,  p.  120. 
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■ich  ergibt.  Nun  kann  die  links  stehende  doppeltperiodische  Punktion 
nur  bei  m  =  0  im  Parallelogramm  einen  Pol  haben.  Da  sie  hier  end- 
lich bleibt,   so  ist  sie  konstant  gleich  y^»' 

(271)  !>>(«))  ==-^(w)f'(«)- VW +  -3-5'.., 

somit  die  Darstellung  von  D  (p{u))  geleistet  ist. 

Durch  ähnliche  Schluß  weise  oder  durch  Integration  von  (271) 
nach  u  folgt: 

(272)  D,(e(t*))  =  tiuMu)  +  -\p\u)  -  l^g,u. 
Nochmalige  Integration  in  bezug  auf  u  liefert: 

(273)  D,(log  6(«))  =  -  I  i\u)  -f  I ^(u)  -  l^gy. 

Schreibt  man  D  ausxlLrlich  iu  der  Gestalt  (270)  und  benutzt  für 
^(m)  und  ^(w)  die  Darstellungen  (258)  p.  270,  so  folgt: 

(274)  --^y  -  12g,  -^^^-^  -  ^9^-'^^  +  £2^,«^S(ei)  =  0 

als  lineare  partielle  Differentialgleichung  der  5 -Funktion.  Diese  Glei- 
chung benutzt  Weierstraß  a.  a.  0.^^^)  zur  Entwicklung  von  6  («)  nach 
Potenzen  von  u. 

59.  Die  Differentialgleichungen  der  Perioden.  Nach  Nr.  S  hat 
bereits  Legendre  Differentialgleichungen  für  die  vollständigen  Integrale 
K,  K',  E,  E'  als  Funktionen  des  Moduls  Tc^  aufgestellt,  aus  denen  er 
Darstellungen  dieser  Funktionen  in  der  Gestalt  von  Potenzreihen 
nach  fc'  entnimmt.  Entsprechende  Entwicklungen  kehren  späterhin  bei 
Gudermann  und  Weierstraß^'')  wieder.  Eine  folgerechte  Durchführung 
des  WderstraßBoh&x  Standpunktes  darf  freilich  nicht  die  vollständigen 
Integrale  Ky  K\  E,  E'  als  Funktionen  von  /c'  betrachten,  sondern 
die  Perioden  o^,  Oj,  ri^,  rj^  als  Funktionen  von  ^,,  g,  bzw.  als  solche 
der  absoluten  Invariante  J.  Um  Abhängigkeit  allein  von  J  zu  er- 
reichen, muß  man  die  Perioden  o^,  Oj  durch  Zusatz  eines  Faktors 
( —  1)**'  Dimension,  die  Perioden  -q^,  rj^  (welche  in  den  coj,  o^  von  der 
Dimension  ( —  1)  sind)  durch  Zusatz  eines  Faktors  (-f-  1)^'  Dimen- 
sion zu  Größen  nuUter  Dimension  „normieren",    .ff.  Bruns^^^)  wendet 


266)  S.  auch  Schwarz,  „Formeln  u.  Lehrsätze  usw.",  p.  6. 

267)  Vgl.  die  in  Nr.  44  (Note  184)  gen.  Arbeit  von  Gudermann,  §  91  flF.,  J. 
f.  Math.  18  (1838),  p.  360  ff.  und  §  102  flF.,  J.  f.  Math.  19  (1839),  p.  61  flF.  Bowi© 
Schwäre  a.  a.  0.,  p.  63. 

258)  „Über  die  Perioden  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gat- 
tung'', Dorpat  (1876),  abgedr.  Math.  Ann.  27,  p.  284. 

18* 
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6  / 

ZU  einer  solchen  Normierung  -— -  an,  Klein^^^)  benutzt  *Va,  worin 

5'«  

ihm  Halphen  folgt.  '^°)    Auch  der  ZusJttzfaktor  y^^  führt  zu  einfachen 

Ergebnissen.^^*) 

Wir  schreiben  für  t  =  1  und  2: 

(275)  ß,  =  cD,.tÄ,    H^^m-^^ 

und  können  die  Differentialgleichungen,  denen  Sl^  und  H^  als  Funk- 
tionen von  J  genügen,  sehr  leicht  durch  Vermittlung  des  Prozesses 
D    gewinnen  (vgl.  Halphen  a.  a.  0.). 

Erstlich  gilt,  da  nach  (270)  offenbar  D,  (A)  =  0  ist: 

D/ä,)=Ta  •!),(«,)  =Tä..?,. 

Faßt  man  zweitens  il.  als  Funktion  von  J  allein,  so  gilt: 

Setzt  man  aber  eT"  =  t^g' •  ^  "^^  berücksichtigt  wieder  Z)^(A)  =  0, 
so  ist: 

Durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von  D^{Sl^)  folgt: 

Aus  ij<  =  g(M  -|-  cj,)  —  g(w)  folgt  mit  Rücksicht  auf  (272)  leicht: 

(277)  I>,{ri.)  -  -  h^i^i- 

Im  übrigen  folgt  durch  Wiederholung  des  gleichen  Schluß  Verfahrens: 

Indem  man  einmal  jÖ,,  sodann  iJ<  zwischen  (276)  und  (278)  elimi- 


269)  „Über  die  Tranaf.  der  eil.  Funkt,  u.  die  Aufl.  der  Gleich.  6*~  Grades", 
Math.  Ann.  14  (1878),  p.  111. 

260)  „Trait^  des  fonct.  eil."  1,  Kap.  IX  u.  X.  Halphen  verwendet  daselbst 
auch   Normierungen  mit    yg^  und  yg^ . 

261)  S.  die  Leipz.  Diss.  von  P.  Nimsch,  „Über  die  Perioden  der  eil.  Integr. 
jfr  ^  2*«'  Gattung*'  (Leipzig  1886),  sowie  KkinFrieke,  „Modulfunkt."  1,  p.  33. 
Die  Gewinnung  der  Differentialgleichungen  geschieht  dort  ijm  Gegensatze  zum 
Texte)  aus  der  Erklärung  der  Perioden  durch  bestimmte  Integrale. 


(279) 
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niert,  folgen  als  Differentialgleichungen  der  normierten  Perioden: 

In  beiden  Fällen  hat  man 'mit  hypergeometrischen  Differential- 
gleichungen zu  tun,  80  daß  man  zur  entwickelten  Darstellung  der  Peri- 
oden in  der  absoluten  Invariante  J  die  hypergeometrisehen  Punk- 
tionen F{a,  ß,  y;  J)  zur  Verfügung  hat.  Z.  Bgi  für  die  erste  der 
Gleichungen  (279)  gewinnt  man  in  der  Umgebung  des  Punktes  «7=0 
aus  der  Theorie  der  hypergeometrisehen  Differentialgleichung'^^)  die 
beiden  partikulären  Integrale: 

^  Vl2'  12'    3  '   •^y/'        "^    '  ^  Vl2>  12'    8  '   •';  » 

so  daß  man  die  Ansätze  hat: 


(280) 


Die  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  erfordert  weitergehende 
Rechnungen,  auf  die  wir  nicht  eingehen.  *^^) 

60.  Kleins  Friniip  der  Stafenteilung.  Das  Verhältnis  der  vor- 
stehend skizzierten  Weierstraßachen  Behandlung  der  elliptischen  Funk- 
tionen zu  der  älteren  insbesondere  durch  Jacobi  begründeten  Theorie 
findet  seinen  deutlichsten  Ausdruck  in  dem  von  Klein  aufgestellten 
Prinzip  der  Stufenteilung.*")  Während  die  Funktionen  der  Weier- 
straßschen  Theorie  Invarianten  bzw.  Eo Varianten  der  durch  (264) 
p.  272  gegebenen  ternären  Gruppe  F('*»'")  sind,  fordert  Klein,  daß  man 
allgemein  auch  die  Untergruppen  dieser  /^(••''")  heranziehen  und  ent- 
sprechend die  ihnen  als  Invarianten  bzw.  Kovarianten  zugehörigen 
Funktionen  von  u,  a^,  Oj  untersuchen  soU. 

Klein  bezeichnet  als  eine  „Kongruenzuntergruppe  n**'  Stufe"  jede 
Untergruppe,  welche  durch  Kongruenzen  nach  dem  Modul  n  definier- 
bar ist,  denen  die  Substitutionskoeffizienten  mj,  »Wj,  a,  /3,  y,  d  ge- 
nügen müssen.  Diesen  Kongruenzgruppen  w**'  Stufe  kommt  als  ge- 
meinsame   Untergruppe   die   „Hauptkongruenzgruppe   n**'  Stufe"   zu, 


262)  Vgl.  Gauß,  „Werke"  3,  p.  125,  207. 

263)  Vgl.  z.  B.  Halphen  a.  a.  0.,  Kap.  X. 

264)  S.  p.  247.  insbes.  Note  216. 
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welche  durch  die  Kongruenzen: 

(281)  m^  ZE  0,     Wj  -£=  0,    a  =  d  ~  1 ,     /?  =  y  ~  0       (mod.  n) 

erklärt  ist.  Diese  Untergruppe  läßt  sich  zusammensetzen  aus  der  durch 
«ix  ^:  Wj  =E  0  (mod.  n)  erklärten  Untergruppe  der  F^")  und  der  durch 
«  "=  d  EE  1,  /J  ^=  y  EE  0  (mod.  w)  definierten  Untergruppe  der  Modul- 
gruppe I'H  Ein  Diskontinuitätsbereich  (s.  Note  239,  p.  265)  der 
ersteren  Untergruppe  ist  in  der  M-Ebene  aus  n^  Parallelogrammen  zu- 
ßammengesetztj  die  einem  System  ron  «'  modulo  n  inkongruenten 
Zahlenpaaren  m^,  m^  entsprechen.  Über  den  Diskontinuitätsbei^ich 
der  zweiten  Untergruppe  in  der  «o- Halbebene  vgl.  man  das  Ref.  IIB 4, 
Nr.  13  und  die  dort  gegebenen  Nachweise. 

Als  „elliptische  Funktion  n***  Stufe"  bezeichnet  Klein  jede  ein- 
deutige homogene  Funktion  der  m,  (o^,  (o^,  welche  gegenüber  den  Sub- 
stitutionen der  Hauptkongruenzgruppe  invariant  bzw.  kovariant  ist,  als 
doppeltperiodische  Funktion,  d.  i.  als  Funktion  von  u,  im  Diskonti- 
nuitätsbereich der  n*  Parallelogramme  frei  von  wesentlich  singulären 
Punkten  ist  und  endlich  als  Modulform,  d.  i.  als  Funktion  von  cDj,  oj,, 
im  zugehörigen  Diskontinuitätsbereiche  der  ©- Halbebene  gleichfalls 
keine  wesentlich  singulare  Stellen  aufweist.  Diese  letzten  Forderungen 
kann  man  auch  dahin  aussprechen,  daß  die  Funktion  n**""  Stufe  als 
doppeltperiodische  Funktion  eine  algebraische  Funktion  von  p{u),  als 
Modulform  eine  algebraische  Funktion  von  g^  und  g^  sein  soU. 

Zur  Darstellung  der  Funktionen  n*"*  Stufe  bedient  sich  Klein  der 
Größen: 

(282)  5,>[cD„a,.)  =  e     •"    l""     "»V"  ^  .q^^  _L-i±JL-i|c^,o,,), 

¥ro  X  und  ft  ganze  Zahlen  sind,  die  auf  ein  System  von  w'  modulo  n 
inkongruenten  Zahlenpaare  beschränkt  werden  dürfen.  ^^^)  Für  jede 
Stufe  n  hat  man  hiernach  w'  Funktionen  zur  Verfügung.  Für  n  =  1 
\omm.i   die   ursprüngliche  6 -Funktion,   für   w  =»  2   vier  Funktionen, 


266)  Die  Eigenschaften  der  Fanktionen  5^  (tt|(Bj,  cd,)  findet  man  ain  aus- 
führlichBten  entwickelt  in  Klein-Fricke,  „Modulfnnktionen"  2,  p.  22  ff.  Bei  Ge- 
brauch der  Jacobi sehen  •9' -Funktionen  (vgl.  Nr.  32  und  63)  gelangt  man  entspre- 
chend zu  den  „■fr- Funktionen  mit  gebrochener  Charakteristik": 

Vgl.  über  dieae  Funktionen  M.  Krame,  „Doppeltp.  Funkt."  1,  p.  264;  Bwrk- 
hardt,  „EU.  Funkt",  p.  107:  A.  Kraeer,  „Lehrb.  der  Thetafunkt."  (Leipzig  1908), 
p.  29,  289,  318. 
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welche  unmittelbar  zu  den  Jacobischen  Thetafunktionen  hinführen,  usw. 
In  der  Tat  ordnet  sich  die  Jacob i  sehe  Behandlung  der  elliptischen 
Funktionen  als  Theorie  der  Funktionen  „zweiter  Stufe"  der  Weier- 
straßachen Darstellung  an,  wie  nun  kurz  zu  skizzieren  ist. 

61.  Die  Wurselfunktionen  ]/^(t*)  —  e^  und  die  drei  Weierstraß- 
schen  Funktionen  Qt(u).  Auf  der  Riemannschen  Fläche  F^  sind  die 
drei  Funktionen  Ye  —  e^  zwar  unverzweigt,  aber  nicht  eindeutig.  Nach 
H.  Weber^^)  heißen  derartige  Größen  „Wurzelfunktionen".  In  Ab- 
hängigkeit  von   u   liefern    sie   drei  eindeutige   homogene  Funktionen 

( —  1)**'  Dimension:  

(283)         q>,{u\a>,,  (D,)  =  y'f(ü)^^,=^  ]/p(w)  -  p  (?^4)  . 

Dieselben  stellen  sich  nämlich  in  den  drei  von  Weierstraß  eingeführten 
eindeutigen  Funktionen  ^^') : 

wie  folgt  dar: 

(285).  9P.(«)  =  |f' 

womit  zugleich  das  bei  der  Definition  der  Wurzelfunktionen  <p^  als 
eindeutiger  Funktionen  von  u  zunächst  noch  unbestimmte  Vorzeichen 
bestimmt  ist.    Für  Ä;  =  3  ist  in  (284)  entsprechend  der  Relation: 

©i  +  <»2  -f  <»3  =  Ö 

1^3=  —  iji  —  1^3  ZU  setzen'**);  übrigens  folgen  die  Darstellungen  (285) 
leicht  aus  dem  allgemeinen  Ansätze  (260)  p.  271. 

Gegenüber  Vermehrung  von  u  um  Perioden  stellt  man  leicht  fol- 
gendes Verhalten  der  <Pt{u)  fest: 

<Pi(m  4- Ol)  =  +  <)Pi(w),     (Pi(w  +  cjj)  =  — (JPi(m), 
(286)         <Pi{u-{-(Oi)  =  —  (p^(u),    92  0*  +  cDg)  = -f  9)j(m), 

(p^{u  -f  oj)  ==  —  <p^{u),     (p^{u  -|-  oJj,)  ==  ~  q)^{u). 

266)  S.  dessen  „Theor.  der  Ahdschen  Funkt,  vom  Geschl.  S"  (Berlin  1876), 
Abgchn.  in.     Vgl.  auch  Art.  11  B  2,  Nr.  40. 

267)  Die  Beziehung  der  drei  Weierstraßachen  6tiu)  zu  den  drei  bei  n  =  2 
eintretenden  Funktionen  G^j    (m)  ist  gegeben  durch: 

'  ^  ^      Qto  (0)  '    ^*  ^"^^      <3o,  (0)  '   ®*  ^**^      6u  (0) 

268)  S.  über  die  Funktionen  St(tt)  Schwarz,  „Formeln  u.  Lehrs.",  p.  21  ff.  In 
der  Abh.  „Zur  Theorie  der  eil.  Funkt."  (Berl.  Ber.  vom  27.  Apr.  1882,  Werke  2, 
p.  245)  etellt  Weiers^aß  partielle  Differentialgl.  für  die  ^^(u;  g,,  <jr,)  auf,  welche 
sich  an  die  Gleichung  (274)  p.  276  des  Textes  anschließen. 
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Neben  der  durch  m^^O,  jnj=EO  (mod. 2)  erklärten  Hauptkongruenz- 
gTuppe  des  Index  4  in  der  Grupp  3  F^**)  gibt  es  drei  gleichberechtigte 
Kongruenzgruppen  zweiter  Stufe,  definiert  der  Reihe  nach  durch: 


m^  ^0,    JWi  ^  0,    % 


fn« 


(mod.  2), 


welche  je  vom  Index  zwei  in  F^^J  sind,  und  deren  Diskontinuit'ats- 
bereiche  sich  aus  je  zwei  ursprünglichen  Periodenparallelogramraea 
aufbauen  lassen.  Wir  gelangen  dabei  zu  den  vergrößerten  Parallelo- 
grammen der  Ecken: 

(0,  2(02,  2oj  -f-  Oj,  ©i), 
(0,  Og,  Gjg  -f-  2  Ol,  2c)i), 
(0,  —  ©1  -f-  Oj,  2a)„  ö,  -f  oj,). 

Zu  diesen  drei  Gruppen  gehören  die  drei  Funktionen  ^'^(w)  als  „ellip- 
tische Funktionen  zweiter  Stufe",  und  zwar  ist  jede  in  ihrem  Dis- 
kontinuitätsbereiche  zweiwertig. 

62.  Froduktdarstellungen  für  die  Funktionen  <5j(w)  und  für  di& 
Diskrinünante  A.  Setzt  man  in  (254)  p.  269  für  u  die  Perioden- 
hälften ein,  so  folgt: 


6 


m 


^-''Ui'fS')'' 


(287)  {5(?)  =  •:^e^^(^^1.)'        ., 

Daraufhin   findet  man  auf  Grund  der  Erklärungen  (284)   der  Funk- 
tionen 6t(u)  von  (254)  p.  269  aus  als  Produktdarstellungen: 


(288) 


Si(it)=«e»'"«JJ 


1  +  22**coi-""4-3 


Sh 2Jttt    ,    ^4„ 


5.(u)-e-.cos^n — (rr«^: 

"-'co.^- 


6,(u)  =  c««'.]J 


•  >i 
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Nun  folgt  au8  (283)  und  (285): 

6A^\  sJ'^A  6,(-|) 

<3| 


, i(^)    , ^.(:^    ^ 


und  hieraus  nach  (288)  und  einigen  Zwischenrechnimgen: 

CO  oe 

aa  so 

(289)  {  j/^=^  =  f  J7"(l  -  s««)» .  /7(1  -  5««-  y, 

•    ««I  ntxl 

'       «=i  »«1 

Die  durch  (185)  p.  250  gegebene  Diskriminante  A  stellt  eich  in 
den  Cj,  ßj,  Cj  so  dar: 

(290)  A  ==  16  [{e,  -  e,)  (e,  -  e,)  (e,  -  e,)y. 

Für  A   als  Modulform   ( —  12)**'  Dimension  A((öj,  Oj)  gewinnt  man 
demnach  aus  (289): 

(291)  A(a,„03,)  =  (^)"g»J7(l-3^'')" 
als  ProduktdarsteUung.*'^) 

269)  Vgl.  Schwarz  a.  a.  0.,  p.  24  ff.    TTcfter  benutzt  für  die  in  (289)  auf- 
tretenden Produkte  die  Bezeichnungen: 

1  "° 


/',(a,)=V''2g^^7/(l+9n 


Bowie  im  Anschluß  an  die  Arbeiten  von  M.  JJedekind  („Erläuterungen  zu  Rie- 
manns  Fragmenten  über  die  Grenzrdlle  der  ellipt.  Modulf.*',  JRiemannB  Werke, 
p.  438  und  „Schreiben  an  Hm.  Borchardt  über  die  Theor.  d.  eil.  Modulf"  J.  f. 
Math.  88  (1877),  p.  265): 

„(«.)  =  a^/7(i-3««). 

Erwähnt  sei  noch,  daß  Weber  an  Stelle  von  J(ü))  die  Funktion  jX®)  =  1728- J(fi)) 
gebraucht,  was  deshalb  zweckmäßig  ist,  weil  die  Werte  ji(o))  fOr  die  in  der  kom- 
plexen Multiplikation  auftretenden  Bingulären  Moduln  to  „ganze"  algebraische 
Zahlen  werden  (vgl.  Art  IC 6). 
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63.  Bückgang  auf  die  Jaoobi  sehen  Bezeichnungen.  Der  Ver- 
gleich der  vorstehenden  Formeln  mit  denen  von  Nr.  26  ff.  zeigt,  daß 
wir  in  den  Funktionen  zweiter  Stufe  die  Jacobischen  Funktionen  wieder- 
gewonnen haben.  Die  beiden  ersten  Formeln  (69),  p.  214,  und  die  Glei- 
chungen (289)  liefern: 

(292)  ]c^y^±^.^    Jc'=]/l'^-f 

fiir  die  Integralmoduln.  ^™)  Die  dritte  Formel  (69)  verglichen  mit 
den  Formeln  von  Nr.  62  ergibt  die  Beziehung  zwischen  der  Periode  Oj 
und  dem  vollständigen  Integrale  K  in  Grestalt  der  zweiten  Gleichung: 

(293)  o>i/«8— «i  =  2jjK:',     (o^ye^~J^==2K^, 

die  erste  Gleichung  folgt  aus  der  zweiten  wegen  o  ===  -w-  • 

Weiter  folgt  aus  (68)  p.  214,  (254)  p.  269  und  (288)  p.  280  für 
die  Jocofe«  sehen  Funktionen  sn,  cn  und  dn: 

(294)  sn  w;  =  -'-*-     1  - ,     cnw  =  '^,!r^;r.— r  * ,     dn m>  =  -'^~.-_i , 

Vp{^)-e^  Vpii»)'-e^  Vp(u)~e,' 

wo  w  ==  u  Y^  —  ^1  gilt. 

Mit  Rücksicht  auf  (97)  p,  221  gewinnt  man  aus  den  vorstehen- 
den Formeln  leicht  die  Proportion: 

=  yf  ^  (w)  :  V'ei-^  •  öl  (m)  :  V^  ^"-  Sj  (w)  :  Ve^^~e~  •  6,  (u). 

Da  nun  in  (89)  p.  218  rechts  d-{x)  steht,  so  liefert  der  Vergleich 
dieser  Gleichung  mit  (288)  p.  280  unter  Benutzung  von  (289): 

Die  vorstehende  Proportion  ergibt  jetzt  als  Beziehung  der  tTacohiBchen 
-O-- Funktionen"^)  zu  den   Weierstraß sehen  6^- Funktionen: 

270)  Soll  demnach  k*  unmittelbar  mit  dem  in  (181)  p.  249  durch  l  be- 
zeichneten „Doppelverhältnis"  identisch  werden,  so  muß  mau  (wie  auch  daselbst 
unter  (188)  geschah)  den  Verzweigungspunkt  e**'  nachoo  legen  und  die  damaligen 
Verzweigungspunkte  e^*',  «'*',  c'"  der  Reihe  nach  mit  den  jetzigen  Bezeichnungen 
«1 ,  Cj ,  Cj  belegen. 

'271)  Die  Tbetafunktionen  betreffend  sei  hier  noch  auf  zahlreiche  Arbeiten 
J.  W.  L.  Glaishers  („Quart.  Joum."  20  (1886),  p.  3l3,  „Camb.  Proceed."  3  (1878), 
p.61,  6  (188'.»),  p.  96,  129,  „Mess.  of  math.",  Reihe  2,  17  (1888),  p.  152)  hingewiesen, 
der  die  Tbetafunktionen  in  Potenzreihen  entwickelt,  auch  sonst  eine  große  Reihe 
von  Einzelentwicklungen  gibt,  z.  B.  Darstellung  der  Tbetafunktionen  durch  be- 
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(295) 


Infolge  des  rechts  zugesetzten  Exponentialfaktors  hat  das  Ver- 
halten der  '©•-Funktionen  bei  Abänderungen  von  u  um  m^  und  Oj  nicht 
mehr  den  Charakter  der  Symmetrie,  welcher  bei  der  5 -Funktion  vorlag. 
So  folgt  z.  B.  far  die  ^^ -Funktion  aus  (255)  und  (256)  p.  269  u.  f.: 

64:.  Lineare  Transformation  der  Jaoobi  sehen  Funktionen.  Das 
Verhalten  der  Jaco6i  sehen  Funktionen  bei  linearer  Transformation  (230) 
der  Perioden  hängt  von  den  Resten  ab,  die  die  ganzzahligen  Substi- 
tutionskoeffizienten a,  ßf  y,  d  modulo  2  ergeben.  Da  ccd  —  ßy  =  1 
gilt;  hat  man  6  Fälle  mod.  2  als  inkongruent  zu  unterscheiden: 

I.  a=l,  ßEE^O,  y^O,  d  =  l, 

II.  «EEl,  /5zzO,  y-5l,  d     :l, 

m.  «EEiO,  ßEEl,  yE=l,  <J  =  0, 

IV.  «£-0,  /3™1,  y-:l,  d=l, 

V.  «  =  1,  /3-1,  y=l,  d  =  0, 

VI.  «=1,  /3-1,  y  =  0,  d=l. 

Die  «1,  Cj,  €3  sind  als  Modulformen  durch  die  Gleichungen  (247) 
p.  268  gegeben.     Eine  lineare  Transformation  führt  dieselbe  über  in: 


/««i  -\-ß(Oi 


Aus    der  doppelten  Periodizität  von  p{u)  folgt,  daß  den  6  Fällen  I, 


■timmte  Integrale.  Merkwürdige  asymptotieche  Formeln  für  die  Differential- 
quotienten der  Thetareihen  nach  m  entwickelt  T.  J.  Stieltjes  in  einem  Briefe  an 
Hermiie  vom  1.  Juli  1889,  veröffentlicht  in  der  „Correspondance  d'Hermite  et  de 
Stieliges"  durch  B.  BaüUmd  und  JET.  Bourget  (Paris  1905). 
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.  .  .,  VI  folgende  6  Transformationen  der  e  entsprechen: 


I. 

< 

=  «1, 

«s' 

II 

^1 

=  «1, 

«« 

III. 

«1 

'=^2, 

«/ 

IV. 

«i 

=  «2, 

«a' 

V. 

irr 

^1 

=  ^, 

«g' 

^3» 


^8» 


=  e, 


1^8» 


—   Co«         6o 


'1* 


Co     Co 


V 1.  Cj  = —  e^f    Cg  —  ^2  •    ^3  —  ^1  • 

Der  durch  (292)  p.  282  gegebene  Integralmodul  Ä'  transformiert  sich 
demnach  den  6  Fällen  entsprechend  in: 

(296)  A:«,     p,     1  — Ä»,     y^^,    — ^^-,    p--^, 

womit  die  6  Gestalten  (182)  p.  249  des  Doppelverhältnisses  A(««=Ä*)  ge- 
wonnen sind. 

Das  Verhalten   der  Funktionen  en«;,  cn«;,  dn«;  ist  in  gleicher 
Weise  leicht  festzustellen.     Schreibt  man  ausführlicher: 


(297)      ,„K*)  =  «n(«y..-e..    |/|£i.)  = -^;4^  ■ 
80  liefert  z.  B.  der  Fall  IV: 


sn 


\    r  ^  —  Ci '   r  es  — «,/       "  ^  —  «1 


8n(,Ä«;,  ^)==»Ä  •--(-;fc)- 

Auf  diese  Weise  gewinnt  man,   während  im  Falle  I  die  Funktion  sn 
unverändert  bleibt,  in  den  übrigen  Fällen  die  Transformationen: 

II.     sn  UcWf  -j-j  =  Ä;sn(MJ,  Je), 

(298)       {IV.  »(«'...  1)=.*'^::^], 

VI.       sn  [K  W.    77)  =  A;    :i-7 r:- 

\        *    h }  dn(u?,*) 
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Entsprechende  Formeln  für  en  und  dn  ergeben  sich  hieraus  leicht. 
Jacobi*''^)  hat  diese  Formebj  bei  der  algebraischen  Transformation 
ersten  Grades  des  Integrals  erster  Gattung  gewonnen.  Setzt  man  z.  B. 
dem  Falle  III.  entsprechend: 

, iz  />! g* 

Yl  —  z*  z'—l* 

wobei  also  e'^  als  „lineare  Funktion"  z*  erscheint,  so  findet  man: 

dt'  .  dz     

woraus  Formel  III.  folgt.^^') 

Die  lineare  Transformation  der  Funktionen  6(«),  Si(m),  ...  ist 
nicht  schwierig.  Erstlich  ist  6(w),  wie  schon  bemerkt,  Oberhaupt  gegen- 
über linearer  Transformation  invariant.  Weiter  werden  sich  die  drei 
Funktionen 

6^{u)  =  6{u)Yp{u)  —  e^ 

von  Vorzeichenwechseln  abgesehen  gegenüber  den  6  linearen  Trans- 
formationen L,  .  .  . ,  IV.  in  den  6  Arten  permutieren.  Die  Vorzeichen- 
bestimmung läßt  sich  unter  Rückgang  auf  die  Erklärung  (284)  p.  279 
aus  dem  Verhalten  der  6 -Funktion  bei  Vermehrung  des  Argumentes 
um  ein  Periodenmultiplura  (wjOjj  -|-  w^aCOg)  ableiten. 

Der  Übergang  zu  den  -ö^- Funktionen  führt  hingegen  zu  einem 
besonderen  Probleme.     Setzt  man  z.  B.  in  der  ersten  Gleichung  (295) 

p.  283  zur  Abkürzung  —  =  t?  und  schreibt  ausführlicher  ^i{v,  q),  so 

liefert  eine  beliebige  lineare  Transformation: 

yvv' 

(299)  »,iv%  q')  =  Eyjm  +  Ö  •  c"  ""''.  ^^(t;,  q\ 

wo  v'  und  q'  die  transformierten  v  und  q  sind  und  e  eine  8*"  Wurzel 
der  Einheit  bedeutet.  Der  vorliegende  Ansatz  erfordert  zunächst  die 
eindeutige  Bestimmung  der  Wurzel  ]/yca4-d,  und  sodann  ist  s  die- 
jenige multiplikative  8**  Wurzel  der  Einheit,  um  welche  sich  Ya  bei 
der  ausgeübten  linearen  Transformation  ändert.  Bereits  Jacöbi^''^)  hat 
die  Bestimmbarkeit  dieser  bei  der  linearen  Transformation  der  -O-- Funk- 
tionen auftretenden  8""  Einheits Wurzel  durch  Gaußeche  Summen  und 
damit  durch   die  Theorie  der  quadratischen  Reste  gekannt.     HermUe 

272)  Vgl.  „Fund,  nov."  §  19  u.  31,  Jacobis  „Werke"  1,  p.  86,  126. 

273)  Aus  Formel  UI.  schloß  Jacobi  auf  die  Existenz  der  zweiten  Periode; 
vgl.  „Fund,  nov."  §  19,  Jacobi a  „Werke"  1,  p.  86. 

274)  Vgl.  die  Andeutungen  am  Schluß  der  in  Note  176,  p.  289  genannten 
Abhandlung. 
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(vgl.  Note  173)  hat  die  Bestimmung  von  s  auf  diesem  Wege  selbständig 
durchgefülirt  und  zum  ersten  Male  veröffentlicht.^'*) 

Von  den  Wurzeln  der  Diskriminante  A  sind  nur  die  folgenden: 

(300)  YÄ,  Vä,  Vä,  v^,  y^ 

eindeutige  Modulformen.     Das  Verhalten  von  yA  gegenüber  linearer 
Transformation   stellte  Ä.  HurwiU^^)   fest.     Dagegen  ist  auch  noch: 

(301)  ■)/?iTÄ=2^«jrj(i-3«-), 


n-l 


ja  sogar  der  Logarithmus  dieser  Größe   eine  eindeutige  Funktion  von 

0.  Das  Verhalten  von  yÄ  gegenüber  linearer  Transformation  unter- 
suchte Th.  Molien^''''),  dasjenige  von  log(T/"*  yAj  schon  vorher 
B.  Dedeliind}"^^)  Die  in  Nr.  43  erwähnten  Formehi  Hermites  über  das 
Verhalten  der  von  ihm  mit  9?(ca),  ^(<a)  bezeichneten  Funktionen  bei 
linearer  Transformation  lassen  sich  aus  dem  Verhalten  von  yÄ  ab- 
leiten. Mit  der  Bestimmung  der  Konstanten,  die  bei  linearer  Trans- 
formation der  'd'-Funktionen  auftritt,  beschäftigen  sich  auch  P.  Gor- 
dan^'^%  G.  Landsherg'^)  und  F.  Mertens}''-) 

65.  Gegenüberstellung  aller  elliptisohen  Oebilde  und  aller 
algebraisolien  Gebilde  des  Geschlechtes  1.  Spezialfälle  und  Aus- 
artungen. Werden  linear  ineinander  transformierbare  Periodenparallelo- 
gramme als  nicht  wesentlich  verschieden  angesehen***),  so  ist  die  Ge- 

275)  S.  die  auaführliche  Darstellung  bei  Koenigsberger,  „Vorlas,  uaw."  2, 
p.  63ff.,  auch  Thomae,  ,^briß  einer  Theor.  der  kompl.  Funkt,  asw.*^,  2.  Aufl., 
(Halle  1873),  p.  183. 

276)  „Grundl.  einer  indep.  Theor.  der  ellipt.  Modulf.  usw.",  Abschn.  II, 
Kap.  I,  §  3,  ,,Math.  Ann."  18  (1881),  p.  664.    S.  auch  Klein-Fricke,  „Modnlfunkt.'* 

1,  p.  627. 

277)  „Über  gewisse  in  der  Theor.  d.  eil.  Fnnkt.  auftretende  Einheitswuizeln'*, 
Leipz.  Ber.  vom  12.  Jan.  1886. 

278)  S.  dessen  „Erläuterungen"  zu  Riemanna  „Fragmenten  über  die  Gren«- 
fälle  der  elliptischen  Modulfunktionen"  in  Riemanns  Werke,  p.  488fr.  (1.  Aufl.). 

279)  „Über  die  Transformation  der  ö- Funktionen",  Habilitationsschrift, 
(Gießen  1868). 

280)  „Zur  Theor.  der  Gaußschen  Summen  u.  der  lin.  Transf.  der  Thetaf.", 
J.  f.  M.  111  (1898),  p.  284. 

281)  „Zur  linearen  Transf.  der  ö-- Reihen",  Amer.  M.  S.  Transact.  2,  (1901), 
p.  831.    Sonstige  Literatur  bei  „E.-M.*',  p.  409. 

282)  Auch  eine  Ähnlichkeitstraneformation  u' »>  fi«  ist  unwesentlich;  man 
beachte  die  Homogeneität  der  elliptischen  Funktionen: 

6(/*ulfKöi ,  ^«,)  =  ft  •  6(u|<i»i ,  w,), 
p(^^.u\na^,  /*«,)  =»  j*- » •  |3(« | Oj ,  «,), 
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Fig.  6. 


samtheit  verschiedener  Parallelogramme  oder,  wie  man  sagen  kann, 
die  Gesamtheit  der  Gruppen  r<")  eindeutig  auf  die  Punkte  des  in 
Fig.  3,  p.  256,  schraffierten  Bereiches  bezogen.  Statt  des  unteren  durch 
den  Einheitskreis  abgetrennten  Kreisbogendreiecks  benutzt  man  ge- 
wöhnlich das  zum  oberen  bezüglich  der  imaginären  cj -Achse  symme- 
trische, in  welches  jenes  durch  die  mit  T 

bezeichnete  lineare  Transformation  o'= 

übergeht.  Auf  diese  Art  gewinnen  wir  den 
in  Fig.  5  schraffierten  Bereich  als  Gegenbild 
der  Gesamtheit  aller  wesentlich  verschiedenen 
Parallelogramme.  Die  Randpunkte  sind  dabei 
zu  Paaren  durch  die  linearen  Transforma- 
tionen S  und  T  (vgl.  p.  266)  miteinander 
äquivalent;  etwa  nur  der  in  Fig.  5  stark 
markierte  Rand  soll  dem  Bereiche  zugehören, 
damit  ausnahmslos  eindeutige  Beziehung  der 

Punkte  desselben  auf  die  Gesamtheit  wesentlich  verschiedener  Par- 
allelogramme statthat. 

Auf  der  anderen  Seite  ist  die  Gesamtheit  aller  wesentlich  ver- 
schiedenen Riemannschen  Flächen  i^j  eindeutig  auf  alle  reellen  und 
komplexen  Werte  der  Variabelen  J,  der  absoluten  Invariante  der  bi- 
quadratischen  Form,  bezogen.  Da  nun  nach  p.  268  die  Gesamtheit  der 
F^  auf  diejenige  der  Parallelogramme  (der  Gruppen  F^"^)  eindeutig 
bezogen  ist,  so  ist  der  Bereich  der  Fig.  5  ein  eindeutiges  Abbild  der 
Ebene  der  Variabelen  J",  und  es  wird  umgekehrt  der  dreieckige  Be- 
reich der  Fig.  5  durch  die  „Modulfunktion"  J{co)  auf  die  schlichte 
J"- Ebene  abgebildet.«»') 

Die  Systeme  aller  zu  einer  F^  gehörenden  Funktionen  bezeichnet 
man  als  ein  (durch  F^  als  definiert  anzusehendes)  „algebraisches  Ge- 
bilde vom  Geschlechte  1",  welches,  falls  man  die  Abhängigkeit  von  u 
hervorkehrt,  als  „elliptisches  Gebilde"  zu  bezeichnen  ist.  Zur  Dar- 
stellung der  Gesamtheit  aller  dieser  Gebilde  haben  wir  auf  der  einen 
Seite  die  Punkte  der  J- Ebene  und  auf  der  anderen  Seite  die  Punkte 
des  Bereiches  der  Fig.  5  zur  Verfügung. 

Die  Spezialfälle  elliptischer  Gebilde,  welche  hier  zu  erwähnen 
sind,   werden  von   den   reellen  Werten  J  oder  von  dem  im  Bereiche 


283)  Dies  ist  ein  Gnindtheorem  der  Modulfunktionen  (vgl.  11 B  4  Nr.  6  u.  80). 
S.  darüber  B.  Dedekind,  „Schreiben  an  Hm.  Borchardt  über  die  Theor.  der  eil. 
Modulf.",  J.  f.  Math.  83  (1877),  p.  266  und  Klein,  „Amtl.  Bericht  der  Natur- 
foracherverfl.  in  München"  (1877)  und  die  in  Note  269  gen.  Abh. 
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der  Fig.  5  gelegenen  Teile  der  imaginären  oj-Achse  und  dem  stark 
markierten  Rande  geliefert.  Um  dieselben  betrachten  zu  können,  ist 
die  Beziehung  zwischen  der  rationalen  Invariante  J  und  dem  in  (181) 
p.  249  eingeführten  Doppelverhältnis  (Integralmodul)  A  =  jfc^  aufzu- 
stellen. Indem  man  für  die  Normalform  (190)  p.  250  die  g^,  g^  be- 
rechnet und  (181)  p.  249  benutzt,  ergibt  sich: 

2«.  3».  27(/3»=  (2r  —  3X«—  3;i  +  2)«.  .B«, 
vroraus  mit  Benutzung  von  (187)  p.  250  die  Beziehung  folgt: 

(302)  e7':J--l:l==4(A»— A  +  1)»:(2A«— 3A«— 3A  +  2)«:27X«(1  — X)«. 

Ist  erstlich  o  rein  imaginär,  so  ist  das  Periodenparallelogramm 
ein  Rechteck  mit  den  Seiten  j  cjj  j  und  |  «j  1  (>  |  ©a  |).  Die  Verzweigungs- 
punkte e^  der  F^  liegen  auf  einem  Kreise.  Die  Bezeichnungen  c^  sind 
in  der  allgemeinen  Bedeutung  der  eW  von  p.  247  geb  »r  :ht;  indessen 
sei  zur  Vorbereitung  auf  die  Weierstraßschen  e^  sogleich  c^  =  oo  ge- 
setzt und  hernach  e^  für  e^  geschrieben.  Man  lege  e,  nach  2  =  0  und 
Cj  nach  ^  ==  1,  worauf  ^  reeU  ist  und  im  Intervalle  ^  ^  c,  <  1  liegt. ^**) 
Aus  (181)  p.  249  folgt  l  <=  h*=  1  —  e^,  so  daß,  falls  ca  die  imaginäre 
Achse  von  -f-  t  oo  bis  i  beschreibt  und  damit  Cj  von  1  bis  ^  ab- 
nimmt, X  als  reelle  Variabele  von  0  bis  ^  wächst.  Benutzen  wir  noch 
(302),  80  folgt  für  eine  erste  Art  spezieller  Gebilde:  Die  elliptischen 
■Gebilde  mit  Periodenrechteck  haben  reelle  X  und  J,  die  sich  in  den 
Intervallen: 

(303)  0<X£^,       oo>J^l 

bewegen;  insbesondere  für  cj  =  «  (lemniskatischer  oder  harmonischer 
Fall)  ist  A  ==  ^  und  J  ^  1. 

Wandert   zweitens   o)   längs    des   Einheitskreises   von  a  ==  i  am 

Rande  des  Bereiches  von  Fig.  5  nach  «  =» ~-,  so  wandelt  sich 

das  bei  w  =  i  erhaltene  Periodenquadrat  zu  einem  Rhombus,  dessen  am 
Punkte  M  =  0  gelegener  Winkel  von  ^  bis  -  wächst.  Jetzt  brauchen 
wir  die  e,,  e,,  e^  unmittelbar  in  der  Weierstraßschen  Bedeutung  (vgl. 


284)  Das  ein  Viertel  dea  ursprünglichen  Parallelogramms  darstellende  Par- 
allelogramm der  Ecken   0,  ^*, -*^~',  *"-  wird  auf  eine  «- Halbebene  in  der 

Art  abgebildet,  daß  der  Rand  die  reelle  «-Achse  liefert,  auf  der  den  Ecken  in 
der  eben  genannten  Reihenfolge  die  Punkte  oo,  e^,  e^^  e^  entsprechen. 
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I    Fig.  1;  p.  254)  und  setzen  etwa: 

wo  £  dem  Intervall  oo  >  £  >  ^^  )/3  angehört.^^)    Mau  findet: 


(304) 


Jc*^^^—6'i,       0<£< 


]/3 


und  berechnet  aus  (302),  daß  J  als  reelle  Größe  voii  1  bis  0  ab- 
nimmt, falls  (o  den  bezeichneten  Weg  beschreibt  und  damit  s'  von  0 
bis  ^y^  wächst:  Die  Periodenrhomben  (|ß>J  ==  jcJs|)  mit  einem  am 
Nullpunkt  gelegenen  Winkel  -4(«»)  [Amplitude  der  komplexen  Zahl  <o] 
des  Intervalls: 

haben  reelle  J  des  Intervalls  1  ^  «/^^  0,  während  X  =  k*  die  Werte 
(304)  annimmt;  insbesondere  für  <a  ==  — — -^  —  (äquianharmonischer 

FaU)  ist  J  =  0  und  X  ==  Ä;»=  ^^:^^-. 

Beschreibt   endlich   oj   den  Rest   des  Randes    vom   Bereiche    der 
Fig.  5,  p.  287,    d.  h.  die  zur  imaginären  Achse  parallele   Gerade  von 

a  == "T  nach  oj  ==  »oo,  so  führe  man  zur  Untersuchung  der 

hier  eintretenden  Gebilde  neben  «Oj,  Oj  wieder  a^  ==  —  o^  —  Og  ein 
und  setze  etwa: 


(305) 


CO« 


1,     «1  = 


£t 


,      -  <=    2 


Jetzt   ist   also    daB    Parallelogramm    (0,  Oj,  — Og,  Ö3)   ein   Rhombus 
mit    einem    bei    w  =  0    gelegenen    Winkel    -4^(— )      des     Intervall 
I     %' ^-^l*)  ;^  5r.    Die  Fläche  JPj  können  wir  so  anordnen,  daß 

e,  »=  1,    e^  =  —  i  4-  i^;     gj  =  _  A  _  is',    ^  >  «'  >!  0 

wird.    Man  findet  unter  Benutzung  von  (302):  Die  jetzt  vorliegenden 
Gebilde  haben: 


J^i^'äo, 


d.  h.  A  -=  *'  beschreibt  das  zwischen  X  =  — ^^^- 


und  Jl  =  0  gelegene 


286)  Im  Grenzfall  e  =  00  (lemniBkatischen  Falle)  versagt  diese  Darstellung, 
ohne  daß  eine  Ausartung  des  elliptischen  Gebildes  vorliegt. 

Knoyklop.  d.  matb.  WUMstob.    II  S.  19 
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Sechstel  des  Kreises  vom  Radius  1  um  A  ==  1,  während  J  die  nega- 
tiven reellen  Werte  von  0  bis  —  oo  durchläuft.^^^ 

Am  Schlüsse  haben  wir  dieselbe  Ausartung  gewonnen  wie  beim 
Uboro-ing  zu  «  =  i  oo  längs  der  imaginären  Achse.  Wir  dürfen  und 
WC  ■!.  bei  der  Ausartung  g}^==  tc  und  Gi^<==ioo  setzen,  so  daß  das 
Parallelogramm  in  einen  Halbstreifen  der  Breite  n  ausartet.  Bei  der 
S.'di.^.c-  ac'ien  Fläche  JP,  ist  die  Ausartung  durch  Zusammenfall  zweier 
Y«r7we  ^ungspunkte  in  verschiedenen,  jedoch  miteinander  projektiv 
verwandten  und  deshalb  invariantentheoretisch  nicht  unterscheidbaren 
Arten  zu  erzielen.  Wir  haben  also  als  Resultat:  Es  gibt  nur  eine 
Ausartung  der  elliptischen  Gebilde,  nämlich  für  J  ==  oo  und  A  =  fc'  ==  0, 
wo  man  g)^  =  i  oo  und  co^=  n  setzen  darf  Die  elliptischen  Punk- 
tionen werden  dann  zu  trigonometrischen.  In  der  Tat  findet  man,  da 
in  der  Ausartung  5  ==  0  wird,  aus  den  Formeln  (225  ff.)  folgende 
Darstellungen  der  ausgearteten  Funktionen: 

(307)  7/3==  |,    7?i  =  oo,    ^M)=-3-M  +  ctgM,   ^(w)  =  — -3  +  -^,  •••, 
während  die  Funktionen  6(m),  Sj(u),  .  .  .  übergehen  in: 

(308)  6(M)=e^"'sinM,     GjCtt)  ==  e^'^'cosw,    Gi(w)  =  6j(m)  =  e^"'\ 
Das  Legendresche  Normalintegral  erster  Gattung  geht  in  das  arcsin- 
Integral  über,  und  da  zufolge  (289)  p.  281 


|/^  —  '^1  =  1  >       w  =  m]/«. 


c,  =  w 


gilt,  so  folgt  weiter: 

(309)  sn  m;  =  sin  w,     cn  m7  =  cos  m,     dn  w;  =  1. 

Für  die  folgenden  Entwicklungen  stellen  wir  noch  mittelst  des 
Symmetrieprinzips  aus  den  obigen  Ergebnissen  über  die  Werte  von 
X:=^h^  am  Rande  des  Bereiches  der  Fig.  5,  p.  287,  den  Satz  fest:  Das 
unter  den  sechs  Werten  (182)  p.  249  ausgewählte  Doppelverhältnis 
X  ==  F  bildet,  als  Funktion  von  oj  aufgefaßt,  den  Bereich  der  Fig.  5, 
p.  287,  auf  den  in  Fig.  6,  p.  291,  dargestellten  Bereich  der  A-Ebene  ab. 

286)  Die  besprochenen  besonderen  Gebilde  kann  man  auch  in  der  Weise 
zng^nglich  machen,  daß  man  den  Begriff  einer  „symmetrischen"  Riemannschen 
Fläche  voranstellt  (vgl.  II  B  2,  Nr.  54  und  die  dort  gegebenen  Nachweise).  Macht 
man  im  Falle  einer  P,  die  Symmetrielinie  zur  reellen  «-Achse,  so  hat  man  zu- 
nächst drei  Fälle,  je  nachdem  alle  vier  Verzweigungspunkte  e^  reell  oder  zwei 
reell  und  zwei  konjugiert  komplex  oder  alle  vier  zu  Paaren  konjugiert  komplex 
sind.  Der  letzte  Fall  läßt  sich  aber  auf  den  ersten  zurückführen,  da  daim  die 
vier  Punkte  e^  auf  einem  KJreise  liegen,  den  man  durch  lineare  Transformation 
in  die  reelle  ^ -Achse  überführen  kann.  Es  bleiben  also  nur  die  beiden  im 
Texte  bahandelten  Fälle,  daß  entweder  alle  vier  Verzweigungspunkte  reell  sind, 
oder  daß  zwei  reell  und  die  beiden  anderen  konjugiert  komplex  sind. 


Fig.  6. 
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66.  Numerische  Berechnungen.  In  der  älteren  Literatur  waren 
K  und  K'  positive  reelle  Größen  und  h  (bei  Legendre  c  genannt)  reell 
und  zwischen  0  und  1  gelegen.  Es  kam  also  nur  der  Fall  des  Peri- 
odenrechtecks in  Betracht,  und  man  fand  keinen  Anlaß,  die  infolge 
der  linearen  Transformation  gebotene  Möglichkeit  der  Beschränkung 
auf  den  Fall  K'  >  K  zu  benutzen.  Die  von  Legendre  (in  Bd.  2  des 
„Traite")  berechneten  Tafeln  für  die  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  F{Tc,  (p)  und  E{k,  <p)  setzen  k  =  sin  cc  und 
schreiten  sowohl  für  a  als  für  (p  im  Intervall  von 
0^  bis  90«  von  Grad  zu  Grad  fort.  Die  Werte  der 
Integrale  sind  auf  10  bzw.  9  Dezimalstellen,  die 
der  vollständigen  Integrale  auf  12  Stellen  ange- 
geben. Jacobi*^'')  hat  eine  fünfstellige  Tafel  für 
log  q  mitgeteilt,  in  welcher  a  nach  Zehnteln  eines 
Grades  fortschreitet. 

Sieht  man  von  diesem  besonderen  Falle  eines 
rein  imaginären  co  ab,  so  ist  man  für  numerische 
Berechnungen  auch  heute  noch  auf  die  Reihenentwicklungen  angewiesen 
und  muß  dieselben  so  gestalten,  daß  sie  tunlichst  rasch  konvergieren. 
Im  Anschluß  an  Weiersiraß  gibt  Schwarz*^)  eine  Reihe  von  Regeln, 
welche  diesem  Zwecke  dienen. 

Zunächst  wird  bei  der  Berechnung  des  Integrals  erster  Gattung 
folgender  Gedankengang  dem  genannten  Ziele  entsprechen.»»'»)  Ein  zu 
berechnendes  Integral  bringe  man  in  der  Art  auf  die  Riemannsche 
Normalform,  daß  an  Stelle  des  in  Nr.  65  benutzten  Doppelverhält- 
nisses  A  das  in  (182)  p.  249  an  letzter  SteUe  genannte  (1  ~  l)  tritt. 
Schreibt  man  statt  (1  —  k)  wieder  A,  so  kommt  dies  (vgl.  Fig.  6) 
darauf  hinaus,  daß  für  X: 

(310)  Ul^l,      9fi(A)>i 

gilt,  unter  91  (A)  den  reellen  Bestandteil  von  X  verstanden.  Das  Rie- 
mannsche Integral  wird  jetzt  (vgl.  p.  253)  durch  s  =  z'\  abgesehen 
vom  Faktor  2,  in  das  Legendresche  Integral  transformiert,  wobei  man 
die  ^-Ebene  darch  z'^y'e  auf  die  /-Halbebene  mit  „positivem" 
reellen  Bestandteile   von   e'  abbilde.    Zur  Ausführung   einer   zweiten 


287)  Am  SchluBBe  der  Abhandl.  „Über  die  zur  numer.  Berechn.  der  ellipt 
Funkt,  zweckmäßigsten  Formeln",  J.  f.  Math.  26  (1843),  p.  93  oder  JaeoU^  Werke 
1.  p.  343. 

288)  S.  Schwarz,  „Formeln  u,  Lehrs.  usw."  p.  63  u.  67  ff. 

289)  S.  auch  die  Ausführliche  Darlegung  bei  H.  Burkhardt,  „Elliptische 
Funktionen",  Abuchn.  XIII. 

19« 
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Transformation  wähle  man  yX  so,  daß  die  Amplitude  von  yl  im  In- 
tervall: 

gelegen  ist.    Man  setze  weiter: 

(311)  «=-^i^  j 

1  +  Vä  1 

und  findet  (über  die  Einzelheiten  der  Rechnung  s.  Burkhardi  a.a.O.), 
daß  I Z 1  ^  tg  —  und  also: 

(312)  IJ*|<  0,003005 
gilt.    Durch  die  Transformation: 

(313)  ''=Ht-!-l+-H 

geht  das  Integral  wieder  von  einem  Faktor  abgesehen  in  ein  neues 
Legendresches  Integral: 

(314)  r, ^ 

mit  einem  absolut  unter  0,003005  gelegenen  Modul  über,  während 
die  oben  bezeichnete  rechts  von  der  imaginären  Axe  gelegene  /-Halb- 
ebene  in  der  Z- Ebene  die  Fläche  des  Kjeises  vom  Radius  |Z~*|  um 
Z  =  0  ergibt.  Durch  binomische  Entwicklung  von  (1  —  l^Z^yi  wird 
nun  das  Integral  (314)  mittelst  der  schnell  konvergierenden  Reihe 
dargestellt: 

^^^^^  ,      1.      3      6   „j  C^^^^__     1 

+  2  '  4  ■  6  *  J  yftl-z*  "*  ' 

die  msui  auch  so  nach  Potenzen  von  Z  ordnen  kann: 

/<^^  ^  j^    C  jj^     i/i^Zr^i  ( i   z 

wobei  Xu,,  ißi,  Lo«7  •  •  •  folgende  Bedeutung  haben: 


(317) 
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Zur  Berechnung  Ton  K  und  K'  bei  gegebenem  Modul  ä'  =  X 
dienen  die  bereits  von  Legendre  aufgestellten  Formeln  (26)  p.  194,  in 
deren  zweiter  der  natürliche  Logarithmus  seinen  Hauptwert  haben 
soll,  dessen  imaginärer  Bestandteil  zwischen  — ni  und  -\-ni,  unter 
Einschluß  der  einen  Grenze,  liegen  soll.  Der  Wert  Jc^  =  l  sei  wieder 
im  Anschluß  an  Fig.  6  an: 

(318)  |1— A|;^l,       m(X)^4^ 

gebunden.    Für  -^    folgt: 

(319)  §"  =  21og  I  -f  ^  k'  +  jj^  +  2«'3  ^'+  •  •  •' 

iK'  .  

und  zwar  liefert  cd  =  -^  denjenigen  zu  Ic^  gehörenden  Wert  a,  wel- 
cher dem  Bereiche  der  Fig.  5,  p.  287,  angehört.  Für  q  und  g^  ergibt 
sich  weiter: 


(320) 


^         16       ^^  32         "^  1024         *^  2048         ''  ' 

,i^^^  2(^+  15(f y+  160(l^)"+  . . ..-) 


Zur  Berechnung  der  elliptischen  Funktionen  selbst  bei  gegebenen 
Argumenten  u,  co^,  coj  bedient  man  sich  der  -Ö'-Reihen.  Eine  ein- 
gehende Abschätzung  der  Schnelligkeit  ihrer  Konvergenz  findet  man 
bei  BurlcharcU  a.  a.  O.  §  126.  Folgender  Gedankengang  liegt  dieser 
Abschätzung  zugrunde.  Den  Periodenquotienteu  o  hat  man  im  Be- 
reiche der  Fig.  5,  p.  287,  anzunehmen,  so  daß,  falls  man  g)  ==  ^  -\-  iij 

1/3 
setzt,  1?  ^  V  ^3*'    Somit  gilt: 

(321)  k  1  =  1  e'''(^+"?>  \r=e-"i£  e-i«K3  <^  o,07. 

Das  Argument  v  der  d- Reihen  (p.  219  mit  x  bezeichnet)  ist  zimächst 
in  der  r- Ebene  auf  ein  PeriodenparaUelogramm,  etwa  das  der  Ecken 

—  ^  +  1»-,  o  4-    o-   beschränkbar.    Da  aber  die  -ö-- Funktionen  bei 

Vermehrung  von  v  um  Periodenhälften   ^^,  -—  ein  leicht  angebbares 

Verhalten  zeigen*'*^),   so  genügt  es,    die  -O-- Funktionen   nur  für  die- 
jenigen Argumente  v  zu  berechnen,  welche  dem  Parallelogramm  der 


290)  Vgl.  Schwarz,  „Formeln  u.  Lehrs.  usw."  p.  54,  wo  auch  Fehlergrenzen 
für  die  letzte  Reihe  (320)  bei  Abbrechen  derselben  nach  dem  2*«i»,  8*«»»,  4*«»  .  .  . 
Gliede  angegeben  sind.   S.  auch  Burkhardt  a.  a.  0.  §  126. 

291)  Diese  Regeln  lassen  sich  aus  (284)  p.  279  und  (295)  p.  283  ableiten;  s. 
darüber  die  Lehrbücher  z.  ß.  Burkhardt,  „Ell.  Funkt."  §  46. 
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Ecken  —  -  ih  ~jr;  i  ih    r  angehören.   Man  setze  demnach,  unter  ö 
nnd  T  zwei  zwischen  -\-  1  und  —  1  gelegene  Zahlen  verstanden: 

(322)  «.=  «;  +  .7^(ff  +  ^|)|  +  i'J',        |ffl<l,|T|^l.    4 

Nun  gilt  z.  B.  für  da«  allgemeine  Glied  der  ■d-g -Reihe: 

I  23"' cos  2hv  I  -=  i  r/^e^nri  _|_  ^snr.-^  1^2!  g"'e±"*^  j  ^  2  •  (0,07)«(— *). 
Setzen  wir  also: 

#,(t;)  =  1  -f  22  cos2v  H h  2^«-i)*coB2(n—  l)v  +  i2^, 

so  ergibt  der  Vergleich  mit  der  geometrischen  Reihe: 

(323)  |E„|<2,2-(0,07)»('-^).  ^  . 
Setzt  man  z.  B.  J^  ==  3,  d.  h.  benutzt  man  den  Näherungswert: 

0-3 (t?)  =  1  -{-  2^  cos2v  -j-  2g^cos4t;, 

so  ist  zufolge  (323)   der  Fehler  absolut  <  0,000000019,   so   daß  der 
erhaltene  Wert  bereits  bis  zur  siebenten  Stelle  genau  ist,^*^) 

V.   Addition,  Mnltiplikation,  Dirision  und  allgemeine  Trans-        j 
formation  der  elliptischen  Funktionen. 

Über  die  ältere  Geschichte  der  Additionstheoreme  seit  Etders  Ent- 
deckung vgL  man  die  Nrn.  2,  6  usw.  Die  Weierstraßache  Theorie ^^') 
nimmt  von  den  Additionstheoremen  geradezu  den  Ausgangspuukt  der 
Entwicklung,  indem  sie  folgenden  Satz  an  die  Spitze  stellt:  Eine  ana- 
lytische Funktion  (p{u)^  welche  iii  dem  Sinne  ein  Additionstheorem 
besitzt,  daß  zwischen  9?(m),  fp(v).  q)(u  -\-  v)  eine  algebraische  Relation 
mit  von  u  und  v  unabhängigen  Koeffizienten  besteht,  ist  eine  alge- 
braische Funktion  einer  Funktion  5  =  p{ii),  die  mit  zwei  passend  ge- 
wählten Konstanten  g^,  g^  durch: 

292)  Über  numerische  Berechnnngen  vgl,  man  auch  noch  K.  Schellbach, 
„Ellipt.  Funkt,  und  Thetafunkt."  §  159  (1864);  J.  Tannery  et  J.  Molk,  ,^le- 
ments  de  la  th^or,  d.  fonct.  eil."  8,  p.  168  ff.  S.  auch  C.  Bunge,  „Über  eine  nu- 
merische Berechnung  der  Argum.  der  zykl.,  hyperb.  u.  eil.  Funkt.",  Act.  math. 
16  (1891),  p.  221  mit  einer  Bemerkung  von  Th.  Lohnstein,  „Notia  über  eine 
Methode  usw.",  Act.  math.  IS  (18S2),  p.  14?..  Über  die  Bedeutung  der  Landen- 
Bchen  Transformation  und  des  arithmetisch-geometrischen  Mittele  für  numerische 
Berechnungen  s.  Nr.  7  und  84. 

298)  in  der  Darstellung  bei  Schwarz,  „Formeln  n.  Lehn,  usw."  p.  1. 
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definiert  werden  kann.^^*)  Soll  überdies  q}(u)  eindeutig  sein,  so  ist 
diese  Funktion  rational  in  p(u)  und  pXu)  darstellbar. 

Die  Sätze  über  Multiplikation  (des  x^Lrgumentes)  der  elliptischen 
Funktionen,  welche  als  Folgen  der  Additionssätze  angesehen  werden 
können,  findet  man,  was  die  ältere  Theorie  angeht,  in  den  Nrn.  12, 
14,  23  usw.  behandelt.  In  der  neueren  Theorie  hat  sich  die  Multi- 
plikation insbesondere  mit  dem  Problem  beschäftigt,  die  Funktion 
^o(nu),  unter  n  eine  positive  ganze  Zahl  verstandeu,  als  rationale 
Funktion  von  p{u)  darzustellen.  Die  Umkehrung  der  Multiplikation, 
die  Division,  stellt  dann  entsprechend  die  Aufgabe,  p{u)  aus  p(nu) 
oder  (was  auf  dasselbe  hinausläuft)  p(  )  aus  p(u)  zu  berechnen. 
Über  den  algebraischen  Charakter  der  hier  auftretenden  Teilungsglei- 
chungen sind  die  grundlegenden  Sätze  von  Abel,  Galois  u.  a.  aufge- 
8tellt.285) 

Über  die  Transformation  höheren  Grades  der  elliptischen  Funk- 
tionen, welche  zunächst  in  der  algebraischen  Gestalt  als  rationale 
Transformation  eines  normalen  Difierentials  erster  Gattung  wieder  in 
ein  solches  auftritt,  dann  aber  in  den  Arbeiten  von  Jacobi  und  Abel 
durch  Aufnahme  der  Umkehrfunktionen  in  transzendente  und  damit 
veraUgemeinerungsfähige  Form^'*)  gekleidet  wird,  vgl.  man,  was  die 
ältere  Theorie  angeht,  die  Nrn.  17,  19,  22  usw.  Aus  dem  Bestehen 
einer  algebraischen  Relation  zwischen  zwei  doppeltperiodischen  Funk- 
tionen läßt  sich  sehr  kurz  ein  Schluß  auf  die  Beziehung  zwischen 
den  beiderseitigen  Periodenpaaren  ziehen.  Diese  Wendung  wird  zum 
ersten  Male  bei  Briot  und  Bouguet^"^  an  die  Spitze  der  Transforma- 

294)  Spezialfälle  bzw.  Ausartungen  sind  erstens  eine  algebraiache  Funktion 

niu 

von  u  (für  gr,  =  0,  ^^  «=  0),  zweitens  eine  algebraische  Funktion  von  e  "**  (für 
verschwindende  Diskriminante  A  =  ^j' — 27  gr,*). 

295)  Vgl.  Nr.  12  u.  18  sowie  Note  179.  Über  Gauß  s.  Nr.  37.  Eine  Abb. 
Jacobis,  „De  divis.  integr.  ellipticarnm  in  n  partes  aequales"  gab  Borchardt  aus 
dem  Nachlaß  heraus;  s.  JacobtB  „Werke"  1,  p.  483. 

296)  S,  jedoch  die  weitgehenden  Entwicklungen  der  „algebraischen"  Theorie 
der  Transformation  bei  Abel  in  Kap.  IV  u.  V  des  „Precis  d'une  thöor.  d.  f.  eil." 
„Werke"  1,  p.  665  ff.  Abels  Ansatz  ist  insofern  allgemeiner  als  derjenige  Jacobis, 
als  Abel  der  Gleichung: 

dy  dx 

y(l_y«)(l_i»yt)  *"     V'(r^a;»)(l -&»««) 

mittelst  einer  algebraischen  Funktion  y  von  x  genügen  will,  während  bei  Jacobi 

y  xa  X  rational  ist.     Durch   das  Additionstheorem  führt  Abel   den   allgemeinen 

Fall  auf  den  Jacobischen  zurück. 

297)  In  dem  in  Note  147,  p.  232  gen.  Werke  §  76  ff.  der  ersten  Aufl.,  §§  177 
u.  391  ff.  der  zweiten  Aufl. 
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tionatheorie  gestellt.  In  dieser  Weise  ist  auch  Weiersiraß  bei  der  Be- 
handlung der  Transfonnationßtheorie  vorgegangen.*^*)  Die  sich  hier 
anschließenden  Vorstellungen  kann  man  auch  in  ein  algebraisches  Ge- 
wand kleiden,  wo  es  sich  dann  um  solche  Überdeckungen  der  Rie- 
mannschen  Fläche  JP,  ohne  neue  Verzweigungspunkte  handelt,  bei 
denen  auch  die  durch  die  Überdeckung  entspringenden  Flächen  dem 
Geschlechte  j)  =  1  angehören.*^')  Jedoch  ist  das  Operieren  mit  den 
Parallelogrammen  in  der  m- Ebene  bequemer. 

67.  Die  Additionstheoreme.  Ist  ^j (ti  |  ta^ ,  Oj)  eine  w- wertige 
doppeltperiodische  Funktion  der  Perioden  roj,  coj  und  ist  v  irgendein 
endlicher  komplexer  Wert,  so  ist  auch  i^{u)  =  q>(u  -{-  v)  eine  ?>?- wer- 
tige doppeltperiodische  Funktion  mit  denselben  Perioden  Oj,  o,.*^")  Nach 
(212)  p.  258  besteht  demnach  eine  algebraische  Relation  F{-^{u),  (p{u))  =^  0 
oder  F(fp{u  -f-  V),  (p{u))  ==  0  vom  Grade  m  sowohl  in  (p{u)  als  <p(u  -\-  v) 
mit  Koeffizienten,  die  von  u  unabhängig  sind.  Dagegen  wird  o  in  den 
Koeffizienten  auftreten;  und  zwar  zeigt  der  Austausch  von  'u  und  f, 
daß  die  fragliche  Relation  die  Gestalt: 
(324)  F(<p{u  4-  V),  (p{u),  <jp(r))  —  0 

hat,  in  (p{u)  und  fp{v)  symmetrisch  ist  und  also  in  allen  drei  Argu- 
menten tp{u'\-v)j  7?(m),  (p{v)  den  Grad  m  erreicht.  Hiermit  ist  (in 
dem  allgemeinen,  von  Weierstraß  festgelegtem  Sinne)  die  Existenz 
eines  „Additionstheorems"  für  die  doppeltperiodischen  Funktionen  be- 
wiesen .'°^) 

Um  das  Additionstheorem  für  p{u)  aufzustellen,  knüpfe  man  an 
die  aus  (260)  p.  271  folgende  Gleichung: 

(825)  ^{u)  —  p{v)  =  -  -^^^y^p-^ . 

Durch  logarithmische  Differentiation   einmal  nach  m,   sodann   nach  v 

298)  S.  hierüber  F.  Müller,  „De  transform.  funct.  ellipticarum",  Dias., 
Berlin  1867,  und  die  Ausführungen  bei  „E-M"  p.  483  ff.  Vgl.  auch  H.  J.  S. 
Smith,  „Notes  on  the  theor.  of  eil.  transf.",  Mess.  of  math.  (2)  12  (1882),  p.  49. 

299)  Vgl.  hierzu  die  Ausführungen  von  H.  Jung,  „Über  die  Transf.  algebr. 
Körper  vom  Range  1",  J.  f.  Math.  127  (1904),  p.  103;  s.  auch  Weber,  „Zur  Theor. 
der  Transform,  algebr.  Funktionen",  J.  f.  M.  76  (1873),  p.  345. 

800)  Das  einzelne  elliptiechc  Gebilde  gestattet  demnach  eine  eindeutig© 
Transformation  in  sich,  welche  durch  u=u-\-v  darstellbar  ist,  unter  v  irgend- 
eine komplexe  Konstante  verstanden.  Die  Gesamtheit  dieser  Transformationen 
(für  alle  Werte  v)  bildet  eine  kontinuierliche  Gruppe. 

301)  Da  kein  algebraisches  Gebilde  mit  p  ">  1  eine  kontinuierliche  Gruppe 
von  Transformationen  in  sich  zuläßt  (vgl.  ÜB 2,  Nr.  68),  so  ist  die  Exigtenz 
eines  algebraischen  Additionstheorema  (in  Übereinstimmung  mit  Weierstraß'  Satz) 
fOr  die  elliptischen  Funktionen  (und  ihre  Ausartungen)  charakteristisch. 
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und  Addition  beider  Gleichungen  folgt: 
(326)  ?(«  +  «)_J(„)_j(.)_|fc|:|. 

Durch  nochmalige  DiJBTerentiation  nach  u  ergibt  sich    das   fragliche 
Theorem  in  der  Gestalt: 

(S21)     a(u  4-v)===  Hp(u)p(v)  ~  f  gr,)  (p(u)  +  piv))  -g^-  p\u)  ip\v) 

aus  welcher  die  der  Gleichung  (324)  entsprechende  Gestalt  leicht  her- 
stellbar ist.'öä) 

Bemerkenswert  ist  eine  invariante  Darstellung^"')  der  rechten 
Seite  Ton  (327).  Man  setze  ^{u)  =  Xy  p(v)  ==  y,  so  daß  hier  x  und 
y  komplexe  Variabele  sind,  und  bezeichne  mit  f{e^j  z^)  die  homogen 
geschriebene  Weierstraßsche  Normalform: 

f{z^,  z^)  =  4£rj3^2  —  g^z^z^^  —  g^z^^. 

Versteht   man   alsdann  unter  i^(xi,  a^j;  y^,  i/a)    die  durch   12   geteilte 
zweite  Polare  von  f{x^,x^)  in  bezug  auf  y^yy^'. 

(328)     UF{.„  ..;  y„  ,.)  =  -^^ly,^  +  2?m^  y^y,  +  ..., 

80   gilt    för    den   im  Zähler    der  rechten  Seite   von  (327)  zunächst 
stehenden  Ausdruck: 

2(^(w)^(i;)  —  \g^)  {p{u)  +  p{v))  —  g,  =  xr%-'-  F(x„  x,-,  y^,  y,). 

Setzt  man  denmach  ^(m  +  r)  einer  Konstanten  C  gleich,  so  ist: 

(329^  -^(^x '  ^1 ;  yi  ^  Vi)  —  Vf(^^^^Vf^iy*l     r 

ein  Integral  der  homogen  geschriebenen  Eulerschen  Gleichung •*•*): 
(330)  Xidx^  —  x^dx,    ,     Vidy^  —  y^dy,  ^  ^ 

802)  Vgl.  Schwarz,  „Formeln  u.  Lehrs,  usw."  p.  13. 

808)  Vgl.  Klein,  „Über  hyperell.  Sigmafunktionen'S  Math.  Ann.  27  (1886), 
p.  481,  §  12;  B.  auch  die  ausführliche  Betrachtung  der  Beziehungen  «wischen  der 
Invariantentheorie  und  den  Weieratraßschen  elliptischen  Funktionen  bei  Burk- 
hardt,  „Bezieh,  zwischen  der  Invariantenth.  und  der  Theor.  der  algebr.  Integr. 
u.  ihrer  Umkehrungen",  Diss.  München  (1887). 

304)  Kleidet  man  das  in  (261)  p.  271  dargestellte  Integral  dritter  aattung 
auf  Grund  von  (214)  p.  268  in  die  Gestalt: 

Bo   nixoiut   dasselbe   auf  der   Biemannschen  Fläche   auf  Grund   von  (329)   dia 
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Wegen  der  invarianten  Gestalt  gilt  dae  Integral  (329)  aucli  dann, 
wenn  f  eine  beliebige  biquadratische  Form; 

(331)  f{x^y  x^)  =  a^Xj*  -\-  Aa^x^^x^  -\-  Qa^x^^x^^  -\-  Aa^x^x^^  -f-  «4^8* 

ist.   Hier  findet  man,  wenn  JP(a;,  1;  y,l),  f{x,l),  f{y,l)  kurz  F{x,y\     . 
f\x),  f(y)  genannt  werden:  \ 

F{xy  y)  =  a^x^y"  +  2a^xy{x  -\- y)  +  a^{:x^  +  4:xy  +  y^) 

+  2a3(a;  +  y)  +  a^, 
2F{:x,  y)  =  fix)  +  m  -  a,(j^-  y«)«  -  4a,  {x'-  y^  (x  -  y) 

—  4a^{x  —  yy. 
Die  mit  4  multiplizierte  Gleichung  (329)  liefert  somit: 

woraus  das  von  EiUer  entdeckte  Integral  (2)  p.  194: 

(332)  (!?M^jZi)U  a,{x  +  yy  +  4a, (^  +  t/)  +  0' 

wieder  gewonnen  wird. 

Die  Verallgemeinerung  der  Gleichung  (327)  auf  die  Darstellung 
Ton  ^(w,  -f"  **2  "f"  ■ '  •  "l~  '^7^^^^)  kann  man  nach  einem  Gedankengange 

Gestalt  an: 


JA 


{x,dx)_    Jy^y\_    VfiXj , a;,) yf(jyi . y,)  +  F(jx;^ ,x^;y^, y,) 
l/ftar,Va:,)  '  VfW.'v^)  '  2Ky,-a:,y,)« 

wo  lur  Abkürzung  x,  da;, — iCjdaJi  s=s(a;,da;)  gesetzt  ißt.  Es  ist  dies  die  von 
Klein  verwendete  invariante  Gestalt  des  Integrals  dritter  Gattung;  e.  die  in 
Note  308  gen.  Abhandl.  von  Klein,  in  der  insbesondere  auch  die  6 -Funktion 
eine  invariante  Darstellung  auf  der  liiemannschen  Fläche  findet.  Über  die  Ge- 
schichte der  Formel  (329)  vgl.  W.  Scheibner,  „Über  den  Zusammenhang  der  Theta- 
funkt.  mit  den  eil.  Integr.",  Math.  Ann.  34  (1889),  p.  580;  auch  W.  Biermann, 
„Problemata  quaedam  mechanica  funct.  ellipticarum  ope  soluta",  Diss.  Berlin 
1864.  Einen  merkwürdig  einfachen  Ausdruck  für  das  Integral  der  Eulerschen 
Differentialgleichung  entwickelt  E.  Laguerre  in  der  Abh.  „Sur  les  diff.  formes 
que  l'on  peut  donner  ä  l'intägr.  de  l'^quat.  d'Euler",  Bull.  soc.  math.  de  France 
3  (1876);  p.  101  oder  „Oeuvres"  1,  p.  377.  Zerkjt  man  die  ganze  Funktion  f{x) 
m  beliebiger  Arb  in  das  Produkt  q){x)'tp{x)  zweier  Funktionen  zweiten  Grades, 
so  ist  der  Laguerresche  Ausdruck  des  fraglichen  Integi-als: 

]/qp(x)t/>(y)  —  ]/qplyHr(g)  ^  ^ 
x  —  y 
305)  Was  die  ältere  Theorie  angeht,  so  ist  betreffs  dieser  allgemeinen  Ad- 
ditionstbeoreme   vor   allem   auf  den  ersten  Abschnitt  von  Abels  ,,Pr^cis  d'une 
th(5or.  etc.",  insbesondere  Kap.  I  §  2,  „Werke"  1,  p.  532  zu  verweisen. 
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von  Ahd  durchführen,  der  sich,  angewandt  auf  ^(m)  und  mit  Zu- 
hilfenahme neuerer  Schluß  weisen,  so  skizzieren  läßt:  Die  n  Funkfcionen 
^(m),  ^'(u),  . . .,  j'>^'*"~^Kw),  deren  letzte  (n  -j-  1)- wertig  ist,  sind  (zu- 
folge ihrer  Potenzreihen)  linear  unabhängig.  Nach  dem  Riemann- 
Rochschen  Satze'**'')  (Hermiteschen  Prinzipe)  ist  jede  (n  -f-  1)- wertige 
Funktion  q)(u\(Dj^,(o^)  mit  einem  Pole  (w -f-  1)*®'  Ordnung  bei  w  =  0 
linear  in  den  p(ti),  ^o'(u),  .  .  .,  j^^"— ^)(m)  darstellbar.  Gilt  insbesondere, 
wie  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Verwendung  von  g>(}i)  annehmen,  bei 

w  =  0  die  Entwicklung: 

,•«+1 

so  hat  die  fragliche  Darstellung  die  Gestalt: 

(333)  »'•+»n!  <p{u)  =  p--\u)  +  a,^o-\it)  +  •  •  •  +  a„_,p(u)  -f-  ««. 

Gibt  man  die  (»  -j-  1)  Nullstellen  w^,  w^,  ,  .  .,  w^  von  €p(u),  so  ist 
nach  p.  268  damit  (p{u)  eindeutig  bestimmt.  Von  diesen  Nullstellen 
sind  w,  etwa  u^,  u^,  .  .  .,  w„,  willkürlich  wählbar,  während  die  (»-|-  !)*• 
nach  (242),  p.  267  durch  die  Bedingung: 

Wo  +  Wi  H \-u^  ^  :  0     (mod.  iöi,  cjg) 

bestimmt  ist.  Man  denke  die  a^,  a^,  •  •  •,  "n  berechnet ^'''')  und  damit 
tp{u)'jik\&  bekannt.  Nach  (217)  p.  259  kann  man  weiter  p"(w),  p"'{u), .  .  . 
rational  und  ganz  durch  ^j(ii)  und  p\u)  ausdi-ücken  und  damit  q){u) 
»uf  eine  ganze  Funktion  von  p{u)  und  ^y(u)  umrechnen;  insbesondere 
ergibt  sich  für  cp{u)  •  g>(—u)  eine  ganze  Funktion  {n  -f-  1)**"  Grades 
in  ^(m): 

(334)  <p(w)  .  g>{-  u)  =  p(w)«  +  i  -f  Ap(«)«  +  A,(,^(uy-'-^  •  •  • 

Für  diese  Funktion  gilt  andererseits  die  Produktzerlegung: 

» 

(335)  <)p(m)  9  (—  u)  ==  (p{u)  —  ^j(u^-\-  M2^ \-  uj)fj(^{u)  -  ii>(uj). 

Durch  Gleichsetzung  der  rechten  Seiten   von   (334)   und  (335)  folgt 


306)  Vgl.  Note  163,  p.  236,  sowie  das  Ref.  IIB  2,  Nr.  19. 

807)  Sind  die  u^ ,  Uj ,  . .  .,  w,,  durchweg  verschieden,  so  gewinnt  man  durch 
Eintragung  von  w, ,«,,...,  «„  in  (333)  n  Gleichungen  zur  Bestimmung  von 
ttj,  o,,  . . .,  a„  durch  pCuJ,  ^»(u,),  . . .,  p(u„),  p'{u^),  p'(M,),  . . .  Über  den  Fall, 
daB  die  Uj,  «,,...,  «„  nicht  alle  von  einander  verschieden  eind,  vgl.  man 
P.  Günther,  „Dm  Additionstheorem  der  eil.  Funkt.",  J.  f.  Math.  i09  (189?),  p.  213. 
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das  aUgemeine  Ädditionstheorem   der  |3- Funktion  in  der  Gestalt '*^): 

(336)  ^(„^4-t«3-f  ...  +  0 

«>  ^  ^  {^(u)  —  §3(1*1 ))  {ifj{u)  —  jy(«j))  •  •  •  (piu)  —  jj(tt„)) ' 
WO  also  (vgl.  Note  307)  die  A^y  A^,  .  .  .^  Ä^  als  ausgerechnete  ratio- 
nale Funktionen  der  S'^(Mi),  v'(M|),  • . .,  s '(**„),  v*'(**i);  ü'^'C^j),  •  •  •  anzu- 
zusehen  sind. 

An  die  Additionstheoreme  der  (,>(M)-Funktion  schließen  sich  die- 
jenigen der  Sigmafunktion  an.  Diese  Theoreme  hegründete  Weier- 
straß^^)  dadurch,  daß  er  aus  der  identischen  Gleichung: 

4-  (^J(W)  —  ^(«<3))  (pilli)  —  i^{U^))  =  0 

durch  Benutzung  von  (325)  die  dreigliedrige  6 -Relation  herleitete: 

(337)  5(w  -|-  M^)  5(w  —  Mj)  6(mj  -j-  u^)  6(u^  —  u^) 

+  S(m  +  M,)  5(m  —  M,)  6(W5  -f  M j  G(m3  —  mJ 

-f  6(m  +  Ms) 5(m  —  Mj,) 6(mi  +  Mg)  6(u^  —  M3)  =  0, 

in  welcher  m,  w,,  Mj,  Mj  vier  von  einander  unabhängige  Variabele  sind. 
Statt  der  u,  u■^,  m,,  «g  kann  man  auch: 

ti  -|-  Mj  ==  a,     M  —  Mj  =  6,     u^~\-  u^=  c,     «2  —  Wg  ==  <^ 

als  unabhängige  Variabele  benutzen.  Schreibt  man  dann  die  vier  Ar- 
gumente in  den  Faktoren  des  zweiten  Gliedes  von  (337)  entsprechend 
a,  h'y  c'f  d'j  die  im  dritten  Gliede  a",  h",  <f\  d",  sp  stellen  sich  die 
a,  V,  . . .  und  ebenso  die  a",  h'\  ...  als  lineare  Kombinationen  der 
a,}>,  Cy  d  dar,  und  es  gilt: 

(338)  a«+  6«-f  c^-f  flf»  ==  a'^-f  6'2-f-  c'«+  d'^  =  a''^^  ?/"*+  c"«-f  d"\ 

Aus  der  auf  die  a,  .  .  .,  d"  umgeschriebenen  Relation  (337)  leitet 
dann  Weierstraß  (vgl.  Schwarz  a.  a.  0.)  zunächst  durch  Abänderung 
der  a,b,Cyd  um  Periodenhälften  ein  System  von  Additionstheoremen 
für  die  vier  Funktionen  6,  6,,  5j,  Gj  ab,  welche  sich  auf  Grund  von 


308)  Die  Gestalten,  in  denen  dies  Additionstheorem  auftritt,  sind  sehr  zahl- 
reich. Vgl.  neben  den  in  den  Noten  30ö  n.  307  gen.  Abh.  noch  Cayley,  „Note  sur 
l'addition  des  fonct.  eil.",  J.  f.  Math.  41  (1861),  p.  67;  Hermite  in  der  in  Note  168 
gen.  Schrift;  F.  BrioscJii,  „Sur  quelques  formules  pour  la  nuiltipl.  des  fonct. 
eil.",  Paris  C.  B.  69  (1864),  p.  999;  W.  E.  Story,  „The  add.-theor.  for  elliptic 
functions",  Amer.  Journ.  7  (1886),  p.  864;  G.  Fontene,  „Expression  de  la  quantit^ 

^(^j  -f  «,  -i f-  «»)  au  moyen  d'un  pfaffien,"  Ann.  de  Vtc.  Norm.  (3)  13  (1896), 

p.  469. 

309)  Vgl.  Schwarz,  „Formeln  u.  Lehrs    U3W."  p.  47. 
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(295),  p.  283,  in  Additionstheoreme  der  Thetafunktionen  umrechnen.  Er- 
wähnt seien  etwa  die  beiden  Formeln: 

in  denen    -  =  w,  . . .,  =  /'  gesetzt  ist,   weil  durch   ihre  Addi- 

tion  die  Jaco&«8che  Fundamentalformel  (91)  p.  220  gewonnen  wird,  aus 
welcher  sich  Jacöbh  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  vollständig 
entwickeln  läßt. 

E.  Study ^^°)  hat  die  in  Rede  stehenden  Additionstheoreme  durch 
sorgfältige  Beachtung  der  Symmetrieverhältnisse  und  der  zugrunde 
liegenden  Gruppe  von  Substitutionen  übersichtlich  dargestellt.  Er 
zeigt,  daß  die  256  Additionstheoreme  durch  eine  Gruppe  von  ebenso 
vielen  ii. ,  olutorischen  (und  also  vertauschbaren)  Substitutionen  in- 
einander übergehen;  er  teilt  die  256  Formeln  in  16  Familien  zu  je 
16,  wobei  die  erste  Familie  alle  jenen  Relationen  enthält,  in  denen 
die  zu  einem  Produkt  verbundenen  (3 -Funktionen  alle  den  gleichen 
Index  haben  und  die  16  entsprechenden  Substitionon  eine  Untergruppe 
der  ^2ß8  bilden."!) 

über  Additionstheoreme  für  die  Integrale  zweiter  und  dritter 
Gattung  vgl.  man  die  Formeln  (15)  und  (16)  p.  190  von  Legendre  und 
die  Gleichung  (326)  p.  297  für  das  Weierstraßsche  Normalintegral."-) 

68.  Die  Multiplikationstheoreme.  Setzt  man  in  einem  allge- 
meinen Additionstheoreme  mit  n-gliedriger  Summe  (Mj  +  Mj-] f-  mJ 

alle  Summanden  gleich  w^  =  M2  =  •  •  ==  m„  =  m,  so  entspringt  ein 
Multiplikationstbeorem    über  den  algebraischen  Zusammenhang  einer 

810)  „SpliäriBche  Trigonometrie,  orthogon.  Subst.  u.  eil.  Funkt.",  Leipz. 
Abb.  20  (1893),  p.  83.  Vgl.  bierzu  F.  Caspary,  „Sur  les  relat.,  qui  lient  les  Cle- 
ments d'nn  syst,  orthog.  aux  fonct.  th^ta  etc.",  J.  d.  Matb.  (4)  6  (1890),  p.  867, 
wo  aus  den  Relationen,  welche  zwiscben  den  neun  Koeffizienten  einer  orthogo- 
nalen Substitution  von  drei  Variabelen  besteben,  die  Additionstbeoreme  sowie 
überbaupt  die  Grundformeln  der  «--Funktionen  abgeleitet  werden. 

811)  Über  die  256  Additionaformeln  vgl.  man  auch  noch  Briot-Bouquet, 
„Thdor.  d.  f.  eil.",  2  Aufl.,  livre  7;  Fr.  Meyer  im  amtl.  Ber.  der  Straßb.  Natur- 
forscherv.  von  1885,  p.  364 ;  Scheibner,  „Über  die  Produkte  von  3  und  4  Tbetaf", 
J.  f.  Math.  102  (1887),  p.  256;  L.  Kronecker,  „Bemerkungen  über  die  Jacobi- 
flchen  Thetaformeln",  J.  f.  Math.  102  (1887),  p.  260. 

812)  Über  Jacobia  Herleitung  dieser  Theoreme  aus  seiner  Thetarelation  s. 
dessen  Werke  1,  p.  530  S. 
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doppeltperiodischen  Funktion  für  «-faclies  Argument  nu  mit  der 
gleichen  Funktion  gebildet  für  u.  Aucli  direkt  erkennt  man,  falls 
eine  »w- wertige  Funktion  g)(t<|(a^,  02)  vorgelegt  ist,  in  ip(nu)  eine 
in  '  w'- wertige  Funktion  derselben  Perioden,  so  daß  man  auf  eine 
das  Multiplikationstheorem  zum  Ausdrack  bringende  algebraische  Re- 
lation: 

(340)  F{tp{nu),  <p(M))  =  0 

\om  Orade  m  in  <p(nu)  und  vom  Grade  m  ■  n'  in  q)(u)  schließt. 

In  den  neueren  Untersuchungen '^')  ist  dieser  Ansatz  namentlicii 
für  die  Funktion  p(u)  durchgefülirt  worden,  wo  die  Gleichung  (MO) 
reduzibel  wird  und  p(nu)  als  eine  rationale  Funktion: 

(341)  p(nu)  =  B((p{u)) 

vom  Grade  n^  in  i^y{u)  sich  darstellt.*^*) 

Zur  wirklichen  Aufstellung  des  in  (341)  rechts  stehenden  Aus- 
drucks bedient  man  sich  der  Funktion: 

(342)  *-,(«)  =  |S"^), 

welche  die  Perioden  tOj,  Oj  und  die  Wertigkeit  (w* —  1)  hat.  Aus 
dem  nach  (325)  gebildeten  Ausdruck  für  (pinu)  —  (piu))  folgt  nämlich: 

(343)  p(„„)  =  j,(„)_l»--!^^^). 

Sind  die  Funktionen  tu  %>  ^4  i"  fp(u),  fp'{u)  dargestellt,  so  kann 
man   sich   zur  Berechnung   der   weiteren  Funktionen  ^„(w)    der  Re- 


313)  Vgl.  JB.  Müller  in  der  in  Note  298  gen.  Abb.;  M.  Simon,  „Ganzzahl. 
Multipl.  der  eil.  Funkt,  in  Verbindung  mit  dem  Schließungsprobl",  Straßburg  i.E. 
(1876);  L.  Kiepert,  „Wirkl.  Ausführ,  der  ganzzahl.  Multipl.  der  eil.  Funkt.'*, 
J.  f.  Math.  76  (1876),  p.  21;  „Über  Teilung  u.  Transf.  der  eil.  Funkt.",  Math.  Ann. 
26  (1886),  p.  869.    S.  auch  Schwarz,  „Formeln  u.  Lehrs.  ubw."  p.  18. 

814)  Die  Reduktion  der  Gleichung  (840)  auf  die  besondere  Gestalt  (841),  in 
der  rechts  eine  rationale  Funktion  von  ^{u)  allein  steht,  findet  ihre  Begründung 
in  folgender  der  allgemeinen  Theorie  der  eindeutigen  automorphen  Funktionen 
entnommenen  Überlegung  (vgl.  IIB  4,  Nr.  11  undd  14).  Die  Gruppe  T«"'  aller 
Substitutionen  (238)  p.  266  ist  eine  Gruppe  des  Geschlechts  p=  1,  und  p{u\  p'{u) 
liefern  ein  System  zugehöriger  Funktionen,  in  denen  alle  automorphen  Funk- 
tionen der  r'«'  rational  darstellbar  sind.  Diese  T^"'  ist  nun  der  Erweiterung 
mittelst  der  Substitution  w'  =  —  m  auf  eine  Gruppe  f '"^  fUhig,  in  welcher  r'*> 
eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  2  ist  (vgl.  IIB  4,  Nr.  11).  Aber  diese 
r^"»  ist  vom  Geschlechte  p  =  0,  und  p{u)  ist  eine  zugehörige  „Hauptfnnktion". 
Alle  geraden  doppeltperiodischen  Funktionen,  die  also  bei  der  Substitution 
m'  »  —  tt  unverändert  bleiben  und  demnach  automorphe  Funktionen  der  Gruppe 
r^"^  sind,  werden  somit  schon  in  p(u)  allein  rational  darstellbar  sein. 
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kursionsformeln*^'^)  bedienen: 

ittn  +  li^)  =  %  +  M  •  ^nW  —  V',_,W  •  V'«  +  t(t*)*. 
^^^  i        ^«»  =  -^;^(^«  +  ,(«*)-^,-l(t*)'-1^.-,(t*)-^,^i(i*)'). 

Eine  Darstellung  von  ip^{u)  in  Determinantenform '^^  gewinnt 
man  auf  folgende  Art.  Man  bilde  mittelst  der  in  (282)  p.  278 
erklärten  Funktion  den  Quotienten: 

(345)  f^^-W'  .     ' 

X  und  [i  sollen  ganze  Zablen  der  Reihe  0,  1,  2,  . . .,  n  —  1  sein;  dock 
soll  die  Kombination  A  =  0,  ft  =  0  ausgeschlossen  sein.  Aus  (255) 
und  (256)  p.  269  u.  f.  folgt: 

(346)  /;,(u  +  o,,)  =  6«  "  /l^(u),     /,>  +  «,)  =»  e~  ~"~  f,^{u), 

so  daß  fifS^)  eine  doppeltperiodische  Funktion  »**'  Stufe  ist;  ihre 
w**  Potenz  ist  von  der  ersten  Stufe,  und  zwar  ist  dieselbe  w- wertig 
mit  einem  Pole  n*®'  Ordnung  bei  m  =  0  und  einem  Nullpunkte  der 
gleichen  Ordnung  bei  v  =  -^t*^-*.  Nach  einem  bereits  p.  299  be- 
nutzten Schlüsse  gilt  demnach  eine  Darstellung: 

(347)  {f,^{u)y  =  ao  +  a,^{u)  +  a,^\u)  +  •••-+-  a^_,P^^-'K^), 

in  welcher  (da  die  Kombination  A  =  0,  jit  =  0  ausgeschlossen  war)  die 
«1,  a,;  .  .  .,  a„_i  nicht  durchweg  0  sind.  Da  die  (»  —  1)  ersten  Ab- 
leitungen von  fiAuf  für  V  ==  -^^-^^  auch  noch  verschwinden, 
80  gilt: 

«iP'(^)        +  a,F»  +  •  •  •  +  a„-iiP^"-^^(f)   ==  0, 

a,^('-^)(t;)  -f  a,pW(t;)  -f  •  •  •  +  a,_i^(»''-»>(t^)  =  0, 
und  da  die  «j,  •  •  •,  ct„_i  nicht  alle  gleich  0  sind,  so  verschwindet: 

F»,         F»,    •  •  •,  «^^-^Kt*) 


(348) 


I>-i(«)  = 


^(»-i>(m),  ^W(«),  .  .  .,  jp(««-»)(tt) 


816)  Vgl.  fifmon  a.a.O.  S.  auch  Ralphen,  „Trait^  etc."  1,  p.  101  ff.  und 
BurJcharcU,  „EU.  Funkt."  p.  72. 

316)  S.  Kiepert  in  der  ersten  in  Note  Si3  genannten  Arbeiten;  die  betref- 
fende Determinante  hat  för  den  gleichen  Zweck  bereits  F.  Brioachi  weit  früher 
benetzt;  s.  deesen  Note  „Sur  quelques  formules  pour  la  multipl.  des  fonct.  eil.", 
C.  R.  69  (1864),  p.  999. 
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für  r,  d.  h.  für  aUe  {n^~  1)  Stellen  ^""^  +  ^'^  des  Periodenparallelo- 

gramms.  Bei  ?«  ==  0  liegt  ein  Pol  der  Ordnung  (n^ —  1)  der  doppelt- 
periodischen  Funktion  D^_j(w),  die  (n^ —  1)- wertig  ist.  Sie  hat  also 
mit  ^^{u)  alle  Nullpunkte  und  Pole  gemein  und  stimmt  demnach  mit 
Mf^{u)  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  überein.  Letzterer  wird  durch 
Reihenentwicklung  nach  u  bestimmt;  die  Determinantengestalt  von 
^^(t»)  ist  Bchließlich^i^): 

^        ^  "^   ^  {l!2l8l...(n-l)l}'         »-1V  y 

Setrt  man  für  ^"{u)^  ^'"(w),  •  •  •  ihre  ganzen  gauzzahligen  Aus- 
drücke in  ^{u),  p'(«),  ^g^,  g^  ein,  so  wird  für  D^_i(w)  bei  ungeradem 
n  die  Darstellung: 

(350)  D„_i(«)  =.  G{p{H),  y,,  g,)„^_„ 

2 

bei  geradem  n  die  Darstellung: 

(351)  I>n-ti»)  =  F'(«)  «'(FC«*),  \g,,  9z)^^ 

gelten,  wo  G  beide  Male  eine  ganze  ganzzahlige  Funktion  der  ange- 

gebenen  Argumente  vom  Grade  — - —  bzw.  — - —  in  p(u)  ist.    Dabei 

ist  G  zugleich  in  u,  (d^,  co,  homogen  von  der  Dimension  n* —  1  bzw. 
n^ — 4,   so  daß  z,  B.  für  ungerades  n  die  Funktion  G  eine   lineare 

n^l  n'  — 5  "lnJ 

"   i  2  ~    2 

ganzzahlige    Kombination    der   Ausdrücke   ^        y  h9i^        i  9iP        t 

n»  — 9 

{^g^Y^a  '  ,  . .  .  ist.  Statt  (343)  kann  man  übrigens  zur  Darstellung 
von  ^(nw)  auch  die  aus  (342)  und  (258),  p.  270,  folgende  Gleichung 
benutzen: 

(352)  p(nu)  =  ^(m)  —  ^  — l^^"-^  =  ^(w)  —  ,r. ^,3 

Nach  Vorgang  von  Äbd*^^)  hat  sich  Jacohi^^^)  mit  der  Kettenbruch- 
entwicklung  der  Quadratwurzel  Yfißi)  einer  ganzen  Funktion  vierten 
Grades  f{e)  beschäftigt  und  dabei  einen  Zusammenhang  mit  den  Mul- 
tiplikationstheoremen der  zu  Yf{^)  gehörenden  elliptischen  Funktionen 


317)  über  eine  andere  Art  des  Beweises  der  Formel  (349)  sehe  man  Schwarz, 
Formeln  u.  Lebrs.  usw."  p.  16  ff.,  oder  Burkhardt,  „Ellipt.  Funkt.**  p.  68  ff. 

318)  „Sur  l'intägr.  de  la  formule  diff.  -y^,  etc.",  J.  f.  Math.  1  (1826),  p.  38; 

yB 

AhelB  „Werke"  l,  p.  104. 

819)  „Note  sur  une  nouv.  appl.  de  Tanal.  des  fonct.  eU.  k  l'algebre",  J.  f. 
Math.  7  (1831),  p.  41;  Jacobin  „Werke"  1,  p.  829. 
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(ohne  Beweis)  mitgeteilt.'*®)  Eine  Ableitung  der  Jacobischen  Angaben 
lieferte  Borchardt^^^)  Späterhin  sind  G.  Fresenius  und  L.  Stkkel- 
herger^^)  auf  diesen  Gegenstand  zurückgekommen  und  haben  den 
fraglichen  Ansatz  auch  mit  den  Additionstheoremen  in  Verbindung 
gebracht.  Die  Grundgedanken  dieser  Entwicklung  sind  folgende:  . 
Ist  V  eine  Konstante  und  n  eine  ganze  Zahl  >  1,  so  ist: 

i^^Vi  W  (fA  —  i  P»->^'(w«)  _  1  p'{v)-p'{nv) 

Xooo)  wr„\u)         2  piu)  —  p{nv)        2p{v)-p{nv) 

eine  zweiwertige  doppeltperiodische  Funktion,  deren  Pole  bei  m  ==  0 
und  M  ==  —  nv  liegen.  Da  der  eine  Nullpunkt  bei  w  ==  v  liegt,  so  ist 
u  «==  —  {n-\~l)v  der  zweite  (vgl.  (242)).  Ist  w  >  2,  so  haben  die 
beiden  zweiwertigen  Funktionen  ^^~  f\  ^^^  ^nW  gleiche  Pole; 
und  da  ihre  Differenz  bei  u  ==  0  endlich  bleibt,  so  ist: 

(354)  ?^l=f>  -  WM  =  K 

eine  von  u  unabhängige  Konstante,  für  welche  man  durch  die  Sub- 
stitution M  =  —  V  gewinnt: 

(356)  /,^=^F;(-t;)=        ^'^'^ 


p{v)  —  p{nv) 
Für  n  «■=  1  setze  man: 

(V^\  W  (u-)  =  ^  P>ln^>)        1  P"(^)      j,  _  1  P"(^) 

Vooo;  rv^[U)        ^  ^^-^  _  ^^^.  —  -  ^,^^^ ,     k^  —  ^  ^,^^^ , 

dann  gilt  (354)  auch  für  n  =  2.   Aus  vorstehenden  Gleichungen  folgt 
die  Kettenbruchentwicklung: 

/^f=i7\  i  ^'(«)  —  P(v)  _  t  j_  P(^)  —  P{'") 

^""^^^  2   p(u)-p{v)—-^^'^        ,  p{u)-p(v) 

,  P{u)  —  p{v) 

welche    bei    Gebrauch    der    Bezeichnungen    p{u)  =  x,   ^(v)  =*  Jfr 
ff/(u)  =«=  yf{x),  p'{v)  ==  yfly)  in  algebraischer  Gestalt  so  lautet: 


(358)  »VMziV^W=^i    , 


a?  — y 

7     1  a;  — y 

• .  -I-  JlT  IL 


820)  Übrigens  vgl.  man  auch  die  algebr,  Gestalt  der  Multiplikationssätze 
für  an  2u,  an  3u,  ...  bei  Jacobi,  „Suite  des  not.  sur  les  fonct.  eil."  II,  J.  f.  Math. 
4  (1829),  p.  186,  „Werke"  1,  p.  268. 

321)  „Appl.  des  tranec.  ab^liennes  ä  la  theor.  des  fract.  cont",  J.  f.  Math.  48 
(1862),  p.  69. 

822)  „Über  die  Add.  u.  Mult.  d.  eil.  F.",  J.  f.  Math.  88  (1879),  p.  146. 
EnoyUop.  d.  in»th.  Wisaenioh.    II  S.  20 
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Nun  gilt  andererseits: 


(359) 


fix)-Vf(y) 
x  —  y 


-  %+  «iC«  —  y)  +  (^ii^  —  «/)'  + 


dy" 

Wendet  man  demnach  auf  die  Umwandlung  der  hier  rechts  stehenden 
Potenzreihe  in  einen  Kettenbruch  die  von  Jacohi  u.  a.'^^)  gegebenen 
Regeln  an,  so  gelangt  man  zu  Ausdrücken  von  k^  in  y  und  damit 
also  von  ^o(nv)  in  ^(v),'***) 

Kronecker^'^^)  erörterte  gelegentlich  die  Erscheinung,  daß  bei  Ab- 
leitung der  Multiplikationsformeln  aus  den  allgemeinen  Additions- 
sätzen die  für  sn  wm  sich  ergebenden  rationalen  Funktionen  nicht 
immer  in  reduzierter  Gestalt  herauskommen,  sondern  noch  gemein- 
same Faktoren  in  Zähler  und  Nenner  aufweisen."*) 

69.    Die  Divisionstheoreme.     Setzt   man    in    (340)    statt  u  den 

Wert      ein,  so  gilt: 

(360)  F(q>{u),     <)p(^))-=0 

als  algebraische  Relation  des  Grades  mn*  in  *p{~)-  Die  Berechnung 
von  <P  {—)  aus  (p{u)  durch  Losung  dieser  Qleichung  ist  das  Problem 

der  Division  der  elliptischen  Funktionen.  Für  die  Funktionen  der 
älteren  Theorie  (Funktionen  der  zweiten  Stufe)  sind  die  Divisions- 
theoreme bereits  von  Abel  entdeckt  (vgl.  Nrn.  12  und  13).'")  Für 
diese  Funktionen  ist  die  leicht  zu  erledigende  Teiiung  durch  2  be- 
sonders zu  behandeln,  worauf  alsdann  n  auf  ungerade  Zahlen  be- 
schränkt werden  darf. 


328)  S.  die  Nach-weiße  bei  Frobenius  und  Stickelherger  a.  a.  0.  in  der  Ein- 
leitung sowie  die  Darstellung  der  fraglichen  Regeln  in  §  1  daselbst.  Vgl.  auch 
den  Art.  I  A  3  Nr.  63. 

324)  Eine  Beziehung  zwischen  dem  Multiplikationstheoreme  und  gewissen 
Kettenbruchentwicklungen  betrachtet  auch  E.  Laguerre;  s.  dessen  Abh.  „Sur  la. 
multipl.  des  fonct.  eil."  Bull.  soc.  math.  6  (1877)  oder  „Oeuvres"  1  (1898),  p.  891. 

325)  „Bemerk,  über  die  Mult.  der  eil.  Funkt.",  Berlin  Ber,  von  1888,  p.  717  ff. 
u.  949  If. 

826)  S.  auch  C.  Runge,  „Algebr.  Abi.  der  Mult.  ton  es  tt",  J.  f.  Math.  94 
(1883),  p.  848.  Übrigens  vgl.  man  betreffs  der  sich  hier  einfügenden  „komplexen 
Multiplikation"  der  ellipt.  Funkt,  den  Art.  I C  6. 

827)  S.  auch  für  den  Prozeß  der  Auflösung  der  „allgemeinen  Teilungsglei- 
chung" Jacobi,  „Suite  des  notices  Bur  les  fonct.  eil.",  J.t  Math.  4  (1829),  p.  186  ff, 
oder  „Werke"  1,  p.  273. 
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Die  »eueren  Darstellungen  der  Divisionstlieoreme  knüpfen  an  dl» 
aus  (341)  entspringfende  „allgemeine  Teüungsgleichung'' ^**)  für  die 
«»-Funktion: 

(361)  12(f(-;;-))-P(«)==0 

vom  Grade  n*  an,  bei  welcher  eine  Fallunterseheiduiig  zwischen  ge- 
raden und  ungeraden  n  nicht  nötig  ist    Benutzt  man  die  Bezeichnung: 

so  sind  hierdurch  für  gegebenes  w  im  ganzen  n^  verschiedene  Funk- 
tionen erklärt,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  ganzen  Zahlen  X,  fi 
je  auf  ein  Restsystem  modulo  n  beschränkt.  Durch  Abänderung  des 
Argumentes  in  (361)  von  ti  zu  u  —  Acj^  —  (icj^  folg^^-  Die  n^  Lö- 
sungen der  allgemeinen  Teilungsgleichung  (361)  sind  ^'^xA-  )]  diese 
Gleichung  ist  irreduzibel. 

Die  Piu{—)  erkennt  man  sofort  als  doppeltperiodische  Funk- 
tionen w**'  Stufe  (vgl.  Nr.  60).  Man  verfolge  zunächst  allein  die  Ab- 
hängigkeit von  w,  wo  die  p;^^^  l—\  Funktionen  der  durch  m^  E^  w,  ee  0 

(mod.  n)  erklärten  Hauptkongruenzuntergruppe  F^J  der  n*'^^  Stufe  von 
r^"^  sind.  Der  Diskontinuitätsbereich  dieser  I^'l  ist  ein  Parallelo- 
gramm  der  Ecken  u  ==  0,  no^,  n(o3i  -f-  co^),  woj,  bestehend  aus  »'  an- 
einander gereihten  Parallelogrammen  des  ursprünglichen  Netzes.  Die 
Abbildung  mittelst  der  Funktion  e  =  (>.>(«<)  liefert  von  jenem  Bereiche 
aus  eine  die  Fläche  F^  »*-fach  überlagernde  Riemannsche  Fläche  i*^,^» 

welche  die  zur  algebraischen  Funktion  m7  =  ^j?  r  j   von  2   bzw.   zur 

Teilungsgleichung  Ji(w)  —  ^  ===  0  geSiörende  Fläche  ist. 

Die  „Monodromiegruppe"  der  Teilungsgleichung  (vgl.  I  B  3  c,  d 
Nr.  5),  auf  welche  sich  die  „Galoissche  Gruppe"  dieser  Gleichung  nach 
Bekanntgabe  gewisser  noch  zu  bestimmender  Irrationalitäten  reduziert, 
und  die  man  durch  geschlossene  Umläufe  von  s  auf  der  JPj  herstellt, 

beiteht  aus  denjenigen  n*  Permutationen  der  Wurzeln  w  ==  s'i^(  }, 
die  man  durch  die  n*  nach  dem  Modul  n  inkongruenten  Substitutionen 
t^  =*  tt  -f-  »Wj  «1  -f-  »»2  (0,  erzeugt.    Die  etwa  6r^,    zu  nennende  Gruppe 


328)  Im  Gegeosatze   zu   der   unten   zu  erkläxenden  „speziellen"  Teilungs- 
gleichung. 

20* 
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der  w'  Operationen: 

(363)  u^^u  -\-  »»iG3,  +  mjOj     (mod.  n), 

auf  welche  sich  die  F^"^  mod.  n  reduziert,  ist  demnach  der  Monodro- 
miegruppe  isomorph  oder  stellt,  was  die  Struktur  angeht,  diese 
Gruppe  dar.  Die  Gruppe  ö^"^  ist  kommutativ  (vgl.  I  B  3  c,  d  Nr.  20), 
so  daß  sich  die  Teilungsgleichung  durch  Wurzelzeichen  lösen  läßt.»*^) 
Dieses  Ergebnis  kann  man  auch  so  gewinnen:  Indem  man  in 
p  (u)  den  Wert  tt  =  0  setzt,  gewinnt  man  die  „Teilwerte''  der  p- 
Funktion,  die  kurz  durch  i,^^^  bezeichnet  werden;  entsprechend  werde 
^j"^  (0)  kurz  ^4^^  geschrieben.  Die  ^J'^,  ^;",, . . .  sind  rational  und  ganz 
in'^i  ;  ^1  ^^^  übrigens  g,  und  g^^^)  darsteUbar.  Nach  den  Additions- 
und ilultipiikationstheoremen  sind  weiter  p^^  und  ^/^  rational  in  p^^, 
l»io>  Fol»  Foi-  Demnach  ergibt  sich  auf  Grund  der  gleichen  Theoreme 
fttj  ^^('*A  eine  rationale  Darstellung  in  Foo(^)=f(^)>  ^'W' 
Fio»  Fio^Foi,  «^01-    Übrigens  folgt  aus  (361)  durch  Differentiation: 

(364)  i2'(Kn))^'(^)-^^'(")  =  ^' 

so  daß  ^'(|-)  rational  in  ^(^)  und'jp'(w)  i^t.  Also  gut  eine  ratio- 
nale Darstellung: 

(365)  p,^{^)  ==  Ri^{p{'^),  F»>  ^10,  JPio>  iPoi,  Fii), 

d.  h.  nachdem  man  zu  den  Koeffizienten  der  Teüungsgleichung  noch 
die  Irrationalitäten  ^/(w),  ^^o.  fIo.  ü^oi»  rfi  adjungiert  hat,  wird  p,^[^) 
eine  rationale  Funktion  R,^  der  Wurzel  p{'*^)'  Setzt  man  in  die  Glei- 
chung (365)  statt  u  den  Ausdruck  (u  —  X'a^  —  fi'fDi)  ein,  so  folgt: 

Hieraus  erkennt  man  die  rationalen  Funktionen  11,  und  E^,^,  als  kom- 
mutativ, so  daß  die  allgemeine  Teilungsgleichung  (nach  Adjunktion  der 
genannten  Irrationalitäten)  eine  Abelsche  Gleichung  ist.«^) 

Der  Prozeß  der  Auflösung  der  Teilungsgleichung  (361)  ist  mehr- 
fach mit  Hilfe  der  von  Abel  aufgesteUten  Prinzipien  behandelt,  wenn 

329)  S.  die  Darlegungen  in  I B  3  c,  d  Nr.  88. 

330)  Was  weiterhin  nicht  mehr  besonders  hervorgehoben  werden  ßoU,   da 
die  g,  und  g^  von  vornherein  als  bekannt  gelten. 

331)  S.  den  dritten  Satz  in  IB8c,d  Nr.  21. 
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auch  nicht  immer  in  erschöpfender  Weise.^*'')  Es  besteht  der  Satz, 
daß  die  allgemeine  Teilungsgleichung  nach  Adjunktion  von  p'(^),  Pi^, 
f'iof  Foi>  Foi  löittelst  zweier  zyklischen  Gleichungen  (vgl.  I  B  3  c,  d 
Nr.  8)   vom  Grade  n  und  also   durch  Ausziehen  zweier  Wurzeln  w**° 

Grades  lösbar  ist.  Da  nämlich  ^(— ),  auf  dessen  Berechnung  es  zu- 
folge (365)  allein  ankommt,  gleich  w^-^(w|  woi,  no,)  ist,  so  kann  man 
als  die  zu  lösende  Aufgabe  auch  die  Berechnung  von  j3(w|«c)i,  nwj) 
aus  ^  (u  I  cDj ,  cog)  ansehen.  Schaltet  man  ^y{u\nG)^f  ca^)  ein,  so  ist  die 
Berechnung  dieser  Größe  aus  p{u\tOi,  o^)  (als  „Transformation  n**"* 
Grades"  in  Nr.  71  zu  behandeln)  durch  Lösung  einer  ersten  zyklischen 
Gleichung  n*^°  Grades  zu  vollziehen.  Die  zweite  Gleichung  dieser  Art 
steUt  sich  bei  der  Berechnung  von  ^(m|wwi  ,  wcjg)  aus  p(u\n<Oj^,  a^)  e'm.^^^) 
Die  Hauptpunkte  der  Durchführung  sind  folgende:  Setzt, man  (vgl. 

»in 

(282)  p.  278)  für  6^^  (0)  kurz  6^^  und  schreibt  c  "  —  £,  so  wird  die 
Funktion: 

(366)  ^,^(„)„^^, 

welche  der  Gleichung  lim  (m  •  (pxM)  =  1  genügt,  (vgl.  (346)  p.  303) 

u  =  0 

die  Bedingungen: 

X367)       9)^^(m  -f  Ol)  =  e^'^p;^^(u),     (p^^X^  -\-  w,)  =  «"  Vi^(w) 

befriedigen.  Die  einzelne  der  (n  —  1)  für  /i  =  1,  2,  . . .,  (n  —  1)  zu 
bildenden  Funktionen  fpQ^(u)  ist  demnach  eine  n- wertige  doppelt- 
periodische Funktion  der  Perioden  na^,  <o^  mit  den  n  einfachen  Polen 
bei  w  =  0,  ajj,  2oji,  . . .,  (w  —  l)c}^   im  zugehörigen  Parallelogramm. 

Der  Ansatz  (vgl.  (259)  p.  270): 

»1—1 

9'omW  =  A  4-^A+iS(«<—  ÄraJ  noi,  ©,) 
*=o 

erfordert  A^^  1  (wegen  des  Verhaltens  bei  w  =  0);  und  man  finde 
durch  Ausübung  der  Substitution  u=u  —  a^  wegen  (367): 

n— 1 

(368)  n^(„)  ==  -A_.  +2^,  .  g(„_  i„j„„_,  <,,)^ 


382)  S.  Kiepert,  „Auflösung  der  Transformationsgleich.  u.  Divis,  der  ellipt. 
Punkt.",  J.  f.  Math.  76  (1873),  p.  34.  S.  auch  die  Lehrbücher,  z.  B.  Burkhardt, 
„Ell.  Funkt."  p.  277  ff.,  oder  C.  Jordan,  „Coiirs  d'analyse"  2.  Aufl.,  2,  p.  490  ff. 

833)  S.  über  Jacobie  Herstellung  der  Multiplikation  durch  zwei  Transfor- 
mationen oben  Nr.  23. 
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wo  ri^'  die  erste  Periode  von  §(«*!  wo^,  ojj)  ist.    Durch  DifPerentiatioa 
folgt: 

(369)  -  q>'^^{u)  -^^B^.-p{u  -  ha>^  I  «ajj,«;,),     (^  =  1, 2, . . .,  n—  1). 


i:=0 


Auf  Grund  derselben  Ansätze  findet  man: 

n-l  «_i 

(370)  p(w)  +^i^fÄ:(a,  |w(D„  Gii)=''^io{u~k(o^\nGi^,  ©,), 

Die   links   stehende  Summe   läßt   sich   durch   die  pi^  darstellen.    Da 
nämlich  ^^{nu  |  wra^,  ojg)  eine  Funktion  der  Perioden  o^,  o,  mit  n  Polen 

zweiter  Ordnung  bei  w  =  0,  ^%  .  ,  .,  {n  — 1)"'  ist,   so  gewinnt  man 
mittelst  der  schon  befolgten  Schluß  weise  leicht: 

«-1 

(371)  1*?  ■p(nu\nci^,G3^)=^^o  (m)  +  2'(^öm  ^^^  ~  Pft  /<) 


und  damit: 

1»— 1  i»-i 


Da  die  Summe  aller  (n^ — 1)  Teilwerte  p^    verschwindet^'^),  so  folgt: 

»—l  n— l 

(373)  ^f(^«i  I  w<öi,  coi)  ==  —  l^fpQ^' 


i=l  iu  =  t 


834)  Dies  folgt  leicht  aws  der  Eigenschaft  der  pj^^  als  „ganzer  Modul- 
formen". Es  läßt  sich  auch  eo  zeigen:  Aus  den  Formeln  von  Nr.  08  folgt,  daß 
die  höchsten  Glieder  der  Toilungsgleißhung  die  Gestalt  haben 

^0  a,!»,  ;,  ...  numerische  EoefSzienten  sind.  Dexinsch  ist  die  Summe  aller 
«'-Lösungen  v:x=sp^  ( — j  mit  z  =  ^(u)  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  iden- 
tisch.   Des  näheren  gilt: 


*,IU 


Eatwi  ekelt  man  nach  Potenzen  von  «  und  vergleicht  rechts  und  links  die  Äb- 
«olutglieder,  so  folgt,  wie  behauptet, 

<876)  2'f^iM-^^ 

wo  der  ladex  am  Summaczeichen  di«  Auslassung  der  Kombination  1  •=  0,  ft »  Q 
audeaten  ■oll. 
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Die  Addition  der  (n  —  1)  Gleichungen  (369)  und  der  Gleichung  (370) 
liefert  jetzt: 

Andererseits  ist  (g^piC^))"  eine  w- wertige  Funktion  der  Perioden 

■o»!,  fij,,  die  bei  m  =  0  wie  m""  unendlich  wird  und  bei     *  verschwin- 

n 

■det;  also  gilt  der  Ansatz: 

(<P^Wy-  ^a,(^W(M)  -  sy*)),     a„_,^^^. 
Da  bei  -*  sogar  ein  w- fach  er  Nullpunkt  liegt,  so  folgt: 

n-8 

Die  Determinante  D,_i("*)  dieses  Gleichungssystems  (vgl.  (348)  p.  303) 
verschwindet;  dagegen  verschwindet  die  ünterdeterminante  des  letzten 
Elementes  D^_J-'j  nicht.  Da  a^_^  bestimmt  und  eine  numerische 
Konstante  ist,  ao  berechnen  sich  die  übrigen  o  als  rationale  Funktionen 
<iler  fp^^  und  also  der  p^^,  ^^j.  Drückt  man  noch  ^"(u),  p"(u),  . . . 
durch  fp{u)  und  p'{u}  aus,  so  folgt: 

(377)         9'w(«)«?^^(?(wyr?(«)rÄi^rpoJ» 

wo  jR  eine  rationale  und  insbesondere  in  ^(u)  und  ü^Xu)  ganze  Funk- 
tion ist. 

Ferner  gilt  für  die  Funktion: 


jt-i 


welche  wieder  die  Perioden  Oj,  ojg  hat,  der  Ansatz: 

und  da  diese  Funktion  bei  m  ==  0  wie  u/*~}  verschwindet,  so  gelten 
die  (ß.  —  1)  Gleichungen: 

^6,j.,,(*+v)  _  0,  1.  =  1,  2,  . . .,  ^  -  2, 

*  =  0 
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Da  die  Determinante  D^^^^y  wegen  fi<n  nicht  verschwindet,   so 

berechnen   sich   die  6^  wieder  als  rationale  Funktionen  Ton  ^o,,  ^^^^ 
was  zu  einer  Darstellung  führt: 

(378)  9o,,(w)  =  -K^(p(w),  f'(w),  ^oi,  Foi')  (|/i?(FH  f'(m),  ^«i,  ÄIX- 
Bei  Differentiation  nach  ?/  wird  sich: 

du   +  «  '  Ä  •  du  ^  ^^Äi'^''^'  i^  (**)^  «^01,  Fol) 

wieder  als  rationale  Funktion  ihrer  Elemente  berechnen.    Für  9?^  (m) 
folgt  dann: 

(379)  (3p;^(w)  =  B^{(p{ii),  p\u),  ^0,,  ioJJ  ('Ki2(F(w);  F>)7>"oI7^7))^ 

und  also  ergibt  sich  aus  (376)  in  Übereinstimmung  mit  der  obigen 
Angabe: 

(380)  f>(«i»»„a,,) = *  L(«) - ijfp.. -'^^B^-mri 

Durch  Differentiation  nach  u  folgt: 

(381)  ioiu\na>„  co,)  =  ^^  Ly(,,)  __^^^^ .  (^i^y  1 

\  fi=i  } 

wo  (5^  die  durch: 

ZU  erklärende  rationale  Funktion  ist. 

Durch  eine   entsprechende  Rechnung  oder  auch  durch  Ausübung 
der  linearen  Transformation  oj,  =  —  öj',  a^  =  0/   auf  (380)    folgt: 

(382)  (.(« I «,.,  »o,) = i- 1  j.(«)  -  ;^  2'«'«  -  2^^ ■  (y^y]  • 


k^\         i=i 


wo  P^  und  P  aus  den  rationalen  Funktionen  P^  und  R  hervorgehen^ 
indem  man  die  Teilwerte  p^^,  p^^  durch  p^Q,  p^^  ersetzt.  Schreibt 
man  in  der  letzten  Gleichung  woj  statt  oj^,  so  folgt  mit  Benutzung  von 

(373)  und  IJbergang  zu  jS>i~}'' 


n~l  «— 1 


(383)  ^  (^)  ==n-p{u\  WC,,  a>,)  -f-  ^^Fo.  -  «2<?.(V<2)', 

wo  ^  und  (^^  die  Funktionen  P  und  P^  gebildet  für  die  Argumente: 

f{u\n(o^,(o^),     ^'(ujncaj,  CT,),     ^(oi  |  woj,  o,),     ji?'(<Oi  I  woi,  0,) 
sind.     Die  ersten  beiden  Argumente  sind  nach  (380)  and  (381)  aus* 
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zudrücken;  für  die  beiden  letzten  folgen  aus  (372)  und  (371)  die  li- 
nearen Ausdrücke: 


(384) 


^  =  1 


f'((öi  I  wcji,  cjg)  =  _  ±  /  p;^  +^f;^ 


i"  =  l 


in  den  ursprünglichen  Teilwerten  p^^,  p^^^  und  demnach  rationale  Aus- 
drücke in  ^,(„  pIq,  Pq^,  p^^.  In  YQ  haben  wir  also  die  zweite  zur 
Berechnung  von    f(J*)   noch  zu  ziehende  Wurzel  vor  uns. 

70,  Die  speziellen  Teilungsgleichungen.  Die  Teilwerte  p^  ,  p[ 
gehören  als  ganze  Modulformen  m*"  Stufe  in  die  Theorie  der  Modul- 
funktionen (vgl.  II  B  4,  Nr.  25  ff.).  „Eigentlich"  zur  n^''  Stufe,  d.  h. 
nicht  bereits  zu  einer  niederen  Stufe,  gehören  nur  die  Teil  werte,  bei 
denen  der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  von  X  und  /i  relativ  prim 
gegen  n  ist.  Bezeichnet  man  mit  f{u)  zunächst  irgendeine  doppelt- 
periodische Funktion  erster  Stufe,  so  werden  alle  eigentlich  zur  w**"" 
Stufe  gehörenden  Teilwerte  t\^  aus  dem  besonderen  Teilwerte  /;<,  durch 
lineare  Transformation  (vgl.  Nr.  54)  hervorgehen  oder,  wie  man  sagt, 
bezüglich  der  Modulgruppo  TC")  mit  f^^  gleichberechtigt  seien.  Sind 
nämlich  a,  ß  zwei  Zahlen,  deren  größter  gemeinsamer  Teiler  relativ 
prim  gegen  w  ist,  so  gibt  es  sicher  zwei  weitere  der  Kongruenz: 

(385)  ccd~ßy^l,         (mod.  n) 

genügende  ganze  Zahlen  y,  ö.  Eine  mit  ("'^)  kongruente  Substi- 
tution der  (homogenen)  Gruppe  r^"»)  transformiert  also  /j^  in  /;  .. 
Die  Anzahl  inkongruenter  Lösungen  von  (385)  ist  leicht  abzahlbar.''^) 
Ist  die  Primfaktorenzerlegung  von  n  durch  n  ==  g/»  •  q^*'*  .  .  .  gegeben, 
und  sind  (p{n)  und  ^(n)  die  bekannten  zahlentheoretischen  Funktionen: 

(386)  ^{n)  =  nU{l-l),    *(„)  =  «JJfi  +  ±), 

80  gibt  es  nfp(n)ip{n)  inkongruente  Lösungen  (385),  und  es  reduziert 
sich   die   (homogene)  T^  modulo  n  auf  eine  endliche  Gruppe  G^'"^ 
der  Ordnung« 9 (m)^(w).    Man  kann  auch  sagen,  die  Hauptkongruenz- 
untergruppe  «**'  Stufe   von  r^"')   (vgl  Nr.  «0   sowie  II  B  4,  Nr.  13) 

386)  Vgl.  C.  Jordan,  „Trait^  dea  substitutions  etc.",  (Paris  1870),  p.  93 ff. 
und  Galois'  „Brief  an  A.  Chevalier'',  Rev.  encycl.  von  1832,  p.  568  oder  .J.  d.  M.  11 
(1846),  p.  408.   S.  auch  Kkin-Fricke,  „Modulf."  1,  p.  396  und  den  Art.  11 B  4,  Nr.  18. 
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sei  eine  innerhalb  der  Gesamtgruppe  F^""^  ausgezeichnete  Untergruppe 
des  Index  n<p{n)tlf(n).  Da  nun  f^^  zu  der  durch  a^l,  ß^O  (mod.n) 
erklärten  Kongruenzuntergruppe  gehört,  welche  (wegen  des  willkürlich 
bleibenden  y)  eine  6r^<"')  in  der  Crj'"?,^^  liefert,  so  existieren  n<pilj:n  =  <pil/ 
mit  f^Q  gleichberechtigte,  d.  h.  eigentlich  zur  n**^  Stufe  gehörende  Teil- 
werte f;^^. 

Hieraus  folgt  (auf  Grund  der  Theorie  der  Modulfunktionen),  daß 
die  f\^  einer  algebraischen  Gleichung  qp^*«'  Grades: 

(387)  f^^  -f  R,(g,,  g,)f'P^-^  -f  E,{g„  g,)f'P^^-'  -f  •  •  • 

mit  rational  von  g^  und  g^  abhängenden  Koeffizienten  genügen.  Dies 
ist  die  „spezielle  Teilungsgleichung"  der  Funktion  f(u)  für  den  n**° 
TeUungsgrad.  Für  die  ^.>- Funktion  tritt,  weil  sie  eine  gerade  Funktion 
ist,  noch  eine  Reduktion  auf  den  Grad  \(pt{f  ein.  Da  übrigens  die 
P}^^  und  p^^  „ganze"  Modulformen  der  Dimensionen  —  2  und  —  3  in 
den  o>j,  co^  sind,  so  hat  man  hier  die  Ansätze  ^^*'): 

(388)  l^^"'^  +  ^ii^^"^""'  +  ^-«  i^^'^'"'  +'--  +  %r,-0, 

wo  die  G^f  G^'  ganze  rationale  Funktionen  von  g^^  g^  der  Dimension 
—  v  in  coj,  oj,  sind  (also  G^  ==  ag^,  G^  =  hg^y  . . .). 

Die  Teilungsgleichungen  (388)  sind  im  Rationalitätsbereiche  g^f 
g^  irreduzibel.  Ihre  Monodromiegruppe  (für  Umläufe  der  g^,  g^  bzw. 
der  absoluten  Invariante  J)  ist  mit  der  G^^"'^  isomdrph  oder  wird,  was 
die  Struktur  angeht,  durch  diese  Gruppe  dargestellt.  Auch  über  die 
GaZo^'s  sehe  Gruppe  dieser  Gleichungen  oder  vielmehr  der  entsprechen- 
den Gleichungen  der  älteren  Theorie  sind  Untersuchungen  angestellt."'') 
Es  zeigte  sich  dabei  (was  übrigens  auch  für  die  Funktionen  erster 
Stufe  gilt),  daß  die  G^aZots sehe  Gruppe  nach  Adjunktion  der  n^°-  Ein- 
heitswurzel E  sich  auf  die  vorgenannte  Monodromiegruppe  reduziert.*'**) 


386)  Vgl.  etwa  Klein-Fricke,  „Modulf."  2,  p.  14. 

337)  S.  L.  Sylow,  „Om  den  Gruppe  af  Snbstitutioner  etc.".  Vidensk.-Selsk. 
von  1871  (Criatiania);  Kronecker,  „Über  die  algebr.  Gleich.,  von  deneu  die  Teil, 
der  oll.  Funkt,  abhangt/'  Berl,  Der.  von  1876,  p.  498:  H.  Weber,  „Zur  Theorie 
der  eil.  Funkt."  Act.  mat.  B.  8  (1886),  p.  329. 

838)  Hierbei  sind  gewisse  von  Abel  aufgefundene  und  nach  ihm  ben£mnte 
Relationen  von  Wichtigkeit  gewesen;  8.  Abel,  „Pr^cie  d'une  th^orie  etc.",  Einleit. 
Nr.  6,  Werke  1,  p.  6-23  and  „Fragmena  sur  les  fonct.  eil.",  Werke  2,  p.  261,  sowie 
etwa  Weher,  „EU.  Funkt.",  p.  216.    Für  die  Weierstr aß Bchen  Funktionen  lauten 
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Die  speziellen  Teilungsgleichungen  sind  von  den  niedersten  Fällen 
n  =  2,  3,  4  abgesehen  nicht  durch  Wurzelzeichen  lösbar.  Für  Prira- 
zahlgrad  n  ist  die  Gruppe  G^ jj|j,  _  ^^  vollständig  in  ihre  Untergruppen 
zerlegt  (vgl.  JI  B  4,  Nr.  IS).  Die  niederste  Resolvente  ist  im  allge- 
gemeinen  die  Modulargleichung,  welche  bei  beliebigem  n  den  Grad 
^(m),  also  bei  Primzahlen  n  den  Grad  (m  -(-  1)  tat.  Für  die  prim- 
zahligen n  existieren  nur  in  den  drei  Fällen  n  =  5,  7,  11  zufolge  des 
öaZoisschen  Satzes  (vgl.  Note  179  und  II  B  4,  Nr.  13)  ßesolventen 
von  noch  niedrigerem,  nämlich  n***«*  Grade.  An  Stelle  der  Modularglei- 
chung kann  man  auch  andere  „Transformationsgleichungen",  z,  B.  die 
„Multiplikatorgleichungen"  (vgl.  II  B  4,  Nr.  S7)  als  ßesolventen  der 
speziellen  Teilungsgleichung  benutzen.  Der  einzelnen  der  ^(w)  Wurzeln 
der  Modulargleichung  sind  dann  immer  ff{n)  bzw.  im  Falle  der  p- 
Funktion  ^  9)  (n)  Wurzeln  der  speziellen  Teilungsgleichung  zugeordnet, 
welche  man  nach  Adjunktion  jener  Wurzel  der  Modulargleichung  durch. 
Radikale  einzeln  berechnen  kann.  So  gehören  z.  B.  die  ff{n)  Teil- 
werte  ^;jo  (die  einander  gleichen  ^,7^  „  und  j3„_;^o  sind  beide  besonders 
gezählt)  zusammen,  zu  deren  Berechnung  man  etwa  im  Falle  einer 
ungeraden  Primzahl  n  so  verfahren  würde.  Es  sei  g  eine  primitive 
Wurzel  von  n  und  t]  eine  primitive  (w  —  !)*•  Binheitswurzel.  Die 
(«  —  1)  Funktionen: 

(n— 8  \  n— 1 

^^«2^  Vpv.o  )      ,     (<y  «  0, 1,  2,  ...,»-  2) 

gehören  zu  der  durch  y 'E=^  definierten  Kongruenzgruppe  n**"  Stufe, 
deren  Funktionen  nach  Adjunktion  der  zugehörigen  Wurzel  der  Modular- 
gleichung rational  bekannt  sind.  Die  j.?^^  werden  sich  demnach  durch  die 
(w  —  1)  Wurzeln  "  y  <^,„  die  sich  übrigens  auf  eine  unter  ihnen  re- 
duzieren lassen,  ausdrücken.  ^^'*) 

Außer  unmittelbarem  Zusammenhange  mit  den  vorstehenden  aus 
der  „Monodromiegruppe"  folgenden  Angaben  über  Auflösung  der  spe- 
ziellen Teilungsgleichungen   steht    die  Berechnung   der  Teilwerte    für 

die  .^Machen  Relationen: 

8.  darüber  F.  Engel,  „Ober  die  Abel  sehen  Rel.  asw.",  Leipz.  Ber.  von  1884,  p.  32 
und  Klein,  „Über  die  ellipt.  Nonnalkarven  usw.",  Leipz.  Abb.  13  (1885),  p.  379, 
339)  Übet  die  Teilwerte  der  Weterstraß achen  Funktionen  und  ihre  Be- 
ziehung zur  Transformfttion  vgl.  man  noch  Kiepert,  „Über  Teilung  und  Transf, 
der  eil.  Funkt.",  Math.  Ann.  26  (1885),  p.  869. 
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solche  konstante  o^^cog;  ^^i  denen  komplexe  Multiplikation  stattfindet. 
Man  TgL  hierüber  den  Art.  I  C  6,  Nr.  11  und  die  ausführlichere  Dar- 
stellung bei  Weber j  „Ell.  Funkt.'',  p.  480  flf.  Die  hier  eintretenden  spe- 
ziellen Teilungsgleichungen  sind  im  Rationalitätsbereiche  der  zuge- 
hörigen „singulären  Moduln"  AhelBche  und  also  durch  Radikale  lös- 
bare Gleichungen.  Speziell  ist  die  Teilung  der  Lemniskate'*'')  immer 
mit  Zirkel  und  Lineal  durchführbar,  wenn  es  die  entsprechende  Kreis- 
teilung ist.***) 

71.  Die  Transformationstheorie  der  doppeltperiodischen  Punk- 
tionen. Das  Transformationsproblem  in  allgemeinster  Fassung  kann 
man  so  formulieren:  Sind  f(u\(Oif  a^)  und  f(U\ä^,  öj)  irgend  zwei 
doppeltperiodische  Funktionen,  so  soll  untersucht  werden,  unter  wel- 
chen Bedingungen  aus  einer  Gleichung  U  =  mu  mit  konstantem  m 
das  identische  Bestehen  einer  algebraischen  Relation  zwischen  beiden 
Funktionen  folgt.^^)  Sind,  wie  vorausgesetzt  werden  soll,  die  f  und 
f  homogene  Funktionen  erster  Stufe,  so  können  wir  aus  f  (mu\~(öif  ä^) 

den  Faktor  m  herausnehmen  und  schreiben  hernach  für  -^  wieder  ö.; 

wir  können  demnach  m  =  1  setzen.  Da  f(u  |  a^,  ©j)  ^^^  f  {^\'^if  "^a) 
als  doppeltperiodische  Funktionen  gleicher  Argumente  u  und  gleicher 
Perioden  Wj,  öj  sicher  algebraisch  zusammenhängen,  so  ist  es  weiter 


840)  S.  Oauß'  Bemerkung  in  der  Sectio  sept.  der  „Disq.  arith."  (1801), 
Werke  1,  p.  413,  welche  Abel  in  den  „KechercheB"  Nr.  40,  „Werke"  1,  p.  861 
bewiesen  hat.  Vgl.  auch  Jacobis  nachgelassene  Schrift  „De  divis.  integr.  ellipt. 
in  n  partes  aequal.",  Werke  t,  p.  486. 

341)  Geometrisches  über  die  Fünf-  und  Siebzehnteilüng  der  Lemniskate 
findet  man  bei  Wiehert,  „Die  Fünf-  und  Siebzehnteilung  der  Lemn.",  Programm- 
abh.  Conitz  (1846)  und  Kiepert,  „Siebzehnteilung  des  Lemniskatenumfangs  usw.", 
J.  f.  M.  75  (1878),  p.  265.  Sonstige  Nachweise  bei  „E.  M.",  p.  884.  S.  auch  noch 
K.  Schwering,  „Zerß,llung  der  lemnisk.  Teilungsgl.  in  4  Faktoren",  J.  f.  M.  110 
(1891),  p.  42  und  „Zur  Aufl.  der  lemn.  Teilungsgl.",  J.  f.  M.  111  (1893),  p.  170; 
Hurwitz,  „Über  die  Entwicklungskoeff.  der  lemn.  Funkt.",  Gött.  Nachr.  von  1897, 
p.  278;  G.  B.  Maiheu)8,  „The  compl.  mult.  of  the  Weierstr.  lemn.  funct.",  Quart. 
Joum.  32  (1900),  p.  257;  P.  Meyer,  „Über  Siebenteilung  der  Lemn.",  Straßb.  Diss. 
1900;  B.  Brieard,  „Sur  l'arc  d.e  la  lemn.",  Nouv.  Ann.  (4)  2  (1902),  p.  160. 

342)  Setzt  man  /"(«  |  co, ,  Wj)  =  ir,  /"(S  |  Wi ,  Wj)  »==  ^,  so  gelten  für  u  und  ü 
Darstellungen  in  Gestalt  überall  endlicher  elliptischer  Integrale: 

u=M  (  B{ZyW)dz^      ii=,l  R(z,w)dz, 

■wo  w  und  w  gewisse  algebraische  Funktionen  von  z  und  z  sind.  In  algebraischer 
Gestalt  ist  also  das  Problem  des  Textes,  die  Bedingungen  allgemein  anzugeben, 
unter  denen  das  Differential  B{e,w)dz  mittelst  einer  algebraischen  Funktion 
z  von  e  derart  wieder  in  ein  elliptisches  Differential  B{z,  w)d'z  transformiert 
wird ,  daß  Ji  d^  =  «t  J?  d2  gilt. 
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keine  Beschränkung-,  nnsere  Frage  auf  die  beiden  Funktionen  /"(mJcJj,  oj^) 
und  f(u\äi,  ojj)  2^  beziehen. 

Man  bilde  die  beiden  Gruppen  F^")  und  JT^")  unserer  Funktionen 
und  übe  auf  u  die  Substitutionen  von  F^")  aus  (vgl.  Nr.  54).  Hier- 
bei bleibt  f{u  I  ojjL,  Og)  unverändert,  und  also  kann  /  (m  |  öj,  Wg)  nur  eine 
endliche  Anzahl  verschiedener  Werte  annehmen.  Es  folgt  leicht:  F^") 
und  F^")  müssen  kommensurabel  sein,  d.  h.  eine  Untergruppe  F'W  ge- 
mein haben,  welche  in  beiden  vorgenannten  Gruppen  endliche  Indizes 
hat.  Diese  F'^")  hat  als  Diskontinuitätsbereich  ein  Parallelogramm, 
dessen  Ecken  m  ==  0,  Og',  cj^'  -|-  Oj',  co^'  seien  und  eine  solche  Lage 
haben  mögen,  daß  der  Quotient  o' =  o^' :  c?/  positiven  imaginären 
Bestandteil  hat.  Da  F'^")  in  F^")  enthalten  ist,  so  gibt  es  vier  ganze 
Zahlen  a,  h,  c,  d  derart,  daß 

(390)  Oj'  =  acjj  -j-  fccöj,     03^'  =  caij  ~\-  dco^ 

gilt;  und  zwar  ist  wegen  der  über  oj'  getroffenen  Festsetzung  die  De- 
terminante ad — hc  =  n  eine  ganze  Zahl  >  0.  Entsprechendes  wird 
für  Ff«)  gelten.»^3) 

Man  schalte  nun  zwischen  f(u\(0x,(>3^)  und  f(u\c3^,äi)  die  Funktion: 

(391)  f{u  I  oj/,  <of)  =  f{u  I  acDi  +  ^^2>  ^^i  +  ^^2) 

ein.  Ist  f(u\(Oy,  a^)  m- wertig,  so  besteht  jetzt  in  der  Tat  eine  al- 
gebraische Bolation: 

(392)  G(f{u  1  oj/,  <),  f{u  1  CO,,  (ü,))  =  0 

m  •  n**"*  bzw.  m**"*  Grades  identisch,  und  zwar  auch  für  variable  0^^,(0^, 
Indem  eine  entsprechende  Relation  auch  für  f{u\co^', coj')  und  f{u\a^f  (»2) 
besteht,  schließen  wir  auf  die  Gültigkeit  einer  algebraischen  Gleichung 
auch  für  die  beiden  ursprünglich  vorgelegten  Funktionen.^ 

Man  sagt  nun,  die  Funktion  (391)  entstehe  durch  Transformation 
^ten  (Jrades  oder  n**'  Ordnung  aus  f{u  j  »i,  «03).  Mit  der  Untersuchung 
dieser  Funktionen  imd  ihrer  Relationen  (392)  ist  das  Transformations - 
Problem  in  der  ursprünglichen  Gestalt  mit  erledigt.^) 


343)  Der  Schluß  auf  das  Beatehen  der  Relationen  (390)  findet  sich  im 
Prinzip  bereits  bei  Abel  im  „Precis  etc.",  Introduct.  Nr.  8,  „Werke"  1,  p.  524.  t5ber 
den  Gebrauch  des  im  Texte  entwickelten  Ansatzes  bei  Briot  und  Bouquet  s. 
Note  297  und  zugehörigen  Text.  Auch  Weierstraß  benutzt  die  Schlußweise  des 
Textes  zum  Eingang  in  die  Transformationstheorie,  s.  darüber  „E.  M.",  p.  483  ff. 
und  die  dort  genannten  Nachweise.    S.  auch  Rientann-Stahl,  „Ell.  Funkt.",  p.  51 . 

344)  Betreffs  der  Zurückfühnxng  der  algebraischen  Relation  in  zwei  je  nach 
der  einen  Seite  hin  rationale  Relationen  s.  die  Bemerkung  über  Abel  und  Jacobi 
in  Note  296,  p.  295. 

346)  Für  w  =-  1  atellt  sich  die  schon  oben  (in  Nr.  53)  erledigte  „lineare"  Trans- 
formation ein,  bei  welcher  im  Falle  des  Textes  f(ii  \  eoi',  »j')  =  fiu  \  a>i,  od,)  gilt. 
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Der  erste  Hauptsatz  der  Transformationstheorie  lautet:  Es  gibfc 
insgesamt  0{n)  verscliiedene  aus  /"(«!  coj,  ca,)  durch  Transformation 
w**°  Grades  entstehende  Funktionen,  unter  <P(n)  die  Teilersuinme  der 
Zahl  n  verstanden.     Bezeichnet  man  die  Transformation  (390)  durch 

das  Symbol  (^^'  ^j  und  versteht  unter  ("'  Jj  eine  beliebige  Substi- 
tution der  Modulgruppe  F^'"^  (lineare  Transformation),  so  ist,  da  f  von 
erster  Stufe  ist,  f(u  I  ac^^  -f  ßa^',  yo^'  -f  de?,')  =  f{u  \  ra/,  ta^'),  d.  b. 
alle  Transformationen  n^'^  Grades: 

^•^^"^^  \C,   l)  "^  [ya -{- de,    Y^  +  ^dl' 

^vo  i'  A  die  Modulgruppe  durchläuft,  liefern  ein  und  dieselbe  trans- 
formierte Funktion.  Um  unter  den  unendlich  vielen  Transformationen 
(393)  eine  als  „Repräsentanten"  zu  wählen,  verstehe  man  unter  r  den 
(positiv  genommenen)  größten  gemeinsamen  Teiler  von  a  und  c.    Setzt 

man  dann  y  =  —  ,  d  ==  ,  so  gibt  es  noch  unendlich  viele  zu- 
gehörige Zahlenpaare  a,  ß,  die  in  einem  unter  ihnen  «<,,  ßf,  in  der 
Gestalt: 

«-«o-^V»       ß-ßo  +  v~,     (v=.0,  +  l,  +  2,...) 

darstellbar  sind.     Diese  Auswahl  liefert: 

0=-0,     D--^-,     Ä^r,     B^(aob  +  ß,d)-\-v^^B,-{-vD, 

wo  nun  die  ganze  Zahl  v  so  gewählt  werden  soll,  daß  B  eine  der 
Zahlen  0,  1,  2,  ...,  D — 1  ist.  Als  Repräsentanten  für  Transfor- 
mation »**"  Grades  gewinnt  man  so: 


(='^*>  (o;3'  ^^ 


B  =  0,  1,2,  ...,D-1, 


so  daß  in  der  Tat  jeder  Teiler  D  von  n  im  ganzen  D  Repräsentan- 
ten liefert.««) 

Als  „eigentlich'*  zum  Grade  n  gehörig  bezeichnet  man  die  Trans- 
formationen, bei  denen  a,b,c,d  keinen  Teiler  >  1  gemeinsam  haben. 
Liegt  aber  ein  von  1  verschiedener  größter  gemeinsamer  Teiler  t  von 

846)  über  das  Auftreten  dieser  Repräsentanten  b.  Hermite  in  der  ersten  in 
Note  176  genannten  Abhandl.,  „Werke"  2,  p.  •;  Koenigsbergtr,  „Tranaf.  n.  Mnlt. 
der  eil.  Fdnkt."  (1868),  p.  70  und  „Vorl.  über  die  Theor.  d.  eil.  F."  2,  p.  47.  Vgl. 
auch  P.  Joubert,  „Sur  les  ^quat.  qui  ee  rencontrent  dana  la  theor.  d.  f.  eil.",  Bull, 
des  sc.  math.  (2)  1  (1876),  p.  249  und  P.  Bonaventura,  „Sulle  formule  gener.  di 
molt.  compl.",  Annali  di  Pisa  7  (1895). 
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a,  h,  c,  d  vor  (wo  also  n  den  quadratischen  Teiler  f^  aufweiaen  wird), 
80  handelt  es  sich  um  die  Teilung  des  Grades  t  in  Verbindung  mit 

eijier  „eigentlich"  zum  Grade    ^   gehörenden  Transformation. 

Der  zweite  Hauptsatz  der  Transforraationstheorie  lautet:  Es  gibt 
im  ganzen  ^(w)  (vgl.  Gleichung  (386)  p.  313)  eigentlich  zum  Grade  n 
gehörende  transformierte  Funktionen  (391),  welche  „gleichberechtigte" 
doppeltperiodische  Funktionen  bzw.  Modulfunktionen  w*"  Stufe  sind, 
d.  h.  aus  einer  unter  ihnen  mittelst  geeigneter  auf  coi,  a^  auszuüben- 
der Substitutionen  von  F^'"^  herstellbar  sind.  Der  Satz  beruht  auf 
einer  zweiten  Auswahl  der  Repräsentanten.  Ist  (394)  eigentlich  zum 
Grade  n  gehörig,  so  ist  der  größte  gemeinsame  Teiler  6  von  A  und 
B  relativ  prim  gegen  I).  Man  schreibe  Ä  -=  aÄ^,  B  =  tsB^  und 
löse  ß'ÄQ  —  a'JB(,  =  1  in  ganzen  Zahlen,  wobei  sich  die  allgemeinste 
Lösung  «',  ß'  in  einer  speziellen  «<>,  ^<>  mittelst  aller  ganzen  Zahlen  v 
in  der  Gestalt: 

darstellt.  Da  «„  und  A^  relativ  prim  sind,  so  kann  man  v  so  wählen, 
daß  cc'  relativ  prim  gegen  a  wird.  Demnach  sind  auch  «  ==  a'D  und 
ß  =  0  relativ  prim,  so  daß  man  zwei  weitere  ganze  Zahlen  y  und  d 
in  Übereinstimmung  mit  aö  —  ßy  =  1  wählen  kann.  Die  so  er- 
haltene Substitution  <"'  yj  wende  man  nunmehr  auf  (Oi'==  ^«Oj  -f-  J5eog, 

a>i'=  Bo)^  an  und  gelangt,  wenn  man  noch  yA  =  'y',  yB  -\-  dD  =  tf' 
setzt,  zu: 

r395^  Z"*"^^  «^4-  ^i)\  _  (na',  nß'\ 

^       ^  \yB,  yB-i-dB)-\/,    d'  ) 

als  dieselbe  transformierte  Funktion  wie  (394)  liefernd.  Da  die  De- 
terminante gleich  n  ist,  so  genügen  die  vier  ganzen  Zahlen  «',  ß', 
Y',  ä'  der  Gleichung  aö'  —  ß'y'  =  1,  so  daß  die  transformierte  Funk- 
tion aus: 

(396)  f{u\n<o,,  G,,) 

durch  Ausübung  der  Substitution  ("' J.)  auf  (o^,<o^  entsteht.  Aber 
/"(wjwoj,,  ojj)  erkennt  man  sofort  als  doppeltperiodische  Funktion  «**' 
Stufe,  und  zwar  gehört  sie  als  Modulfunktion  w»*'  Stufe  zu  der  durch 
y  EEE  0  (mod.  n)  erklärten  Kongruenzgmppe  m»"  Stufe  vom  Index  ^(n). 
Wir  erhalten  demnach  alle  eigentlich  zum  Grade  n  gehörenden  trans- 
formierten Funktionen  in  der  Gestalt: 

(397)  f{u I «(«,(ö,  +  /3,aj,),  y^s3^  +  6^(o^), 
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(**  t  ß  \ 
J'j  ein  System  bezüglich  der  genannten  Kongruenzgruppe 

inäquivalenter  Substitutionen  durchläuft  (vgl  II  B  4,  Nr.  13).  Die 
neue  Darstellung  der  t/>(w)  Repräsentanten  ist: 

<^^^)  Cl'X')'      "=•<>.  1.2.  •••,*(«)-!■ 

wobei  für  v  ==  0  die  als  eine  „Haupttransformation"  **')  benannte  Trans- 
formation  (396),   d.  h.   also   «^  =  (5^  =  1,  |3o  =  d^  «=  0   zutreffe.»*») 
Durchläuft  ^  alle  quadratischen  Teiler  von  n  und  bildet  man  im 

Einzelfalle  y,  alle  ^  irij  eigentlich  zugehörigen  transformierten  Funk- 
tionen, so  ergeben  sich  alle  4>(«)  aus  den  Repräsentanten  (394)  her- 
vorgehenden Funktionen: 

(399)  ^^(^)  =  ^(n). 

Sieht  man  die  Wirkung  linearer  Transformation  als  bekannt  an, 
80  ist  nur  noch  die  für  die  „Haupttransformation'^  eintretende  Funk- 
tion f  {u)  ==  f{u  I  n©!,  üj)  zu  berechnen,  wobei  die  ursprüngliche  Funk- 
tion f(u)  =/'(w|oi,  föj)  als  bekannt  gilt  und  ihr,  um  eine  rationale 
Darstellung  aller  Funktionen  erster  Stufe  zu  ermöglichen,  etwa  die 
Ableitung  f'(u)  adjungiert  wird.  Dann  ist  f  die  Wurzel  einer  Glei- 
chung w**""  Grades: 

(400)  r  +  ikif,  nr-'  +  i^if,  nr-'  +  •  •  •  +  i^m,  n  -  o, 

deren  Koeffizienten  rational  in  f  und  f  sind,  und  deren  Wurzeln  die 
n  Funktionen: 

(401)  f^(u)  =  f(u  -\-  v©!  I  w©i,  cjg),     V  =  0,  1,  2,  . .  .,  w  —  1 

sind.  In  der  Tat  haben  die  symmetrischen  Funktionen  der  f^  die 
Perioden  <o^,  cog-  Di^  Theorie  dieser  Gleichung  (400)  ist  bereits  in 
Nr.  69  angedeutet;  Gleichung  (400)  ist  zyklisch  und  also  (nach  Ad- 
junktion geeigneter  von  u  unabhängiger  Größen)  mittelst  einer  einzigen 
Wurzel  w*""  Grades  lösbar. 


847)  Als  „Haixpttranflformationen"  n**"  Grades  werden  von  den  älteren  Autoren 
die  beiden  |     '     )  und  |    '     )  bezeichnet. 

\o,  1/         Vo,«/ 

348)  Man  benennt  die  Transformationen  (398)  als  die  „funktionentheoretischen" 
Repräsentanten  und  ihnen  gegenüber  die  in  (394)  als  die  „arithmetischen".  S. 
hierzu  Klein,  „Über  die  Transf.  der  eil.  Funkt,  usw.",  Math.  Ann.  14  (1878),  p.  111, 
Dedekind,  „Schreiben  an  Herrn  Borchardt  über  die  Theor.  der  eil.  Modulf.",  J.  f.  M. 
88  (1877),  p.  265,  sowie  die  ausführliche  Darstellung  bei  Klein-Fricke,  „Modulf." 
2,  p.  36  ff. 
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Für  die  ^.?- Funktion  ist  die  Lösung  der  Gleichung  (400)  bereits 
in  (380)  angegeben.    Um  die  Gleichung  selbst  aufzustellen,  hat  man: 

^j(M|(Di,  CJ8)  =  i^(M|"^   ,   <) 

in  ^.>(wj»a>j,  Oj)  =  S'^(w)(öi',  o,')  darzustellen.  Man  arbeitet  hier  am 
bequemsten  mit  den  transformierten  Perioden  und  kann  also  (unter 
Fortlassung  der  oberen  Indizes)  die  zu  behandelnde  Aufgabe  dahin 

aussprechen,  daß  ^j  (w  "- ,  ©j)  als  rationale  Funktion  des  w*®"  Grades  in 

^»(w)  ;==  ^^(m|oji,  0)2)  auszudrücken  ist  (cf.  Note  314).  Man  kann  die 
Lösung  dieser  Aufgaben  an  die  6 -Funktion  anknüpfen  und  verstehe 

unter  ^1,  nj^  die  zu  den  ä^  ==  -  ;  ci^  =  co^  gehörenden  Perioden  zweiter 

Gattung  (vgl.  (269)  p.  274).  Aus  der  Leffendre aehen  Relation  (256)  folgt: 

^      ^  2ü5j  2©!  2fflg  2a>j* 

Schreibt  man  für  den  gemeinsamen  Wert  dieser  Ausdrücke  (wie 
üblich**^))  6^1,  80  erweist  sich  wenigstens  im  Falle  eines  ungeraden  w, 
der  allein  weiter  verfolgt  werde: 

(403)  e-^^"'  ■  p— — -^ 

als  doppeltperiodische  Funktion  von  u  mit  den  Perioden  a^,  Og.  Da- 
bei liefert  (260),  p.  271  sofort: 

^*^'  '  (SW))"        =  11  S„3(»)  ' 

wo  beim  Fehlen  einer  Angabe  der  Perioden  stets  oji,  ojj  als  solche 
zu  setzen  sind.    Geht  man  von: 

s{«|^S..)=e».-6(«)]7^ 
nach  (258)  p.  270  zur  j3- Funktion,  so  folgt: 

n-l 

(405)  p  (wi  ^,  «,)  =:-2G,  +  p(u)  +  2^^oW, 
woraus  sich  durch  Reihenentwicklung  bei  m  =  0  ergibt: 

n-l  \{»-l) 

(406)  2Ö,=  y^,o  =  2^F.o- 

r=i  ;i  =  i 

349)  S.  F.  Müüer  in  der  in  Note  298  genannten  Arbeit  und  Klein,  „Über 
die  eil.  NonnaUcurven  usw.",  Leipz.  Abb.  13  (1886),  p.  343. 

Baofklop.  d.  math.  Wiisonaoh.    II  2.  21 
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Trägt  man  diesen  Ausdruck  für  2G^  in  (405)  ein,  so  folgt  durch  Be- 
nutzung des  Additionstheorems  (327)  p.  297: 

(407)  p (u: "-S  «,) =..(t*)  +  VW^k:^_^^)-^f 'o-^^^ 

eine  Gleichung,  die  man  auf  die  Gestalt  umrechnen  kann: 

(408)  p{u\'^, .,)  =  P(<i_%_m",- : + • :  • +3 , 

-1  =  1 
wo    die  a^  ganze  ganzzahlige  Funktionen  der  p^^,  ^-g^,  g^  von  der 
Dimension  (— ^  2v)  in  Wj,  Og  sind.    Dies  ist  die  gewünschte  Gleichung, 
aus  der  man  übrigens  durch  Ersatz  von  o?^   durch  noj   unmittelbar 
die  Gleichung  (400)  für  die  ^^ -Funktion  gewinnen  kann.^**) 

Für  die  Transformation  w'®'*  Grades  einer  doppeltperiodischen 
Funktion  von  einer  Stufe  5  >  1  gelten  analoge  Regebi.^")  Am  ein- 
fachsten gestalten  sich  die  Verhältnisse,  wenn  n  gegen  die  Stufenzahl 
s  relativ  prim  ist;  nur  hat  man  dabei,  wenn  fi{s)  der  Index  der  zur 
vorgelegten  Funktion  gehörenden  Kongruenzgruppe  s**'  Stufe  ist,  immer 
fi  (s)  verschiedene  gleichberechtigte  (d,  i.  durch  lineare  Transformation 
ineinander  überführbare)  Fälle  der  Transformation  w*®"  Grades  zu 
unterscheiden.  Die  höchste  in  der  älteren  Theorie  auftretende  Stufen- 
zahl ist  s  =  16  (bei  den  Größen  f^fc,  ^Jc]  vgl.  Hermiies  Entwick- 
lungen über  die  von  ihm  mit  (p{<o)  und  il){(o)  bezeichneten  Funk- 
tionen.^^) Hier  hat  man  seit  lange  für  einen  der  {i  in  Betracht 
kommenden  Falle  die  Repräsentanten  gebraucht*^'), 

/Ä.  16B\ 
^^^^^      lo,'     DI'    ^^  =  '^'    ^-0,  1,  2,  ...,Z)-1. 

Komplizierter  gestalten  sich  die  allgemeinen  Verhältnisse,  falls  n 
gegen  die  Stufenzahl  s  nicht  relativ  prim  ist.  Der  niederste  Spezial- 
fall der  Transformation  zweiten  Grades  der  Ja<:o&i8chen  Funktionen 
bietet  freilich  noch  keine  Schwierigkeit;  hier  stellen  sich  die  Formeln 
der  Gaußschen  und  der  Lamlenschen  Transformation  ein.*^) 


850)  S.  „E.  M.'S  p.  483  ff. 

351)  Aueführliche  Entwicklung  des  Ansatzes  für  den  besonderen  Fall  der 
Modulfunktionen  bei  KUin-Fricke,  „Modulf."  2,  p.  83  flF. 

362)  S.  Nr.  43  und  die  dort  gegebenen  Nachweise. 

353)  S.  auch  Koenigsberger,  „Ell.  Funkt."  2,  p.  96. 

854)  Vgl.  Nr.  7  u.  84;  8.  übrigens  die  Lehrbücher,  z.  B.  Krause,  „Doppeltp. 
Funkt."  1,  p.  120. 


■\ 
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72.  Die  Transformation  n^"  Grades  der  Thetafnnktionen.  Die 
Thetafnnktionen  n**'  Ordnung.  Die  Transformation  der  Thetafunk- 
tionen  gründet  man  auf  die  Theorie  derjenigen  doppeltperiodischen 
Funktionen  dritter  Art  (vgl.  Nr.  42),  welche  ganze  transzendente  Funk- 
tionen sind.  Hat  eine  solche  Funktion  n  einfache  Nullpunkte  im  , 
Periodenparallelogramm,  so  heißt  sie  von  der  w**"*  Ordnung.  Man  zeigt 
leicht '^^),  daß  eine  solche  Funktion  stets  in  der  Gestalt: 

ff 

(410)  c^'''+««+^Jj6(ie~-«J 

x  =  l 

darstellbar  ist.  Um  die  in  der  Literatur  vorliegenden  Bezeichnungen 
zu  gewinnen,  knüpfe  man  an  die  gerade  Funktion  63 (tt)  an,  welche 
den  Gleichungen: 

(411)  S,(w  +  (D,)  =  e'"(""'?)63(«),  630* +  ra,)  =  /*("^'?)  63(1«) 
genügt  (vgl  Nr.  61),  und  bilde  analog  der  Funktion  (282)  p.  278: 

(412)  S„»(«)  =  e         T--  (-  -  T-)  5.  („  +  ?3_r.»?..) . 

Indem  man  g,  h  als  reelle  Größen  des  Intervalls  — 1<5',  ^^-h  1 
faßt,  kann  man  durch  richtige  Auswahl  von  g  und  h  den  Nullpunkt 
der  Funktion  (412)  an  jede  vorgeschriebene  Stelle  des  Periodenparallelo- 
gramms verlegen.  Wählt  man  jetzt  n  solche  Paare  (<7i,  Aj),  ..., 
(9%i  \)  "°d  schreibt: 

(413)  g^^g^^...^g^  =  g,     h,  +  h,  +  •  ^  -  +  h„  =  h, 
SO  wird: 

n 

eine  „erste"  ganze  doppeltperiodische  Punktion  dritter  Art  mit  n  will- 
kürlich vorgeschriebenen  Nullpunkten  und  also  von  m**' Ordnung  sein, 
in  der  sich  alle  „weiteren"  Funktionen  dieser  Art  der  gleichen  Null- 
punkte mittels  eines  Exponentialfaktors  wie  in  (410)  darstellen.  Aus 
(411),  (413)  und  der  Legendre sehen  Relation  (256)  p.  270  folgt: 


(415) 


jr»y  + 


"''"(''■*■'?) 


Eine  besondere  Auswahl  des  Exponentialfaktors  führt  jetzt  ver- 
mittelst der  Substitution  m  =  ©,«  zur  Erklärung  einer  „Thetafunktiou 

866)  S.  z.  B.  ScUphen,  „Trait^  <*^.t  f.  eil."  1,  p.  462. 

21* 
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w*«'  Ordnung  der  Charakteristik  (g,  Ä)"'»^«): 

(416)         en{v)  =  e-^^'^^^iu)  =  r^^-^'/Jö,, .,(«), 
für  welche  aus  (415)  das  Verhalten  folgt: 

(417)  e';i{v  + 1)  =  e^*^ '  e^;i{v),   e';i{v  +  <»)  -=  e«<A-««.-(2«'+c«) .  e^;i(vy 

Die  Charakteristik  (jf,  h)  besteht  gemäß  (414)  zunächst  aus  irgend 
zwei  reellen  Zahlen  g,  h  des  Intervalls  —  w  <  51,  Ä  ^  +  ♦*•  Da  in- 
dessen die  einzelne  in  (414)  enthaltene  Zahl  g^  oder  h^  ohne  Änderung 
der  Nullpunkte  von  <Pg^(u)  um  eine  gerade  ganze  Zahl  abgeändert 
werden  kann,  so  können  wir  uns  auch  bei  beliebigen  n  (wie  bei  n=  1) 
die  g,  h  als  irgendwelche  reelle  dem  Intervalle  —  ^  <  9,  Ä^+l  an- 
gehörende Zahlen  denken. 

Die  vier  Funktionen  C(v),  öiV(ü),  ÖiV(v),  C(^)  sind  bis  auf  von 
V  unabhängige  Faktoren  die  vier  e/oco&i sehen  Funktionen  ^^iv),  9'i{v), 
<9"j(v),  -9^8  (v).^'')  Man  kann  diese  Faktoren  durch  die  Forderung  be- 
stimmen, daß  die  Differentialgleichung: 

(418)  '^"=-4^4^  ' 

gelten  soll  (vgl.  (159),  Nr.  44). 

Für  die  Thetafunktionen  w**"^  Ordnung  gilt  das  Hermiteache  Prin- 
zip ^^^)  (der  Riemann-Rochache  Satz),  daß  bei  gegebener  Charakteristik 
(ß,  h)  stets  n  linear-unabhängige  Funktionen  existieren,  in  welchen 
sich  jede  weitere  linear- homogen  darstellen  läßt.  Man  beweist  dies 
nach  Vorgang  von  Hermite  gewöhnlich  in  der  Art,  daß  man  die 
Gleichungen  (417)  ais  Definition  für  eine  Thetafunktion  w*®'  Ordnung 
der  Charakteristik  {g,  h)  ansieht  und  von  hieraus  eine  Darstellung  der 
allgemeinsten  Funktion  dieser  Art  in  Gestalt  einer  Fourierschen  Reihe' 


866)  Die  „CharaktenBtiken"  der  •©■-Funktionen  treten  zueret  bei  Hermite, 
„Transformation  des  fonct,  ab^liennes",  C.  R.  40  (1866)  oder  „Werke"  1,  p.  444 
sowie  bei  Biemann  in  der  „Theorie  der  Abelschen  Funkt.",  J.  f.  M.  64  (1857)  oder 
„Werke",  p.  121  ff.;  s.  auch  J.  Thomae,  „Beitr.  zur  Theor.  d.  ^^eZschen  Funkt." 
J.  f.  M.  76  (1873),  p.  224,  Ä.Krazera  Hab  .-Schrift  „Über  Thetaf.,  deren  Charakt. 
aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind"  (Würzburg  1888),  dessen  „Lehrb.  der 
Thetaf."  (Leipzig  1903)  und  R.  Voß,  „Theorie  der  Thetaf.  usw.",  Arch.  f.  Math. 
4  (1886),  p.  386. 

357)  Unter  *„(v,  ea)  soll  im  Texte,  neuerem  Branche  entsprechend,  die 
Funktion  verstanden  sein,  welche  nach  der  oben  (in  Nr.  82)  im  Anschluß  an 
Jacobi  gebrauchten  Bezeichnung  ^«(ä»,  g)  heißen  würde;  ^,  ist  die  a.  a.  0.  mit 
&  bezeichnete  f\mktion. 

358)  S.  Nr.  40,  sowie  die  Lehrbücher  z.  B.  Bwrkhardt,  „EU.  Funkt.",  p.  101  ff. 
oder  Krause,  „Doppeltp.  Funkt."  1,  p.  63, 
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entwickelt.  Auf  der  anderen  Seite  beachte  man,  daß  der  Quotient 
zweier  Thetafunktionen  n**'  Ordnung  der  Charakteristik  (<;,  ä)  eine 
w-wertige  doppeltperiodische  Funktion  liefert,  worauf  dann  eben  die 
Abzahlungen  des  Riemann-Rochschen  Satzes  zum  Hermitschen  Prinzip 
hinführen. 

Für  die  besonderen  Charakteristiken  (0,  1),  (1, 1),  (1,  0),  (0,  0)  hat 
man  die  Produkte  der  vier  ^„{v)  zu  je  n  Faktoren  zur  Hand,  welche 
sich  wegen  der  zwischen  den  "»-„(t;)  bestehenden  quadratischen  Rela- 
tionen (93)  auf  die  An  Produkte: 

(419)     |^o(^)-''^iW,  »oivY-'^^ivy-'^M, 

reduzieren  lassen.  Je  n  gehören  zur  einzelnen  der  genannten  Charak- 
teristiken und  erweisen  sich  leicht  als  linear-unabhängig;  so  gehören 
für  ungerades  n  z.  B.  zur  Charakteristik  (1, 1)  die  n  Produkte: 

Man  faßt  nun  das  Problem  der  Transformation  n*«*»  Grades  für 
die  Thetafunktionen  so,  daß  die  einzelne  Funktion  »^  für  die  trans- 
formierten Argumente  u  =  nu,  o/  =  aa^  -f  öog,  w/  =  cey^  -f-  dcu^ 
im  Falle  eines  ungeraden  n  mit  ad  —  bc  =-n.  d   h.  also  die  Funktion: 

(420)     *„(.',  o')=*„(^,  ::-f^) =*«(«, «) 

durch  die  ursprünglichen  Funktionen  ausgedrückt  werden  soll.  Beruft 
man  sich  auf  die  linearen  Transformation  der  &a{v)  (vgl.  Nr.  64),  so 
ist  die  Beschränkung  auf  die  Haupttransformationen  (sogar  auf  eine 
unter  ihnen)  statthaft,   welche  die  Berechnung  von  0-^(w«;,  no)  und 

^a\^}   ~)  erfordern. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  beruht  auf  den  Sätzen  über  Thetar 
funktionen  w*"  Ordnung.  So  erweist  sich  z.  B.  für  ungerades  n  die 
Funktion  ^•^(nv,  wco)  sofort  als  eine  Funktion  Ö(»)(t>);  da  sie  überdies 
eine  ungerade  Funktion  von  v  ist,  so  ist  sie  linear  und  homogen  in 
der  Gestalt: 

(421)     9,(nv,  na)  =  Cf,»,(vY  -f-  c^»^{vY-^»^(vy  -{ 

t 

durch  die  Produkte  ^i(t;)'-sx^^(^„yx  j^-^  ^^^  ^  unabhängigen  Koef- 
fizienten darstellbar.  Durch  Rückgang  auf  die  Potenzreihen  der  Jaco- 
bischen Funktionen  sn  u,  cn  «,  du  u  gelingt  es,  die  hierbei  auftretenden 
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Koeffizienten  c  rational  durch  die  Nullwerte  der  ursprünglichen  und 
transformierten  ■9' -Funktionen  auszudrücken.^*^)  Bei  diesen  Rechnungen 
ergeben  sich  Relationen  zwischen  diesen  -O-'Nullwerten  in  großer  Zahl.'*') 

73.  Die  Modular-  und  Multiplikatorgleichungen.  Die  von  Jacohi 
bei  der  algebraischen  Durchführung  der  Transformation  dritten  und  fünf- 
ten Grades  mittels  eines  Eliniinationsverfahrens  gewonnenen  Gleichungen 
vierten  und  sechsten  Grades  zwischen  der  achten  Wurzel  m  =  yk  des  ur- 
sprünglichen Integralmoduls  Tc^  und  der  entsprechenden  transformierten 
Größe  V  =y  l  werden  nach  ihm  als  „Modulargleichungen"  bezeichnet. 
S.  darüber  sowie  über  die  an  Jacohi  sich  anschließenden  weiteren  Un- 
tersuchungen Nr.  44. 

Die  absolute  Invariante  J,  in  Abhängigkeit  vom  Periodenquo- 
tienten 0»  die  „Modulfunktion  erster  Stufe"  J{(a),  ist  zufolge  (302) 
eine  Funktion  sechsten  Grades  von  A  ==  Ä^,  also  eine  rationale 
Funktion  48*^"  Grades  von  u.  Die  „Modulargleichungen  erster  Stufe", 
d.  h.  die  algebraischen  Relationen,  welche  bei  den  verschiedenen  Graden 
n  der  Transformation  zwischen  '^(— — t  ä)  "^^  '^^'^)  bestehen,  werden 
demnach  äußerlich  genommen  weit  komplizierter  ausfallen  als  die  Ja- 
cohi soh^n  „Modulargleichungen  sechzehnter  Stufe".  Demgegenüber  ge- 
staltet sich  bei  der  ersteD  Stufe  die  Entwicklung  der  arithmetischen 
Grundlagen  für  die  Modulargleichungen  am  einfachsten.  Für  eigent- 
liche Trai^sformation  n*^^  Grades  hat  man  die  ?/'(♦»)  transformierten 
Funktionen : 
(422)  J»  =  ^{^"4-^ , 

welche  als  gleichberechtigte  Modulfunktionen  n**"'Stufe  die  Lösungen 
einer  in  J'  und  J  auf  den  Grad  V(w)  steigenden  in  beiden  Größen 
symmetrischen  Gleichung  f{J',  J)  ==  0  sind. 

Das  Nähere  über  diese  Gleichungen  gehört  in  die  Theorie  der 
Modulfunktionen  (vgl.  Ref.  11  B  4,  Nr.  26).  Auch  über  die  Theorie  der 
„Modularkorrespondenzen",  welche  als  natürliche  Fortsetzungen  der 
Modulargleichungen  erscheinen,  ist  auf  IIB 4  (Nr.  27)  zu  verweisen.'*^) 

369)  S.  die  Lehrbücher  z.  B.  Krause,  „Doppeltp.  Funkt."  1,  p.  176.  Vgl, 
ftuch  die  Produkttlaratellungen  der  trausformierteu  Theta  heiWcber,  „Ell.  Funkt.", 
p.  8S  und  übrigen-^  die  Nachweise  in  „E.  M.",  p.  427. 

3(50)  Diese  Bclfttioneu  sind  namentlich  durch  Krauge  und  seine  Schüler  be- 
trachtet; 8.  wegen  weiterer  Nachv/eise  sowie  über  die  algebraische  Bedeutung 
dieser  Relationen  Klein-Fricke,  „Modulf."  2,  p.  158. 

3G1)  Ei-wiihnt  sei  noch,  daß  im  Anschluß  a.nKlein  Modulargleichungen  zweiter- 
bis  fünfter  Stufe  0.  Friedrich  in  seiner  Leipz.  Dias,  von  1886  „Die  Modulargl. 
der  Gatois sehen  Moduln  zweiter  bis  fünfter  Stufe"  Arch.  der  Math.  u.  Phy». 
2)  4,  p.  113  mittels  iuTariautentheorotischer  Methoden  entwickelt. 
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Über  die  Modulargleichungen  als  die  im   allgemeinen  niedersten  Re- 
solventen der  speziellen  Teilungsgleichungen  siehe  oben  Nr.  70.'^^) 

Für  die  ^(n)  Worte,  welche  bei  der  algebraischen  Transformation 
n^^^  Grades  des  Legendreschen  Integrals  erster  Gattung,  den  i}f(n)  we- 
sentlich verschiedenen  Transformationen  entsprechend,  als  Multiplika- 
toren des  transformierten  Integrals  auftreten,  gilt  der  Satz,  dali  sie  die 
Wurzeln  einer  Gleichung  ^  («)**"*  Grades  mit  Koeffizienten  sind,  die  in 
k^  rational  sind.  Diese  sogenannten  „Multiplikatorgleichungen"  sind 
von  Jacohi^^^)  eingeführt;  explizite  berechnet  er  a.  a.  0.  die  Gleichung 
sechsten  Grades  für  n  ==  5.  Der  Zusammenhang  dieser  Multiplikatoren  M 
mit  dem  ursprünglichen  und  dem  transformierten  Modul  (Wurzel  der 
Modulargleichung)  ist  angegeben  durch '*^'): 

(423)  ^'-f^^- 

Klein^^^)  braucht  den  Ausdruck  „Multiplikatorgleichungen"  für 
diejenigen  Gleichungen  xi)(nf^^  Grades,  denen  die  transformierten  Werte 
von  /A  genügen  und  deren  Koeffizienten  ganze  rationale  Funktionen 
von  g^yöi  ^"^  ^^^  zwölften  Wurzel  aus  der  ursprünglichen  Diskriminante 
sind.  Die  Benennung  rechtfertigt  sich  insofern,  als  er^f^A  als  Mul- 
tiplikator zur  Normierung  des  Integrals  erster  Gattung  u  brauchte.  Aus- 
führlicher sind  diese  Multiplikatorgleichungen  von  Hurwitz^^^)  unter- 
sucht. AUgemeiner  versteht  Klein  unter  Multiplikatorgleichungen  über- 
haupt Transformationsgleichungen  für  Modulforraeu.  Auf  seine  Veran- 
lassung betrachtete  P. Biedermann^^'')  solche  „Multiplikatorgleiehungen" 
für  Teilwerte  der  Sigmafunktion.  Schon  früher  wurden  Transfor- 
mationsgleichungen für  die  Modulformen  erster  Stufe  g^,  g^  von  F. 
Miiller^^^)  untersucht  (s.  übrigens  den  Art. IIB 4,  Nr.  27). 


362)  Betreffa  des  Übergangs  von  der  Modulargleichung  erster  Stufe  zur 
Gleichung  für  die  Klasseninvarianteu  innerhalb  der  „komplexen  Multiplikation" 
ist  auf  den  Art.  I  C  6,  Nr.  8  zu  verweisen. 

863)  „Suite  des  not.  sur  les  f.  eil.",  J.  f.  M.  3  (1828),  p.  808  oder  „Werke"  1, 
p.  261. 

364)  Weiteres  über  hierher  gehörige  Differentialrelationen  bei  „E.  M.",  p.  44'J. 

365)  „Über  Multiplikatorgl."  (Auszug  aus  einem  Briefe  an  Brioschi),  „Rend. 
d.  Ist.  Lomb."  2.  Jan.  1879  oder  „Math.  Ann."  15,  p.  86. 

366)  „Grundl.  einer  indep.  Theor.  der  eil.  Modulf.  usw.",  Math.  Ann.  18 
(1881),  p.  528. 

367)  „Über  Multiplikatorgl.  höherer  Stufe  usw.",  Leipz.  Dias.  1887,  Arch.  d. 
Math.  u.  Phys.  (2)  5,  p.  1. 

368)  In  der  in  Note  298  gen.  Dies.  S.  auch  die  verwandten  Untersuchungen 
Kieperts  „Zur  Transformationstheor.  d.  eil.  Funkt.",  J.  f.  Math.  82  (1879),  p.  199 ; 
«8  (1879),  p.  206  und  96  (1888),  p.  218. 
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in.  Anwendungen  der  elliptischen  Funktionen. 

74.  Anwendungen  auf  die  Theorie  der  Kurven.  CJlebsch  unter- 
suchte die  Beziehung  der  Kurven  des  Geschlechtes  ^  ==  1  zu  den  ellip- 
tischen Funktionen  und  verwertete  die  letzteren  zum  Beweise  der  Steiner- 
sehen  Sätze  über  Punktgruppen  auf  der  Og.***)  Setzt  man  x='p(u), 
y  ==  f'(w).  so  liefert  die  zwischen  x  und  y  bestehende  Relation  bis 
auf  projektive  Transformationen  die  allergemcinste  singularitätenfreie 
ebene  Kurve  dritten  Grades  Cg,  so  daß  die  Koordinaten  der  Punkte 
dieser  C^  mittelst  des  „Parameters"  u  als  eindeutige  elliptische  Funk- 
tionen darstellbar  sind.  Die  einzige  absolute  Invariante  der  Og,  die 
sich  in  den  AronholdBah^n  Invarianten  8  und  T  oder  in  den  ihnen 
bis  auf  numerische  Faktoren  gleichen  g^,  g^  in  der  Gestalt  g^ :  g^* 
oder  J=g^^:A  darstellt,  hängt  dabei  in  einfacher  Weise  mit  dem 
Doppelverhältnis  der  vier  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Og  an  diese 
laufenden  Tangenten  zusammen  (vgl.  (302)  p.  288  sowie  das  Eef.  III C  5, 
Nr.  4,  21). 

Diese  Parameterdarstellung  läßt  sich  sofort  auf  ebene  Kurven  «**"* 
Grades  des  Geschlechtes  1  übertragen,  wenn  man  die  homogenen  Punkt- 
koordinaten XifXjfX^  proportional  setzt  mit  drei  n-gliedrigen  6-Pro- 
dukten""): 

n  n  » 

(424)  cci :  d^g  :  a^g  =  JJ[6(u  —  a^  j^) :  JJ[6{u  —  a^^)  :Jj6{u  —  ög^) 

k-l  isl  k=l 

n 

gleicher  Summen  ^^  a^^.     Man  erreicht  dasselbe,   wenn   man   die  Xf 

zu  irgend  drei  linear- unabhängigen  w- wertigen  doppeltperiodischen 
Funktionen  mit  denselben  n  Polen  proportional  setzt,  und  hat  dabei 
für  n  >  3  mit  „Teilscharen"  von  Funktionen  im  Sinne  der  allgemeinen 
Theorie  (vgl.  den  Art.  II B  2,  Nr.  25)  zu  tun.  Durch  zweckmäßige 
Einführung  von  u  ist  immer  die  Darstellung: 

(425)  QXt  =  c,  -f-  c,op(m)  +  c,i^'(w)  + h  Ct^n-i&^*~^K^) 

erreichbar;   das   Hermite Bche   Prinzip    geht    dabei   in   den   liiemann- 


369)  „Über  einen  Satz  von  Steiner  usw.",  J.  f.  M.  63  (1864),  p,  94.  Die  erete 
Anwendung  der  elliptischen  Funktionen  auf  die  C^  lieferte  S.  Äronhold  in  dea 
Berl.  Ber.  vom  26.  April  1861.  S.  überdies  G.  Humbert,  „Sur  les  courbei  d» 
genre  un",  Par.  These  (1886),  0.  Schlesinger,  „über  die  Verwertung  der  «■-Funk- 
tionen für  die  Kurven  3.  Ordn.  usw.",  Math.  Ann.  81  (1888),  p.  188 

870)  y gl.  Clebsch,  „über  diej.  Kurven,  deren  Koord.  eich  als  eil.  F,  tww.", 
J.  f.  M.  64  (1865),  p.  210.    Vgl.  übrigen»  Halphen,  „Fonct.  eil."  2,  p.  416. 
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i?öcÄ  sehen   Satz    über   die  Mächtigkeit   der   betreffenden   Vollscharen 

äber."0 

Will  man  mit  „Vollscharen"  arbeiten^'*),  so  hat  inan  n  linear- 
unabhängige n-wertige  Funktionen  einzuführen,  welche  n  vorgeschrie- 
bene Pole  haben,  und  die  n  homogenen  Koordinaten  x^,  iCj ,  . . . ,  x^ 
eines  Raumes  -R„_i  von  (n  —  1)  Dimensionen  diesen  Funktionen  pro- 
portional zu  setzen.     Am  einfachsten  ist  es: 


(426)  QX.^JJßiu-a,,),  »  =  1,2,  ...,w 

mittelst  eines  Proportionalitätsfaktors  q  anzusetzen,  wobei  die  n  Summen 
^,  a,j   einander   gleich    sein   müssen.     Durchläuft   n    das   Perioden- 

Parallelogramm,  so  beschreibt  im  i2„_,  der  Punkt  (x^,  x^,  ,..,  x^^ 
eine  „elliptische  Normalkurve"  w**"*  Grades,  also  für  w  =  2  eine  doppelt 
überdeckte  Gerade  (iiiemawn  sehe  Fläche)  mit  vier  Verzweigungspunkten, 
für  w=  3  eine  ebene  Cj  ohne  Doppelpunkt,  für  w  ==  4  eine  Raum- 
kurve C^  erster  Spezies  usw.'^^)  An  die  Darstellung  der  C^  durch 
die  „Koordinaten"  x  =  ^{u),  y  =  ^^{ti)  würde  sich  diejenige  der  C^ 
durch: 

(427)  X  =  anw,    y  >=  cn m?,     ^  =  dn w; 

anschließen;  algebraisch  erscheint  die  C^  dabei  als  Schnitt  der  beiden 
Flächen  2*«"  Grades: 

(428)  x^+y^  =  l,    Ä;»a:« -f  ^»  =  1. 

Über  die  eindeutigen  Transformationen  der  elliptischen  Normalkurven 
in  sich,  insbesondere  die  Kollineationen  vgl.  man  die  zweite  eben  ge- 
nannte Abhandlung  von  Klein.^''*) 

371)  Vgl,  A.  Harnack,  „Über  die  Verwert,  der  eil.  F.  für  die  Geom.  der 
Kurven  3.  Gr.",  Math.  Ann.  9  (1876),  p.  1;  Hermite,  „Extr.  d'une  lettre  ä  M. 
Fuchs",  J.  i.  M.  82  (1876),  p.  343;  F.  Lindemann,  „Extr.  d'une  lettre  ä,  M.  Her- 
mite", J.  f.  M.  84  (1877),  p.  294;  Clehach-Lindemann,  „Vorl.  über  Geom."  (1.  Aufl.) 
1  (Leipzig  1876),  p.  602  ff. 

372)  Vgl.  hierzu  auch  Klein-Fricke,  „Modulf."  1,  p  647  ff.  sowie  die  dort 
angegebenen  Nachweise. 

373)  S.  Klein,  „Über  unendl.  viele  Normalf.  des  eil.  Int.  1.  Gttg.",  Münch. 
Ber.  vom  3.  Juli  1880  oder  Math.  Ann.  17,  p.  133,  „über  die  eil.  Normalk.  uaw.", 
Leipz.  Abh.  13  (1886),  p.  339.  Über  die  C^  siehe  G.  Pick,  „Über  Raumkurven 
4.  Ordn.  erster  Art  usw.",  Wien.  Ber.  98  (1889),  p.  636.  Vgl.  auch  Brill-Noetlier, 
„Die  Entw.  der  Theor.  der  alg.  Funkt,  usw.".  Jahresb.  d.  D.  Math.-Ver.  3  (1894), 
p.  646, 

374)  S.  auch  C.  Segre,  „Remarques  sur  les  tranef.  unif.  des  courbes  eil.  en 
elles-memes",  Math.  Ann.  27  (1886),  p.  296  n.  Klein-Fricke,  „Modulf."  2,  p,  287  ff. 
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Die  sich  hier  anschließenden  Anwendungen  betreffen  in  erster 
Linie  die  Geometrie  der  Punktsysteme  auf  den  Normalkurven,  ins- 
besondere den  Kurven  Cg  und  Cj.  Die  Grundlage  bildet  das  Ahel- 
sche  Theorem  und  seine  Umkehrung  (vgl.  Ref.  II  B  2,  Nr.  41  u.  44).'^^) 
Die  „Parameter"  tt^  der  Schnittpunkte  einer  (w  —  2)-fach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  v*®"*  Grades  mit  einer  Normalkurve  des  n^"^  Grades  C„ 
genügen  (bei  geeigneter  Auswahl  des  Parameters  u)  der  nachfolgenden 
Bedingung: 

(429)  ^«r-0  (mod.  c,,«,); 

und  umgekehrt  kann  durch  vn  Punkte,  deren  Parameter  «,.  dieser 
Kongruenz  genügen,  eine  solche  Mannigfaltigkeit  gelegt  werden.  Hieraus 
entspringt  für  n  ==  3  die  Theorie  der  Steiner soXien  Polygone'^*)  und 
eine  Reihe  von  Schnittpunktsätzen,  Sätzen  über  konjugierte  Punkte, 
Tangentialpunkte  usw.  Für  v==l,  w  =  3  resultiert  die  Lage  der 
Wendepunkte  aus  den  allgemeinen  Sätzen  über  einfach  bzw.  mehrfach 
berührende  Mannigfaltigkeiten  v**"*  Grades,  für  r  =  2,  m  ==  3  die  Lage 
der  sextaktischen  Punkte '^^),  für  v  ==  1,  »  ==  4  die  Lage  der  lö  Osku- 
lationspunkte  usw.^'*^) 

Übrigens  können  die  elliptischen  Normalkurven  w**"  Grades  auch 
umgekehrt  für  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  selbst  ver- 
wertet werden,  indem  man  sie  zur  Grundlage  für  das  Stadium  der 
elliptischen  Funktionen  n*®'  Stufe  macht.^'®)    Die  von  Klein  a.  a.  0. 


375)  Von  hieraus  hat  Clebsch  auch  den  Zugang  zu  den  analogen  Problemen 
für  höheres  Geschlecht  gewonnen. 

376)  Vgl.  J.  Steiner,  „Geom.  Lehrsatze",  J.f.M.  32  (1846),  p.  182  oder  „Werke" 
2,  p.  371;  Clebsch  in  der  in  Note  869  gen.  Abh.  und  in  den  „Vorles.  über  Goometr." 
(erste  Aufl.)  1,  p.  602  ff.  S.  auch  Hurwüz,  „Über  nnendl.-vieldeut.  geom.  Auf- 
gaben usw.",  Math.  Anu.  16  (1879),  p.  8  und  „Über  die  Anw.  der  eil.  F.  auf  Probl. 
der  Geom.",  Math.  Ann.  19  (1881),  p.  66,  endlich  „über  die  Sc/tröYcr sehe  Konsti*. 
der  eb.  Kurve  3.  Ordn.",  J.  f.  M.  107  (1890),  p.  141. 

877)  S.  Halphen,  „Recherch.  sur  les  courb.  planes  du  S'*»»«  d(5gre",  Math. 
Ann.  15  (1879),  p.  369;  H.  Picquet,  „Appl.  de  la  roprös.  des  courb.  du  ai^mo  d^grö 
a  l'aide  des  f.  eil",  J.  ec.  polyt.  54  (1884),  p.  31. 

378)  8.  Harnack  in  der  in  Note  871  gen.  Abh.  sowie  ,.Über  die  Darst.  der 
Raumkurven  4.  Ordn.  1.  Sp.  usw.",  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  47.  Vgl.  auch  G. 
Westphal,  „Über  das  simult.  Syst.  zweier  quatern.  Formen  2.  Gr.  usw.",  Diss. 
1876,  abgedr.  Math.  Ann.  13,  p.  1  und  JE.  Lange,  „Die  16  Wendeberührungs- 
punkte  einer  Raumk.  4.  Ordn.  1.  Sp.",  Leipz.  Diss.  (1881)  oder  Zeitsch.  f.  M.  u. 
Phys.  28,  p.  1  und  66. 

379)  Man  vgl.  Klein,  „Über  unendl.  viele  Normalf.  des  eil.  Integr.  erster 
Gttg.",  Münch.  Ber.  v.  3.  Juli  1880  oder  Math.  Ann.  17,  p.  133,  sowie  hier  an- 
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als  „singulare"  Koordinaten  für  die  Darstellung  der  C„  eingeführten 
Funktionen  X„(u\(Oi,  cs^)  und  die  aus  ihnen  hervorgehenden  Modul- 
funktionen (s.  auch  IIB  4,  Nr.  25  u.  Klein-Friche,  „Modulf."  2,  p.  250ff.) 
kann  man  sogar  zur  Grundlage  für  eine  geometrisch  eingekleidete 
Behandlung  der  allgemeinen  Probleme  der  Teilung  und  Transformation 
machen. 

75.  Anwendungen  auf  die  Zahlentheorie.  Die  Vergleichung  ver- 
schiedener Darstellungen  einer  und  derselben  Größe  (elliptischen  Funk- 
tion oder  Modulfunktion)  durch  ■©•-Reihen  ist  zu  einer  Quelle  von 
Theoremen  geworden,  welche  die  Darstellung  ganzer  Zahlen  durch 
quadratische  Formen  betreffen.  Jacohi  beweist  auf  diese  Art  am 
Schlüsse  der  „Fundamenta  nova"  den  Satz  Fermais,  daß  sich  jede  Zahl 
als  Summe  von  vier  Quadraten  darstellen  lasse,  und  gibt  später**")  für 
den  Fall,  daß  die  darzustellende  Zahl  das  Vierfache  einer  ungeraden 
Zahl  «  ist,  als  Anzahl  solcher  Darstellungen  die  Teilersumme  von  n 
an.  Sätze  über  Darstellung  einer  gegebenen  Zahl  als  Summe  von 
zwei  Quadraten,  also  Darstellung  durch  die  binäre  quadratische  Form 
x^  -{-  y^  hat  Jacohi  gleichfalls  früh  erkannt.^^)  Spätere  Verallgemei- 
nerungen betreffen  Darstellungen  durch  die  binären  Formen  x^  -(-  2y^j 
x^  +  8  t/*,  ^*  +  16y^  a;*  4-  5y^,  2x^  -\-ly^  usw.,  wie  sie  sich  in  der 
Transformationstheorie  der  betreffenden  Grade  ergeben.^') 

Durch  dieselben  Methoden  hat  Hermite^^)  eine  Reihe  Ltouville- 
scher  Resultate  über  Anzahlen  von  Darstellungen  ganzer  Zahlen  durch 
quadratische  Formen  und  verwandte  Sätze  hergeleitet.  Auch  Rela- 
tionen zwischen  Klassenzahlen  quadratischer  Formen"®*)  waren  hieraus 


schließend  L.  Bianchi,  „Über  die  Normalf.  8^*'  u.  S*«'  Stufe  des  ellipt.  Integr. 
erster  Gttg.",  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  234;  ferner  die  Arbeiten  Kleina  über 
Modulf.,  iuBbes.  „Über  gewisse  Teilwert«  der  0-Funkt.*',  Math.  Ann.  17  (1881), 
p.  565,  „Zur  Tbeor.  der  eil.  Funkt.  «*"  Stufe",  Leipz.  Ber.  v.  14.  Nov.  1884  und 
die  zweite  der  in  Note  373  gen.  Abhandl. 

880)  „Note  sur  la  decompos.  d'un  nomb.  donne  en  quatre  carr^s",  J.  f.  M.  3 
(1828),  p.  191  oder  Jaeohis  „Werke"  1,  p.  247. 

381)  S.  den  Brief  Jacohis  an  Legetuire  vom  9.  Sept.  1828  und  Nr.  40  der 
„Fundam.  nova",  Jacobis  Werke  1,  p.  424  und  159  ff. 

382)  S.  Jacobi,  „Über  unendliche  Reihen,  deren  Expon.  zugleich  in  zwei 
vergeh,  «juadr.  Formen  enth.  sind",  J.  f.  M.  37  (1848),  p.  61  und  221  oder  „Werke" 
2,  p.  217. 

388)  „Sur  la  theor.  des  f.  eil.  et  ses  appl.  ä  rarithm."  (Bf.  an  Liouvüle), 
J.  d.  M.  (2)  7  (1862),  p.  25  oder  Hermite»  „Werke"  2,  p.  109.  S.  auch  Eermüe, 
Remarques  arith.  sur  quelques  formules  de  la  th^or.  dei  f.  eil.",  J-  f  M.  100  (1886), 
p.  61. 

884)  Vgl.  das  üef.  1 C  «,  Nr.  12  and  U  B  4,  Nr.  28. 
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gewinnbar.  Darstellungszahlen  fraglicher  Art  spielen  auch  eine  gi-und- 
legende  Rolle  *®^)  bei  denjenigen  „Klassenzahlrelationen  höherer  Stufen", 
welche  J.  Gierster  und  Hurwitz  aus  Modulargleichungen  und  Modular- 
korrespondenzen  ableiteten. ^^^)  Die  allgemeinsten  Ansätze,  d.  h.  die- 
jenigen, bei  denen  beliebige  ganzzahlige  binäre  quadratische  Formen 
negativer  Determinante  in  Betracht  kommen,  entwickelte  JBurwitz.^^'') 
Es  handelt  sich  hierbei  um  Ausdrücke  folgender  Art: 

(430)  —  e-.         ^  2    "    e  "'• 

*  *,v 

wo  f{x,  y)  irgendeine  gegebene  ganzzahlige  binäre  quadratische  Form 
der  Determinante  ( —  n)  ist  und  x,  y  alle  Paare  ganzer  Zahlen  durch- 
laufen. In  coj,  CO,  sind  Ausdrücke  dieser  Art  Modulformen  w*^'  Stufe 
der  Dimension  —  1.    Für  m  ==  0,  «  ==  0  treten  Modulformen  ein,  die 

2. 

nach  ansteigenden  Potenzen  von  q"  entwickelt  als  Koeffizienten  offen- 
bar Darstellungsanzahlen  erhalten.'*®) 

Eine  größere  Reihe  hierher  gehöriger  merkwürdiger  Entwick- 
lungen, welche  mit  den  Thetafunktionen  und  mit  den  elliptischen 
Funktionen  überhaupt  im  engsten  Zusammenhange  stehen,  hat  Kro- 
necker gegeben.***)  Er  wurde  hierzu  von  seinen  Untersuchungen  über 
elliptische  Funktionen  mit  singulären  Moduhi  geführt  und  verfolgte 
vorwiegend  zahlentheoretische  Ziele,  während  der  analytische  Charak- 
ter der  Formeln  in  den  Hintergrund  trat.  Das  wichtigste  Resultat, 
die  sogenannte  „Krcmecker^ch^  Grenzformel",  ist  später  yon  J3.  Weber  ^^} 
in    dem    besonders    wichtigen  Falle    der  Realität  gewisser   dabei  auf- 

386)  Und  zwar  zunächst  als  Entwicklungskoeffizienten  gewisser  Integrale 
erster  Gattung  (vgl.  das  Ref.  II  B  4,  Nr.  27). 

386)  S.  das  Nähere  und  die  Nachweise  im  Ref.  II B  4,  Nr.  27  und  28  sowie 
die  zusammenfassende  Darstellung  bei  Kkin-Fricke,  „Modnlf."  2,  p.  568  ff. 

387)  „Über  endl.  Gruppen  lin.  Substitutionen,  welche  in  der  Theor.  der  eil. 
Transcend.  auftreten",  Math.  Ann.  27  (1885),  p.  183. 

388)  Vgl.  auch  P.  Bachmann,  „Ergänzung  zu  einer  Untersuchung  von  IH- 
richlet";  Math.  Ann.  16  (1880),  p.  537  sowie  II.  Weber,  „Zahlentheor,  Unters,  aus 
dem  Geb.  der  eil.  F.",  Gott.  Nachr.  von  1893,  p.  46,  138  und  245  insbes.  die  Ent- 
wicklungen in  §  7,  ferner  jR.  Lipschitz,  „Sur  les  sommes  des  div.  des  nombr.", 
C.  R.  100  (1885),  p.  846  und  „Sur  une  formule  de  M.  Hermite",  J.  f.  M.  100 
(1886),  p.  66. 

389)  „Zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen",  „Berl.  Ber."  von  1888,  p.  497 
und  761,  von  1885,  p.  701,  von  1886,  p.  53,  von  1889,  p.  123  und  p.  199.  Eine 
aubführliche  Darstellung  der  Kronecfier  sehen  Untersuchungen  gibt  /.  de  Seguiar, 
„Formcs  quadratiques  et  multipl.  complexe"  (Berlin  1894). 

390)  „EU.  Funkt.",  p.  466  if.  S.  auch  „Vier  Briefe  von  A.  Cayley  über  ellipt. 
Modulf.",  herauBg.  u.  erläutert  von  Weber,  Math.  Ann.  47  (1895),  4>.  1. 
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tretender  Größen  a,  h,  c  in  einfacherer  Weise  hergeleitet.  Zur  Cha- 
rakteristik dieser  Entwicklungen  sei  erstlich  die  Funktion: 

1 1/       n!  %n  .i(ma  +  nt)ni 

(431)  log  A(«,  T,  «-.,  «,.)  =  ^{--^  .  lim  ^        -1^. 

angegeben,  wo  D  ==  b*  —  4ac  ist,  w;^  und  —  w^  die  Lösungen  der 
quadratischen  Gleichung  a  -{-  bw  -{-  cw^  '^  0  sind  und  w,  n  alle  Paare 
ganzer  Zahlen  durchlaufen.  Diese  Funktion  stellt  Kronecker  in  fol- 
gender Weise  durch  die  Funktion  %'{v,  to)  dar: 

(432)  ^  =  (4 a^)^  e^  (««x +«,)«< .  »(^  4-  t«?,  ,  v-'t)  »(g  -  t«>,  ,  w,)  _ 

(r(0,tCi)fr'(0,w,))^ 
Die  Grenzformel  selber  lautet: 

(433)  lim  1  -  i-  +  -i-  V  f-  -^l^^?^ y-M 

=  -  2r  (1)  4-  log  (-^j)  -  21og(7?(«;,)    ^(m;,)), 

wo  im  ersten  Gliede  die  JEw^ersche  F- Funktion  gemeint  ist  und  tiip) 
die  von  Dedehind^^^)  einführte  Bezeichnung  für: 

(434)  n  (a,)  ==  ]/5  ^{^(^^,-)  =  gi  n"  (1  -  ff^-) 

ist  (vgl  (291),  p.  281).  In  (433)  linker  Hand  steht  in  der  Klammer 
an  zweiter  Stelle  diejenige  Reihe,  welche  Dirichlet^^^)  seinen  Unter- 
suchungen über  Klassenanzahlen  quadratischer  Formen  zugrunde  ge- 
legt hat.  Während  aber  bei  BiricUet  im  Grunde  nur  der  Umstand 
zur  Geltung  kommt,  daß  (wie  man  sagen  kann)  die  nach  ansteigen- 
den Potenzen  von  q  umgeordnete  Reihe  mit  dem  Gliede  q-^  beginnt, 
kann  man  als  Leistung  Kronecker  s  ansehen,  daß  er  in  der  Formel  (433) 
das  Absolutglied  der  fraglichen  Potenzreihe  bestimmt  hat.^^^) 

Über  Anwendungen  auf  die  Lehre  von  der  Äquivalenz  und  Re- 
duktion ganzzahliger  binärer  quadratischer  Formen  negativer  oder  po- 
sitiver Determinante  vgl.  man  KleinrFricke,  „Modulf"  I,   p.  243   und 

391)  In  den  „Erläuter.  zu  Riemanns  Fragm.  über  die  Grenzfäile  der  eil. 
Modulf.",  hiemann^  „Werke"  (1.  Aufl.),  p.  438. 

392)  S.  DiricJilets  „Vorl.  über  Zahlentheor.",  herausg.  von  Dedekind,  3.  Aufl., 
(Braunschweig  1894),  p.  213. 

393)  Neue  Ableitungen  der  ÄronecÄrer  sehen  Grenzformel  gaben  M.  Lerch, 
„Sur  un  thöoreme  de  Kronecker",  Prag.  Ber.  von  1893  und  H.  Brix,  „Über  spez. 
Dirichletsche  Reihen  u.  die  Kroneckersche  Grenzf.",  Monatsh.  f.  M.  u,  Ph.  21  (1910), 
p.  309;  8.  auch  M.  Lerch,  „Beiträge  zur  Theor.  der  eil.  Funkt,  usw."  (Böhmisch) 
Rozpravy  IV  (1896). 
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die  dort  gegebenen  Nachweise,  über  die  „komplexe  Multiplikation*'  die 
Ref.  IC  4a,  Nr.  18  und  I  C  6.  Eine  Ableitung  der  Reziprozitätsgesetze 
für  die  biquadratiscben  und  die  kubischen  Reste  mittelst  der  ellip- 
tischen Funktionen  des  harmonischen  (lemniskatischen)  und  des  äqui- 
anharmonischen  Falles  entwickelte  Eisenstein  (vgl.  Nr.  46). 

76.  Konforme  Abbildungen,  durch  elliptisclie  Funktionen  ver- 
mittelt. Es  gibt  zahlreiche  Abbildungsaufgaben,  die  mit  Hilfe  der 
elliptischen  Funktionen  gelöst  werden.  Jacobi^^^)  hat  mittelst  des 
elliptischen  Integrals  dritter  Gattimg  die  Oberfläche  eines  dreiachsigen 
Ellipsoids  derart  auf  eine  Ebene  konform  abgebildet,  daß  die  durch 
die  vier  Nabelpunkte  gehende  Ellipse  den  Rand  eines  Rechtecks,  die 
eine  durch  diese  Ellipse  abgetrennte  Flächenhälfte  das  Innere  des 
Rechtecks  und  die  vier  Nabelpunkte  selbst  die  Ecken  liefern. 

C.  S.  Peirce^^^)  gibt  eine  Abbildung  der  Vollkugel  auf  ein  Qua- 
drat, bei  welcher  der  „Nordpol"  den  Mittelpunkt  des  Quadrates,  der 
„Südpol"  die  vier  Ecken  und  der  Äquator  das  durch  die  Verbindungs- 
geraden der  Seitenmitten  eingeschriebene  Quadrat  liefern.  Die  Ab- 
bildung setzt  sich  in  der  Ebene  des  Quadrates  doppeltperiodisch  fort.^^) 
Es  handelt  sich  hierbei  einfach  um  die  Abbildung  der  Riemannschen 
Fläche  des  lemniskatischen  Falles  durch  das  Integral  erster  Gattung.**') 

Eine  Reihe  von  Abbildungsaufgaben  hat  Schwarz  mittelst  ellip- 
tischer Funktionen  bearbeitet.  Hierher  gehört  zunächst  die  Abbildung 
der  Fläche  eines  Quadrates  auf  diejenige  eines  Kreises '^^},  sodann  die 
Abbildung  der  Rechtecksfläche  auf  die  Kreisfläche  ^^'^),  der  Fläche  einer 
Ellipse  auf  die  Kreisfläche^");  auch  die  in  Note  228  genannte  Arbeit 

394)  S.  die  nachgelaBsene  von  S.  Cohn  herausgegebene  Abh.  „Über  die  Abb. 
eines  ungleichax.  EllipBoids  auf  eine  Eb.  usw.",  J.  f.  M.  59,  p.  74  oder  Jacobia 
„Werke"  2,  p.  400. 

396)  „A  quincuncial  projection  of  the  sphere",  Amer.  Journ.  2  (1879),  p.  394. 

396)  Th.  von  Oppolzer  hat  diese  Abbildung  als  Karte  verwendet  (Syzygien- 
tafel  für  den  Mond),  vgl.  Publik,  der  astron.  Gesellsch.  (Leipzig  1881).  S.  auch 
N.  Herz,  „Lehrb.  der  Kartenprojektion"  (Leipzig  1886)  und  E.  Scliering  „Über  die 
konf.  Abbild,  des  EUipsoids  auf  der  Ebene",  Gott.  Preisachrift  von  1868  oder 
„Werke"  1,  p.  49. 

397)  Betreffs  des  Integr.  2.  Gttg.  vgl.  man  noch  Wirtinger,  „Über  die  konf. 
Abb.  der  Riemannschen  Fl.  durch  Abelsche  Integr.,  bes.  bei  p  =  1  und  2",  Wien. 
Denkechr.  86  (1909),  p.  91. 

898)  „Über  einige  Abbildungaaufg.",  J.  f.  M.  70  (1869),  p.  106  u.  121;  76 
(1873),  p.  292  oder  „Werke"  2,  p.  65  ff. 

399)  „Zur  konf.  Abb.  der  Fl.  eine«  Rechtecks  auf  die  Fl.  einer  Halbkygel"» 
Gott.  Nachr.  v.  1883,  p.  51. 

400)  „Notizia  suUa  rappres.  conf.  di  un'  area  ellitica  sopra  un'  area  circo- 
lare",  Ann.  di  mat.,  (2)  8  (1869),  p.  166  oder  „Werke"  2,  p.  102. 
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über  die  Abbildung  der  Oberfläche  eines  Tetraeders  auf  die  Kugel- 
fläche betrachtet  in  Spezialfällen  Abbildungen  durch  die  elliptischen 
Integrale  erster  Gattung.  Man  vgl.  auch  die  Verwendung  der  ellip- 
tischen Funktionen  in  Schwarz'  Arbeit  „Bestimmung  der  scheinbaren 
Größe  dos  Ellipsoids  für  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes". ^°^) 

F.  H.  Siehech^^^)  diskutiert  die  Kurven  n  =  const.  und  v  =  const., 
die  sich  aus  x -{•  iy  =  Bn{u -\- iv)  ergeben;  sie  bilden  Systeme  von 
bizirkularen  Kurven  vierten  Grades.^**')    Die  entsprechenden  aus 

X  -f-  iy  ^=^  p{u  -\-  iv) 
sich  ergebenden  Kurven  sind  Systeme  konfokaler  kartesischer  Ovale.***) 

77.  Fonceletsohe  Polygone.  Eine  weitere  geometrische  Anwen- 
dung der  elliptischen  Funktionen  bezieht  sich  auf  das  unter  dem 
Namen  des  „Problems  derPowceic^schenPolygone"  bekannte  Schließungs- 
problem. Dasselbe  besteht  darin,  zu  ermitteln,  ob  es  Polygone  geben 
kann,  die  zugleich  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  und  einem  an- 
deren umgeschrieben  sind.*®^)  Die  Lösung  mit  elliptischen  Fiinktionon 
wurde  im  Spezialfälle  zweier  Kreise  von  Jacdbi  gegeben.***')  Sie  be- 
ruht auf  der  Abbildung  der  reellen  w- Achse  vermittelst  der  Funktion 
am  w  bei  reellem  dem  Intervall  0  <  Ä;^  <  1  angehörenden  Modul  jfc^  auf 
die  Pej'ipherie  des  größereu  Kreises.  Dabei  ergibt  sich  leicht  aus  dem 
Additionstheorem,  daß  zwei  Punkte  gleichen  Abstandes  s  auf  der 
w-Achse  allemal  Peripheriepunkte  liefeni,  deren  verbindende  Sehne 
einen  inneren  von  s  und  h^  abhängenden  Kreis  berührt.  Das  genannte 
Problem  läßt  entweder  gar  keine  oder  unendlich  viele  Lösungen  zu. 
Nur  wenn  bei  vorgegebener  Anzahl  n  der  Polygonseiten  eine  gewisse 
Relation  zwischen  dem  Abstand  der  Kreiszentren  und  den  Radien  be- 


401)  „Gott.  Nachr."  von  1883,  p.  89  oder  „Werke"  2,  p.  312. 

402)  „Über  eine  Gattg.  von  Kurv.  4.  Gr.,  welche  mit  den  eil.  F.  zusammen- 
hängen", .1.  f.  M.  57  (1860),  p.  8ö9  u.  69  (1861),  p.  173. 

400)  S.  auch  Schwarz,  „Über  ebene  algebr.  Isothermen",  J.  f.  M.  77  (1874), 
p.  88  oder  „Werke"  2,  p.  260. 

404)  Vgl.  A.  G.  Greenhill,  „The  applic.  of  ellipt.  functions"  (London  1892), 
p.  267. 

405)  S.  J.  V.  Poncelet,  „Traitö  des  propri^t^s  proj.  des  figurea"  (Paris  1822), 
p.  361  und  „Applications  d'analyse  et  de  g^ometrie"  1  (1862),  p.  535  bis  660. 
Halphen  sagt  (im  Bd.  2  seines  „Trait^",  p.  410)  von  dieser  Arbeit  „L'ötude  de 
ce  memoire  ne  eaurait  etre  trop  recommandee,  .  .  .  on  trouve  dans  ce  memoire 
les  formules  de  la  multiplication  donnöes,  pour  la  premiere  fois,  eous  leur  veri- 
table  forme". 

406)  „Über  die  Anw.  der  eil.  F.  auf  ein  bekanntes  Probl.  der  Elementar- 
geom.",  J.  f.  M.  8  (1828),  p.  376  oder  Werke  1,  p.  279.  Über  Beziehungen  zu 
Gauß  Fragment  über  das  „Pentagramma  mirificum"  s.  Gauß'  „Werke"  8,  p.  114. 
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steht,  finden  Lösungen  statt.    Für  die  Fälle  »  =  3  bis  9  wurde  diese 
Relation  durch  spezieUo  Methoden  berechnet.*"') 

Im  allgemeinen  Falle  zweier  Kegelschnitte  kann  man  auch  in 
folgender  Weise  eine  Beziehung  zu  den  elliptischen  Funktionen  ge- 
winnen. Entsprechen  einander  zwei  Punkte  des  einen  Kegeschnitts, 
die  durch  eine  Tangente  des  anderen  ausgeschnitten  werden,  so  ist 
hierdurch  auf  dem  ersteren  Kegelschnitt  eine  2- 2 -deutigen  Punkt- 
korrespondenz erklärt,  die  zu  einer  symmetrischen  doppeltquadratischen 
Gleichung  für  die  Koordinaten  bzw.  den  Parameter  des  Kegelschnitts 
führt.  Diese  läßt  sich  nun  zu  der  unter  (8)  in  Nr.  2  gegebenen  doppelt- 
quadratischen Relation  Eulera  in  Beziehung  setzen.***")  Halphen  hat  im 
zehnten  Kapitel  des  zweiten  Bandes  seines  Werkes  „Traite  des  fonct. 
eil."  eine  Menge  zerstreuter  Resultate  bearbeitet  und  zu  einem  Ganzen 
vereinigt;  hier  ist  die  Diskussion  der  Schließungsprobleme  in  engste 
Beziehung  zur  genannten  Euler  scheu  Gleichung  gesetzt.*"'-') 

78.  Das  sphärisclie  und  das  einfache  Pendel.  Schon  Lagrange 
hat  bemerkt,  daß  die  Bewegung  des  sphärischen  Pendels,  d.  h.  die  rei- 
bungslose Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  festen  Kugel- 
fläche,  auf  elliptische   Integrale    führt.*")     Eine   Durchführung    der 


407)  Vgl.  Ä.  H.  Forsyth,  „Porism  of  the  in-  and  circumscribed  polygen", 
Mess.  of  math.  (2)  12  (1882),  p.  100.  Verallgemeinerung  auf  beliebiges  n  in 
BrioschtB  Übersetzung  von  Caylyys   „Treatise  on  eil.  f."  (Mailand  1880),  p.  366. 

408)  S  über  den  Fall  zweier  Kegelschnitte  auch  W.  K.  Clifford,  „On  the 
transf.  of  eil.  funct.",  Lond.  M.  S.  Proc.  7  (1875),  p.  29  und  225.  Für  zwei  kon- 
fokale Kegelschnitte  ist  das  einzelne  Ponceletsche  Polygon  der  Grenzfall  einer 
geschlossenen  geodätischen  Linie  eines  Eilipsoida  mit  unenrflich  klein  werdender 
dritter  Achse;  s.  darüber  Wirtinger,  „Geodät.  Linien  und  Ponceletsche  Polygone", 
Jahresb.  d.  D.  M.  Ver.  9  (1900),  p.  130. 

409)  Verallgemeinerungen  sind  nach  verschiedenen  Richtungen  möglich. 
Poncelet  selbst  ließ  zu,  daß  jede  folgende  Polygonecke  auf  einer  anderen  Ellipse 
liegt;  Halplien  hat  die  entsprechende  Untersuchung  mit  elliptischen  Funktionen 
für  den  Fall  mehrerer  Kreise  durchgeführt.  Ein  System  zweier  Kegelschnitte 
bildet  eine  (zerfallende)  Kurve  vierten  Grades,  vierter  Klasse.  Es  gibt  indesB»;n 
auch  nicht-zerfallende  Kurven  vierten  Grades,  vierter  Klasse,  nämlich  die  Kurven 
vierten  Grades  mit  zwei  Rückkehrpxmkten  und  einem  Doppelpunkte.  Die  Existenz- 
bedingungen für  ein  Polygon,  das  einer  solchen  Kurve  gleichzeitig  ein-  und  um- 
beschrieben ist,  behandelt  B.  A.  Roberts^  „On  certain  quartic  curvea  of  the  fourth 
class  and  the  porism  of  the  inscr.  and  circumscr,  pol.",  Lond.  M.  S.  Proc.  28 
(1892),  p.  202.  Verallgemeinerungen  auf  den  Raum  gibt  Ä.  JB.  ForsyÜi,  „On  in- 
and  circumscribed  polyhedra",  Lond.  M.  S.  Proc.  14  (1883),  p.  35.  Über  die  allge- 
meine Theorie  der  Poncelet  sehen.  Polygone  vgl.  man  noch  G.  Loria.  „I  polygoni 
di  Poncelet''  (Turin  1889). 

410)  Vgl.  Lagrange,  „Möcanique  analytique",  2"  partie,  2»  chap.,  n°  16, 
§  1;  vgl.  dazu  in  der  Ausgabe  von  1856  die  Note  Bravais'  p.  352  des  2.  Bds. 
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Rechnung    mittelst    der   Funktionen   Jacohiu   gaben   Richdot^^^)   und 

Hat  die  Kugeloberfläche  in  einem  rechtwinkligen  Koordinaten- 
system mit  vertikal  aufwärts  gerichteter  xr- Achse  die  Gleichung 
x^ -\-  y^ -j-  e*  =  a^,  so  sind  die  Differentialgleichungen  für  die  Bewe- 
gung des  schweren  Punktes  leicht  angesetzt  und  aus  ihnen  zwei  Inte- 
grale („Fläch  enöatz"  und  „Satz  von  der  lebendigen  Kraft")  gewinnbar. 
Ist  t  die  Zeit  und  g  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere,  so  führen 
die  Rechnungen  für  die  ^r -Koordinate  als  Funktion  von  t  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung : 

(435)  a«  (ff)*=  (Ä  -  2gz)  (a» -  ^»)  -  .«, 

wo  h  und  c  die  Konstanten  der  beiden  vorgenannten  Integrale  sind. 
Hiemach  ist  2  eine  elliptische  Funktion  von  t 

Des  näheren  zeigt  sich,  daß  die  Wurzeln  der  ganzen  Funktion 
dritten  Grades  in  (435)  rechts  reell  sind,  und  daß  für  zwei  von  ihnen, 
ßi  und  0^,  die  Ungleichung  —  «^^i^-s^j^-l-a  gilt.  Wird  die  Zeit 
t  von  einem  Augenblick  ab  gezählt,  wo  £  das  Minimum  e^  erreicht 
hat,  so  gelangt  man  bei  zweckmäßiger  Einführung  der  elliptischen 
Funktionen  zu  folgender  Darstellung  von  z: 

(436)  ,  =  |^  +  ?^V(/  +  ^); 

Of  ist  die  reeUe  Periode  der  Bewegung,  während  w^  rein  imaginär 
ist.    Das  Maximum  e^  tritt  bei  <  ==  v  ®^'^'*") 

Setzt  man  weiter  3c  =  rc,08(p,  y=^rem(p,  so  stellt  sich  die 
„Länge"  tp  als  elliptisches  Integral  dritter  Gattung  dar  (vgl.  Nr.  67). 
Man   hat   hierbei  noch  zwei  spezielle  Werte  u^  und  m,  nötig,    deren 

erster  auf  der  Verbindimgsgeraden  von  0  nach  y  ^i^g*?  ^^^  zweite 
auf  derjenigen  von  ^*  nach  "'^'^~^-    Längs  dieser  beiden  Geraden  ist 

h     .    2a»     .  . 

gleichfalls  reell;  und  zwar  gilt  längs  der  ersten  Geraden  —  ^^^^"^^^tf 
längs  der  zweiten  ^i^Jf^-^^-  An  den  Stellen  t«,  und  «j  soU  s  =  —  a 
bzw.  g  =  -j-  a  zutreffen.   Wählen  wir  das  Koordinatensystem  so,  daß 


411)  „Bemeikungen  zar  Tbeor.  des  Raampeodela",  J.  f.  Math.  46  (1862), 
p.  883. 

412)  „Tb^se  de  mecauique",  J.  d.  Math.  17  (1862),  p.  88. 
418)  S.  d.  Darstellung  bei  Hälphen,  „Fonct.  eil."  2,  p.  12». 

Enoyklop.  i.  inalfa.  WiM«n8cb.    n  S.  22 
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tp  =  0  zur  Zeit  t  =  0  gilt,  so  gewinnt  man  mittelßt  der  Weierstraß- 
schen  5, -Funktion  die  Darstellung: 

(437)   ^ = 1  log  {?::*:+:;}^:M-:^;i + hum + ewj. 

Für  Z  =  X  -{-  iy  hat  Hermite*^*)  die  Differentialgleichung: 

(438)  0==(6i.(«)  +  J?)Z 

bzw.  die  entsprechende  Gleichung  in  den  Jacohischen  Funktionen  auf- 
gestellt; es  ist  dies  ein  Spezialfall  der  in  Xr.  80  zu  besprechenden 
Jxirweschen  Gleichung."*^'*) 

Ist  in  der  Formel  des  „Flächensatzes"  (d.  i.  im  Integrale 

X  ■  dy  —  y  •  dx  =  c  '  dt 

der  ursprünglichen  Differentialgleichungen)  die  Konstante  <:•  =  0,  so  ist 
y  :  X  konstant,  d.  h.  die  Bewegung  erfolgt  in  einer  Vertikalebene;  man 
hat  dann  den  Fall  des  „einfachen  Pendels".  Zwei  von  den  drei 
Wurzeln  des  in  (435)  rechts  stehenden  Ausdrucks  dritten  Grades 
liegen  bei  +  a,  und  mau  hat  zu  unterscheiden,  ob  die  dritte  Wurzel 
e  =  ^  <  a  oder  =  a  oder  >  a  ist.*^*)  Im  Übergangsfalle,  d.  h.  wenn 
jene  dritte  Wurzel  ==  a  ist,  (sogen,  „asymptotische"  Bewegung  des 
Pendels)  gelangt  man  zu  elementaren,  nämlich  hyperbolischen  Funk- 
tionen. Die  beiden  anderen  Fälle  sind  leicht  durch  elliptische  Funk- 
tionen erledigt. 

Ist  z.  B.,  dem  ersten  Falle  entsprechend,  h  <  2a^,  so  nenne  man 
^  den  Ausschlagswinkel  des  Pendels  gegen  seine  Ruhelage  (tiefste 
Lage)  und  a  das  Maximum  von  ^: 

(439)  ;?  =  —  a  cos  1//,      A  ==  —  2ag  cos  a. 
Gleichung  (435)  [mit  c  ==  0]  liefert: 

(440)  r/Hat=^  ^      '1^^^' 
^       ^  '     «  y  coB  1^  —  CO« « 


414)  S,  die  Notenreihe  „Sur  quelques  applic.  des  fonct.  eil."  in  den  C.  E. 
von  1877  bis  82,  A-hschn.  41  oder  Hermites  Werke  8,  p,  879. 

416)  Vgl.  übrigens  noch  Gudermann,  „De  pendulis  aphaericis  etc.",  J.  f. 
Math.  38  (1846),  p.  186.  Über  verwandte  Probleme  sehe  man  Clebsch,  „Über  die 
GleichgewichtBÜgur  eines  biegsamen  Fadenr',  J.  f.  Math.  67  (1860),  p.  98;  W.  Bier- 
mann, „Probl.  quaedam  mech.  funct.  ellipt.  ope  solute",  Berlin  Disa.  von  1864; 
P.Appell,  ,^ur  la  cbainette  sph^rique".  Bull.  Soc.  math.  de  Fr.  18  (1886),  p.  66; 
je.  Marcolongo,  „Alcune  appl.  delle  fanz.  eil.  alla  teor.  dell'  equilibrio  dei  fili 
flessibili",  Neapel  Itendic.  (2)  6  (1892),  p.  71  u.  89. 

416)  Ausführliche  Diskussion  aller  drei  Fälle  bei  Greenhiü,  „The  applica- 
tions  etc."  p,  1  ff. 
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Wenn  man  demnach  einen  neuen  Winkel  %  durch: 

(441)  sm  2  =  sm  g  •  sm  % 
einführt,  so  ergibt  sich: 

(442)  4.]/^)=         ..^4^  . 

1/1  —  Sin'  ^   Bin'jr 
Man  hat  demnach  zu  setzen: 

(443)  ^1/«=="''     sin"^-^, 

und  gewinnt   dann    aus    (442)   sofort    ;|r  ==  am  («;,  k)   sowie   als   Dar- 
stellung der  Pendelbewegung: 

(444)  sin  ^  ==  /?  an  (w,  /^),     cos  ^  ==  dn  w. 

Mittelst  der  reellen  Periode  2K  folgt  für  die  „Schwingungsdauer": 

(445)  T  =.  2^:]/" 

und  also  aus  (26)  p.  194  die  bekannte  Reihenentwicklung  derselben.*^^) 

79.  Dynamik  starrer  Körper.  Kreiselbewegxing.  Die  Dynamik 
der  starren  Körper  hat  vielfach  behandelte  Beispiele  für  die  Anwen- 
dung der  elliptischen  Funktionen  gegeben,  seitdem  Euler  durch  Auf- 
stellung der  berühmten  nach  ihm  benannten  drei  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  für  die  Winkelgeschwindigkeiten  zu  diesem 
Teile  der  Mechanik  den  Grund  gelegt  hatte.*^*)  Bereits  Legendre*^^) 
gelangte  zu  Ausdrücken  der  Zeit  und  des  einen  Eulerschen  Drehungs- 
winkels in  Gestalt  von  elliptischen  Integralen  erster  bzw.  dritter  Gat- 
tung. Nachdem  zwischendurch  in  den  klassischen  Untersuchungen 
französischer  Mechaniker*^®)  die  Bewegungsvorgänge  insbesondere  des 
ktuftefreien  starren  Körpers  zu  durchsichtigen  geometrischen  Vorstel- 
lungen geführt  waren  (vgl.  die  mittelst  des  Trägheitsellipsoids  und  der 
invariabelen  Ebene  dargestellte  „Poinsotbewegung"),  wurde  die  analy- 
tische Darstellung  des  zeitlichen  Verlaufs  der  Bewegung  sowohl  bei 

417)  Eine  Interpretation  der  imaginären  Periode  gab  Appell,  „Sur  uiie  interpr. 
des  Tftleurs  imagin.  du  tempB  en  m^canique",  C.  B.  87  (1878),  p.  1074. 

418)  Vgl.  Euler,  „Mouvement  de  rotat.  dee  corps  solides  autoux  d'un  point 
fixe",  Abb.  d.  Berl.  Akad.  von  1768. 

419)  Unter  den  Anwendungen  auf  die  Mechanik  behandelt  Legendre  die 
Drehungen  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  an  erster  Stelle,  s. 
„Trait^  des  fonot.  eil.''  1,  p.  366. 

420)  S.  inabesondere  L.  JPoiruot,  „Th^or.  uouy.  de  la  rotation  des  corps'' 
(Paris  1884);  8.  übrigens  die  ausführliche  Darstellung  im  Kof.  lY  6,  Nr.  26. 

22* 
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einem  kräftefreien  starren  Körper  wie  auch  bei  einem  schweren  in 
einem  Punkte  der  Achse  unterstützten  Rotationskörper  (Kreisel)  mit- 
telst der  elliptischen  Funktionen  vornehmlich  durch  Jacobi  wesentlich 
gefördert."^)  Von  ihm  rührt  insbesondere  die  Entdeckung  her,  daß 
die  letztere  Bewegung  als  Relativbewegung  zweier  Poinsotbewegungen 
aufgefaßt  werden  kann. 

Um  wenigstens  im  kräftefreien  Falle  das  Eingreifen  der  eUipti- 
Bchen  Punktionen  kurz  anzudeuten,  so  sind,  wenn  Ä,  B,  C  die  Haupt- 
trägheitemomente des  Körpers  sind  und  p,  q,  r  die  Winkelgeschwin- 
digkeiten bedeuten,  bezogen  auf  das  durch  die  Hauptachsen  des  Kör- 
pers gegebene  und  also  mit  diesem  fest  verbundene  Koordinatensystem, 
die  Eulerschen  Gleichungen: 

Dieselben  liefern  sofort  die  beiden  Integrale: 

Die  Elimination  von  q  und  r  aus  (447)  und  der  ersten  Gleichung 
(446)  liefert  als  Ausdruck  für  t  in  p  ein  elliptisches  Integral  erster 
Gattung,  und  dasselbe  gilt  für  t  in  Abhängigkeit  von  q  und  r.  Um- 
gekehrt sind  p,  q,  r  abgesehen  von  gewissen  konstanten  Faktoren 
die  Funktionen  cn(A<),  8n(A<),  dn(A<),  wo  X  eine  Konstante  ist,  die 
eich  wie  auch  der  Modul  Ä'  in  einfacher  Weise  durch  AjBy  C  und 
die  beiden  Integrationskonstanten  D  und  |u  ausdrückt. 

Bei  diesen  dynamischen  Problemen  kommen  zwei  Achsensysteme 
in  Betracht;  das  eine  (eben  bereits  erwähnte)  ist  im  Körper  fest,  das 
andere  ist  fest  im  Räume.  Die  neun  Richtungskosinus  sind  Funk- 
tionen der  Zeit;  sie  sind  nicht  unabhängig,  sondern  Funktionen  von 
nur  drei  unabhängigen  Parametern.  Diese  drei  Parameter  können  die 
„^Jwferschen  Winkel"  oder  die  auch  bereits  bei  Euier  auftretenden 
Koordinaten  von  0.  Rodrigues**^)   sein;  indessen  hat  Klein  hervorge- 


421)  8.  Jacobi,  „Sur  la  rotat.  d'un  corps"  (Estr.  d'une  lettre  adr.  k  l'acftd. 
des  Bc.  de  Paris),  J.  f.  Math.  .39  (1849),  p.  293  sowie  das  von  E.  Lottner  heraus- 
gegebene „Fragment  sur  la  rot.  d'un  corps",  Jacobia  „Werke"  2,  p.  290  und  426. 

422)  S.  dessen  Abb.  „Des  lois  g^in^triques  qui  rögissent  le  deplacement 
etc.",  J.  d.  Math.  5  (1840),  p.  406. 
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hoben^  daß  man  bei  einer  anderen  Wahl  der  Parameter  weit  größere 
Einfachheit  erhält.  Bekanntlich  kann  irgendeiner  Drehung  einer  Kngel 
um  ihren  Mittelpunkt  eine  lineare  Substitution  zugeordnet  werden.**') 
Die  vier  Koeffizienten  einer  solchen  Substitution  geben  (in  ihren  Ver- 
hältnissen) die  gewünschten  drei  Parameter.  Klein  und  Sommerfeld*^) 
stellen  jene  vier  Koeffizienten  in  Abhängigkeit  von  der  Zeit  als  ein- 
fache ^-Quotienten  dar.***) 

80.  Die  Itam^BChe  Gleiohimg.  Hermite  hat  gezeigt,  wie  eine 
Differentialgleichung  durch  elliptische  Funktionen  zu  integrieren  ist, 
die  in  G.  Lame»  Untersuchung  eines  Problems  der  Wärmelehre  auf- 
trat.**^) Mittelst  der  Ww'crs^rayÖschen  ^-Funktion  wird  die  von  Hermite 
benutzte  Gestalt  der  Lameschen  Differentialgleichung: 

(448)  ^  ^[n{n-\-  1)  ^(«)  +  B] y, 

wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet  und  B  eine  Konstante  ist.*") 


423)  S.  Klein,  „Vorles.  über  das  Ikosaeder  usw."  (Leiptig  1884),  p.  32  S. 

424)  „Über  die  Theorie  des  Kreisels"  (Leipzig  1897/1910),  p.  417  ff.  S.  übrigens 
das  ganze  Kapitel  VI  dieses  Werkes,  insbesondere  auch  über  die  Verwertung 
der  ^-Darstellungen  für  die  praktischen  Zwecke  numerischer  Rechnungen 
(p.  440  ff.).  Wie  Klein  und  Sommerfeld  p.  611  ihres  Werkes  mitteilen,  hat  bereits 
Weieratraß  im  Jahre  1879  in  einer  (nicht  veröffentlichten)  Vorlesung  die  vier  im 
Texte  besprochenen  äubstitutionskoeffizienten  bei  der  Behandlung  des  schweren 
freien  Kreisels  benutzt.  Die  erste  Mitteilung  von  Klein  über  den  Gebrauch  jener 
Koeffizienten  in  der  Kreiseltheorie  findet  sich  in  der  Note  „Über  die  Bewegung 
des  Kreisels",  Gött.  Nachr.  vom  11.  Jan.  1896,  p.  3.  Der  einfache  Zusammenhang 
der  Substitutionskoeffizienten  mit  den  von  Eitler  und  Bodrigues  gebrauchten 
Größen  ist  auch  in  Frieke- Klein  „Automorphe  Funkt"  p.  17  ff.  behandelt. 

426)  Von  sonstiger  einschlägiger  Literatur  sei  noch  erwähnt  Clebseh,  „Zur 
Theor.  der  Trägheitsmomente  u.  der  Drehung  um  einen  Punkt",  J.  f.  Math.  57  (1869), 
p.  73;  Hermite,  „Sur  quelques  applic.  des  fonct.  eil.",  Abschn.  X  ff . ,  C.  R.  von 
1877 ff.  oder  Werke  3,  p.  289 ff.,  sowie  mehrere  Arbeiten  von  F.  €aspary,  „Sur  les 
expressions  des  angles  d'Euler  etc.",  Darb.  Bull.  (3)  13  (1889),  p.  89 ff.,  und  „Sur 
les  relations  qui  lient  les  Clements  d'un  systäme  orthogonal  aux  fonctions  th&ta 
etc.",  J.  d.  M.  (4)  6  (1890),  p.  367,  wo  der  Verf.  an  der  Diskussion  der  neun  Koef- 
fizienten eines  „orthogonalen  Systems"  und  ihrer  Darstellung  durch  die  ■&- Punk- 
tionen die  Grundformeln  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  entwickelt. 
Zusammenfassende  Darstellungen  über  die  Verwendung  der  elliptischen  Punk- 
tionen in  der  Dynamik  der  starren  Körper  findet  man  z.  B.  bei  Halphen,  ,,Trait^ 
des  fonct.  oll."  2  (Paris  1888),  p.  1  ff.,  oder  A.  G.  GreenlUll,  „The  appl.  of  eil. 
funct.'*  (London  1892),  p.  101  ff. 

426)  G.  Lam^,  „Sur  l'^quilibre  des  temp^ratures  dans  un  ellipsoide  etc.", 
J.  d.  Math.  4  (183*),  p.  126  ff.;  „Le90ns  sur  les  fonctions  inversea  des  transcen- 
dentes  et  les  surf.  i«oth."  (Paris  1867),  18™«  le90n  p.  277. 

427)  Die  Fälle  n  =»  1  und  n  =  2  kommen  bei  der  kräftefreien  Bewegimg 
eines  starren  KOrpers   und   beim  sphärischen  Pendel  (vgl.  Gleichung  (488))  zur 
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In  speziellen  Fällen  wurde  diese  Gleichung  durch  Lame  mittelst  ellip- 
tischer Funktionen  (erster  Art)  integriert.  Hermitea  Verallgemeinerung 
bestand  darin,  die  Konstante  B  willkürlich  zu  nehmen;  die  allgemeine 
Losung  (c^y^  -f~  ^ii/i)  baute  er  mit  partikulären  Integralen  y^^  y^  auf, 
die  doppeltperiodische  Funktionen  zweiter  Art  (oder  in  Spezialfällen 
solche  erster  Art)  sind.*^*)  Zahlreiche  weitere  Untersuchungen  und 
Darstellungen  des  Gegenstandes  haben  sich  hier  angeschlossen.**'') 

E.  Ficard^^)  hat  gezeigt,  daß  analoge  Entwicklungen  bei  jeder 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  w*^'  Ordnung  mit  elliptischen 
Punktionen  als  Koeffizienten  auftreten,  vorausgesetzt,  daß  das  allge- 
meine Integral  eine  eindeutige  Funktion  der  unabhängigen  Variabelen 
ist;  jede  solche  Gleichung  hat  mindestens  eine  elliptische  Funktion 
zweiter  (oder  erster)  Art  als  Lösung.*''^) 

//.  Gyldm*^^)  hat  eine  Anwendung  dieser  Prinzipien  auf  eine 
Gleichung  gemacht,  die  in  der  Himmelsmechanik  auftritt.  Der  Grund- 
Verwendung.  Bei  passender  Führung  der  Rechnung  kommt  man  bei  diesen  An- 
wendungen mit  dem  Falle  n  =  1  aus. 

428)  Das  Auftreten  von  doppeltperiodiechen  Funktionen  zweiter  Art  an 
dieser  Stelle  ist  aus  den  allgemeinen  Sätzen  über  das  Verhalten  der  Integrale 
linearer  homogener  Differentialgleichungen  bei  Umläufen  der  unabhängigen  Va- 
riabelen leicht  ersichtlich;  s.  etwa  Burkhardt,  „Ell.  Funkt."  p.  837  ff.;  Uertnitea 
Untersuchungen  über  die  Lamdsche  Differentialgleichung  beginnen  1872  (s.  die 
aus  diesem  Jahre  stammenden  „Feuilles  lithogr.  de  l'Ecole  Polyt.");  8.  übrigens 
die  in  Note  414  genannte  Artikelreihe,  insbesondere  die  Einleitung  sowie  die 
Art.  VI  und  XXXIX.  Vgl.  auch  E.  Heine,  „Handbuch  der  Kugelfunkt.'\  2.  Aufl. 
1  (Berlin  1878),  p.  «47  ff.  und  das  Ref.  IIA  10,  Nr.  38ff. 

429)  Vgl.  z.  B.  Ralphen,  „Trait^  des  fonct.  eil."  2,  p; '457  ff.,  und  Krause, 
„Theor.  d.  doppeltper.  Funkt."  2,  p.  266  ff.  S.  ferner  die  auch  der  grappentheo- 
retisch-geometrischen  Seite  der  Lameschen  Gleichungen  gerecht  werdende  Be- 
handlung von  Klein  in  den  autogr.  Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleich. 
2.  Ordn.  aus  dem  Wintersem.  1890/91,  p  194  ff.  und  aus  dem  Sommersem.  1894, 
p.  823  ff.  Im  Anschluß  hieran  diskutiert  M.  F.  Winston,  „Über  den  Herniiteschen 
Fall  der  Lameschen  Diffgl."  (Gott.  Diss  von  1897)  die  Gestalten  der  reellen 
Kurven,  welche  durch  die  Lösungen  der  Lameschen  Gleichung  insbesondere  in 
den  Fällen  n  ==  1  und  n  ==  2  bestimmt  sind. 

430)  „Sur  une  gendral.  des  fonct.  period.  et  sur  cert.  ^quat.  diff.  lin."^, 
C.  R.  89  (1879),  p.  140;  „Sur  les  ^quat.  diff.  lin.  a  coeff.  doubl,  pöriod.",  C.  R. 
90  (1880),  p.  293  u.  J.  f.  Math.  90  (1881),  p.  281. 

431)  Vgl.  über  die  J^arrfschen  Differectialgl.  auch  Halphen,  „Traite  des 
f.  eil."  -2,  p.  5.S2,  und  Krause,  „Theor.  d.  doppeltper.  Funkt."  2,  p.  181.  S.  auch 
E.  Goursat,  „Cours  d'aual."  2  (Paris  1905),  p.  428. 

432)  „Undersökningar  af  theorien  för  himlakropparnas  rörelser",  Bihang 
tili  K.  svenska  vetens.  akad.  handlingar  6,  Nrn.  8  u.  16,  7,  Nr.  2  (1881—82);  9. 
a«ich  den  kurzen  Bericht  in  den  „Astron.  Nachr."  100,  p.  97,  sowie  die  Darstel- 
lung bei  II.  Poincare,  „Mec.  Celeste"  2  (1893),  p.  251, 
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gedapjce  ist,  daß  eine  gewisse  Differentialgleichung  in  x  und  t  in  die 
Gleichung: 

(449)  f^'^j  =  (a-{-bcRH)x 

verwandelt  werden  kann,  indem  k  so  klein  angenommen  wird,  daß 
cn  t  die  Funktion  cos  t  ersetzen  kann.  BurkharfH  *")  hat  auf  die 
Mängel  der  GyldenschAi  Methode,  die  auftretenden  Differentialglei- 
chungen künstlich  auf  die  Lamesche  Form  zurückzuführen,  hingewiesen. 

81.  Auftreten  elliptischer  Integrale  in  anderen  Oebieten.  Als 
„paeudoelliptisch"  bezeichnet  man  nach  3Ialet*^)  Integrale  der  Gestalt 

1   4"        mit  rationalem  E(g)  und  einem  Polynom  dritten  oder  vierten 

J  fm  ^ 

Grades  f{z)  ohne  mehrfache  Linearfaktoren,  falls  sich  diese  Integrale 
ausschließlich  durch  algebraische  Funktionen  und  Logarithmen  solcher 
Funktionen  ausdrücken  lassen.  Durch  Differentiation  von  Ausdrücken 
Uiß,  yt'ip))  und  log  Ris,  Vfi^))  gewinnt  man  sofort  pseudoelliptische 
Integrale;  umgekehrt  ist  es  ziemlich  umständlich,  allgemeine  Regeln 

anzugeben,  wann  i    y~—  pseudoelliptisch  ist. 

Grundlegend  ist  eine  Arbeit  Aheh**^),  welche  sich  auf  Integrale 

~Z "{       bezieht.    Es  wird  gezeigt,  daß  es  besondere  lineare  Funk- 
VA«) 
tionen  (z  —  a)  gibt,  welche  pseudoelliptische  Integrale  liefern,   falls 

die   Kettenbruchentwicklung   von    Yfl/)    (vgl.  Nr.  68)    periodisch    ist 

und  die  Periode  Symmetrie  zeigt.    Ausgedehnte  Untersuchungen  über 

diese  Kettenbruchentwicklungen  und  die  Frage  ihrer  Periodizität  für 

den    Fall    ganzzahliger    Koeffizienten    von   f(s)    sind    angestellt   von 

P.  Tsch^cheff*^)  und  G.  Zolotareff*^'')    Auch  Weierstraß^'^)  hat  eine 

433)  ,,,Über  einige  mathematische  Result.  neuerer  astron.  Unters,  usw.", 
Math,  congr.  papers  (Chicago  1893),  p.  18  ff. 

434)  /.  C.  Malet,  „Two  theorems  in  integration",  Ann.  di  mat.  (2)  6  (1874), 
p.  262;  B.  auch  S.  Günther,  „Sur  revaluation  de  certaines  integr.  pseudo-elL", 
Bull.  »oc.  math.  d«  Fr.  10  (1882),  p  88. 

435)  „Sur  l'intrögation  de  la  formule  diff,  ^    *  etc.",  J.  f.  Math.   1  (1826), 

yn 

p.  166,  oder  Werke  1,  p.  104;  s.  auch  Kap.  I  und  II  der  nachgelassenen  Abhand- 
lung „Th^or.  des  transcendantes  elUptiques",  ÄbelB  „Werke"  2,  p.  87. 

436)  „Sur  rintdgration  d«a  differentielles  irrationelle«",  J.  d.  Math.  18(1868), 
p.  87,  und  (2)  9  (1864),  p.  226  u.  242. 

437)  „Sur  la  methode  d'integr.  de  M.  TchebicheflF",  Math.  Ann.  6  (1872), 
p.  560,  und  J.  d.  Math.  (2)  19  (1874),  p.  161. 

488)  „Über  die  Integr.  algebr.  Differentiale  vermittelst  Logarithmen",  Berlin 
Ber.  vom  26.  Febr.  1867  oder  „Werke"  1,  p.  227. 


/ 
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/i73/-,\   Jf  _ 
-XLrr-  durch^Log- 

arithmen  angestellt.  Die  umfänglichen  Entwicklungen  Halphens*^^) 
beziehen  sich  auf  den  allgemeinen  Fall,  daß  Ri/)  unter  dem  Integral 
eine  beliebige  rationale  Funktion  ist.  Spezielle  Methoden,  um  pseudo- 
elliptische Integrale  zu  behandeln,  haben  E.  Goursat*^^)  und  L.  Rajfy^^^) 
entwickelt;  auch  GreenhÜl**^)  hat  eine  größere  Abhandlung  hierüber 
veröffentlicht. 

Nicht  minder  ausgedehnt  ist  die  Literatur  über  das  entgegenge- 
setzte Problem  der  Reduktion  Abelscher,  insbesondere  hyperelliptischer 
Integrale  auf  elliptische.  Bereits  Legendre  hat  (im  dritten  Teil  seines 
„Traite")  das  hyperelliptische  Integral: 

dx 


f, 


|/a;(i  — «*)(!  — n»x») 
als  Summe  zweier  elliptischen  Integrale  mit  gleichen  Amplituden  und 
komplementären  Moduln  dargestellt.  Im  Anschluß  hieran  hat  Joco&i***) 
allgemeiner  das  Integral: 

dx 


/, 


yx{i—  x)(l— tilz)  {!-{■*  X)  (1  4-  Xx) 

als  Summe  zweier  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  dargestellt 
Betreffs  weiterer  Beispiele  solcher  Zerlegungen  hyperelliptischer  Inte- 
grale findet  man  Nachweise  bei  „E-M"  p.  510. 

Koenigsberger*'^)  hat  die  Möglichkeit  der  Transformation  hyper- 
elliptischer Integrale  des  Geschlechts  |>  ==  2  allgemeiner  untersucht 
und  findet,  daß  diese  Möglichkeit  vorliegt,  falls  das  Polynom  sechsten 
Grades  unter  dem  Wurzelzeichen,  gleich  0  gesetzt,  drei  Punktepaare 
einer  Involution  liefert.  Dies  ist  bei  dem  eben  genannten  Jacobischen 
Integrale  der  Fall.***)  Späterhin  hat  Koenigsherger  ^^)  weiter  die 
Reduktion    beliebiger  Abelscher  Integrale   auf   elliptische    untervsucht 

439)  „Traite  des  f.  eil."  2  Kap.  XIV,  p.  576  ff. 

440)  „Note  Bur  quelq.  integr.  pseudo-ell",  Bull.  soo.  math.  de  Fr.  15  (1887), 
p.  106. 

441)  „Sur  les  transf.  invariante»  des  ditf^r.  eil.",  Bull.  aoc.  math.  de  Vt.  18 
(1884),  p.  67. 

442)  „PBendo-ell.  integral«  and  their  dynamical  appl.",  Lond.  math.  soo. 
Proceed.  25  (1894),  p.  195. 

443)  Nachschrift  zur  Anzeige  von  Legendre»  „Traite",  J.  f.  Math.  8  (1832), 
p.  413,  oder  „Werke"  1,  p.  380. 

444)  „Reduktion  nltraelUpt,  Integr.  auf  ellipt.",  J.  f.  Math.  Ü7  (1867),  p.  57. 
446)  S.  auch  hierüber  die  weiteren  Nachweise  bei  „E-M"  p.  610. 

-  446)  „Über  die  Redukt.  Abekcher  Integr.  auf  niedere  Integralformeu,  ape- 
«ell  auf  ellipt.  Int.",  J.  f.  Math.  89  (1880),  p.  89. 
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und  insbesondere  gezeigt,  daß  die  allgemeine  Untersuchung  auf  die 
Reduzierbarkeit  allein  der  Integrale  erster  Gattung  zurückgeführt 
werden  könne.  Von  algebraischer  Seite  hat  ferner  Goursat**^)  das 
Problem  der  Transformierbarkeit  hyperelliptischer  Integrale  in  ellip- 
tische in  Angriff  genommen  und  allgemeine  Sätze  über  diese  Möglich- 
keit aufgestellt. 

Im  Anschluß  an  Weierstraß  hat  S.  Kowalevshj**^)  die  Reduzier- 
barkeit der  Integrale  erster  Gattung  vom  Geschlechte  j)  ==  3  auf  ellip- 
tische wesentlich  mit  transzendenten  Hilfsmitteln  untersucht.  Picard**^^) 
hat  die  Reduktion  der  Zahl  der  Perioden  der  hyperelliptischen  Inte- 
grale mit  p  =  2  untersucht  und  die  Perioden  der  Normalintegrule  im 
Falle  der  Reduzierbarkeit  näher  charakterisiert.*^")  An  neueren  Unter- 
suchungen sind  noch  zu  nennen  die  Dissertation  von  J.J.Hutchinson^^^\ 
die  zusammenfassende  Darstellung  Krazers^^-)  und  ein  Werk  H.  F. 
BakerB*'^^)j  in  welchem  sich  ausführliche  Literaturangaben  finden. 

82.  Sonstige  AnwenduLugen  der  elliptischen  Funktionen.  Sehr 
groß  ist  die  Zahl  sonstiger  z.  T.  vereinzelt  stehender  Anwendungen 
der  elliptischen  Punktionen.  In  die  ersten  Anfänge  reichen  die  Be- 
ziehungen der  „elastischen  Kurve"  zur  Theorie  der  elliptischen  Inte- 
grale zurück.*^*)  Ein  Spezialfall  ist  die  Lemniskate,  die  Gauß  ur- 
sprünglich „curva  ela.stica"  nannte.  Ausführliche  moderne  Behand- 
lungen dieser  Beziehung  gaben  M.  Levy*^^)  und  IJalphen*^). 

447)  „Sur  la  reduct.  des  integr.  hyperell",  Bull.  soc.  math.  de  Fr.  18  (1886), 
p.  148. 

448)  „Ober  die  Redukt.  einer  bestimmten  Klasse  Abelscher  Integr.  dritten 
Ranges  auf  eil.  Int.",  Gott.  Diss.,  abgdr.  Act.  math.  4  (1884),  p.  393. 

449)  „Remarque  sur  la  reduct.  des  int€g.  abel.  anx  integ.  eil.",  Bull.  soc. 
math.  de  Fr.  12  (1884),  p.  163. 

450)  Vgl.  auch  Poincare,  „Sur  la  röduct.  des  int^g.  abel.",  Bull.  soc.  math. 
de  Fr.  12  (1884),  p.  124,  sowie  namentlich  den  Abschn.  V  in  der  Abhandlung 
Burkhardts,  „Unters,  aus  dem  Gebiete  der  hyperell.  Modulf.",  Math.  Ann.  36 
(1889),  p.  410. 

461)  „On  the  reduct.  of  hyperell.  funct.  (p  =  2)  to  ellipt.  funct.  by  a  trans- 
form.  of  the  second  degree"  (Göttingen  1897). 

452)  „Die  Reduzierbarkeit  Abelscher  Integ."  Festschrift  zur  46  Philol.-Vers. 
(Straßburg  1901).    3.  auch  Krazers  „Lehrb.  der  Thetaf."  (Leipzig  1903),  p.  477  ff. 

463)  „Abel'ö  theor.  and  the  allied  theor.  includ.  the  theor.  of  the  theta- 
funct."  (Cambridge  1897). 

454)  S.  die  historischen  Angaben  bei  „E-M"  p.  526  ff. 

465)  „Sur  un  nouveau  cas  intögrable  du  problfjme  de  l'^lastique  etc.",  C. 
R.  97  (1888),  p.  694,  und  J.  d.  Math.  (8)  10  (1884),  p.  5. 

466)  „Sur  une  courbe  elastique",  C.  R.  99  (1884),  p.  422  u.  J.  de  l'Ec.  pol. 
64»  cah.  (1884),  p.  188;  s.  auch  Ralphen,  „Traite  des  f.  eil."  2,  p.  192. 
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Die  Theorie  der  geodätischen  Linien  auf  dem  Ellipsoid  ist  von 
frfih  an  mit  den  elliptischen  Integralen  in  Beziehung  gesetzt.  In  Be- 
tracht kommt  namentlich  Legendres*^'')  Behandlung  dieses  Gegen- 
,  Standes,  eine  nachgelassene  Schrift  von  Jacobi*^^)  sowie  Arbeiten  von 
Weierstraß*^^),  Cayle>/*^)  u.  a.*"^)  Über  sonstige  zahlreiche  geome- 
trische Anwendungen  von  S.  Boberfs,  G.  Floqtiet,  H.  Hart  und  vielen 
anderen  vgl.  man  „E-M"  p.  559  ff.  sowie  die  Ausführungen  in  Green- 
hills  „EUipt.  funct."  und  bei  G.  BdlaccU^**). 

Die  bereits  von  Lagrange  (vgl.  Note  22,  p.  186)   bemerkte   Be- 
ziehung  der   elliptischen  Funktionen   zur   sphärischen  Trigonometrie 
gewinnt  man,  indem  man  aus  den  Additionstheoremen: 
/  X        cn  M  cu  V  4-  sn  u  an  t?  dn  u  dn  r 

j    /  s         da  ii  dn  v  -\-  k*  an  u  sn  v  cn  u  cn  v 

dn  (w  —  v)  =    ±  

^  -^  1  —  «;'«n*«Bn't? 

unter  Gebrauch  der  Abkürzung  u  —  «  =^  w  die  Gleichung  herstellt: 

(450)  cn  IV  =  CÜ.U  cav  -\-  9,nu  Bnv  doiw. 
Sie  entspricht  dem  Kosinussatze: 

(451)  cos c  =  cos«  cos h  -f-  sin a  sin 6  cos y 

eines  sphärischen  Dreiecks  der  Seiten  a,  h,  c  und  der  Winkel  a,  ß,  y, 
wobei  also: 

(452)  a  =«  am  u,    h  ==  am  v,     c  =  am  w 

zu  setzen  sein  würde  und  zufolge  der  Gleichung  cos  j*  =  dn  ic  für  den 

Modul  h  die  Darstellung  folgt: 

.-o\  1         sinof        sinß        sin  y 

^        ^  sin  a        sin  o         sin  c 

Über  die  weitere  Entwicklung  dieser  Beziehung  sehe  man  die  Nach- 
weise in  Note  23,  p.  186  sowie  das  Ref.  III  AB  9  „Elementare  Geo- 
metrie vom  Standpunkt  der  neueren  Analysis  aus",  Nr.  27. 

Nach  Vorgang  von  Euler,  Lagrange  und  Legcndrc  hat  Jacohi***) 

467)  Im  „Trait^"  1,  p.  360. 

4.'j8)  „Solution  nouvelle  d'un  probl.  fondam  de  gtodosie",  (1849)  Werke  2, 
p.  419. 

469)  „Über  die  geodät.  Linien  auf  dem  dreiachsigen  EH.",  Berl.  Ber.  von 
1861,  p.  986,  „Werke"  1,  p.  267. 

460)  „Note  on  the  geod.  lines  on  an  eil.",  Phil,  mag,  41  (1871),  p.  534. 

461)  Ausführliche  Darstellung  z.  B.  bei  Halphen,  „Trait^  de«  f.  eil."  i, 
p.  287  £F.  u.  286  ff. 

482)  „Introduz.  storica  alla  teor.  della  f.  eil."  (Florenz  1894). 
463)  S.  die  von  Clebsch  herausgegeb.  „Vorlosungen  über  Dynanük",  Vorles. 
29,  p.  221,  Supplementband  zu  Jacobis  A\'erken. 
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das  Problem  der  Bewegung  eines  von  zwei  festen  Zentren  uach  dem 
Gravitationsgesetz  angezogenen  Punktes  auf  elliptische  Integrale  zu- 
rückgeführt.*^) Hieran  schließen  sich  Untersuchungen  von  Koeniys- 
berger  (Berl.  Diseert.  von  1860)  und  F.  Lindemann^^). 

Eine  Anwendung  der  elliptischen  Funktionen  auf  die  Theorie 
des  ebenen  Gelenkvierecks  entwickelte  G.  Darhoux.^^^)  Neuerdings  ist 
dieser  Gegenstand  von  Krause*^'')  weiter  verfolgt.*^)  Umgekehrt  ver- 
wendet N.  Delaunay^^^)  kinematische  Mechanismen  zur  Berechnung 
elliptischer  Funktionen. 

Eine  elektromagnetische  Anwendung  der  Integrale  dritter  Gattung 
bei  der  Berechnung  der  gegenseitigen  Induktion  zweier  koaxialen 
Schraubenlinien  verfolgte  Greenhül*'"^)  bis  zu  Formeln,  die  für  Zwecke 
numerischer  Rechnungen  brauchbar  sind. 

Neuere  umfassendere  Darstellungen  der  Anwendungen  der  ellip- 
tischen Funktionen  gaben  K  Mathp*'^^)  und  GreenhiU^''% 

464)  Über  Euler  und  Lagrange  vgl.  oben  don  Schluß  von  Nr.  3;  Legendre 
behandelt  das  fragliche  Problem  im  „Traite"  1,  p.  411. 

466)  „Über  gewisse  Umkehrprobl.  aus  der  Theor.  der  eil.  Integrale",  Mün- 
chen. Ber.  28  (1898)^  p.  37. 

466)  „De  l'emploi  des  fonct.  eil.  dans  la  th^or.  du  quadrilatere  plan", 
C.  R.  88  (1879),  p.  1183  u.  1252,  oder  Darb.  Bull.  (2)  3  (1879),  p.  109. 

467)  „Auwend.  der  eil.  F.  auf  die  Theor.  der  Kurbelbeweg.",  Leipzig  Ber. 
56  (1904),  p.  273;  „Zur  Theor.  der  Gelenksysteme  I  u.  II",  Leipzig.  Ber.  59  (1907), 
p.  313,  und  60  (1908),  p.  132. 

468)  S.  auch  A.Emch,  „lUustr.  of  the  eil.  integr.  of  the  first  kind  by  a  certain 
linkwork",  Ann.  of  math.  (2)  1  (1900),  p.  81,  und  „An  appl.  of  eil.  funct.  to 
Peaucelliers  linkwork",  Ann.  of  math.  (2)  2  (1901),  p.  60,  sowie  0.  Bolduan, 
„Zur  Theor.  der  ilbergeschlossenen  Gelenkmechanismen",  Diss.  (Halle  1908),  und 
E.  Weiße,  „Anwend.  der  eil  F.  auf  ein  Probl.  der  Gelenkmechanismen",  Diss. 
{Rostock  1907). 

469)  „Sur  le  calc.  graph.  des  f.  eil.  etc.".  Bull.  soc.  math.  de  Fr.  80  (1902), 
p.  118;  „Sur  les  calculateur  cinematique  des  f  eil.".  Darb.  Bull.  (2)  26  (1902), 
p.  177,  und  „Graph.  Berechn.  der  eil.  F.  mit  einigen  Anwend.",  Zeitsch.  Math. 
Phys.  53  (1906),  p.  403. 

470)  „The  eil.  integr.  in  electromagnetic  theory",  Amer.  M.  S.  Trans,  8 
<1907),  p.  447. 

471)  „Appl.  des  f.  eil.  ä  la  raecanique,  ä  la  g^ometrie  et  ä  la  physique" 
(Gent  1903). 

472)  „The  third  eil.  integr.  and  the  elUpsotomic  problem",  London  R.  S. 
Trans.  208  (1904),  p,  217. 

Ergänzungen:  Folgende  Arbeiten  sind  noch  zu  nennen: 
1)  Betreffs  der  analytischen  Funktionen,  welche  ein  algebraisches  Additions- 
theorem zulassen  (Nr.  07): 
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E.  Phrafftnen,  „Sur  un  th^oreme  concernant  lea  fonetions  elliptiques;'*  Act. 
math.  7  (1885),  p.  83. 

P.  Koebe,  „Über  dwjenigen  analytischen  Funktionen  eines  Arguments,  welche 
ein  algobraisclies  Additionstheorem  besitzen,"  Berl.  Dies.  1905. 

M.Fall,  „Über  die  Haupteigenschaften  derjenigen  analytischen  Funktionen 
eines  Arguments,  welche  ein  Additionstheorem  besitzen,"  Nov.  act.  soc.  üpsal.  (4) 
1  (1907)  Nr.  8. 

2)  Betreffs  der  konformen  Abbildungen,  welche  elliptische  Integrale  und 
Funktionen  vermitteln  (Nr.  76): 

O.  HolzmüUer,  „Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften 
und  der  konformen  Abbildungen"  (Leipzig  1882),  Kap.  15,  p.  256  ff.;  in  §  106, 
p.  280  daselbst  weitere  Literatuiangaben. 


Über  die  Entstehung  des  Referates  II  B  3  (Elliptische  Funktionen)  ist  fol- 
gendes zu  bemerken:  Eine  erste,  von  den  Herren  J.  Harkness  und  W.  Wirtinger 
besorgte  Bearbeitung  ist  im  Jahre  1906  in  Fahnen  gesetzt;  von  diesem  Fahnen- 
satz habe  ich  Abzüge  in  sechs  Exemplaren  in  Verwahrung  genommen.  An  diese 
Bearbeitung  lehnt  sich  der  Abschnitt  VI  der  vorliegenden  Darstellung  (Anwen- 
dungen der  elliptischen  Funktionen)  in  einer  redaktionell  umgearbeiteten  .sowie 
sachlich  und  literarisch  mannigfach  ergänzten  Gestalt  an.  Außerdem  habe  ich 
sämtliche  Literaturnachweisungen  der  genannten  Bearbeitung  benutzt. 

Dem  Abschnitt  I  (Ältere  Theorie  der  elliptischen  Funktionen)  und  dem 
größten  Teile  des  Abschnittes  II  (Die  ellip'öischen  Funktionen  bei  Abel,  Jacobi 
und  öauß)  liegt  ein  Manuskript  zugrunde,  welches  Herr  Wirtinger  mit  ünter- 
stütaung  von  Herrn  Ä.  Berger  nach  1907  verfaßt  hat.  Für  den  Zweck  der  Ver- 
öffentlichung ist  dieses  Manuskript  von  mir  redaktionell  und  sachlich  überarbeitet. 

Der  Rest  des  Abschnittes  II  (Nr  34 ff.,  Gauß'  Untersuchungen  betreffend)  sowie 
die  Abschnitte  III  (Die  elliptischen  Funktionen  in  der  Zeit  zwischen  Abel  und 
Biemann),  IV  (Grundlagen  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  nach  neueren 
Anschauungen)  und  V  (Addition,  Multiplikation,  Division  und  allgemeine  Trans- 
formation der  elliptischen  Funktionen)  sind  von  mir  in  den  Jahren  1912  und  IS 
neu  verfaßt.  B.  V. 


(Abgeschlossen  im  Oktober  1913.) 
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B.  Riemanu,  Vorlegungen  über  die  hypcrgeometrische  Reihe  (gehalten  1869),  her- 
ausgegeben von  W.  Wirtinger  in  RietnannB  Werken,  Nachträge,  Leipzig  1902. 

L.  Schlesinger,  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  2.  Bd., 
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Zur  Ergänzung  des  vorliegenden  Keferates  in  historiBcher  und  sachlicher 
Hinsicht  ziehe  man  die  nachfolgenden  Encyklopädiereferate  heran: 
I  B  Sf.,  A.  Wiman,  Endliche  Gruppen  linearer  Substitutionen. 
I  C  6,     H.  Weber,  Komplexe  Multiplikation, 
n  B  1,     W  F.  Osgood,  Allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen  einer 

und  mehrerer  komplexer  Größen. 
D  B  2,     W.  Wirtinger,  Algebraische  Funktionen  und  ihre  Integrale. 
II  B  3,     R.  Fricke  {J.  Harkness,  W.  Wirtinger),  Elliptische  Funktionen. 


1.  Begriff  der  automorphen  Funktionen.  Es  sei  S  =  I  4"  ^V 
eine  komplexe  Variabele.  Es  sei  ferner  ein  System  analytischer  Trans- 
formationen von  t  vorgelegt,  welche  symbolisch  durch  ^^  =  Vi{t,), 
ti  =  Viit),  Ss  =  ^»(S)>  •  •  •  bezeichnet  werden  sollen.  Ist  ;3f  =  9(5) 
eine  analytische  Funktion  von  ^,  welche  ihren  Wert  behält,  wenn 
man  auf  ^  irgendeine  jener  Transformationen  ausübt: 

so  heißt  qp(5)  eine  zu  jenen  Transformationen  gehörende  „automorphe 
FunJdion'*^). 

Aus  der  Gleichung: 

folgt,  daß  man  <p(J^)  als  zugehörig,  zu  derjenigen  „Gruppe''  analytischer 
Transformationen  anzusehen  hat,  welche  sich  aus  Fj,  V^,  Fg,  .  .  . 
durch  Wiederholung  und  Kombination  erzeugen  läßt.  Dieser  Gruppe, 
welche  mit  F  bezeichnet  werde,  wird  mit  jeder  Transformation  F  auch 
deren  inverse  F~'  angehören;  denn  aus  g'[F(^)]  =  tp{t)  folgt,  daß  die 
analytische  Funktion  y(^)  auch  bei  Ausübung  der  Transformation  F~* 
ihren  Wert  behält.  F  enthält  natürlich  auch  die  „identische  Trans- 
formation" 5o  =  g;  letztere  bekomme  das  Symbol  Fß. 

Dieser  Ansatz  hat  eine  weitgehende  Entwicklung  für  den  Fall 
gefunden,  daß  F  eine  Gruppe  „linearer  Substitutionen"  ist: 

1)  Der  Name  „automorphe  Funktion"  ist  von  F.  Klein  am  Schlüsse  der 
Note  „Zur  Theorie  der  Lam^schen  Funktionen",  Gott.  Nachr.  von  1890,  p.  94, 
eingeführt. 
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Die  einzelne  Substitution  einer  solchen  Gruppe  bezeichnen  wir  kurz     i 
durch   Fj  ==  (        .   j.     Der  Qruppeneigenschaft    halber   wird    mit   F,. 
und  Fj  in  F  auch  die  Substitution: 

enthalten  sein.  Eine  zu  einer  solchen  F  gehörende  Funktion  f{^) 
heißt  auch  wohl  genauer  eine  „Unear-cmtomorphe  Funktion"  einer 
Variabden  ^. 

Alle  ganzzaMigen  unimodularen  Substitutionen,  d.  h.  alle  Sub- 
stitutionen V  =  i  '  ^j   mit  gewöhnlichen   ganzen  Zahlen   a,  /3,  y,  8 

der  Determinante  Eins  (ad  —  ßy  =  V)  bilden  eine  solche  Gruppe  F. 
Die  ihr  und  ihren  Untergruppen  zugehörigen  automorphen  Funktionen 
sind   die  „elliptisdien  Modidfunktionen"  oder   kurz  „Modulf unkUonen".     1 
Die  Gruppe  F  heißt  dementsprechend  „Modtdgruppe"^). 

Es  ist  dies  die  im  Ref.  11 B  3  (Friclce),  Nr.  63  und  54  gewonnene 
und  daselbst  mit  JT^'")  bezeichnete  Gruppe  der  „linearen  Transformationen" 
des  Periodenquotienten  a  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung.  i 
Diese  Transformationen  ergaben  sich  bei  dem  Übergange  von  einem 
ersten  kanonischen  Schnittsystem  der  damaligen  Riemannschen  Fläche 
Ff  zu  den  übrigen  Schnittsystemen  dieser  Art;  in  der  Ebene  des 
Integrals  erster  Gattung  u  vermittelten  die  fraglichen  Transformationen 
aber  den  Übergang  von  einem  ersten  Periodenparallelogramm  zu  allen 
übrigen  dem  gleichen  elliptischen  Gebilde  zugehörenden  Parallelo- 
grammen primitiver  Periodenpaare. 

Das  vorliegende  Referat  beschränkt  sich  auf  eindeutige  linear- 
automorphe Funktionen  einer  Variabelen.  Verallgemeinerungen  sind 
auch  bereits  im  Gebiete  der  linear-automorphen  Funktionen  möglich 
sowohl  nach  Seiten  mehrdeutiger  automorpher  Funktionen  einer  Ver- 
änderlichen, wie  auch  nach  Seiten  der  automorphen  Funktionen 
mehrerer  Variabelen;  man  vgl,  die  beiden  Schlußnummem  des  vor- 
liegenden Referates. 

Übrigens  beachte  man,  daß  sich  bereits  die  einfachperiodischen 
Funktionen  (Expontential-  und  trigonometrische  Funktionen)  sowie 
die  doppeltperiodischen  oder  elliptischen  Funktionen  des  Argumentes  l 

2)  Der  Name  „elliptische  Modulfunktion"  rührt  von  R.  Dedekind  her;  siehe 
dessen  „Erläuterungen  zu  Riemanns  Fragmenten  über  die  Grenzf  äUe  der  elliptischen 
Modulfunktionen"  in  Riemanns  „Gesammelten  mathemat.  Werken",  (Leipzig  1876) 
p.  488. 
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und  der  Perioden  Oi,  «2  als  automorphe  Funktionen  auffassen  lassen, 
letztere  insofern  sie  unverändert  bleiben  gegenüber  der  Gruppe  der 
linearen  Substitutionen  ^=  ^  -f*  W|Wi  -|~  ^2^2?  wo  »t^,  m^  alle  Paare 
ganzer  Zahlen  durchlaufen').  Ebenso  sind  die  Abelßchen  Funktionen 
automorphe   Funktionen  mehrerer    Variabein. 

Andererseits  sind  einige  rationale  automorphe  Funktionen  wohl 
bekannt.  Hierher  gehören  die  in  der  „Theorie  der  regulären  Körper*' 
auftretenden  Funktionen  (cf  „Ikos.",  p.  47  ff.),  welche  gegenüber  „end- 
lichen" Gruppen  linearer  Substitutionen  invariant  sind*).  Auch  die 
symmetrischen  Funktionen  von  n  Variabelen  kann  man  als  rationale 
automorphe  Funktionen  auffassen,  insofern  sie  gegenüber  denjenigen 
linearen  Substitutionen  unveränderlich  sind,  welche  Permutationen  der 
n  Variabelen  darstellen. 

2.  Auftreten  von  Modulfunktionen  in  der  Theorie  der  ellip- 
tisohen  Funktionen  bei  Gauß,  Abel  usw.  C.  F.  Gmiß  wurde  bei 
seinen  Untersuchungen  über  elliptische  Funktionen  (vgl.  11  B  3,  Nr.  34) 
sehr  früh^)  zur  funktionen theoretischen  Erfassung  der  unter  dem  Namen 
des  „Legendreschen  Integralmoduls"  bekannten  Modulfunktion  geführt, 
deren  Gruppe  F  eine  Kongruenzuntergruppe  2.  bzw.  4.  Stufe  (vgl. 
Nr.  13)  der  Modulgruppe  ist*^).  Gauß  konstruierte  das  durch  die.se 
Funktion  ^  =  f{^)  gelieferte  konforme  Abbild  der  Ebene  der  Varia- 
belen 2  auf  ein  Kreisbogen viereck  der  ^-Ebene,  dessen  Vervielfältigung 
zu  einem  ganzen  Vierecksnetze  vermöge  der  Transformation  durch 
reziproke  Radien  (Symmetrieprinzip)  er  deutlich  erkannt  und  figürlich 
Bowie  rechnerisch  dargestellt  hat^).  Auch  den  Zusammenhang  dieser 
Entwicklungen  mit  der  Reduktionstheorie  der  binären  quadratischen 
Formen  von  negativer  Determinante  hat  Gauß  frühzeitig  erkannt**). 
Man  darf  endlich  aus  einer  im  Nachlaß  vorgefundenen  Zeichnung, 
welche  ein  spezielles  Netz  von  Kreisbogendreiecken  (nämlich  solchen 


8)  S.  das  Ref.  II  B  3  {Fricke),  Nr.  54,  wo  man  die  gnippentlieo retische  Auf- 
fadsung  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Funktionen  entwickelt  findet.  AH 
Stolle  der  Variabelen  ^  tritt  daselbst  das  Argument  u  der  duppeltperiodischen 
Funktioneti;  die  im  Texte  gemeinte  Gruppe  ist  die  a.  a.  0.  mit  F'**'  bezeichnete. 

4)  Wir  betrachten  diese  „endlichen"  Gruppen  linearer  Substitutionen  einer 
Variabelen  im  folgenden  nur  beiläufig;  s.  darüber  das  Ref.  IB  3f  (Taiwan). 

6)  Vgl.  hierzu  L.  Schlesinger,  „Über  Gauß'  Arbeiten  2air  Funktionentheorie", 
Gott.  Nachr.  von  1912,  Beiheft,  insbes.  p.  .59flF.,  sowie  das  Ref.  II B  .H  {Fricke), 
Nr.  84  ff. 

6)  Qauß,  Werke  3,  p.  361  ff.,  insbesondere  p.  477. 

7)  Gauß,  Werke  8,  p.  99  ff.,  insbesondere  p.  1U5. 

8)  Gauß,  Werko  3,  p.  886:  8,  p.  100. 

Kucyklnp.  d.  math.  WinMnscb.     II  3.  38 
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mit  drei  Winkeln  —\  darstellt,  den  vSchluß  ziehen,  daß  Gauß  an  eine 

auf  geometrische  Maßnahmen  gegründete  Verallgemeinerung  seiner 
speziellen,  die  genannte  Modulfunktion  betreffenden  Ergebnisse  ge- 
dacht hat^). 

Insofern  die  Theorie  der  doppeltperiodischen  Funktionen  in  den- 
jenigen Größen,  welche  nur  vom  Periodenquotienten  o  allein  abhängen, 
zahlreiche  Beispiele  von  Modulfunktionen  liefert,  haben  auch  N  H. 
Abel  und  C.  G.  J.  Jacohi  wesentliche  Beiträge  zur  späteren  Theorie  der 
Modulfunktionen  geliefert  ^^),  und  insbesondere  sind  die  Jacobischen 
Thetareiheii  noch  bis  in  die  neueste  Zeit  ein  wertvolles  Hilfsmittel 
zur  Fortentwicklung  der  Theorie  der  automorphen  Funktionen  gewesen. 
Indessen  ist  Gauß  in  der  selbständigen  Auffassung  der  aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  entspringenden  Modulfunktionen  Abel  und 
Jacohi  dauernd  überlegen  geblieben. 

Weiter  sind  hier  die  Untersuchungen  Ch.  Jlcrmites^^)  über  das 
Verhalten  der  W^urzeln  yk,  yk'  aus  den  Integralmoduln  gegenüber 
den  linearen  Substitutionen  des  Periodenquotienten  zu  nennen.  Hermite 
erkannte,  daß  diese  Größen  „eindeutige"  Funktionen  des  Perioden- 
quotienten sind;  er  nannte  sie  als  solche  9'(ö),  T^(cj)  und  stellte  ihr 
Verhalten  gegenüber  beliebigen  Substitutionen  der  Modulgruppe  fest 
(vgl.  II B  3,  Nr.  43).  Im  Sinne  der  unten  zu  erklärenden  Sprech- 
weise (vgL  auch  II B  3,  Nr.  60)  handelt  es  sich  um  gewisse  „Haupt- 
moduln 16.  StufV. 

G.  JEisenstein^^)  bedient  sich  zur  Darstellung  der  doppeltperio- 
dischen Funktionen  unendlicher  Reihen,  welche  die  Invarianz  der  dar- 
gestellten Größen  gegenüber  linearen  Substitutionen  der  Perioden  leicht 
erkennen  läßt.  Auch  berühren  Eisensteine  Rechnungen  diese  Invarianz 
gelegentlich  sehr  nahe,  olme  daß  die  grundsätzliche  Bedeutung  der- 
selben erkannt  wäre. 

K.  Weierstraß'  Darstellung    der  Theorie  der   doppeltperiodischen 

9)  Gauß,  Werke  8,  p.  104. 

10)  Vgl.  auch  das  Ref.  II B  3  (Fricke),  Nr.  24,  am  Schluß,  wo  eiue  Bemerkung 
Jacohi»  über  die  Invarianz  des  Integrabnoduls  gegenüber  Subßtitutionen  des 
Perioden  quotienten  erwähnt  ist. 

11)  „Sur  la  resolution  de  l'equation  du  cinqui^me  degrö",  Paris.  C.  R.  46 
(1858),  p.  508  oder  Hermites  Werke  2,  p.  5.  Man  vgl.  auch  einen  Brie!  Hermitea 
an  J.  Tannery,  veröff.  in  Hermitea  Werken  3,  p.  l.'i. 

12)  „Genaue  Untersuchung  der  unendlichen  Produkte,  aus  welchen  die 
elliptischen  Punktionen  als  Quotienten  zusammengesetzt  sind",  J.  f.  M.  86  (,1847), 
p.  153  oder  Eisensteine  Mathem.  Abb.  (Berlin  1847),  p.  213.  Vgl.  übrigens  be- 
treffs Eisenstein  das  Ref.  II  B  3,  Nr.  46. 
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Funktionen*'),  die  in  den  Giiindlagen  mit  der  Eisensteinschen  Theorie 
nahe  verwandt  ist,  geht  in  ihrer  Durchbildung  wesentlich  über  die 
letztere  hinaus.  Die  der  Weierstraßschen  Theorie  entstammenden  Modul- 
fanktionen  sind  diejenigen,  welche  wir  unten  als  2ur  1.  Stufe  gehörig 
bezeichnen.  Insbesondere  treten  hier  neben  den  Funktionen  des  Perioden- 
quotienten C3  zum  ersten  Male  Jwmogene  Funldioncn  heider  Perioden 
to^f  (Dg,  sogenannte  „Modulformen"  (vgl.  Nr.  31  und  25)  auf. 

3.  Biemanns  Bedeutung  für  die  Theorie  der  automorphen 
Funktionen.  Auf  B.  JUemanns  Schöpfungen  weist  die  Theorie  der 
automorphen  Funktionen  und  der  Modulfunktioiien  in  den  verschie- 
densten Hinsichten  zurück.  Von  ihm  rührt  das  für  die  genannte  Theorie 
aUgemein  grundlegende  Prinzip  her,  Funktionen  aus  konformen  Ab- 
bildungen, welche  sie  vermitteln  sollen,  [aus  den  „Fundamentalr 
hereidien"  (vgl.  Nr.  14)]  zu  definieren'*). 

Er  lieferte  ferner  durch  seine  Theorie  der  P- Funktion  einen  Aus- 
bau der  Lehre  von  den  hypergeometrischen  Fimktionen  und  legte  da- 
mit den  Grund  zur  Theorie  der  (eindeutigen  sowie  vieldeutigen)  „Drei- 
ecksfunMionen'%  die  durch  Inversion  der  P- Quotienten  entspringen  *^)- 
Es  kommt  hierbei  zugleich  der  Zusammenhang  zur  Geltung,  in  welcher 
jene  speziellen  automorphen  Funktionen  zur  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen 2.  Ordnung  stehen.  Die  oben  in  der  Zusammen- 
stellung der  Literatur  genannten  Vorlesungen  Riemanns  über  die  hyper- 
geometrische Reihe  aus  dem  Jahre  1859,  von  welchen  vor  ihrer  Her- 
ansgabe durch  W.  Wirtinger  (1902)  nur  vereinzelte  Abschriften  in 
Privatbesitz  existierteuj  entwickeln  diese  Ansätze  nach  der  geome- 
trischen Seite.  Hier  findet  sich  u.  a.  eine  Darstellung  und  nähere 
Diskussion  des  Netzes  der  Kreisbogendreiecke,  welches  der  Theorie 
der  Modulfunktionen  zugrunde  liegt  (siehe  unten  Fig.  2).  Auch  die 
Ansätze,  welche  Riemann  in  der  nachgelassenen  Abhandlung  „Zwei  all- 
gemeine Sätze  über  lineare  Diflferentialgleichungen  mit  algebraischen 
Koeffizienten"^^)  entwickelt  hat,  kommen  mittelbar  für  die  Theorie 
der  automorphen  Funktionen  zur  Geltung. 

In  der  Theorie  der  Minimalflächen  verfolgte  Riemann  diejenigen 
automorphen  Funktionen  weiter,   welche  zu  sphäriscJien  Dreiecken  ge- 

13)  S.  die  Nachweise  im  Ref.  U  B  3,  Einleit.  zu  Abschn.  IV. 

14)  „Grundl.  für  eine  allgem.  Theor.  der  Funkt,  einer  veränderl.  komplexen 
Qröße",  Gott.  Diss.  1851,  Bicmanna  Werke,  herausg.  von  II.  Weber,  Leipzig  1876 
(1.  Aufl.),  p.  3. 

15)  „Beiträge  zur  Theor.  der  durch  die  Gaußeche  Reihe  F{a,  ß,  y\  x)  dar- 
stcllb.  Funkt.",  Gott.  Abb.  7  (1867);  Bieinami,  Werke,  p.  62. 

16)  Datiert  vom  20.  Febr.  1857,  Eiemanm  Werke,  p.  357. 

23* 
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hören  (Dreiecksfimktionen  erster  Art),  und  machte  zum  Zwecke  der 
analytischen  Fortsetzung  dieser  Funktionen  vom  sogenannten  ,,Pnneip 
der  Symmetrie^'  Gebrauch  ^'), 

Besonders  reich  an  verschiedenen,  die  Theorie  der  automorphen 
Funktionen  betrejffenden  Gesichtspunkte  ist  die  nachgelassene  Unter- 
suchung Riemanns  „Gleichgewicht  der  Elektrizität  auf  Zylindern  mit 
kreisförmigem  Querschnitt  und  parallelen  Achsen"  ^^).  Es  handelt  sich 
hierbei  um  einen  von  n  Vollkreisen  begrenzten  Fundamentalbereich, 
und  Riemann  gibt  (zur  Lösung  des  genannten  physikalischen  Problems) 
eine  weitgehende  Entwicklung  des  Begriffs,  der  Eigenschaften  in  be- 
zug  auf  Fortsetzung  und  der  Differentialrelationen  der  zugehörigen 
automorphen  Funktionen. 

Für  sich  stehen  die  ünf-ersuchungen  Riemanns  über  die  Grenz- 
werte gewisser  durch  Reihen  [definierter  Modulfunktionen,  falls  sich 
das  Argument  einem  rationalen  Zahlenwerte  annähert^"). 

i.  Selbständige  Ausbildung  des  Begriffs  der  automorphen 
Funktionen.  H.A.  Schwarz  lieferte  in  seinen  Untersuchungen  über  die 
hypergeoraetrische  Reihe  eine  wesentliche  Förderung  der  Theorie  der 
Dreiecksfunktionen  und  speziell  der  rationalen  automorphen  Funk- 
tionen. Seine  diesen  Gegenstand  betreffende  Hauptarbeit  ist:  „Über 
diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Gaußische  hypergeometrische  Reihe 
eine  algebraisebe  Funktion  ihres  vierten  Elementes  darstellt"^'*).  Hier 
erscheinr  das  „Prinzip  der  Symmeirif^'  allseitig  entwickelt,  wir  finden 
die  Einteilung  der  Dreiecksfunktionen  in  drei  Arten,  und  speziell  für 
die  Funktionen  der  dritten  Art  wird  eine  deutliche  Darlegung  der 
„natwrlichen  Grenze^''  (Kreis)  gegeben,  deren  Existenz,  wie  vorhin  aus- 
geführt wurde,  vermutlich  allerdings  schon.  Gauß  und  unzweifelhaft 
Riemann  erfaßt  hatten. 

L.  Fuchs  wurde  von  selten  der  allgemeinen  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  in  die  Nähe  der  Dreiecksfunktionen  erster  Art 
geführt.  Es  handelt  sich  hierbei  um  die  Arbeiten  „Über  die  linearen 
Differentialgleichungen  2.  Ordnung,  welche  algebraische  Integrale  be- 


17)  „Über  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegeb.  Begrenz."  auBgearb. 
von  K.  HatUndorf,  Gott.  Abb.  13  (1867)  oder  Riemann^  Werke,  p.  283.  8.  auch 
die  von  Weher  au8  dem  Nachlaß  herausg.  Arbeit  „Beispiele  von  Flächen  kleinsten 
Inhalts  bei  gegeb.  Begrenz.",  Riemanns  Werke,  p.  417. 

18)  RienicmnH  Werke,  p.  413. 

19)  „Fragmente  über  Grenzfälle  der  elliptischen  Modulf.",  mit  Erläuterungen 
von  jR.  DedekincI,  Riemanns  Werke,  p.  427. 

20)  J.  f.  Math.  76  (1872),  p.  292;  siehe  auch  die  Abb.  „Über  einige  Ab- 
bildungsaufgaben", J.  f.  Math    70  (1869),  p.  106. 
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sitzen,  und  eine  neue  Anwendung  der  Invariantentheorie"  und  „Über 
die  linearen  Differentialgleichungen  2.  Ordnung,  welche  algebraische 
Integrale  besitzen"  **). 

In  einigen  weiter  folgenden  Untersuchungen-^)  beschäftigt  sich 
Imhs  beiläufig  mit  der  Frage,  wann  die  unablmngige  Variable  x  der 
Differentialgleichung  2.  Ordnung 

mit  rationalen  Koeffizienten  eine  eindeutige  Funktion  des  Integral- 
quotienten ist.  Die  an  sich  nicht  einwurfsfreien  Betrachtungen  von 
Fuchs  über  diese  Frage  haben  historisch  dadurch  eine  große  Bedeutung 
gewonnen,  als  sie  für  H.  Poincare  zum  Ausgangspunkt  seiner  gleich 
zu  nennenden  Untersuchungen  wurden. 

Von  Seiten  der  Arithmetik  werden  B.  Dedehmd  und  H.  St.  Smiih 
zu  den  Modulfunktionen  geführt.  Bedehind  definiert  (nach  Biemanna 
funktionentheoretischen  Grundsätzen)  die  von  ihm  als  „Valenz''  be- 
zeichnete Modulfunktion  erster  Stufe  (unten  durch  J{(o)  bezeichnet), 
weist  auf  deren  Bedeutung  für  die  Reduktionstheorie  der  quadratischen 
Formen  ax^  -\-  2bxy  -}-  cy^  negativer  Determinante  hin  und  entwickelt 
die  Grundzüge  einer  Transformationstheorie  für  die  Funktion  J(c))J^) 
Die  Untersuchungen  von  Smiih  betreffen  .die  schwierigere  Reduktions- 
theorie der  Formen  ax^  -}-  2hxy  -f  c^^  von  positiver  Determinante; 
andrerseits  hat  Smith  an  Hermites  Untersuchungen  über  die  aus  dem 
Integralmodul  entspringenden  Größen  \^h,  i^Jc  angeknüpft  und  in  der 
Auffassung  dieser  Größen  als  „eindeutiger  Modulfunktionen"  wesent- 
liche Fortschritte  gemacht^). 

F.  Schottky  hat  1875  in  seiner  Berliner  Dissertation  „Über  con- 
forme  Abbildung  mehrfach  zusammenhängender  ebener  l^ächen"*^)  die- 
selben automorphen  Funktionen  untersucht,  zu  welchen  bereits  früher 

21)  Gott.  Nachr.  von  1875,  p.  568  und  612;  J.  f.  Math.  81  (1870),  p.  97 1 
85  (1878),  p.  1. 

22)  Siehe  insbesondere  die  Abhandlung  „Über  eine  Klasse  von  Funktionen 
mehrerer  Variabelen,  welche  durch  Umkehr  der  Integrale  von  Lösungen  der 
linearen  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Koeffizienten  entstehen",  Gott 
Nachr.  von  1880,  p.  170  und  J.  f.  Math.  89  (1880),  p.  150. 

'23)  „Schreiben  an  Herrn  Borchardt  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modul- 
funktionen", J.  f.  Math.  83  (1877),  p.  266. 

24)  „Sur  les  ^quations  modulaires",  1874  der  Par.  Akad.  vorgelegt,  veröflFentl. 
in  den  Atti  d.  Ac.  d.  Line.  (8)  1  (1877),  p.  68;  „Report  on  the  theory  of  numbera, 
Part.  VI":  Rep.  of  the  Br.  Asboc.  for  the  advanc.  of  sc.  (186ö).* 

26)  Umgearbeitet  veröfiFentlicht  im  J.  f  Math.  88  (1877),  p.  300. 
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üiemann  in  einer  drunals  noch  nicht  veröffentlichten  Untersuchung 2^) 
geführt  war.  Es  handelt  sich  im  Sinne  der  Klassifikation  in  Nr.  15 
«m  automorphe  Funktionen  ohne  Hauptkreis  und  mit  isoliert  liegenden 
Grenzpunkten. 

Als  die  eigentlichen  Begründer  der  Theorie  der  Modulfunktionen 
und  der  automorphen  Punktionen  sind  F.  Klein  und  H.  Poincare  an- 
zusehen, deren  Arbeiten  unten  im  einzelnen  zu  nennen  sind. 

Klein  gelangte  zu  automorphen  Funktionen  zunächst  von  selten  der 
Aufgabe,  alle  endlichen  Gnippen  linearer  Substitutionen  einer  Variahdcn 
und  die  zugehöritjen  invarianten  Formen  aufzustellen^^).  Man  sehe  hier- 
über das  Referat  I  B  3  f  (  Wiman) .  Die  sich  hier  darbietende  „TJieorie 
der  regulären  Körper"  hat  Klein  späterhin  in  dem  Werke  „Vorlesungen 
über  das  Ikosaeder  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  5.  Grades" 
(Leipzig  1884)  ausführlich  dargestellt.  Im  Herbst  1874  erkannte  Ä^?(9m 
den  Zusammenhang  seiner  Untersuchungen  mit  Schwarz'  Theorie  der 
Dreiecksfunktionen  (Kreisbogendreiecke  erster  Art)  und  wurde  zugleich 
aufmerksam  auf  die  Dreiecksuetze  mit  Grenzkreis.  Hierdurch  sowie 
andrerseits  durch  die  Beziehung  der  Gleichungen  5.  Grades  zur  Trans- 
formationstheorie der  elliptischen  Funktionen  wurde  Klein  zu  den 
elliptischen  Modnlfunktionen  geführt,  denen  er  eine  längere  Reihe 
grundlegender  Arbeiten  widmete ^^).  Von  hier  bis  zur  allgemeinen 
Theorie  der  automorphen  Funktionen  war  nur  noch  ein  kurzer  Weg. 
Sehr  wesentlich  war  dabei  für  Klein  das  volle  Eingehen  auf  die  Grund- 
gedanken von  Biemanna  Theorie  der  algebraischen  Funktionen,  ins- 
besondere die  Gewöhnung,  eine  willkürlich  gegebene  Rietnannsche 
Fläche  und  sogar  eine  beliebige  geschlossene  Fläche  im  Räume  als 
Definition  eines  algebraischen  Gebildes  anzusehen^'). 

2ß)  „Gleichgew.  der  Elektrizität  auf  Zylinder  mit  kreisförm.  Querschnitt 
und  parall.  Axen",  Eiemantia  Werke,  p.  413. 

27)  „Über  binäre  Formen  mit  linearen  Transformationen  in  sich",  Math. 
Ann.  9  (^1875),  p.  183;  die  hauptsächlichen  Ergebnisse  dieser  Abh.  sind  bereits 
im  Juni  1874  in  den  „Erlanger  Berichten"  veröfiFentlicht.  „Weitere  Untersuchungen 
über  das  Ikosaeder",  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  r)03.  Keime  zu  diesen  E'nt- 
wicklungen  liegen  bereits  vor  in  §  6  von  Kleina  „Erlanger  Programm"  von  1872 
„Vergleichende  Betrachtungen  über  neuere  geometrische  Forschungen",  abgedr. 
in  Math,  Ann.  43. 

28)  Siehe  namentlich  „über  die  Transformation  der  elliptischen  Funktionen 
und  die  Auflösung  der  Gleichungen  f).  Grades",  Math.  Ann.  14  (1878),  „Über 
Transformation  7.  Ordnung  der  elliptischen  Funktionen",  Math.  Ann.  14  (1878), 
sowie  „Zur  Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen",  Math.  Ann.  17  (1879). 

29)  Vgl.  Klein,  „Über  Riemanns  Theor.  der  algebr.  Funkt,  und  ihrer  Inte- 
grale" (Leipzig  1882),  ferner  die  beiden  Jfoten  „Über  eindeutige  Funktionen 
mit  linearen  Transformationen  in  sich",  Math.  Ann.  l'J   (1882),  p.  565   und  20 
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Die  in  den  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder"  durch  Klein  an- 
gebahnte systematische  Darstelhing  der  Gesamttheorie  der  elliptischen 
Modulfunktionen  und  der  automorphen  Funktionen  wurde  1887  von 
B.  Fricice  aufgenommen  und  in  den  oben  in  der  Literaturübersicht 
genannten  Spezialwerken  fortgesetzt  und  abgeschlossen. 

Poincare  empfing  seine  ursprünglichen  Anregungen)  aus  der  oben 
genannten  Fuclis  sehen  Arbeit  von  1880  sowie  andrerseif«  aus  Hermitea 
arithmetischen  Arbeiten  über  quadratische  Formen.  Indessen  hat  sich 
Poincare  ahhald  auch  die  jR/emaww  sehen  Auffassungen  zu  eigen  gemacht 
und  ist  sofort  zu  großer  Allgemeinheit  der  Auffassung  (alle  Gmppen 
mit  Hauptkreis)  aufgestiegen.  Die  ersten  Poincare nchen  Mitteilungen 
finden  sich  in  den  Bänden  93  und  94  der  Comptes  rendus  (1881  u. 
82),  an  welche  sich  der  Aufsatz  „Sur  les  fonctions  uniformes,  qui  se 
reproduisent  par  des  substitutions  lineaires"  in  den  Math.  Ann.  19  (1881 ), 
p.  553  anschließt;  seine  zusammenfassenden  Hauptarbeiten  sind  in 
den  ersten  Bänden  der  Acta  mathematica  ersdiienen  •^).  Der  gruppen- 
theoretische Ausgangspunkt  Poincare'i^  sowie  seine  Hilfsmittel  zum 
Existenzbeweise  der  automorphen  Funktionen  (die  in  Nr.  22  zu  be- 
ßprechenden  unendlichen  Reihen)  bringen  es  mit  sich,  daß  seine  Be- 
trachtungen anf  eindeutige  automorphe  Funktionen  eingeschränkt  bleiben, 
während  die  Methoden  Kleins  auch  bei  den  raelirdeutigen  automorphen 
Funktionen  brauchbar  blieben.  Poincare  bedient  sich  der  Personal- 
beneunungen  der  „Fuchschen  Funktionen"  (automorphe  Funktionen 
mit  Hauptkreis)  und  „Kleinschen  Funktionen"  (a.  F.  ohne  Hauptkreis). 
Historisch  sind  diese  Benennungen  nicht  zutreffend;  sie  entsprechen 
dem  subjektiveil  Entwicklungsgange  Poincares. 

Die  zu  den  automorphen  Funktionen  inversen  Fuuktioneu  be- 
zeichnen wir  unten  (vgl.  Nr.  31)  als  „polyn>arphe  Funktioneti".  Invertiert 
mau  die  oben  in  Nr.  1  angesetzte  Funktion  z  =  (f{t),  so  gelangt 
man  zu  einer  polymorphen  Funktion  i;  =  fiß),  die  bei  Umläufen  in 
der  ^- Ebene  oder  auf  einer  gewissen  über  dieser  Ebene  lagernden 
Miemann%c\ien  Fläche  in  lineare  Funktionen  V-^^{^,  Fj(g),  .  .  .  ihrer 
selbst  übergeht.  Eben  dieser  Eigenschaft  halber  heißt  die  Funktion 
„polymorph'^  oder  genauer  „linear-polymorph".     Bei  dem  Probleme,  ob 

(1882),  p.  206  und  die  zusammenfassende  Abhandl.  „Neue  Beiträge  zur  Biemann- 
sehen  Funktionentheorie",  Math.  Ann    21  (dat.  2.  Okt.  1882),  p.  141. 

30)  „Theorie  des  groupefl  fuchsiens",  Act.  math.  1  (1882),  p.  1 ;  „Memoire 
sur  les  fonctions  fucbsiennes",  Act.  math.  1  (1882),  p.  193;  „Memoire  sur  lea 
gToupes  klein^ens",  Act.  math.  3  (1883),  p.  49;  „Sur  les  f^^cupes  des  equations 
lineaireB",  Act.  math.  4(1883),  p.  201;  „Memoire  sur  les  fonctions  zötafuchsiennes", 
Act.  math.  5  (1884),  p.  209. 
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auf  beliebig  gegebener  Biemannscher  Fläche  immer  polymorphe  Funk- 
tionen dieser  Art  mit  geeigneten  speziellen  Eigenschaften  existieren, 
berührten  sich  die  Untersuchungen  von  Kkin  und  Poincare  am  engsten. 
Man  vgl.  hierüber  unten  Nr.  36  ff.,  wo  wir  dann  auch  weiteres  über 
die  geschichtliche  Abfolge  der  fraglichen  Untersuchungen  von  Klein 
und  Poincare  nachtragen  werden.  Die  Theoreme  über  die  Existenz 
polymorpher  Funktionen  auf  Ricmannschen  Flächen  („Fundamental- 
theoreme") sind  zwar  bereits  Anfang  der  achtziger  Jahre  von  Klein 
und  Poincare  aufgestellt  worden.  Erschöpfende  Beweise  sind  in- 
dessen erst  während  der  letzten  zehn  Jahre  geliefert,  und  zwar  vor- 
nehmlich durch  eine  größere  Reihe  von  Arbeiten  P.  Koehes,  über  welche 
unten  (in  Nr.  37  fP.)  zu  berichten  sein  wird. 

5.  Äquivalenz  und  Diekontinuität&bereich  bei  einer  Sub- 
stitutionsgrappe.  Der  „gruppf/nftieoretisthc^^  Aufbau  der  Theorie  der 
„eindeutigen  automorphen  Funktionen'^  knüpft  an  folgende  Definition 
an.  Eine  Gruppe  F  von  linearen  i;- Substitutionen  V^^  Fj,  Fj,  .  .  . 
sei  vorgelegt.  Zwei  Punkte  der  ^- Ebene  heißen  „äquivalent  hezilglick 
F",  falls  der  eine  in  den  anderen  durch  eine  jener  Substitutionen  V,^ 
von  F  transformierbar  ist. 

Um  den  Charakter  dieser  Punktäquivalenz  in  der  ^- Ebene  besser 
zu  übersehen,  hat  man  eine  geometrische  Theorie  der  Substitutionen 

^'  =  eL^i^  ausgebildet  (cf.  „Med."  1,  p.  165  ff.).  Der  Hauptsatz  ist  hier- 
bei, daß  die  einzeln«'  Substitution  eine  solche  konforme  Beziehung  der 
(;-Ebene  auf  sich  selbst  liefert,  bei  der  ein  Kreis  jedesmal  wieder  in 
eiwn  Kreis  iihergeJd.  Es  handelt  sich  also  um  eiile  Beziehung,  die 
von  Möhius^^)  als  eine  „Kreisverwandtschaf  1f'  bezeichnet  wurde.  Bei 
der  einzelnen  Substitution  gibt  es  zwei  Punkte,  deren  jeder  sich  selbst 
zugeordnet  ist;  man  findet  sie,  indem  man  ^  ■=  t  setzt,  durch  Lösung 
der  Gleichung: 
(5)  y^^^(ö-a)i-~ß=^0 

und  nennt  sie  die  „Fixpunkte''  der  Substitution.  Liegen  die  Pii- 
punkte  getrennt,  und  zwar  bei  ^j  und  ^^y  so  kann  man  die  Substitution 
auf  die  Normalform  bringen: 

wo  rc*'  =  /t  der  „Multiplikator''  der  Substitution  genannt  wird.    Ist 

31)  „Die  Theorie  der  Kreisverwandtschafl  in  rein  geometrischer  DarBtellung'% 
Abhandl.  der  Kgl.  Sachs.  Gee.  der  Wi«8.  2  (1856),  p.  529;  Mvbim,  Ges.  Werke  2, 
p.  MS. 
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weder  r=\  nocli  -^  =  0,  so  heißt  die  Substitution  V  „loxod römisch"; 
ist  #  =  0,  also  (i  reell  und  positiv,  so  heißt  V  „hyperbolisch",  und 
endlich  hat  man  für  r  ===  1  und  einen  von  0  verschiedenen  Winkel  0" 
eine  „elliptische"  Substitution,  während  für  /i  ==  1  die  identische  Sub- 
stitution vorliegt.  Koinzidieren  die  Fixpunkte,  so  heißt  V  „parabo- 
lisch" und  läßt  sich,  wenn  ^  der  Fixpunkt  ist,  auf  die  Form  bringen: 

In  „Mod."  a.  a.  0.   aa  erden    zur   weiteren   Veranschaulichung   die    so- 
genannten „Bahn-  und  Niveaukurven"  der  Substitutionen  verwendet'*). 
Ist  der    zu  ^  konjugiert    komplexe  Wert  g    und    übt    man    auf 

^   die   Substitution    (  '  \\  aus,  so  heißt  der  Übergang  von  ^  zu: 

(8)  ^-"lii 

eine  Substitution  ,^tveiter  Art''.  Solehe  Substitutionen  stellen  kon- 
forme Abbildungen  „mit  Umlegung  der  Winkel"  (indirekte  Kreis- 
Tenrandtschaften)  dar  und  sollen  allgemein  durch  das  Symbol  ^'==F(0 
bezeichnet  sein.  Die  „Inversionen"  oder  „Transformationen  durch  rezi- 
proke Radien"  (Spiegelungen)  an  Kreisen  der  ^-Ebene  gehören  hierher. 

Weiter  ist  folgende  Erklärung  grundlegend:  Ein  aus  einem  oder 
mehreren  Stücken  bestechender  Bereieh  der  ^-Ebene  heißt  ein  „THskonti- 
nuitätshereich^'  (ahjckürzt  „DB")  der  (jhruppe  F,  falls  derselbe  für  jeden 
Punkt  der  ^-Ebene  (abgesehen  freilich  von  gewissen  sogenannten  „Grenx- 
pi'niciti:**  der  Gruppe)  einen  und  nur  einen  bezüglich  F  äquivalenten 
Punkt  aufwt:^^'^). 

Poiticari  entwickelte   in    den  Act.  math.  ;>,  p.  5H   eine  Maßregel, 

32)  Die  Benennungen  „elliptisciie'*,  „parabolische",  „hyperbolische"  Sub- 
stitutionen hat  Klein  bei  s<äin«iii  ersten  Untersuchungen  über  Modulfunktionen 
(1878)  eingeführt  (vgl.  Math.  Ann.  14,  p.  122).  Loxodromiscbe  Substitutionen 
sind  in  der  Modulgruppo  noch  oi^ht  enthalten ;  dieser  Benennung  hat  sich  Klein 
demnach  auch  erst  später  bei  den  aUgei..  'nen  automorphen  Funktionen  bedient 
(vgl.  Math.  Ann.  21  (1882),  p.  17:^);  sie  rührt  daher,  daß  die  Bahnkurven  auf  der 
Kngeloberfläche  sog.  „Loxodromen"  werden. 

33)  Die  selbstUndige  Ausbildung  des  Begriffs  des  „DB"  einer  Grxjppe  ge- 
schah am  Beispiele  der  Modulgruppe  (vgl.  Nr.  6),  und  zwar  bei  Dedekind  in 
der  Abhandlung  „Schreiben  an  Herrn  Borchardt  über  die  Theorie  der  elliptischen 
Modulfunktionen"  J.  f.  Math.  88  (1877),  p.  265  und  in  allgemeinerer  Form  bei 
Klein  in  der  Abhandlung  „llT)er  die  Traneformation  der  elliptischen  Funktionen 
und  die  Auflösung  der  Gleichungen  5.  Grades",  Math.  Ann.  14  (1878),  p.  138. 
Es  werden  hier  für  gewisse  bei  der  Transformation  der  elliptischen  Funktionen 
auftretende  Untergruppen  der  Modulgruppe  die  „DB"  liergestellt. 
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den  oberhalb  der  horizontal  zu  denkenden  ^-Ebene  gelegenen  „^- Halb- 
raum''' an  der  einzelnen  durch  ^'  =  V{t,)  dargestellten  Transformation 
teilnehmen  zu  lassen.  Die  Maßregel  läuft  daraus  hinaus,  daß  mit  deu 
Kreisen  der  5- Ebene  zugleich  die  über  ihnen  stehenden  Halbkugeln 
des  Halbrauraes  imunander  transformiert  werden.  Die  Begriffe  der 
Punktäquivalenz  und  des  Diskontinuitätsbereiches  übertragen  sich  da- 
bei auf  den  ^-Halbraum. 

Da  die  Koeffizienten  a,  ß,  y,  S  der  einzelnen  Substitution  nur 
bis  auf  einen  gemeinsamen  Faktor  bestimmt  sind,  so  können  wir  über 
letzteren  so  verfügen,  daß  aö  —  ßy  =  1  wird,  daß  also  V  „uni- 
modular"  geschrieben  ist.  Man  sagt,  F  enthalte  „infinitesimale"  Sub- 
stitutionen, falls  nach  Auswahl  einer  beliebig  kleinen  Zahl  «  >  0  in 
der  Gruppe  dieser  unimodular  geschriebenen  Substitutionen  stets 
noch  von  der  „Identität"  Vq=  1  verschiedene  Substitutionen  nach- 
weisbar sind,  für  welche  die  Beträge  \a  —  d|,  |^|,  |j'|  zugleich 
<  £  sind.  Bei  einer  Gruppe  mit  infinitesimalen  Substitutionen  liegen 
sowohl  in  der  ^-Ebene  als  im  ^-Halbraume  in  jeder  noch  so  klein 
gewählten  Umgebung  eines  Punktes  stets  zu  ihm  äquivalente  Punkte: 
eine  Gruppe  tnit  infinitesimalen  Suhstitutionen  kann  weder  in  der  ^-Ebene 
noch  im  t,-Halhraumc  einen  „DB"  von  endlicher  Ausdehnung  haben. 

Foin^are  stellte  (Act.  math.  3,  a.  a.  0.)  die  ümkehrung  dieses 
Satzes  auf:  Eine  Gruj^e  F  ohne  infinitesimale  Suhstifutionen  hat  jeden- 
falls im  ^-Halhraum  einen  „DI^'  von  nichtverschivindendem  Raum- 
iniialt;  vielfach,  und  zivar  u.  a.  immer  dann,  wenn  die  Suhstituikmen  von  F 
ausschließlich  reelle  Koeffizienten  hohen,  besitzt  F  bereits  in  der  t,- Ebene 
einen  „DB"  von  uichiverschtvindendeni  Flächeninhalte.'  F  heißt  je  nach- 
dem erst  im  ^-Halbraume  oder  bereits  in  der  ^- Ebene  „eigentlich 
diskontinuierlich". 

6.  Der  Diskontinuitätsbereicli  der  Modulgruppe.  Zur  Erläuterung 
diene  die  in  Nr.  1  erklärte  Modulgruppe,  bei  welcher  man  nach  Hermite 
statt  t,  die  Bezeichnung  a  (Quotient  der  Perioden  des  elliptischen  Inte- 
grals 1.  Gattung)  braucht,  und  welche  in  der  oj-Ebene  „eigentlich  dis- 
kontinuierlich" ist.  Die  reelle  üj- Achse  geht  durch  die  Substitutionen 
dieser  J'  stets  in  sich  über,  und  da  sich  die  Verhältnisse  in  den 
beiden  durch  diese  Achse  abgetrennten  „Halbebenen''  (.,positive"  imd 
„negative"  H.)  übereinstimmend  verhalten,  so  beschränkt  man  sich  auf 
die  positive  Halbebene.  Für  letztere  ist  durch  den  in  Fig.  1  (p.  363) 
schraffierten  Bereich  ein  „DB"  der  Modulgruppe  gegeben;  wir  fassen 
diesen   Bereich    als    „Kreisbogendreieck"    mit    zwei   Winkeln     ^     bei 

o  =  i — i         ^^^  einem  Winkel  0  im  Punkte  oo  oder,  wie  wir  im 
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Fig.  1. 


Anschluß  an  4ie  Gestalt  das  „DB"  sagen  wollen,  bei  (u  =  *cx).  Setzt 
man  ej  ==  |  -|~  iVt  ^^  gil^  ^  >ö,  und  man  kann  den  gewonnenen  Bereich 
festlegen    durch    die   Bedingungen^^): 

(9)     _^,-^|<4-|,  |2^^2^1. 

Durch  die  imaginäre  w-Achse  wird 
der  „DB"  in  zwei  einander  symme 
trische  „Elementardreiecke"  der  Winkel 
2  '  3  '  0  zerlegt;  man  bezeichnet  den 
„DB"  der  Fig.  1  demnach  auch  wohl 
genauer  als  „Doppeldreieck"  oder  als 
„Kreisbogenviereck",  indem  man  die 
bei  CT  =  i  gelegene  Ecke  des  Win- 
kels 7C  (Fixpunkt  der  gleich  zu  nen- 
nenden Substitution  V^)  als  solche 
mitzählt. 

Während  im  Innern  dieses  „DB"  keine  zwei  äquivalente  Punkte 
nachweisbar  sind,  findet  sich  zu  jedem  Randpunkte  ein  mit  ihm  äqui- 
valenter.    Die  Seiten  des  „DB"  sind,  wie  in  Fig.  1  angezeigt,  in  der 

Tat  vermöge  der  Substitutionen  V,  =  (i'  ^]  und  F,  =  f^'  ""^"i 
äquivalent.***) 

Übt  man  auf  den  gewonnenen  „DB"  alle  Substitutionen  der  Modul- 
grappe  r  aus,  so  entspringt  ein  zusammenhängendes  Netz  von  Kreis- 
hoffendreiecken,  die  alle  untereinander  äquivalent  sind,  und  die  die 
ca-Halhebene  vollständig  und  lückenlos  bedecken.  Fig.  2  (p.  304)  veran- 
schaulicht die  Beschaffenheit  dieses  Netzes:  hier  ist  die  eben  erwähnte 
Teilung  des  ursprünglichen  „DB"  durch  die  imaginäre  ca-Achse  in  zwei 

symmetrische  Kreisbogendreiecke  der  Winkel  |  ;  !J^  ?  0  vollzogen  und  auf 

alle  übrigen  Bereiche  übertragen.  Das  einzelne  „Elementar dreieck"  ist 
ein  „DB''  für  diejenige  Gruppe  „zweiter  Art''  f,  welclie  aus  der 
Modulgruppe  F  dmch  Zusatz  der  Spiegelung  an  der  imaginären  Achse 
entspringt.  *") 


34)  Siehe  hierüber  die  in  Note  33  genannte  Abhandlung  von  DedeUnd. 

85)  Man  vgl.  hiermit  die  Darlegungen  im  lief.  II  B  8,  Nr.  50  und  54  (sowie 
auch  die  Fig.  5  a.  a.  0.  in  Nr.  65),  wo  der  „DB"  der  Modulgruppe  auf  anderem 
Wege  gewonnen  wird. 

86)  Die  reellen  rationalen  Punkte  oj  aind  sämtlich  untereinander  äquivalent; 
an  sie  reichen  die  Dreiecke  des  Netzes  mit  ihren  Spitzen  heran.  Die  reellen 
irrationalen  Punkte  w  aind  die  „Grenzpnnkte"  der  Modulgruppe  im  Sinne  der 
oben  gegebenen  Definition  des  ,>DB". 
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Man  mache  sich  deutlich,  wie  das  ganze  Netz  der  Fig.  2  vom 
einzelnen  Dreieck  aus  durch  fortgesetzte  Spiegelung  (Inversion)  an 
den  Dreiecksseiten  erzeugbar  ist.  Arbeitet  man  indes  mit  den  Doppel- 
dreiecken, so  wird  mau  durch  Ausübung  der  Substitutionen  F^,  F^"^,  J\ 


Fig.  2. 


neben  den  „DB"  drei  äquivalente  Bereiche  reihen  und  in  entsprechender 
Art  mit  der  Anreihung  von  Doppeldreiecken  fortfahren.  Dieser  Her- 
stellungsart des  ganzen  Netzes  entspricht  die  Erzeiutjung  der  gesamten 
Modulgruppe  F  aus  den  beiden  sogenannten  „erzeugenden^'  Suhstituti<men 


n=c;0'^=-(r;) 


Man  beachte  endlich,  daß  man,  wenn  ein  „DB*'  für  die  gatize 
«Ebene  angegeben  werden  soll,  dem  Doppeldreieck  der  Fig.  1  das 
bezüglich  der  reellen  Achse  symmetrische  Dreieck  anreihen  wird. 
Der  Herstellung  der  Gruppe  F  entspricht  dann  die  Erzeugung  zweier 
symmetrischer  Dreiecksnetze,  die  beide  Halbebenen  füllen''). 

Alle  diese  Verhältnisse  sind  bis  zum  gewissen  Grade  typisch  für 
jede  in  der  ^- Ebene  eigentlich  diskontinuierliche  Gruppe. 

Beiläufig  erwähnen  wir  als  Beispiel  einer  erst  im  ^-Halbraum 
eigentlich  diskontinuierlichen  Gmppe  die  sogenannte  „Picardscfie 
Gruppe'%    welche    aus    allen    Substitutionen    r'  Q.  mit  ganzen  kom- 

87)  Ausführlich  dargestellt  in  „Mod."  1,  p.  208  ff. 
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plexen  Koeffizienten  der  Gestalt  a  -|-  «?'  und  der  Determinanten 

aS  —  ßy^=l     oder     ad  —  ß'y  =  i 
besteht.*^)    Diese  Gruppe  enthält  die  Modulgruppe  offenbar  als  Unter- 
gnippe  in  sich.    Man   findet    in   „Aut."  1,    p.  77  ff.    eine    ausführliche 
Theorie  der  Picardschen   Gruppe,    deren  „DB''  ein  von  Kugelschalen 
eingegrenztes  Pentaeder  des  ^-Halbraumea  ist. 

7.  Projektiv-geometrische  Auffassungen  und  Methoden.  Be- 
ziehung zur  nichteuklidischen  Geometrie.  Bei  der  geschichtlichen 
Entwicklung  der  Lehre  von  den  Substitutionen  und  Diskontinuitäts- 
bereichen ha])en  von  Anfang  an  projektiv-geometrische  Vorstellungen 
eine  wesentliche  Rolle  gespielt.  Es  beruht  dies  auf  dem  von  Klein 
sehr  früh'^)  benutzten  Umstände,  daß,  wenn  man  statt  der  ^-Ebene 
nach  Riemann  eine  Kwjel  zur  Trägerin  der  komplexen  Werte  g  macht, 
unsere  gesamten  linearen  1^- Substitutionen  gerade  von  allen  denjenigen 
Maumköllineationen  geliefert  werden,  welche  die  Kugel  in  sich  überführen. 

Um  den  projektiven  Charjikter  allgemeiner  hervortreten  zu  lassen, 
ersetzen  wir  die  Kugel  sogleich  durch  eine  mit  ihr  kollineare  Flache, 
z.  B.  durch  irgendein  EUipsoid  E.  Die  Variabele  t,  gewinnt  man  als- 
dann von  E  aus  in  der  Art,  daß  man  t,  und  i,  als  die  Parameter  der 
beiden  Geradenscharen  auf  E  einführt;  im  einzelnen  reellen  Punkte 
von  E  schneiden  sich  zwei  konjugiert  imaginäre  Gei-aden,  dem  zu- 
gehörigen ^  und  dem  dazu  konjugiert  komplexen  Parameterwerte  ^ 
entsprechend^**). 

Als  weiterer  wichtiger  Gesichtspunkt  kommt  hinzu:  Gründet  man 
auf  die  Fläche  2.  Grades  E  eine  projektive  (Cayleysche  oder  nicht- 
euklidische) Maßbestimmung,  so  werden  die  fraglichen  RaumkoUinea- 
tionen  und  mithin  unsere  ^-Substitutionen  gerade  von  den  gesamten 
Beiregungen  {^-Substitutionen  erster  Art)  und  Umlegungen  {l-Substitu- 
tionen  zweiter  Art)  des  Baumes,  im  Sinne  dieser  projektiven  Maßbestim- 
mung gesprochen,  geliefert. 

Diese  Vorstellungen  werden  uns  unten  Klassifikationsprinzipien 
unserer  Gruppen  liefern.  Nur  vorläufig  sei  hier  über  den  geschicht- 
lichen Hergang  noch  folgendes  hinzugefügt. 

38)  Vgl.  Picard,  „Sur  un  groupe  des  traneformations  des  points  de  l'espace 
situ^s  du  meme   cöte  d'un  plan".  Bull.   soc.  math.  de  France  12  (1884),   p.  48. 

39)  S.  das  Erlanger  Programm  von  Klein,  „Vergleichende  Betraclitimgen 
über  neuere  geometrische  Forschungen"  (1872),  abgedr.  in.  Math.  Ann.  43,  sowie 
die  Abh.  „Über  binäre  Formen  mit  linearen  Transformationen  in  sich",  Math. 
Ann.  9  (1875),  p.  183. 

40)  Die  projektiven  Auffassungen  de«  Textes  sind  Ausführlich  d*rgestellt 
in  „Aut.'*  1,  Einleitung. 
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Die  endlichen  Gruppen  linearer  g-Substitutionen  stellten  sieh  jetzt 
bei  Klein^^)  als  Bewegungsgruppen  mit  einem  festUeihenden  Punkt 
im  Innern  von  E  dar  (endliche  Gruppen  von  Drehungen  der  i;-Kugel 
um  ihren  Mittelpunkt). 

Von  hieraus  ist  später  Poincarc  (nach  mündlicher  Mitteilung  an 
Klein)  durch  einen  Analogieschluß  zu  den  allgemeinsten  Gruppen  mit 
einem  festbleibenden  Punkte  „außerhalb"  E  übergegangen.  Indem  aber 
mit  jenem  Punkte  immer  auch  seine  Polarebene  bezüglich  E  und  also 
auch  der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  dem  Ellipsoid  E,  welcher  auf  der 
t-Kugel  bzw.  in  der  §-Ebene  ein  Kreis  ist,  in  sich  übergeführt  wird, 
gelangte  Poincare  auf  diesem  Wege  zu  den  als  „Hauptkreisgruppen" 
zu  bezeichnenden  Gruppen. 

Zur  ErLäuterung  diene  wieder  die  Modulgruppe.  Stellt  man 
das  Ellipsoid  in  homogenen  Raumkoordinaten  z^,  g^,  s^,  z^  mittels  der 
Gleichung: 

(10)  H^  +  ^,'  -  ^th  =  0 

dar,  so  haben  wir  die  komplexe  Variabele  cd  zu  erklären  durch: 

(11)  ta^I^'.+J'^, 

Wir  können  natürlich  die  Beziehung  zwischen  der  w-Ebene  und  der 
gerade  gedachten  Polarebene  des  festbleibenden  Punktes  auch  direkt, 
d.  h.  ohne  Benutzung  des  Ellipsoides  E  leicht  darstellen.  Ist  nämlich 
die  Polarebene  etwa  durch  £4  =  0  gegeben,  so  ist  die  Schnittellipse 
dieser  Polarebene  mit  dem  Ellipsoid  durch  die  Gleichung  z^z^  —  ^fj^  ===  0 
dargestellt,  und  die  Beziehung  dieser  Ebene  auf  die  »-Halbebene  wird 
durch: 

(12)  ^^h+V^^^'^^ 


0« 


geliefert.  Wir  wollen  uns  auf  die  positiven  Werte  der  Quadratwurzel 
beschränken;  dann  erscheint  das  Ellipseninnere  auf  die  positive  m-Halb- 
ebene  eindeutig  bezogen,  wobei  die  Ellipsenperipherie  der  reellen  a-Ächse 
entspricht.  Die  einzelne  o-Substitution  (  '  ^  j  liefert  nun  in  der  „projek- 

41)  Die  Aufzählung  der  hierher  gehörigen  Gruppen  (vgl.  die  Zusammen- 
stellung in  ]Nr.  11  unter  II,  1  gab  Klein  in  der  zweiten  der  in  Note  39  genannten 
Arbeiten.  Eine  auf  die  Theorie  der  definiten  Hermüeechen  Formen  gegründet© 
Aufzählung  der  fraglichen  Gruppen  gab  E.  H.  Moore  in  der  Abh.  „An  universal 
invariant  for  finite  groups  of  linear  BubstitutionB :  with  application  to  the  theory 
of  the  canonical  form  of  a  linear  subatitution  of  finite  period",  Math.  Ann.  60 
(1898),  p.  213.  [Übrigens  ist  diese  Abhandlung  dem  allgemeineren  Problem  ge- 
widmet, die  endlichen  Gruppen  (homogener)  linearer  Substitutionen  von  n  Varia- 
bclen  aufzufinden.] 


> 

i 
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Fig.  3. 


tiven  Ebene"  die  Kolliiieation : 

(13)  U'^ayz,-{-(aÖ-i-ßy)z^-^ßdz„ 

Das  die  positive  o  Halbebene  füllende  Netz  der  Fig.  2  (p.  364)  über- 
trägt sich  dabei  auf  das  in  Fig.  3  dargestellte  Nctis  tmencllich  vider 
geradliniger  Dreiecke,  welches  das  Innere 
der  Ellipse  überall  lückenlos  und  einfach 
bedeckt  (vgl.  „Mod/'  1,  p.  239).  Im 
Sinne  der  auf  diese  Ellipse  gegrün- 
deten projektiven  (nichteuklidischen) 
Maßbestimmung  in  der  Ebene  sind  alle 
Dreiecke  dieses  geradlinigen  Netzes 
untereinander  kongruent*^). 

Diese  am  Beispiele  der  Modul- 
gruppe erläuterten  Verhältnisse  sind 
von  typischer  Bedeutung  für  alle  die- 
jenigen Gruppen,  welche  wir  als  „Hauptkreisgruppen"  bezeichnen  werden. 
Poinca/re,  welcher  diesen  Gruppen  seine  erste  große  Arbeit  in  den  Acta 
mathem.  widmete,  vermeidet  übrigens  den  Gebrauch  der  projektiven 
Ebene  und  hat  demnach  auch  die  projektive  (nichteuklidische)  Maß- 
bestimmung nicht  in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  sondern  in  der- 
jenigen benutzt,  welche  dieselbe  in  der  ^Ebene  annimmt*»). 

Für  die  erst  im  ^Halbraume  „eigentlich  diskontinuierlichen" 
Gruppen  wird  man  bei  der  projektiven  Betrachtung  statt  dieses  Halb- 
raumes das  Innere  der  ^Kugel  oder  des  Ellipsolds  E  zugrunde  legen. 
Hier  mag  die  am  Schluß  von  Nr.  6  erwähnte  Picardsche  Gruppe  als 
Beispiel  dienen,  welche  im  Innern  von  E  ein  eber.flüchiges  Pentaeder 
als  „DB"  besitzt.«) 

8.  Allgemeines  über  die  Gestalt  ebener  Diskontinuitätsbereiche 
in  der  ^Ebene.  Am  ausführlichsten  sind  die  „DB"  der  in  der  ^  Ebene 
eigentlich  diskontinuierlichen  Gruppen  untersucht.  Nach  Poinca/re 
kann  man  bei  einer  solchen  Gruppe  den  „DB"  in  der  ^Ebene  immer 

42)  Bieae  Figur,  welche  auch  in  der  projektiven  Geometrie  eine  wichtige 
Rolle  spielt,  hat  Klein  seit  1877  wiederholt  in  Vorlesungen  behandelt  (vgl.  „Mod." 
1,  p.  242). 

43)  S.  PoincareB  „Theorie  der  groupea  fuchsiens"  Act.  math.  1,  p.  1  (1882). 

44)  Vgl.  hierzu  W.  Dyck,  „Über  die  durch  Gruppen  linearer  Transfor- 
mationen gegebenen  regulären  Gebietseinteilungen  des  Raumes",  Leipz.  Ber. 
(1883),  p.  61. 
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durch  Kreise  eingrenzen,  die  sieh  zu  Kreisbogeaketten  aneinander- 
reihen oder  auch  Vollkreise  darstellen.  Die  Randpunkte  des  Kreis- 
bogenpolygons sind  zu  Paaren  äquivalent.  Die  Seiten  dieses  Poly- 
gons erscheinen  somit  zu  Paaren  durch  gewisse  Substitutionen  Fj, 
^i>  '  '  y  ^v  ^^^*  ^  aufeinander  bezogen;  diese  Fj,  Fj,  .  .  .,  F^ 
bilden  ein  System  von  Erzeugenden  der  I^").  Sind  zwei  einander 
benachbarte  Seiten  des  „DB'*  einander  durch  die  unter  den  Er- 
zeugenden enthaltene  Substitution  F^^  zugeordnet,  so  ist  der  diesen 
beiden  Seiten  gemeinsame  Eckpunkt  des  „DB*'  Fixpunkt  der  V^, 
Vielehe  alsdann  entv^eder  elliptisch  oder  parabolisch  ist**');  ein  solcher 
Punkt  heißt  eine  „feste"  Polygonecke.  Ihnen  entgegengesetzt  sind  die 
jyheweglichen"  oder  „zufälligen"  Ecken  (vgl.  die  gleich  folgende  Be- 
sprechung der  kanonischen  „DB''),  welche  auf  Grund  der  Seiten- 
zuordnimg  in  „ZyJclen"  angereiht  erscheinen.     Der  Polygonwinkel  an 

einer  festen  Ecke  ist  ein  aliquoter  Teil  von  2«  /nämlich    y  ,  wenn  i^ 

die  Periode    der  zugehörigen    elliptischen  F  ist]    oder  gleich  0   (bei 

einer  „parabolischen  Ecke");  die  Winkelsumme  bei  einem  Zyklus  zu- 
fälliger Ecken  ist  2jc.  Übrigens  kann  es  je  nach  Wahl  des  „DB"  auch 
vorkommen,  daß  mehrere  feste  Ecken  zu  einem  Zyklus  mit  der  Winkel- 

summe     ,     bzw.  0  zusammengehören.    Dies  triflPt  z.  B.  bei  den  beiden 

Eckoji  «==  ^y±'y^  des  in  Fig.  l,p.  303,  ilargestellten  „DB"  der  Modul 

gruppe  zu  (s.  übrigens  die  Beispiele  in  „Aut."  1,  p.  IBötf.). 

Klein  faltet  das  einzelne  zusammenhängende  Stfeck  eines  ebenen 
,,Dß"  unter  stetiger  Deformation  desselben  durch  Zusammenbiegen 
einander  zugeordneter  Bandknrven  zu  einer  im  Räume  gelegenen  ge- 
schlossenen Fläche  i*' zusammen.  Indem  man  die  Forderung  kreisförmiger 
Randkurven  einstweilen  aufgibt,  liefert  jede  mögliche  Zerschneidung 
der  Fläche  F  in.  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  nach  Zurück- 


45)  Die  Anzahl  v  der  Erzeugenden  und  damit  die  Anzahl  21»  der  das  Poly- 
gon begrenzenden  Kreise  kann  sowohl  endlich  als  auch  unendlich  groß  sein. 
Indessen  gilt  im  Texte  weiterhin  v  als  endlich. 

46)  Es  ist  dies  so  zu  verstehen,  daß  man  den  in  der  i^-Ebeoe  gelegeneu 
„DB"  stets  so  auswählen  kann,  daß  er  keine  hyperbolischen  oder  loxodromischen 
Fixpunkte  als  Ecken  hat;  s.  darüber  „Aut."  1,  p.  125.  Es  ist  dies  nicht  gleich 
anfangs  beachtet,  und  insbesondere  tuhrte  die  Annahme  hyperbolischer  Eck- 
punkte am  »DB''  gelegentlich  zu  fuuktionentheoretischeu  Schwierigkeiten;  s.  über 
dieselben  und  über  ihre  Hebung  Klein,  „Über  den  Begrifl  des  fnnktionentheo- 
retischen  Fundamentalbereichs",  Math.  Ann.  40  (1891),  p.  180,  sowie  die  Aus- 
führungen in  „Aut."  2,  p.  7. 
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Verlegung  in  die  5- Ebene  eine  besondere  Gestalt  des?  ebenen  „DB". 
Abänderungen  der  Zerschneiduug  liefern  „erlaubte  Abänderungen"  des 
„DB".  Indem  Klein  auf  der  Fläche  F  nach  Riematin  ein  kanonisches 
Schnittsystem  einführte,  gelangte  er  zum  Begriffe  des  „kanonischen  DB". 
Das  Schema  eines  solchen  kanonischen  Sohnittsysteras  ist  in  Fig.  4  dar- 
gestellt. Hier  soUen  die  Stellen  e^,  e^,  e^  von  „festen"  Polygonecken 
herrühren;  der  Punkt  E  entspricht  einem  Zyklus  von  zufälligen  Poly- 
gonecken, und  ebenso  lie- 
fern die  übrigen  Schnitt-  '^  ^^  *^ 
endpunkte  und  Kreuzungs- 
stellen zufällige  Ecken. 
Die  entsprechende  Gestalt 
des  kanonischen  „DB" 
selbst  ist  durch  die  gleich- 
falls schematisch    zu   ver 


Fig.  4. 


Fig.  5. 


stehende  Fig.  5  dargestellt.  Zieht  man  die  Schnitte  c^  (Fig.  4)  auf 
Punkte  zusammen  und  verschiebt  die  Kreuzungspunkte  der  Schnitte 
öj,  6j  sämtlich  nach  der  Stelle  E,  so  gewinnen  wir  eine  einfachste 
Gestalt  des  kanonischen  „DB".  Derselbe  stellt,  wenn  n  die  Anzahl 
der  festen  Ecken  ist  und  p  das  Geschlecht  der  geschlossenen  Fläche 
bedeutet,  ein  Polygon  von  (2n-\-4cp)  paarweise  aufeinander  bezoge- 
ner Randkurven  dar.  Entsprechend  hat  F  die  (w  -j-  2p)  Erzeugende 
Fl,  . . .,  F„,  Va,,  Vb,,  . .  „  Va  ,  Fft  ;  die  ersten  n  sind  elliptisch  oder 
paraholisch,  und  zwar  sei  l^  die  Periode  von  V^  (l^  =  oo  für  eine 
parabolische  V^  eingeschlossen).  Wir  bezeichnen  (p,  n),  insofern  in  der 
Zusammenstellung  der  Zahlen  p,  n  ein  besonders  wichtiges  Attribut 
von  r  zu  erblicken  ist,  als  „Charakter'*  und  (p,  w;  Zj,  ?,,  . .  .,  Ij  als 
„Signatur"  des  Polygons  und  damit  der  Gruppe  F. 

Eneyklop.  d.  matb.  Wiiseaich.    11  9.  24 
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Denkt  man  sich  tlas  ganze  Polygonnetz  N  hergestellt,  so  wird 
jede  geschlossene  Kette  von  Polygonen  eine  auf  die  identische  Sub- 
stitution Fq  ==  1  führende  Anreihung  von  erzeugenden  Substitutionen 
liefern.  Solcher  „Relationen  zwischen  den  Ereeugenden"  hat  man  nur 
so  viele,  als  inäquivalente  Polygonketten  im  Netze  N  der  „DB"  mög- 
lich sind  *'').  Vax  nennen  sind  erstlich  die  (n  -j-  1)  sogenannten  „pri- 
mären Relationen": 

IF  'i  =  1       F '» ==  1  l'  '„  ==  1 

V  '  V  ■  ■  V  -  v~^  V,  V  f;'  • .  •  v~^  V,.  v  vr^  =  i 

Hierüber  hina\is  treten  noch  „sekundäre  Relationen"  auf,  falls  das 
Netz  N  der  „DB"  einen  mehrfach  zusammenhängenden  Bereich  dar- 
stellt. Letzteres  kann  eintreten,  auch  wenn  der  einzelne  „DB"  ein- 
fachen Zusammenhang  darbietet,  tritt  aber  stets  ein,  wenn  der  „DB" 
dadurch  mehrfach  zusammenhängend  wird,  daß  die  Ufer  eines  oder 
mehrerer  Querschnitte  auch  bei  Fortgang  zur  ^-Ebene  in  Deckung 
bleiben  *^). 

9.  Ausführliche  Folygontheorie  der  Hauptkreisgruppen  in  pro- 
jektiver Darstellung.  Eine  bis  zum  gewissen  Grade  erschöpfende  Theorie 
der  „DB"  ist  von  Frickc^^)  entwickelt  und  in  „Aut."  1  zusammenhängend 
dargestellt.  Es  kam  hierbei  namentlich  der  Fall  zur  Behandlung,  daß 
r  nur  reelle  Substitutionen  F  enthielt.  Bei  einer  solchen  F  wird 
die  reelle  Achse  stets  in  sich  transformiert;  JT  ist  im  Sinne  der 
Klassifikation  von  Nr.  11  eine  „Hauptkreisgrttppe".  Man  hat  entweder 
zwei  Netze  N,  welche  die  beiden  ^-Halbebonen  be4ecken  und  bezüg- 
lich der  reellen  Achse  symmetrisch  sind  (vgl.  die  Modulgruppe),  oder 
ein  über  die  ganze  ^-Ebene  gespanntes,  bezüglich  der  reellen  Achse 
sich  selbst  symmetrisches  Netz.  Bei  der  projektiven  Auffassung  (vgl. 
Nr.  7)  kommt  diese  Fallunterscheidung  darauf  hinaus,  daß  der  „DB" 
entweder  gänzlich  innerhalb  der  fundamentalen  Ellipse  der  Maßbestim- 
mung verläuft  oder  mit  einem  oder  mehreren  „hyperbolischen  Zipfeln" 
darüber  hinausragt^).  Für  die  ausführliche  Polygontheorie  ist  dieser 
Unterschied,  sobald  man  sich  nur  entschließt  mit  den  projektiven  Ge- 
stalten der  Polygone  zu   arbeiten,  ohne   wesentliche  Bedeutung;  dem 

47)  Vgl.  „Aut."  1,  p.  168  ff. 

48)  Vgl.  „Ant."  1,  p.  187  ff. 

49)  „Über  die  Diskontinuitatsbereiche  der  Gruppen  reeller  linearer  Sub- 
stitutionen einer  komplexen  Variabelen",  Gott.  Nachr.  1895,  p.  360. 

60)  Letztere  sowie  das  ganze  Ellipsen  äußere  kommen  bei  Übergang  zur 
|;-Ebeiie  durch  „Imaginär werden"  in  Fortfall. 
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entspricht  der  bei  der  ausführlichen  Darstellung  in  „Aut."  1,  p.  241  ff. 
befolgte  Standpunkt.  ^^) 

Frickc  unterscheidet  a.  a.  0.  drei  ausgezeichnete  Gestalten  der  pro- 
jektiven „DB*',  die  er  als  „normale",  „natürliche^  und  „kanonische"  be- 
zeichnet; die  letzteren  ordnen  sich  den  schon  in  Nr.  8  eingeführten 
kanonischen  „DB"  unter. 

Die  Entstehung  eines  normalen  „DB"  ist  durch  Fig.  6  augedeutet. 
Mit  einem  im  Ellipseninnern  willkürlich  gewählten  Punkte  Cq  seien 
die  Punkte  Cq,  C\,  C^,  ...  bezüglich 
r  äquivalent.  Man  denke  um  alle  diese 
Punkte  6q,  Ci,  .  .  .  im  Sinne  der  pro- 
jektiven Maßbestimmung  kongruente 
kleine  Kreise  konstruiert.  Alsdann 
lasse  man  diese  Kreise  gleichzeitig  und 
gleichmäßig  wachsen,  bis  sie  sich  (vgl. 
Fig.  6)  gegenseitig  flachdrücken  und 
nach  keiner  Richtung  hin  weiter  wach- 
sen können.  Der  so  entstehende  „nor- 
mak"  „DJ^'  besieht  aus  dem  Inbegriff 
alUr  Punkte,  tvclche  im  Sinne  unserer 
Maßhestimmung  an  Cq  näher  als  an 

irgend  einem  anderen  der  mit  Cq  äquivalenten  Punkte  fJ^,  0^,  C  ,  ... 
liegen;  dieser  „DB"  besteht  aus  einem  „geradlinigen"  Polygon  mit 
lauter  „konkaven"  Winkeln  und  hat  Cq  zum  Mittelpunkte  (vgl.  „Aut."  1, 
p.  241  ff.). 

Faßt  man  alle  Gruppen  von  gleichem  Charakter  (p,  n)  in  eine 
„Gattung"  zusammen,  so  gibt  es  bei  der  einzelnen  Gattung  eine  ge- 
wisse endliche  Anzahl  von  verschiedenen  Typen  solcher  Normal- 
bereiche. Im  allgemeinen  ist  die  Seitenanzahl  (12p  -j-  4w  —  6)  und 
man  hat  nur  dreigliedrige  Zyklen  zufälliger  Ecken.  Die  „Spezialtypen" 
haben  geringere  Seitenanzahlen  und  höhere  Gliederzahlen  der  Zyklen. 

Ändert  man  C^  stetig  ab,  jedoch  nur  so  weit,  daß  der  Typus 
des  „DB"  und  damit  das  Erzeugendensystem  unverändert  bleiben,  so 
erscheint  der  Punkt  Cq  auf  einen  Bereich  B  beschränkt,  der  keine  zwei 
äquivalente  Punkte  enthält,  und  dessen  Rand,  abgesehen  von  etwaigen 
Segmenten  der  fundamentalen  Ellipse,  entweder  aus  geraden  Strecken 
oder  aus  Stücken  von  Kurven  dritten  Grades  besteht.  Kommen  insgesamt 
fi  Typen  von  normalen  „DB"  bei  F  vor,  so  können  wir  ein  zusammen- 

61)  Betreffe  der  Abänderung,  welche  Charakter  und  Signatur  erfahren,  je 
nachdem  man  den  „DB"  in  der  ^-Ebeue  oder  in  der  projektiven  Ebene  wählt, 
ißt  auf  „Aut,"  2,  p.  396 ff.  zu  verweisen. 
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hängendes  Netz  von  (i  aolchen  Bereichen  B  bilden,  wobei  die  Rand- 
kurven dieser  B  die  Zentren  der  Polygone  von  Speziaitypen  liefern. 
Diese  fi,  Bereiche  B  setaen  einen  „naäirlicheti^'  jjDB"  der  Gruppe  F  zu- 
sammen (vgl.  „Auf  1,  p,  275  ff.). 

Auf  Grund  dieser  Ergebnisse  und  durch  Ausbildung  einer  „Kom- 
positionstheorie^'  der  Gruppen  F  bzw.  ihrer  „DB"  konnte  endlich  die 
Theorie  der  Jicmonischen"  ,,DB"  wesentlich  weiter  entwickelt  werden. 
Als  Hauptsatz  ergab  sich  hierbei;  Wie  man  atich  auf  der  geschlossenen 
Fläche  F  ein  Jcanonisches  Schmttsystem  ziehen  m^g,  dasselbe  liefert 
mtigenfalls  nach  einer  unwesentlichen  (stetigen)  Verschiebung  der  ein- 
Beinen Schnitte  auf  der  FläcJie  F  in  der  projeMiven  Ebene  stets  ein 
„geradliniges''  Polygon  von  (2n  -j-  4p)  Seüen  und  lauter  „konJcaven^' 
Winkeln,  unter  (p,  n)  den,  Charakter  der  Gruppe  verstanden  (vgl. 
„Aut."  1,  p.  319). 

10.  Transformations-  und  Invariantentheorie  der  Hauptkreis- 
polygoue.  Der  am  Schlüsse  von  Nr.  9  angegebene  Satz  liefert  die 
Grundlage  für  die  Transformationstheorie  und  Invariantentheorie  der 
„DB"  der  Hauptkreisgruppen. 

Die  Aufgabe  der  ersteren  Theorie  ist,  die  Abänderung  des  „DB" 
zu  charakterisieren^  welche  dem  Übergange  zu  einem  neuen  kanonischen 
Schnittsysteme  entspricht.  Man  findet  diese  Theorie,  welche  der  linearen 
Transformation  der  Abelschen  Funktionen  korrespondiert,  in  ihren 
Grundzügen  in  „Aut."  1,  p.  320  ff.  entwickelt. 

Was  zweitens  die  Invarianteutheorie  der  Substitutionen  V  und 
Gruppen  F  angeht,  so  ist  dieselbe  in  folgender  Art  zu  begründen.  Ist 
^'  =  T(^)  irgend  eine  lineare  Transfonnation,  so  liefert  ein  einzelnes  V 
bei  Einführung  von  ^  an  Stelle  von  ^  die  Substitution: 

V'(X)==TVT-\i:). 

Alle  aus  dem  einzelnen  V  durch  irgendwelche  T  entspringenden  Sub- 
stitutionen TVT~^  fassen  wir  zu  einer  „Klasse"  von  Substitutionen 
zusammen.  Die  Transformation  einer  Gruppe  F  (d.  h.  aller  ihrer  Sub- 
stitutionen   V)    durch   ein  und   dasselbe   T  liefert  die  transformierte 

Gruppe : 

F'==TFT-\ 

Alle  aus  einer  F  durch  Transformation  entstehenden  jT'  bilden  eine 
„Klasse"  von  Gruppen.  Der  „DB"  <ler  einzelnen  transformierten  Gruppe 
entsteht  aus  dem  von  F  einfach  durch  Ausübung  der  Transformation  T. 
Es  ist  nun  zunächst  die  einzelne  Klasse  von  Substitutionen  V  durch 
eine  „Invariante'^  charakterisierbar;   inan  kann  als  solche  die  Summe 
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j  s=z  a  -{-  ö  einer  in  der  Klasse  enthaltenen  V  wählen,  die  als  „In- 
variante" für  alle  V  der  Klasse  den  gleichen  Wert  hat^*).  Für  die 
einzelne  Klasse  von  Gruppen  kann  man  ein  „System  von  Invarianten^ 
oder  „Moduln''  Jd  h>  •  •  •  >  i,  ^^^  dem  Erzeugendensyateme  eines  für 
eine  der  F  gewählten  „DB"  herstellen,  wobei  die  j  teils  direkt  In 
Varianten  von  Erzeugenden,  teils  solche  einfacher  Kombinationen  der 
Erzeagenden  sind.  Zur  Vermeidung  von  IiTationalitäten  ist  es  zweck- 
mäßig, die  Anzahl  v  der  Moduln  nicht  so  klein  als  möglich  zu  wählen, 
sondern  überschüssige  Moduln  zuzulassen.  Die  Folge  wird  sein,  daß 
zwischen  den  j  gewisse  Gleichungen  bestehen: 

(15)  |G^8  0'i,i»,--..Ä)=0, 


Außerdem   ergibt  sich  aus  der  Natur  der  „DB"  ein   System   von  Un- 
gleichungen: 

(16)  \sAJiJ..---J.)>o, 


Das  Ziel  der  „Invariantentheorie  der  F"  ist,  di(:!se  Gleichungen  und 
Ungleichungen  in  erschöpfender  Weise  derati  zu  behandeln,  daß  jedem 
hiernach  zulässigen  Systeme  realer  Zahlen  jitjty  -  -  -t h  ^>*^  ww<?  nur 
eine  Klasse  von  Crruppen  F  entspricht.  Man  findet  diese  Theorie  für 
die  Hauptkreisgruppen  in  „Auf  1,  p.  335  vollständig  entwickelt^''). 

Die  Ergebnisse  der  genannten  Untersuchungen  gestatten,  den 
vollen  Überblick  über  die  Mannigfaltigkeit  der  Hauptkreisgruppen  za 
gewinnen.  Der  einzelne  „DB"  vom  Charakter  (p,  n)  möge  m  ^n 
feste  Ecken  auf  oder  innerhalb  der  fundamentalen  Ellipse  haben 
(parabolische  und  elliptische  Ecken),  während  (n  —  m)  hyperbolische 
Zipfel  ausserhalb  liegen.  Die  „Signatur''  des  „DB"  (j>,n;  1^,1^,  . . .,  l^ 
erklären  wir  dann  wie  oben;  die  l  sind  entweder  gleich  oo  oder  stellen 


6S)  Die  Substitutionen  V  sind  hierbei  stets  als  „ucimodular"  geschrieben 
vorausgesetzt. 

681  Geht  man  durch  Abänderung  des  Querachnittsystenis  auf  der  ge- 
schlossenen Fläche  zu  einem  wesentlich  neuen  kanonischen  „DB",  so  liefert  letzterer 
ein  neuee  Modulsyetem  jj',  j,',  .  .  .,  jv\  welches  mit  dem  System  j^,  j,,  .  .  .,  j* 
bixational  zusammenhängt.  Es  gehört  so  zu  jeder  Gattung  (p,  »)  eine  „Modnl- 
gnippe"  birationaler  Transformationen  in  derselben  Art,  wie  die  oben  im  speziellen 
als  „Modulgruppe"  bezeichnete  Gruppe  zu  der  den  doppeltperiodischen  Funktionen 
zugrunde  liegenden  Gruppe  der  Substitutionen  «f  ==  «  -f  "*i  "^i  +  *»i  «»t  go^ört. 
Vgl.  Fricke  „Ölber  die  Theorie  der  automorphen  Modnlgruppen",  Gott.  Nachr. 
von  1896,  p.  91,  oder  „Aut."  1,  p.  389  ff. 
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die  Perioden  der  ellipiiscben  Erzeugenden  dar.  Es  gilt  der  Satz:  „Die 
„Gattung'^  der  Hauptkreisgruppen  vom  CJiaralter  (p,  n)  Herfällt,  allen 
möglichen  Komhinationen  von  m  ganzen  Zahlen  Z  >  1  (7  =  oo  einge- 
schlossen) mit  O^m^n  entsprechend ,  in  unendlich  viele  „Familien"  der 
Signaturen  (p,  n;  l^^,  l^,  .  . .,  l^)',  die  einzelne  Familie  stellt  ein  einziges 
(3w  —  m  -f-  Gp  —  Q)-fach  unendliches  Kontinuum  von  Gruppenklassen 
vor.     Die  Beihen folge  der  Zahlen  l  ist  hierbei  gleichgültig^). 

II.  Einteilungsprinzipien  auf  Grund  der  Bereichnetze.  Eine 
sachgemäße  Klassifikation  aller  Gruppen  F  gewinnt  man  aus  der  Ge- 
stalt der  „DB"  und  ihrer  Netze.  Zum  Zwecke  einer  ersten  Einteilung 
knüpfen  wir  wieder  an  die  projektive  Maßbestimmung  im  Räume, 
der  ein  EUipsoid  F  zugrunde  liege.  (Den  nicht  an  diese  Darstellung 
gewöhnten  Leser  erinnern  wir  daran,  daß  die  Oberfläche  von  E  der 
£;-Ebene,  das  Innere  von  E  aber  dem  über  der  ^-Ebene  gelegenen 
Halbraume  eindeutig  entspricht.)  Wir  unterscheiden  in  Übereinstim- 
mung mit  der  in  „Aut."  1.  p.  164  f.  gegebene  Aufzählung: 

I.  Rotations-  und  Schraubungsgruppen  mit  festhleibender  Achse. 
II.  Botationsgruppen  mit  festbleibendem  Zentrum. 

III.  Nichtrotationsgruppen ,    die    auf  E  eigentlich   diskontinuierlich 
sind. 

IV.  Nichtrotationsgruppen^  die  erst  innerhalb  E  eigentlich  diskon- 
tinuierlich sind. 

Nach  IV.  gehören  die  sogenannten  „Polyedergruppen"  (z.  B.  die 
Pica7dsche  Gruppe,  vgl.  Schluß  von  Nr.  6).  Alle  übrigen  Gruppen  sind 
„Polygongruppen".    Letztere  gestatten  folgende  weitere  Einteilung: 

I.  Gruppen  mit  festbleibender  Achse.  Mit  einer  Achse  bleibt 
iqamer  auch  die  ihr  bezüglich  E  konjugierte  Polare  fest. 

1.  Zyklische  Gruppen.  Dieselben  haben  je  eine  Erzeugende  V, 
deren  Fixpunkte  auf  E  durch  eine  der  beiden  eben  genannten  Achsen 
ausgeschnitten  werden  ^^). 

a)  ZykliscJie  Botationsgruppen.  Die  Operationen  von  F  haben 
für  die  eine  Achse  den  Charakter  von  Drehungen,  für  die  andere 
den  von  Translationen. 

a)  Die  „Rotationsachse"  schneidet  E  in  zwei  getrennten 
Punkten.  Die  Erzeugende  V  ist  elliptisch  von  endlicher  ganz- 
zahliger Periode  l  F  hat  die  endliche  Ordnung  l.    Der  „DB"  ist 

64)  In  „Aut."  2,  p.  288  ff.  iat  die  Invariantentheorie  der  Hauptkreisgruppen 
freilich  unter  Aufgabe  der  Symmetrie  in  eine  wesentlich  vereinfachte  Gestalt 
gebracht. 

55)  Ist  V  parabolisch  (Fall  a,  y),  so  berühren  beide  Achsen  dna  EUipsoid 
im  Eispunkte  von  V. 
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in 


in  der  ^-Ebene  eine  Kreissichel  der  Winkel    .-,  deren  Eckpunkte 
die  Fixpunkte  von  V  sind  (vgl.  Fig.  7). 

ß)  Die  „Rotationsachse"  verläuft  gänzlich  außerhalb  E.   Fist 
hyperbolisch,  und  die  Fixpiinkte  von  V  sind  hier,  wie  in  den  fol- 


Fig.  7. 


Fig.  8 


genden  Fällen,  „Grenzpunkte"  von  F.  Der  „DB"  kann  in  der 
^-Ebene  als  Kreisring  durch  zwei  vermöge  V  einander  zugeordnete 
„Niveaukreise"  eingegrenzt  werden  (vgl.  Fig.  8). 

y)  Die  „Rotationsachse"  berührt  f].    Grenzübergang  zwischen 
a  und  ß.     V  ist  parabolisch  (vgl.  „Mod."  1,  p.  188). 

b)  ZyMische  Schrauhungsgruppen.     Die  Operationen  haben   für 

beide  Achsen  den  Charakter  von  Schraubungen.     V  ist  loxodromisch. 

Der  „DB"  kann  als  Kreisring  gewählt  werden  (vgl.  „Aut."  1,  p.  66). 

2.   Schrauhungsgruppen  mit  ztoei  Erzeugenden  V^,  Fj  der 

gleichen  FixpunJcte.    Legt  man  die  beiden  Fixpunkte  (Grenzpunkte 

der  Gruppe)  nach  ^  =  0  und  oo,  so  besteht  Faus  allen  Substitutionen: 

(17)  ^'  =  e'»!"»! +  »»,'-.  ^^ 

wo  m^  und  w«  alle  Paare  ganzer  Zahlen  durchlaufen  und  coi,  cjj  zwei 
komplexe  Konstante  mit  nicht-reellen  Quotienten  sind,  die  überdies 
noch  eine  gewisse  Bedingung  erfüllen  müssen^*).  Die  Transforma- 
tion ^  =  log  S  liefert  eine  „parabolische  Rotationsgruppe"  (vgl.  II,  2). 
Die  erschöpfende  Behandlung  dieser  Schraubungsgi-uppen  und  ihror 
möglichen  Erweiterungen  findet  man  in  „Aut."  1,  p.  234 fi. 


66)  S.  darüber  „Aut."  1,  p.  236. 
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iL  Rotationsgrnppen  mit  festbleibendem  Zentrum.  Die  Opera- 
tionen von  r  transformieren  auch  die  zum  Zentrum  bezüglich  E  ge- 
hörende Polarebeue  in  sich.  In  dieser  Ebene  gewinnt  man  das 
Polygonnetz  der  F  in  projektiver  Darstellung. 

1.  Das  Zentrum  liegt  innerhalb  E:  „Elliptisch^'  Boiations- 
gruppen  oder  „Gruppen  der  regulären  Körper."  Eine  solche  Gruppe 
läßt   sich   stets   durch   geeignete   Spiegelungen    erweitem.     Der  „DB" 

der  so  erweiterten  Gruppe  ist  in  der 
^•Ebene  ein  KreishogendreiecJc ,  und 
zwar  eines  der  ersten  Art  nach  Schwans' 
Klassifikation.  Die  J-Ebene  läßt  sich 
stereographisch  in  der  Art  auf  die 
^-Kugel  projizieren,  daß  der  „DB" 
ein  gewöhnliches  sphärisches  Dreieck 
wird. 

Außer  den  zyklischen  ellipti- 
schen Gruppen  sind  dies  die  einsigen 
Gruppen  von  endlicher  Ordnung;  die 
in  den  folgenden  einzelnen  Fällen 
angegebenen  Ordnungen  beziehen 
sich  stets  auf  die  „Gruppen  erster 
Art";  die  Ordnung  der  durch  Spiegelungen  erweiterten  Gruppe  ist 
jeweils  doppelt  so  groß.    Die  Winkel  des  einzelnen  Kreisbogendreiecks 

sind  aliquote  Teile  von  «;  sie  seien  durch  j'  t'  T'  bezeichnet   und 

in  der  folgenden  Übersicht  durch  Angabe  der  gan;6en  Zahlen  l^,  Z,,  i, 
charakterisiert. 

a)  Diedergruppen.   Winkel:  l^  =2,  1^  =  2,  ?3  ==  n,  wo  n  eine 
beliebige  ganze  Zahl  ^2  ist.     Ordnung  =--2n. 


Fig.  9. 


Ord- 


b)  Tetraed^rgruppc.    Winkel:    l^  =  2, 
nuug  =  12. 

c)  Oktaedergruppe.     Winkel:    l^  ==  2, 
nung  =  24. 

d)  Ikmaedergruppe.     Winkel:    Zj  =  2, 
nung  =  60. 

Als  Beispiel  diene  die  Ikosaedergruppe.  Fig.  9  zeigt  das  die 
„g-Kugel"  umspannende  Netz  der  60  „Doppeldreiecke",  Fig.  10  (p.  377) 
die  projektive  Darstellung  des  Netzes  in  der  „elliptischen"  Ebene*'). 


«2  =  O,      l^ 


3.     Ord- 


5.     Ord- 


67)   Sol]  die  elliptische  Ebene  ein-eindeutig  auf  die  J-Eugel  bezogen  sein, 
80  muS  man  erster©  als  „Doppelöäche"   auffa«8en;  siehe   „Aut."  1,  p.  39.     Die 
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2.   Das  Zentrum  liegt  auf  E:  „Parabolische"  liotationsgruppen 
oder  „(rruppen  der  doppeltperiodiscken  Funktionen".   Die  projektive  Dar- 


Fig.  10. 

Stellung  des  Netzes  in  der  „parabolischen"  oder  „euklidisch«^n"  "Phpr»«» 
ist  hier  mit  der  Darstellung  in  der  ^-Ebene  identisch.     Die  einzelne 
hierher  gehörige  F  besteht  aus  den  Substitutionen: 
(18)  ^  =  2;  4-  wij co^  4-  »Wjög , 

zu  bilden  für  alle  Paare  ganzer  Zahlen  m^,  m^^^).  Der  „DB"  ist  das  zu 
Oj,  o,  gehörende  „Periodenparallelogramm"  (vgl.  Fig.  11,  p.  378);  das 
Netz  hat  einen  bei  g=  oo  gelegenen  „GrengpunkP^.  Erzeugende  sind  die 
beiden  parabolischen  Substitutionen  (  '  *"m  und  L'  "M-  Jede  solche 
Gruppe  ist  durch  Zusatz  der  elliptischen  Substitution  ^  =  —  ^  er- 
weiterungsfähig zur  r  aller  Substitutionen: 
(IQ)  f' =  4:J -}- Wi«! -f- »JaWj. 

Diese  erweitert«  Gruppe  läßt  sich  aus  den  drei  elliptischen  Substitutionen 
/-  1,  0\     /-  1,  CA     /-  1,  «,\ 

V   0,  i)>  \  0,  W'  V   0,  1 ; 


Bezeichnungen  A,  B,  . . .  iv  Fig.  10  beziehen  sich  auf  die  projektive  Erzeugung 
dieser  Figur,  welche  man  in  „Aut."  1,  p.  73  erörtert  findet. 

58)  Siehe  hierzu  das  Ref.  11  B  3,  Nr.  64,  wo  die  im  Text  besprochenen 
Gruppen  mit  P'"^  bezeichnet  sind. 
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erzeugen*®).  Sonstige  Erweiterungen  durch  elliptische  Substitutionen 
oder  solche  durch  Substitutionen  zweiter  Art  sind  nur  möglich,  wenn 
zum  Periodenquotienten  —  ein   elliptisches  Gebilde  von  harmonischem 


^, — jL   -,  ^^^-^  fy  i^j 
%     \-J  /^- -\    /  ^\    / 


Fig.  12. 


Fig.  U 


oder  äquianfiarmonischem  DoppelverhäUnis  ge- 
hört. Eine  volle  Aufzählung  der  hier  ein- 
tretenden Gruppen  findet  man  in  „Aut."  1, 
p.  222 ff.;  speziell  gehören  hierher  die  zu  den 
drei  Kreishogendreiecken  zweiter  Art  gehören- 
den r,  deren  Netze  in  Fig.  12  zusammen- 
gestellt sind. 

3.  Das  Zentrum  lieg,t  außerhalb  E: 
„Hyperbolische^^  Rotafionsgruppen  oder  „Haupf- 
Icreisgruppen".  Die  zum  Zentrum  gehörende 
Polarebene  schneidet  E  in  einer  reellen  El- 
lipse, welche  in  der  ^-Ebene  den  „Hauptkreis" 
liefert;  letzterer  wird  durch  alle  Operationen 
von  r  in  sich  transformiert.  Macht  man  den 
Hauptkreis  zur  reellen  ^-Achse,  so  bekommen 
die  Substitutionen  von  F  lauter  reelle  Koeffi- 
zienten Die  Hauptkreisgruppen  bilden  die 
wichtigste  und  am  meisten  durchforschte 
Gruppenart,  und  auf  sie  beziehen  sich  die 
Spezialeinteilungen  in  „Gattungen",  „Familien" 
und  „Klassen",  von  denen  in  Nr.  10  die  Rede 


69)  Die  „Normalbereicbe"  der  ursprünglichen  und  der  durch  J'  =  —  J 
weiterten  Gruppen  sind  in  „Aut."  1,  p.  216 ff.  besprochen. 


er- 
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war.    Bei  der  Darstellung  der  Bereichnetze  in  der  f-Ebene  kann  man 

folgende  Fälle  untersclieiden: 

a)  Haujytlreisgrvppen  mit  isoliert  liegenden  Grenzpunkten.  Der 
„DB"  besteht  aus  einem  bezüglich  des  Hauptkreises  symmetrisch 
gestalteten  Polygon  (vgl.  Fig.  13).    Man  bat  ein  die  ganze  ^-Ebene 


Fig.  13. 

bedeckendes  Polygonnetz  mit  unendlich  vielen,  den  HauptkreisTnir- 
gends  dicht  bedeckenden  Grenzpunkten;  diese  Grenzpunkte  stellen 
«ine  „perfekte"  Punktmenge  dar. 

b)  Grenzkreisgruppen.  Der  „DB"  besteht  aus  zwei  getrennten 
bezüglich  des  Hauptkreises  symmetrischen  Teilen.  Man  hat  zwä  durch 
den  Hauptkreis  („Grenzkreis")  getrennte  Netze;  der  Hauptkreis  ist 
überall  dicht  von  Grenzpunkten  besetzt.  Die  einfachsten  Fälle 
werden  von  den  Kreishogendreieckcn  drifter  Art  geliefert;  hierher 
gehört  auch  die  „Modulgruppe". 

nr.  Nichtrotatlons^ruppen,  die  in  der  ^Ebene  eigeutlich  diskon- 
tinnierlich  sind. 

1.  Gruppen  mit  „einem"  oder  „zwei"  Polygonnetzen. 

a)  Gruppen  mit  einem  die  ganze  ^-Ehene  überspannende  Netze. 
Die  Grenzpunkte  erfüllen  keinen  Teil  der  ^Ebene  überall  dicht,  ob- 
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schon  jeder  Grenzpunkt  eine  Häufungsstelle  unendlich  vieler  weiterer 
Grenzpunkte  ist;  ein  Hauptkreis  begt  nicht  vor.  Die  Grenzpunkte 
liefern  in  ihrer  Gesamtheit  wieder  eine  „perfekte"  Menge.  Die  ein- 
fachsten Beispiele  sind  Gruppen,  die  aus  w  (>  3)  Spiegelungen  mit 
solchen  auseinander  liegenden  Symmetriekreisen  entspringen,  welche 
keinen  geraeinsamen  Orthogonaikreis  haben  (vgl.  Fig.  14,  wow  =  4  ist). 


Fig.  14. 


b)  Gruppen  mit  zwei  Polygonnetzen,  die  durch  eine  nichtanalyüsche 
„G-renekurve^'  getrennt  sind.  Man  findet  approximative  Vorstellungen 
über  den  Verlauf  der  Grenzkurve  in  „Aut."  B.  1,  p.  415ff.  entwickelt. 
Fig.  15  (p.  381)  liefert  ein  Beispiel,  bei  dem  der  „DB"  aus  zwei 
Kreisbogenvierecken  besteht,  die  durch  eine  Kette  von  vier  einander 
berührenden  Vollkreisen  eingegrenzt  sind;  eines  dieser  beiden  Vier- 
ecke ist  in  der  Figur  durch  F  bezeichnet. 

2.  Gruppen  mit  unendlich  vielen  Polygonnetzen. 

a)  Alle  unendlich  vielen  Pulygonnetze  haben  „Grenzkreise".  Ein 
hierher  gehöriges  Beispiel  liefert  die  aus  vier  Spiegelungen  erzeug- 
bare Gruppe,  deren  Netze  in  Fig.  16  (p.  382)  dargestellt  sind,  und 
deren  „DB"  aus  den  drei  in  Fig.  16  mit  P,  P',  P"  bezeichneten  Stücken 
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besteht.  Nach  der  von  Klein^)  aofgestellteu  „Methode  der  Inein- 
anderflchiebung"  kann  man  durch  Kombinierung  von  Grenzkreis- 
gruppen weitere  hierher  gehörige  Beispiele  gewinnen. 


Fig.  16. 

b)  Die  Polygonmtse  liahm  UUwei^e  oder  durchgängig  „nicht- 
analytische^'  Gremhtrven.  Hier  diene  das  Beispiel  der  Fig.  17 
(p.  383),  wo  der  „DB"  wieder  aus  den  drei  Stücken  P,  P',  P"  be- 
steht. Auch  durch  Inein anderschieb ung  von  Gruppen  III,  l,b  gewinnt 
man  hierher  gehörige  Beispiele. 


60)  Im  Verlaufe  der  Arbeit  „Neue  Beiträge  der  Riemanmuh&n  Fuuktionen- 
theone"  (Abschn.  III  §  16)  Math.  Ann.  21  (1882),  p.  200. 
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Außer  den  Gruppen  endlicher  Ordnung  (I,  1,  a,  a  und  II,  1  der 
vorstehenden  Klassifikation)  dürfen  in  der  Folge  auch  diejenigen  als 
elementar  gelten,  Avelche  zu  einfach-  oder  doppelt-periodischen  Funk- 


Fig.  16. 

^' 
tionen  führen.    Hierzu  gehören  außer  den  sonstigen  unter  I  genannten 
Gruppen  noch  die  parabolischen  Rotafcionsgruppen  (11,  2).    Das  Haupt- 
interesse   schließt    sich    weiterhin    au    die    hyperbolischen   Rotations- 
gruppen und  die  unter  HI  genannten  Nichtrotationsgruppen. 

12.  Arithmetische  Definition  der  Gruppen.  An  das  Problem, 
eine  einzelne  Gruppe  F  durch  Erklärung  der  arithmetischen  Beschaffen- 
heit ihrer  Substitutionskoeffizienteti  zu  definieren,  ist  man  von  Seiten 
der  Theorie  der  „ganzzahligen  quadratischen  Formen"  herangeführt*^). 


61)  Einen  Versuch,  eigentlich  diskontinuierliche  Gruppen  F  unmittelbar 
arithmetisch  zu  erklären,  hat  0.  Rausenberger  unternommen;  s.  dessen  Abhand- 
lungen „Theorie  der  allgemeinen  Periodizität",  Math.  Ann.  18  (1881),  p.  379, 
„Zur  Theorie  der  Funktionen  mit  mehreren  nicht  vertauschbaren  Perioden",  Math. 
Ann.  20  (1882),  p.  47,  „Über  eindeutige  Funktionen  mit  mehreren  nicht  vertausch- 
baren Perioden  I,  H  und  III",  Math.  Ann.  20  (1882),  p.  187,  21  (1883),  p.  69  und 
25  (1884),  p.  222.    Bei  der  Schwierigkeit  des  Gegenstandes  dringen  die  Ergebnisse 
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Es  sei  f{x,  y,  z)  eine  „irreducibele  indefinite  ternäre  Form"  mit  „ganz- 
zahligen"  Koeffizienten;  bei  geeigneter  Auswahl  des  Koordinatensystems 
liefert  f{x,  y,z)  =  0  in  der  Ebene  eine  Ellipse  E. 


Fig.  17. 
Alle  ganzzaJiligen  temären  Substitutionen: 

(20)  j  y'  =  a^x  +  ß^y  +  y^z , 

^'  ==  «3^  +  /^a^  +  j/g^r 

noch  nicht  sehr  tief;  insbeflondere  erweisen  sich  die  aus  zwei  Erzeugenden 
\o'  1/'  \l'  h)  ^^"t'ßllbaren  Gruppen  als  mit  der  Modulgruppe  kommensurabel. 
S.  betrefiFs  der  letzteren  Gruppen  auch  A.  Eurwitz,  „Über  eine  Reihe  neuer  Funk- 
tionen, welche  die  absoluten  Invarianten  gewisser  Gruppen  ganzzahliger  linearer 
Transformationen  bilden",  Math.  Ann.  20  (1881),  p.  125. 
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der  Determinante  1 ,  welche  f{x^  y,  z)  m  sich  transformieren,  liefern  in 
der  projektiven  Gestalt  eine  innerhalb  der  Ellipse  E  und  nur  dort 
eigentlich  diskontinuierliche  Gruppe  F.  Dieser  Ansatz  liefert  somit 
„Grenzkreisgruppen"  der  nach  II,  3,  b  obiger  Klassifikation  gehörenden 
Kategorie 

Die  namentlich  von  Bermite^^)  und  E.Sdling^^)  begründete  Theorie 
der  Äquivalenz  und  Reduktion  der  Formen  f(x,  y,  b)  liefert  eine  ge- 
eignete Grundlage  für  das  Studium  der  zugehörigen  Grenzkreisgruppen 
und  ihrer  Polygonnetze").  Es  handelt  sich  um  Entwicklungen,  welche 
sich  dem  Gedankengange  nach  genau  anschließen  an  die  „Theorie  der 
indefiniten  binären  Formen  und  der  PeWschen  Gleichung,  begründet 
auf  das  Dreiecksnetz  der  Modulgruppe"*^). 

Poincare'  kannte  die  Bedeutung  der  temären  Formen  f(x,  y,  0) 
für  die  Gewinnung  einzelner  Beispiele  von  Grenzkreisgruppen  schon 
zu  Beginn  seiner  Beschäftigung  mit  den  automorphen  Funktionen, 
und  er  ist  1887  auf  diesen  arithmetischen  Ansatz  ausführlich  zurück- 
gekommen*'). 

Noch  einige  Jahre  früher  gab  Picard  eingehende  Untetsuchungen 
von  verwandter  Art,  welche  sich  unmittelbar  an  Hermite  an- 
schließen ''). 

62)  „Sur  Ift  th^orie  dea  formes  quadratiques  ternaires'^  J.  f.  Math.  40  (1860), 
p.  173  oder  Hermitea  Werke  1,  p.  94  und  „Sur  la  theorie  des  formes  quadratiques 
temaires  ind^ünies",  J.  f.  Math.  47  (18f>3),  p.  307  oder  Hermitea  Werke  1,  p.  193. 

63)  „Über  binäre  und  temäre  quadratische  Formen",  J.  f.  Math.  77  (1874), 
p.  143. 

64)  Ausführliches  Referat  in  „Aut."  1,  p.  525  ff. 

65)  Vgl.  hierüber  „Mod."  1,  p.  250ff.,  sowie  die  dort  genannte  Arbeit  Ton 
JS.  S.  Smith;  siehe  wegen  letzterer  auch  die  zweite  in  Note  24  genannte  Ab- 
handlung. 

66)  „Lob  fonctione  fuchsiennes  et  Taritmetique",  J.  de  math..  (4)  3  (1887), 
p.  405. 

67)  Picard  behandelt  in  ausgedehnten  Untersuchungen  die  sich  selbst  kon- 
jugierten, sogenannten  Hermiteschen  Formen  von  der  Gestalt: 

axx  -f  hxy  -\-  hxy  -\-  cyy, 
wobei  a  und  c  reelle  ganxe  Zahlen  sind,  und  b  und  b  zwei  konjugierte  complexe 
ganze  Zahlen  der  Gestalt  (tw  -}-  nt)  bedeuten;  x  und  x  sind  konjugierte  Variabele, 
ebenso  y  und  y.  Auch  über  die  entsprochenden  temären  Formen  hat  Picard 
gearbeitet.  Vgl.  „M<?moire  sur  lee  formes  quadratiques  binaires  ind^finies",  Ann. 
dcol.  norm.,  ser.  (S)  1  (1884),  p.  9,  „Sur  les  formes  quadratiques  temaires  inde- 
finies  etc."  Act.  math.  5  (1884),  p.  121.  Die  Theorie  der  ganzzahligen  indefiniten 
binären  jff(?r»itt<?8chen  Formen  ist  in  „Aut.""l,  p.  462  ff.  in  einer  Gestalt  ent- 
wickelt, die  der  Theorie  der  indefiniten  „(yau^schen  Formen"  auf  Grund  der 
Modulgruppe  genan  entspricht.  Man  findet  arithmetisch  definierte  Grenzkreis- 
g^ppen,   bei  denen  der  durch  Nullsetzen  der  einzelnen  Form  in  der  g- Ebene 
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Fricke  lieferte  zunächst  Einzelaxisführungen,  welche  in  jedem 
Falle  his  zur  Konstruktion  des  „DB"  hingeführt  wurden®'');  so  ergab 
sich  für  die  Form  {x^  ~\-y^  —  3^^)  das  Netz  der  Kreisbogendreiecke  der 

Winkel  ^f  T  >  "e  >    ^^^  (^^ -f- ?/* — 11^^)    ein    Netz    von  Vierecken 

der  Winkel  -   ,  ~ ,  -^ ,  -r  ^sw.     Fricke  untersuchte  sodann  allgemeiner 

das  Bildungsgesetz    der  Substitutionen  &=.,    Ti»    welche    aus    dem 

ternären  Ansätze  entspringen*'^).  Die  quadratische  Form  wurde  erstlich 
durch  rationale  Transformation  auf  die  Gestalt  (pa;^  —  qy''^  —  re^)  ge- 
bracht, unter  p,  q,  r  drei  positive  ganze  ^Jahlen  verstanden.  Die  zu- 
gehörigen 5- Substitutionen  bilden  dann  eine  endliche  Anzahl  ver- 
schiedener Typen,  welche  alle  vom  „Ranpttypus^'  aus  leicht  verständlich 
sind;  letzterer  hat  folgende  Gestalt: 


(21) 


{-<■  Vr"+  d Vp)  V«  J  +  (a -  &  Vpr) 


wo  a,  h,  c,  d  ganze  Zahlen  sind  und  die  Determinante  gleich  1  ist. 
Man  kann  hier  auch  unmittelbar  leicht  einsehen,  daß  alle  zu  einem 
einzelnen  Zahlentripel  p,  q,  r  gehörenden  SuV).siitutionen  dieser  Art 
eine  Grenzkreisgruppe  bilden ''°).  Die  Kombination  jener  Substitutionen 
führt  auf  eine  Regel,  welche  eine  Analogie  zur  Multiplikationsregel 
der  Quaternionen  {a  -f-  bi  -{-  cj  -\-  dk)  besitzt;  dieserhalb  sind  die  ge- 
nannten g- Substitutionen  auch  gelegentlich  als  solche  vom  „Quater- 
nionentypus"  bezeichnet. 

Die*se  Ergebnisse  wurden  von  Fricke  in  der  Art  verallgemeinert, 
daß  die  gewonnene  Bauart  d.'r  Substitutionen  beibehalten  wurde,  die 
p,  q,  r,  sowie  die  a,  b,  c,  d  jedoch  als  (janze  Zahlen  aus  redien  Zahl- 
körpern Jwkerer  Grade  entnommen  wurden.  Es  sind  dann  freilich, 
damit    dieser  Ansatz   „eigentlich"    diskontinuierliche    Gruppen   liefert, 

dargestellte  Kreis: 

atK-\-bt  +  H  +  ^^  =  0 

der  Grenzkreis  ist.     Vgl.  übrigens  unten  Nr.  42. 

68)  „Über  eine  besoudexe  Klasse  diskontinuierlicher  Gruppen  reeller  liaearer 
Substitutionen"  I  und  II,  Math.  Ann.  38  (1890),  p.  50  und  -töl. 

69)  Die  allgemeinste  Gestalt  der  Ergebnisse  ist  zusammengestellt  in  der 
Note  „Über  indeiinite  quadratische  Formen  mit  drei  und  vier  Variabeleu,"  Gott. 
Nachr.  1893,  p.  706. 

70)  Vgl.  „Aut."  1,  p.  501  ff.     S.  auch  dio  Ausführungen    über  die  besondere 

TC        Ä         Ä 

hierher  gehörige  Gruppe  des  Kreisbogendreiecks  der  Winkel  — ,  — .  -r-  in  „Aut." 

2,  p.  569  ff. 

Encjrklop.  d.  m»tb.  WisMniob.     II  3.  'i5 
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komplizierte  und  bisher  nur  teilweise  durchforschte  Zusatzbedingungen 
nötig,   die  z.  T.  der  Dirichletschen  Einheitentheorie  entstammen''^). 

Als  Beispiel  diene  die  Gruppe  der  Kreisbogendreiecke  der  Winkel 
Y>  3  >  y  •  Dieser  Gruppe  liegt  der  im  Kreisteilungskörper  7.  Grades 
enthaltene  reelle  kubische  Körper  zugrimde,  der  durch  die  Gleichung: 
(22)  a;3_|_a.2_2^- 1  =  0 

definierbar  ist,  und  man  hat  speziell  zu  setzen  p  =  2  cos       ,  g  =  1, 
r=l. 

Auch  X  Sfouff  hat  mit  Hilfe  von  reellen  Kreisteilungskörpem 
einen  Ansatz  zur  Definition  von  Grenzkreisgruppen  ausgebildet.  Die 
niedersten,  wirklich  zur  Durchführung  gelangenden  Fälle  lieferten  hier 
Gruppen,  die  nach  einer  Ausdrucks  weise  Poincarea  mit  der  Modnl- 
gruppe  kommensurabel  sind,  d.  h.  mit  letzterer  eine  Untergruppe  von 
„endlichem"  Index  gemein  haben'*'). 

Ausgedehnte  Untersuchungen  über  Folyedergruppen ,  bei  denen 
die  Substitutionkoeffizienten  (/anze  liomphxe  Zahlen  imaginärer  quadra- 
tischer ZaJilkörper  sind,  hat  L.  Bianchi  angestellt ''^^).  Als  Prototyp 
kann  hierbei  die  Picardsche  Gruppe  gelten  (vgl.  oben  Nr.  6).  Zu  den 
von  Bianchi  untersuchten  Gruppen  gelangt  man  übrigens,  falls  man 
den  vorhin  für  die  ternäreu  Formen  entwickelten  Ansatz  auf  solche 
indefinite  ganzsaMige  quaternäre  Formen  f{x,  y,  0,  t)  überträgt,  welche 
gleich  0  gesetzt,  reelle,  nicht-geradlinige  Flächen  2.  Grades  liefern ''*). 

13.  Untergruppen,  spesiell  KongruenBuntergruppen  der  Modul- 
g^ruppe.  Die  Aufgabe,  die  in  einer  vorgelegten  Gruppe  F  enthaltenen 
„Untergruppen"  aufzufinden,  ist  für  zyklische  Gruppen  sowie  die 
Gruppen  endlicher  Ordnung  (elliptische  Rotationsgruppen  oder  Gruppen 


71)  „über  den  axithmetischen  Charakter  der  zu  den  Verzweigungen  (2,  3,  7) 
und  (2,  4,  7)  gehörenden  Dreiecksfunktioneu",  Math.  Ann.  41  (1892),  p.  443ff. 
Die  allgemeiuBte  Fassung  der  Resultate  findet  sich  in  der  Note  „Eine  Anwendung 
der  Idealtheorie  auf  die  Substitutionsgruppen  der  antomorpheu  Funktionen", 
Gott.  Nachr.  1894,  p.  106.     S    auch  „Aut.'*  1,  p.  ö68. 

72)  „Sur  certains  groupes  fucheienfi  formes  avec  les  racines  d'equations 
binomes",  Toulouse  Ann.  4P  (1890),  p.  1;  „Sur  diflF^renta  points  de  la  th«5orie 
des  fonctions  fuchsiennea^^  Toulouse  Ann.  8  D  (1893),  p.  1. 

73)  Siehe  die  zahlreichen  Abhandlungen  Bianchia  „Sui  gruppi  di  sostituzioni 
lineari  a  coefficienti  interi  compleßfli"  in  den  Math.  Ann.  38fiF.,  den  Rend.  d. 
Line.  6lF.  und  den  Ann.  di  mat.  21  ff.  (1890  ff.). 

74)  Siehe  hierüber  „Aut."  1,  p.  513  ff.  Eine  Erweiterung  der  Hermite-SeUing- 
Bchen  Prinzipien  auf  die  quatemäron  Formen  hat  L.  Charve  begonnen  in  der 
Arbeit  „De  la  reduction  des  formes  quadratiques  quaternaires  positives",  Ann. 
öcol.  norm.  (2)  B.  11  (1882),  p.  119. 
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der  regulären  Körper)  leicht  zum  Abschluß  zu  bringen'^).  Diese  für 
die  algebraische  Theorie  der  fraglichen  Gruppen  wichtigen  Entwick- 
lungen begründen  z.  B.  im  Falle  der  Ikosaedergruppe  die  Beziehung 
der  letzteren  zu  den  Gleichungen  5.  Grades. 

Für  alle  übrigen  Gruppen,  abgesehen  allein  von  den  parabolischen 
Rotationsgruppen  (Gruppen  der  doppeltperiodischen  Funktionen'*)), 
ist  die  Aufgabe  der  Auffindung  aller  Untergruppen  eine  sehr  schwie- 
rige, zu  deren  allgemeiner  Lösung  man  nur  erst  einen  geometrischen 
Ansatz  besitzt.  Derselbe  besteht  darin,  daß  man  in  dem  zur  Gruppe 
r  gehörenden  Netze  der  „DB"  auf  geeignete  Art  eine  Anzahl  [i  von 
Bereichen  zu  einem  neuen  „DB"  zusammenfaßt;  letzterer  liefert  als- 
dann eine  in  F  enthaltene  Untergruppe  F^  des  Index  /i.  Die  bei 
der  Zusammenfassung  der  ursprünglichen  „DB"  zu  befolgenden  Vor- 
schriften sind  durch  einen  „Verzweigungssatsl"^  gegeben,  der  für  die 
Modulgruppe  von  Klein^'')  aufgestellt  ist  und  sich  mutatis  mutandig 
auf  alle  Gruppen  F  überträgt. 

Der  ursprüngliche  „DB"  liefere  durch  Zusammenbiegung  seiner 
aufeinander  bezogenen  Randkurven  die  geschlossene  Fläche  F  (vgL 
oben  p  368),  der  „DB"  der  Untergruppe  F^  entsprechend  F^.  Diese 
beiden  Flächen  sind  1-^-deutig  aufeinander  bezogen,  insofern  F  eine 
Einteilung  in  ^  Bereiche  trägt,  die  einzeln  F  eindeutig  zugeordnet 
sind.  Man  kann  demnach  umgekehrt  F^  als  (i-blättrige  Eiemannsche 
Fläche  über  F  anordnen,  deren  Verzweigung  einen  bestimmten,  durch 
den  „Verzweigungssatz"  näher  festgestellten  Charakter  hat.  Ist  ins- 
besondere F^  eine  ausgezeichnete  Untergruppe,  so  trägt  F^  eine  „re- 
gnAär«^''  Einteilung  in  jit  Bereiche,  und  die  jßi^mannsche  Fläche  F^  heißt 
dann  bezüglich  der  Fläche  F  „regiüär  vereweigt^^.  Eine  solche  reguläre 
Fläche  gestattet  ju.  eindeutige  Transformationen  in  sich,  bei  denen  sich 
die  jit  Blätter  permutieren ''^). 


76)  S.  wegen  der  letzteren  Gruppen  „IkoB.",  p.  12  ff. 

76)  Die  hier  eintretenden  Untergruppen  sind  die  im  Ref.  II B  3  in  Nr.  60 
erklärten  „Kongruenzgruppen  innerhalb  der  daselbst  mit  P(««)  bezeichneten  Gruppe". 
S.  auch  a.  a.  0.  Nr.  6»  und  71. 

77)  In  der  Abb.  „Über  die  Transformation  der  elliptischen  Funktionen  usw." 
Math.  Ann.  14  (1878),  p.  128.     S.  auch  „Mod."  1,  p.  346. 

78)  Eine  allgemeine  Theorie  der  Riemannschen  Flächen  mit  eindeutigen 
Transformationen  in  sich  entwickelte  Hunvitz,  s.  dessen  Abb.  „Über  diejenigen 
algebraischen  Gebilde,  welche  eindeutige  Transformationen  in  sich  zulassen", 
Gott.  Nachr.  von  1887,  p.  86  oder  Math.  Ann.  32,  p.  290;  s.  übrigens  betreffs  der 
in  Betracht  kommenden  früheren  Arbeiten  von  Schwarz,  Weierstraß,  Noether  u.  a. 
die  näheren  Angaben  im  Ref.  II B  2  (Wirtinger)  Nr.  81  vmd  53.  Über  die  ein- 
deutigen Transformationen  der  Riemannschen  Flächen  der  Geschlechter  0  und  1 

26* 


388       IIB  4.    jR.  Frickc.     Automorphe  Funktionen  und  Modulfunktionen. 

Dieser  auf  den  Gebrauch  der  dem  „Verzweigungssatze"  ent- 
sprechenden Biemannschen  Flächen  F  gegründete  Ansatz  führt  zwar 
zu  allen  Untergruppen,  ist  indessen  in  seiner  praktischen  Anwendbar- 
keit wesentlich  auf  niedere  Fälle  beschränkt.  In  den  meisten  behan- 
delten Fällen  ist  das  Geschlecht  p  von  F  gleich  0,  und  man  hat  es 
insbesondere  auf  die  Auffindung  ausgezeichneter  Untergruppen  abge- 
sehen. Soll  erstlich  die  in  diesem  Falle  reguläre  Fläche  F  gleich- 
falls das  Geschlecht  0  haben,  so  kommt  man  auf  die  regulären  Kugel- 
teilungen zurück.  Für  reguläre  Flächen  i^,,  mit  ^  >  0  war  Kleine 
Untersuchung  der  bei  der  Transformation  7.  Ordnung  der  elliptischen 
Funktionen  auftretenden  F^^^^  und  Fjgg,  für  welche  jp  =  3  zutraf,  vor- 
bildlich'^). Im  Anschluß  hieran  hat  alsdann  W.Dyck  das  Problem  der 
ausgezeichneten  Untergruppen  in  weiteren  Spezialfällen  behandelt  und 
von  hieraus  den  Versuch  der  Verallgemeinerung  unternommen.  Für 
pr="dy  als  Geschlecht  von  jP„,  hat  Dyck  eine  F^  untersucht,  die  bei 
der  Transformation  8.  Grades  der  elliptischen  Funktionen  auftritt ^*') ; 
darüber  hinaus  hat  er  eine  bei  beliebigem  primzahligen  Transformations- 
grade q  auftretende  Mäche  F^^^^^_^-^  (vgl.  die  sogleich  zu  nennende  Haupt- 
kongruenzgruppe I\^(,^.,_  ^^j  übersichtlich  darzustellen  unternommen**^). 
Zwei  weitere  Beispiele  regulärer  Flächen  sind  von  Fricke^^)  untersucht, 
nämlich  eine  F^(,q  und  JPjo'.i  die  zugehörigen  Gruppen  Gggo  und  Gr,o^ 
der  Transformationen  dieser  Flächen  in  sich  sind  die  bekannten  ein- 
fachen Gruppen  dieser  Ordnungen  360  bzw.  504*^). 

4 

in  sich  siehe  die  in  Note  29  an  erster  Stelle  genannte  Schrift  von  Klein,  p.  66  ff. 
sowie  £r.  Weyl,  „Die  Idee  der  Riemannschen  Fläche"  (Leipzig  1913).  §  21,  p.  159  ff. 

79)  „Über  Transformation  7.  Ordnung  der  elliptischen  Funktionen",  Math. 
Ann.  14  (187S},  p.  428. 

80)  ,,Über  eine  reguläre  Riemannsche  Fläche  vom  (leschlechte  ii  und  die 
zugehörige  Normalkurvo  4.  Ordnung",  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  610. 

81)  „Über  Untersuchung  und  Aufstellung  von  Gruppe  und  In-ationalität 
regulärer  BiemannBcher  Flächen",  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  472;  „Versuch  einer 
übersichtlichen  Darstellung  der  Riemannschen  Fläche,  welche  der  Galoisechen 
Resolvente  der  Modulargleichung  für  primzahlige  Transformation  entspricht," 
Math.  Ann.  18  (1881),  p.  607:  „Gruppentheoretische  Studien",  Math.  Ann.  20  (1881), 
p.  1.  S.  auch  Dyck,  „Über  regulär  verzweigte  Riemannsche  Flächen  und  die 
durch  sie  definierten  Irrationalitäten",  Münch.  Diss.  von  1879. 

82)  „Über  eine  einfache  Gruppe  von  360  Operationen",  Gott.  Nachr.  1896, 
p.  199:  „Über  eine  einfache  Gruppe  von  604  Operationen",  Math.  Ann.  52  (1898), 
p.  .321 

83)  Den  Fall,  daß  beide  J'lächen  j^  und  Ff,  das  Geschlecht  ;>=  1  haben, 
betrachtete  Fricle  in  der  Arbeit  „Über  die  ausgezeichneten  Untergruppen  vom 
Geachlechte  j?  ==  1 ,  welche  in  der  Gruppe  der  linearen  m-Substitutionen  enthalten 
sind",  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  .H-15. 
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Bei  solchen  Gruppen  F,  deren  Koeffizienten  ganze  algebraische 
Zahlen  sind,  kann  man  zweitens  Untergruppen  durch  Kongruenzen 
denen  die  Substitutionskoeffizienten  nach  einem  festen  Modul  n  tve- 
nügen  sollen,  arithmetisch  erklären.  Man  gelangt  so  zum  Begriff  der 
„Kongrumzuntergruppen  w'""  Stuf&'^).  Diese  üntergTuppen  sind  grund 
legend  für  die  Transformationstheorie  der  zu  F  gehörenden  auto- 
raoi-phen  Funktionen.  Wir  kommen  auf  diese  Theorie,  was  insbesondere 
die  elliptischen  Modulfunktionen  angeht,  ausführlicher  in  Nr.  26  zurück. 

Ausffihrlich    sind    die    Kongrumzuniergruppen    de>-   Modulgruppe 
untersucht.     Alle  der  Bedingung: 

(23)  a^«J^±  l,/3.-;.EE:0  (mod.n) 

genügenden  Substitutionen  (^'  ^  bilden  nach  Kleins  Ausdrucksweise 
die  „Hauptlottgruenzgruppe"  w*^""  Stufe;  dieselbe  ist  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  F„  des  Index: 

wo  sich  das  Produkt  auf  die  verschiedenen  in  n  enthaltenen  Prim- 
zahlen q  bezieht«^).  Ist  w  =  ^  selbst  eine  Primzahl,  so  hat  man  demnach 
.<*  =  1^(3^  —  1);  nur  gilt  für  g  =  2  nicht  (i  -^  3,  sondern  .u  =  6. 
Alle  übrigen  Kongruenzuntergruppen  n*"  Stufe  dar  Modul- 
gruppe r  enthalten  jene  Gruppe  F^  in  sich.  Die  Gew^innung  aller  dieser 
Gruppen  für  die  einzelne  Stufe  n  kann  demnach  so  vollzogen  werden: 
Man  reduziere  die  Substitutionskoeffizienten  mod.  n  auf  ihre  kleinsten 
nicht-negativen  Reste  und  damit  die  Gesamtgruppe  F  auf  eine  Gruppe 
von  II  inkongruenten  symbolisch  durch: 

(25)         a'=  ^  J4  ^^^^-  ^)       °"^      ad  —  ßy       1  (mod.  n) 
zu  bezeichnenden    Operationen.    Diese   Gruppe   G^^   der   endlichen  Ord- 
nung IL  ist   alsdann    in    ihre   sämtlichen    Untergruppen    zu    zerlegen. 
Einem  System  von  gleichberechtigten  Untergruppen  G ^,  der  Ordnimg  - 

gehören  dann  innerhalb  F  ebensoviele  gleichberechtigte  Kongruenz- 
gruppen F^  des  Index  v  zu. 

84)  Der  Unterschied  von  Untergruppen  schlechtweg  und  „Kongruenzunter- 
gruppe" ist  liir  die  Modulgruppe  zuerst  von  Klein  in  der  Note  „Zur  Theorie  der 
elliptischen  Modulfunktionen",  Münch.  Ber.  vom  6.  Dez.  1879  oder  Math.  Ann.  17 
(1879),  p.  62  aufgestellt  und  in  seiner  Tragweite  für  die  Transformation  der  el- 
liptischen Funktionen  charakterisiert  worden.  S.  übrigens  betreffs  des  Stufen- 
prinzipa  das  Ref.  II  B  3,  Nr.  00. 

86)  S.  über  den  Beweis  der  Gleichung  (24)  C.  Jordan,  „Trait^  de«  substitu- 
tions  etc."  (Paris  1870),  p.  93  if.  oder  „Mod."  1,  p.  396. 
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Die  Zerlegung  von  G  ist  vollständig  durcligeführt  für  den  Fall, 
daß  n  eine  heliebige  ungerade  Frimzahl  q  ist^*).  An  zyklischen  Unter- 
gruppen dieser  G^^(,,_i)  sind  zu  nennen: 

\,  q  -\- \  gleichberechtigte  G^  der  Ordnung  q, 
2-  iö'Cö' +  1)  gleichberechtigte  Gl^^_^)  der  Ordnung  \{q — 1), 
'^-  ^{Q.  —  1)  gleichberechtigte  <ji(j_^i)  der  Ordnung  ^-(g-l- !)*')• 
Keine  zwei  untei-  diesen  zyklischen  Gruppen  haben  außer  der  Identität  1 
eine  Substitution  gemein.    An  verschiedenen  Substitutionen  enthalten 
sie  somit: 

1  +  («  +  i)(3  - 1)  +  ^qii  +  i)-i(?  -  3)  +  u{a  -  !)•  K«  -  1) 

womit  die  ganze  G\_^(^-i_^)  erschöpft  ist.    Es  folgen  als  nicht-zyldisehe 
Untergruppen : 

1.  q -\-  \  sogenannte  „halbmetazyklische"  ^4.9(9—1);  ein  Beispiel 
wird  geliefert  von  der  Gruppe  aller  Substitutionen: 

(26)  «^-""j:/  (mod.  q), 

a 

2.  |^(g' -|- 1)  Diedergruppen  G^  j,  den  zyklischen  ö^i.(j._i)  ent- 
sprechend, 

3.  ^(2 — 1)  üiedergruppen  G^^^,  den  zyklischen  6ri(j^j)  ent- 
sprechend, 

4.  -^V  3(3^ — 1)  Tetraedergruppen  G^^,  die  für  q  _:  +  3  (mod.  8) 
alle  gleichberechtigt  sind,  für  q^^l  (mod.  8)  zwei  Systeme  von 
je  -^qiq^ —  1)  gleichberechtigten  Gruppen  bilden,, 

5.  zwei  Systeme  von  ^q{q^  —  1)  gleichberechtigten  Oktaeder- 
gruppen  (rji,  jedoch  nur  wenn  q:     +1  (mod.  8)  ist, 

6.  zwei  Systeme  von  je  jlsqiq^ —  1)  gleichberechtigten  Ikosaeder- 
gruppen  G^q,  Jedoch  nur  wenn  q    Jt  +  1  (mod.  10)  ist.^^) 

Diese  Zusammensetzung  der  G^  liefert  den  Satz:  Bei  ungeraden 
PrimzaJilstufen  q  sind  die  Kongruenzgruppen  von  „niederstem"  Index  im 
allgetneinen  die  von  den  JtalhmctuzyUischen  6^^9(5-1)  herrührenden  JT^j+i; 
nur  hei  q^=b,  7  und  11  Jcommen  auch  Untergruppen  F^  des  Index  q 
vor,  welche  hzw.  von  den  G^^,  G^^  und  G^q  geliefert  tverdcn. 

Bei  beliebiger  zusammengesetzter  Stufenzahl  n  seien  nur  die  halb- 
metazyklischen  Gruppen  genannt,    von  denen  eine  erste  durch  y  e=  0 

86)  Vgl.  die  erschöpfende  Darstellung  in  „Mod."  1,  p.  419  ff. 

87)  Zu  denen  dann  natürlich  norh  die  in  diesen  zyklischen  Gruppen  ent- 
haltenen Untergruppen  kommen. 

88)  Die  bekannte  in  diesen  Gruppen  enthaltenen  Untergruppen  sind  wieder 
nicht  besonders  genannt. 
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(mod.  n)  definiert  ist;  sie  enthält  somit  die  Substitutionen: 

(27)  a  ^  '^/-  fmod.  n). 

IX 

Man    hat     **/  /  (l  ~l~     )   gleichberechtigte   Gruppen  dieser  Art  von 

der  Ordnung   ö  ^  J[  /  (^ ) ' 

Die  Gruppe  G^^^(j,_,)  ist  zuerst  von  Galois^^)  bei  seinen  algebraischen 
Untersuchungen  betrachtet  worden,  nämlich  als  „Galoissche  Gruppe  der 
Modulargleichung*',  welche  bei  Transformation  q^^  Grades  der  elliptischen 
Punktionen  auftritt.  Diese  Gleichung  ist  von  (g-f-l)**"  Grade;  sie  ge- 
hört, wie  in  Nr.  26  zu  besprechen  ist,  zu  den  (q  -f-  1)  Kongruenz- 
gruppen Fg^i.  Von  Galois  ist  auch  der  Satz  ausgesprochen,  daß  eine 
Resolvente  von  niederem  als  {q  -|-  1)**"  Grade,  nämlich  vom  q^^,  nur 
in  den  drei  Fällen  g  =  5,  7  und  11  existiere.^*^)  Diese  drei  Ausnahme- 
fälle werden  durch  die  drei  oben  genannten  besonderen  Systeme  von 
Gruppen  F^  geliefert.  Den  ersten  Beweis  dieses  G^a^o^sschen  Satzes 
lieferte  E.  Betti^^).  Die  zyklischen  und  halbmetazyklischen  Untergruppen 
der  (r^(j._i)  untersuchte  J.A.Serret^^).  J.  Gierster'^^)  löste  das  Problem 
der  vollständigen  Zerlegung  der  (xi,^(^»__i)  in  alle  ihre  Untergruppen  und 
gab  damit  eine  volle  Aufklärung  des  6^aio«sschen  Satzes.  Auch  für  den 
Fall  einer  beliebigen  Potenz  q"  irgend  einer  ungeraden  Primzahl  hat 
Gierster^*)  die  Zerlegung  der  zugehörigen  6r^  vollständig  durchführen 
können.  ^^) 

89)  Vgl.  Galois  Brief  vom  29.  Mai  1832  an  A.  Cfievalier,  veröffentlicht  in  der 
Revue  encyclopedique  von  1832,  abgedruckt  im  J.  de  math.  11  (1846),  p.  408, 
deutsche  Übersetzung  von  H.  Maser  iu  den  Buche  „Abhandlungen  über  die  alge- 
braische Auflösung  der  Gleichungen  von  N.  H,  Abel  und  E.  Galois'^''  (Berlin 
1889),  p.  108. 

90)  S.  über  die  Aufstellung  der  drei  Besolventen  g*'"  Grades  unten  Nr.  30, 
sowie  das  Ref.  II B  3,  Nr.  43. 

91)  „Sobra  Tabassamento  della  equazione  modulari  della  funzione  ellitiche", 
Ann.  di  mat.  3  (1853). 

92)  „Cours  d'algebre  supörieure",  2,  p.  363  ff.,  siehe  auch  die  Mitteilungen 
Serrets  in  den  Pariser  C.  R.  von  1859  u.  1860. 

93)  „Die  Untergruppen  der  (raZoisschen  Gruppe  der  Modulargleichung 
für  den  Fall  eines  primzahligen  Transformationsgrades",  Math.  Ann.  18  (1881), 
p.  319. 

94)  „Über  die  Gahissche  Gruppe  der  Modulargleichung,  wenn  der  Trans- 
formationsgrad die  Potenz  einer  Primzahl  >2  ist",  Math.  Ann.  26  (1886),  p.  309. 

96)  Über  Verallgemeinerungen  auf  die  Gruppe  der  ganzzahligen  homogenen 
unimodularen  Substitutionen  von  n  Variabelen  und  die  in  ihr  enthaltenen  Kon- 
gruenznntergruppen  vgl.  man  C.  Jordan,  „Traite  des  substitutions  etc.",  (Paria 
1870),  p.  92  ff. 
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Daß  nicht  alle  Untergruppen  der  Modulgruppe  Kongruenzgruppen 
sind,  bemerkte  Klein  (vgl.  Note  84).  Z,  B.  sind  alle  Wurzeln  aus  dem 
L&^endrenchen  Integralmodul  k^  eindeutige  Modulfunktionen.  Aber  nur 
k^,  k,  yk,  V/i  gehören  zu  Kongruenzuntergruppen  der  Stufen  2,  4,  8  und 
16  und  werden  d(;shalb  als  „Kongrueuzmoduln"  eben  dieser  Stufen 
bezeichnete^);  dagegen  liefern  alle  übrigen  Wurzeln  aus  fc*,  wie  gleich- 
zeitig durch  G.  Fick^"^)  und  Fricke^^)  bewiesen  ist,  Untergruppen, 
die  nicht  durch  Kongruenzen  erklärbar  sind.  Neben  den  Wurzeln  ist 
auch  noch  der  Logarithmus  des  Integralmoduls  log  fc(ra)  eine  ein- 
deutige Modulfunktion,  welcher  eine  in  allen  vorgenannten  Unter- 
gruppen gemeinsam  enthaltene  Untergruppe  des  Index  oo  zugehört.®^) 

Nahe  verwandt  hiermit  sind  Untersuchungen  über  die  Modulform 
( — 12)*^^  Dimension  A(coj,  ojg),  ihre  Wurzeln  und  ihren  Logarithmus.*®**) 
Unter  diesen  Wurzeln  sind  nur  ]/A,  yÄ,  f^A,  |/Ä,  ^f^A  eindeutige 
Modulformen  und  zwar  „Kongruenzmoduln"  der  Stufen  2,  3,  4,  6  und 
12.'°^)  Bei  der  Form  VA  von  der  gebrochenen  Dimension  — ^  er- 
fordert die  Untersuchung  des  Verhaltens  gegenüber  den  homogenen 
Substitutionen  der  a>,,co2  (vgl.  Nr.  18)  genaue  Festlegung  der  Wege, 
welche  cj^,  öo  besehreiben  sollen. ^'^^)  An  Stelle  des  Logarithmus  von  A 
betrachtet  man  zweckmäßig  denjenigen  der  Funktion:***') 

(28)  n{oy)-{^y''H<o„co,). 

Das  Verhalten  von  log9^(aj)  gegenüber  den  Substitutionen  der  Modul- 
gruppe   r  untersuchte  Dedekind  in  der  in  Note  2  genannten  Arbeit. 

14.    Existenebeweis  der  automorphen  Funktionen.     Es  sei   F 

eine  beliebige  „Polygongruppe"  (in    der    g- Ebene    eigentlich    diskon- 

96)  Hermite  bezeichnete  bei  seinen  in  Note  11  genannten  Untersuchungen 
"J/ä  und  \^]c'  ala  eindeutige  Funktionen  von  a>  durch  qp((a)  und  'if>(oj);  dieselben 
sind  also  wie  überhaupt  alle  in  der  älteren  Theorie  der  elliptiBchen  Funktionen 
ftuftretenden  Modulfunktionen  „Kongruenzmoduln". 

97)  „Über  gewisse  ganzzahlige  lineare  Substitutionen,  welche  sich  nicht 
durch  algebraiache  Kongruenzen  erklären  lassen",  Math.  Ann.  28  (1886),  p.  119. 

98)  „Über  die  Substitutionsgruppen,  welche  zu  den  au^  dem  Lege.ndresch.en. 
Modul  gezogeneu  Wurzeln  gehören",  Math.  Ann.  28  (1886),  p.  99. 

99)  Auch  über  diese  F«,  sehe  man  die  eben  gen.  Arb.  von  Picjc  und  Fricke. 

100)  S.  über  den  BegriflF  der  Modulform  und  speziell  über  A(<Bi,  lo^)  unten 
Nr.  20  und  25.    Vgl.  auch  das  Ref.  ÜB»,  Nr.  58 

101)  S.  A.  Hurwitz,  „Grundl.  einer  independentcn  Theor.  der  ellipt.  Modulf. 
usw.",  Math.  Aun.  18  (1881),  p.  ö61  oder  auch  „Mod."  1,  p.  623. 

102)  Vgl.  hierzu  Th.  Motten,  „Über  gewisse  in  der  Theor.  der  ellipt.  Funkt, 
auftretende  Einheitswurzeln",  Leipz.  Ber.  von  1886,  p.  26.  S.  auch  X.  Kiepert, 
„Über  Teilung  und  Transform,  der  ellipt   Funkt.',  Math.  Ann.  26  (1886),  p.  369. 

103)  Vgl.  die  Nachweise  im  Ref.  II B  3,  Nr.  64. 
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tinuierliche  Gruppe).  Vom  „DB"  derselben  werde  (wenn  andera  der- 
selbe aus  mehreren  Teilen  besteht)  ein  einzelnes  zusammenhängendes 
Stück  aufgegriffen,  dessen  Randkurven  einander  zugeordnet  sind.  Dieses 
Stück,  welches  nicht  notwendig  den  ganzen  „DB"  ausmacht,  heißt, 
insofern  es  funktionentheoretisch  betrachtet  werden  soll,  nach  Klem^^) 
yFundamentalhcreich"  (abgekürzt  „Fß").  Dieser  „FB"  gehört  einem 
zusammenhängenden  Netze  N  an,  welches  entweder  die  ganze  ^-Ebene 
(bis  auf  isoliert  liegende  Grenzpunkte)  bedeckt  oder  eine  Grenz- 
kurve hat. 

In  den  Begriff  einer  zu  F  bzw.  zum  „FB"  gehörenden  auto- 
morphen Funktion  (vgl.  Nr.  1)  werde  noch  die  Bedingung  aufgenommen, 
daß  diesdhe  im  „FB'^  überall  mt/vcr zweigt,  eindeutig  und  frei,  von 
tvesentlicken  Singularitäten  sein  soll.  Es  soll  somit  in  der  Umgebung 
jeder  Stelle  ^^  des  „FB"  für  die  einzelne  autom<)r])he  Funktion  qp(^) 
eine  konvergente  Darstellung: 

[29)  <p(t)  =  r(«o  -f  a,t  -f  a,t'  +  a,t^ -\ ) 

mit  a^  4=  0  und  mit  endlicher  positiver  oder  negativer  ganzer  Zahl  m 
gelten,  wobei  die  Entwicklungsgröße  t  im  allgemeinen  =<=  ^  —  ^  bzw. 
=  y  i**^)  je  nachdem  ^^  endlich  oder  gleich  oo  ist.    Ist  jedoch  ^  eine 

elliptische  Ecke  des  Winkels  J*  oder  eine  parabolische  Ecke,  so  hat 
man: 

(30)  t  =  ([£|.)'  bezw.  t  =  e^   '^^ 

7M  setzen,  wobei  ^'  den  zweiten  Fixpunkt  der  fragliche  elliptischen 
Substitution  bedeutet  und  y  im  Sinne  der  Schreibweise  (7j,  p.  360  der 
parabolischen  Substitution  gebraucht  ist^'*^).  Die  damit  aufgestellten 
^Einschränkungen  sind  deshalb  von  grundlegender  Bedeutung,  weil  sie 
■HS  den  Anschluß  au  die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  ver- 
■tiitteln  werden. 

Den  Existenzbeweis  der  automorphen  Funktionen  erledigte  Klejn^^) 

104)  „Neue  Beiträge  zur  Eiemannschen  Funktionentheorie"  Math.  Ann.  21 
1882),  p.  149. 

106)  Die  Bedeutung  von  t  ist  die,  daß  jedesmal  die  betreffende  Poiygon- 
ecke  auf  einen  einfach  bedeckten  Volikreis  um  <  =  0  konform  abgebildet  wird. 
Vgl.  „Aut."  2,  p.  5  ff. 

106)  „Neue  Beiträge  zur  Biemawnschen  Funktionentheorie",  Math.  Ann.  21 
(1882),  p.  146.  Eine  den  Chai  akter  hyperboiiecher  Polygonecken  betreffende  Er- 
gänzung aeiner  ursprünglichen  Darstellung  gab  Klein  in  der  Abhandl.  „Über  den 
Begriff  des  funktionenth.  Fundamentalbereiches",  Math.  Ann.  40  (1891),  p.  130; 
8.  die  näheren  Angaben  in  Note  46. 
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durch  Berufung  auf  die  RicmannBchen  Existenztheoreme,  welche  zu- 
erst durch  die  Methoden  von  Schwarz  und  C.  Neumann  vollständig 
bewiesen  sind  (vgl.  das  Ref.  IIA  7b,  Nr.  26fF.)^*").  Hierzu  ist  nach 
der  Wiederbelebung  des  Dirichletschen  Prinzips  durch  D.  Hilbert^^^) 
auch  dieses  von  Riemann  ursprünglich  angewandte  Beweisprinzip  der 
Exiatenzthcoreme  wieder  hinzugetreten.'*^^)  Die  von  Klein  benutzten 
Methoden  ergeben  zunächst  ein  zum  „FB"  gehöriges  „autotnarphes 
Elementarpotential  zweiter  Gattung";  dasselbe  werde  w(|,  tj)  genannt, 
wenn  S  ==  I  4~  ^'J  gesetzt  wird.    Von  hier  aus  findet  man  in: 

(31)  z  =  n(|,  n)  +  */(a7^^ - ll^i) 

ein  „Elementarintegral  ziveiter  Gattung^'.  Die  Kombination  verschiedener 
Integrale  in  der  Gestalt: 

(32)  hZ,  +  c,Z,-\---'+c^^Z^ 

führt  endlich  bei  geeigneter  Auswahl  der  c^,  Cj,  ...  c^  zu  Funktionen, 
welche  in  korrespondierenden  Randpunkten  des  Bereiches  jeweils  die- 
selben Werte  annehmen:  und  diese  Funktionen  erweisen  sich  auf 
Grund  des  Prinzips  der  analytischen  Fortsetzung  als  automorphe 
Funktionen  qp(^). 

Es  gilt  der  Satz:  Ist  fi  die  Gesamtmultiplizität  der  Pole  der  Funk- 
tion fp{^  im  „FB'^f  so  nimmt  sie  einen  beliebig  vorgeschrieheneii  kom- 
plexen Wert  im  „FB"  immer  gerade  fi  31ale  an  und  heiße  fi-wertig. 

Durch  z  =  (p{^)  wird  der  „FB"  konform  auf  eine  die  ^r- Ebene 
überlagernde,  geschlossene  Riemannsche  Fläche  abgebildet,  die  fi  Blätter 
aufweist  und  F^^  heiße.  Fundamental  ist  der  Satz:  Alle  zur  F  bzw. 
zum  „FB''  gehöreiulen  automorphen  Funktionen  if>{^  werden  von  den 
gesamten  zur  Riemannschen  Fläche  F,,  gehörenden  algebraischen  Funk- 
tionen von  z  geliefert.     Die  Bezeichnung  „algebraisches   Gebilde  vom 


107)  Darlegung  der  Methode  in  „Mod."  1,  p.  508 ff.;  Anwendung  auf  die 
automorphen  „FB"  in  der  Diss.  von  E.  Bitter  „Die  eindeutigen  automorphen 
Formen  von  Geschlechte  null",  Gott.  Nachr.  von  1892,  p.  283  und  Math  Ana. 
41  (1892),  p.  1  oder  in  „Aut."  2,  p.  8ff.  Siehe  auch  das  Ref  IIB  1,  Nr.  22 ff. 
und  IIB  2,  Nr.  16,  Bowie  die  ausführlichen  Darstellung  der  Existenzaätze  bei 
F.  Prym  und  G.Eost,  „Theorie  der  Prymschon  Funktionen  erster  Ordnung  im 
Anschluß  an  die  Schöpfungen  Kiemanns",  (Leipzig  1011),  Teil  I. 

108)  „Über  das  Dirichletsche  Prinzip",  Jahresber.  der  D.  Math.-Ver.  8  (1900), 
p.  184. 

109)  S.  auch  die  weitere  Durchbildung  und  Vereinfachung  dieses  Beweisver- 
fahrens  hei  H.  Weyl,  „Die  Idee  der  Riemannschen  Fläche"  (Göttinger  Vorlea.  V), 
Leipzig  1913,  Kap.  2. 
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Geschlecht  p"  übertragen  wir  auf  die  Funktionen  (p(J^  und  sprechen 
von  einem  „automorphen  Gelnldc  des  Geschlechtes  p". 

Ist  2?  ==  0,  so  gibt  es  oo^  einwertige  Funktionen,  „Hauptfunltionen" 
genannt,  welche  alle  in  einer  unter  ihnen,  (p{t),  als  lineare  Funktionen 

ca,(t)4-d  ^'^^^^^^^^^^  ^^^^-  ^<<^  Funlctionen  des  autonun-phen  Gebildes 
decken  sich  mit  den  rationalen  Funktionen  von  <f{^).  Für  i)  >  0 
ist  /t^2.  Haben  (p^{i,)  und  (p^{^)  die  Wertigkeit  /i^  und  ^^,  so  be- 
steht zwischen  ihnen  eine  algebraische  Relation  G((pi,  (p^)  =  0,  in 
welcher  tp^  auf  den  Grad  (i^  und  gjg  auf  den  Grad  (i^  ansteigt.  Ist 
diese  Relation  irreduzihel,  so  werden  die  gesamten  Funktionen  des  Ge- 
bildes van  den  rationalen  Funktionen  Ii(q)^,  cp^)  (geliefert.  Diese  Sätze 
Bind  unmittelbare  Folgen  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen. 

Bei  Fortsetzung  über  den  Rand  des  „FB"  entspringt  schließlich 
der  Satz:  Die  automorphen.  Funktionen  (p(^)  des  Gchildes  sind  im 
ganzen  Bereiclie  des  Netzes  N  „eindeutige'^  Funktionen  von  ?,  die  jeden 
Grenzpunkt  des  Netzes  zum  wesentlich  singulären  Punkt  und  eine  etwaige 
Grenzkurve  zur  natürlichen  Grenze  haben.  Die  algebraischen  Funktionen 
der  Riemannschen  Fläche  jP,^  werden  demnach,  als  Funktionen  von  ^ 
hetrachiet,  eindeutig,  oder  sie  werden,  wie  man  sagt,  durch  ^  „uniformi- 
siertf^-^  über  die  Bedeutung  dieses  Ergebnisses  vgl,  unten  Nr.  16  und  36. 

Poincare  ist  bei  der  Herstellung  der  automorphen  Funktionen 
einen  anderen  Weg  gegangen,  indem  er  direkt  analytische  Ausdrücke 
für  diese  Funktionen  herstellte  und  der  weiteren  Fiutwicklung  zugrunde 
legte;  wir  kommen  hierauf  in  Nr.  22  zurück. 

15.  Klassifikation  der  automorphen  Funktionen.  Die  Klassi- 
fikation der  automorphen  Funktionen  gründet  man  auf  diejenige  der 
Gruppen  F  (vgl.  Nr.  11)  unter  Hinzunahme  funktionentheoretischer 
Gesichtspunkte.    Man  unterscheidet"®): 

I.  „Elementare''  automorphe  Funktionen. 

1.  Rationale  automorphe  Funktionen  (zyklische  elliptische  Gruppen, 
Gruppen  der  regulären  Körper  (vgl.  „Ikos.")), 

2.  Funktionen  mit  einem  Grenzptmkte  (parabolische  zyklische 
Gruppen,  Funktionen  mit  zwei  „additiven"  Perioden), 

3.  Funktionen  mit  zwei  Grenzpunktcn  (hypeii)olische  und  loxo-- 
dromische  zyklische  Gruppen,  Funktionen  mit  zwei  „multi- 
plikativen"  Perioden); 

110)  Die  nachfolgende  systematische  Klassifikation  ist  in  „Aut."  2,  p.  21  ff. 
■durchgefiihrt.  Die  ursprüngliche  Klassifikation  Poincares  in  Fuchssche  und  Klein- 
«che  Funktionen  nebat  Zerlegung  in  allerlei  Faioilien  hatte  nur  provisorischen 
Charakter. 
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II.  „Höhere"  automorphe  Funktionen. 

1.  Hauptkreisfunltionen, 

a)  Grenskreisfunktionen, 

b)  Hauptkreisfunktio'nen  mit  isoliert  liegenden  GtempunMen, 

2.  Funktionen  ohne  Hauptkreis, 

a)  Funktionen  mit  unendlich  vielen  isoliert,  älter  „nicht  auf 
einem  Kreise'^  liegenden  Grenzpunkten, 

b)  Funktionen    mit    ehier    „nicht-analytischen''    natürlichen 
Grenze, 

c)  Funktionen  mit  unendlich  vielen  (kreisförmigen  oder  nickt- 
analytisdien)  natürlichen  Grenzen. 

Die  eindeutigen  einfachperiodischen,  sowie  die  doppeltperiodischen 
oder  elliptischen  Funktionen  ordnen  sich  hier  unter  I,  2  ein.  Die 
Hauptkreisfunktionen  sind  diejenigen,  welche  Poincare'  als  „Fuchssche 
Funktionen"  bezeichnete,  während  er  die  Funktionen  ohne  Hauptkreis 
mit  dem  Namen  der  „Kleinschen  Funktionen"  belegte.  In  den  Arbeiten 
einiger  neuerer  Autoren  werden  hie  und  da  allein  die  Grenzkreis- 
funktionen als  „Fuchssche  Funktionen"  bezeichnet.  Die  von  Schottky 
betrachteten  Funktionen  (vgl.  die  Note  25)  gehören  nach  H,  2,  a,  bzw. 
wenn  ein  Hauptkreis  vorliegt,  nach  H,  1,  b. 

16.  Sonstige  Funktionen  der  Biemannschen  Fläche  F^^,  die 
durch  ^  uniformisiert  werden.  Zu  höchst  bedeutsamen  Sätzen  führt 
die  Idee,  die  gesaraten  auf  der  über  der  Ebene  von  z  ==  rp(^)  kon- 
struierten Riemannschen  Fläche  F^^  betrachteten  Funktionen  in  ihrer 
Abhängigkeit  von  ^  zu  untersuchen. 

In  dieser  Hinsicht  sahen  wir  schon  oben,  daß  die  sämtlichtn 
algebraischen  Funktionen  der  jR/e/wawnschen  Fläche  F^  eindeutige  Funk- 
tionen von  i;  werden  oder  durch  ^  „uniformisiert"  werden,  indem  sie 
sich  geradezu  mit  den  automorphen  Funktionen  ^(g)  decken. 

Es  ist  dies  aber  nur  der  einfachste  Fall  allgemeinerer  Eind^  utig- 
keitssätze.  So  gilt  für  den  Fall,  daß  das  Polygonnetz  in  der  ^Ebene 
eine  Grenzkurve  hat:  Die  Äbelschen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
sind  in  ^  eindeutig,  sowie  auch  diejenigen  der  dritten  Gattung,  wenn 
die  logarithmischen  Unstetigkeitspunkte  sämtlich  in  „parabolische''  Zipfel 
des  „FB*'  fallen.  Ein  weiterer  „Uniformisierungssatz"  ist:  Di^  Losmigs- 
systcnie  linearer  Differentialgleichungen: 

(33)  ^  '^  -f  />/'       f  -f  p/    -f  -^ f-  P,,Z==  0, 

dz  dz  dz 

deren  Koeffizienten  P^,  ...  algef/raische  Funktionen  der  F^^  sind,  werden 
in  S  -2.  £■  stets  dann  eindeiitige  Funktionen,  wenn  die  singulären  Punkte 
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der  Differentialgleichung  sämtlich  in  „pardholische"  Zipfel  des  „FB'* 
fallen. 

Gegenüber  den  Substitutionen  von  V  ändern  sich  die  Abelschen 
Integi'ale  um  additive  Konstanten  (Perioden),  während  sich  die  Lösungs- 
systeme der  Differentialgleichungen  linear-homogen  substituieren  („homo- 
morphe''  Funktionen,  vgl.  unten  Nr.  36  i. 

Der  allgemeinste  Uniform isierungssatz  (vgl.  „Auf  2,  p.  40)  im 
Falle  eines  Folygonnetzes  mit  nur  einer  Grenzkurve  ist:  Jede  Funktion 
der  Flä/:he  F^^,  ivekhe  abgesehen  von  dm  n  den  festen  Polygonecken 
entsprechenden  Funkten  e^,  c^,  .  .  .,  e^  von  F^^  in  der  Umgebung  jeder 
anderen  Stelle  von  F^  eindeutig  ist,  ist  eine  eindeutige  Funktion  mn  $, 
falls  sie  sich  nach  l  Umläufen  um  jeden  solc^ien  Funkte  e  reproduziert, 
der  einer  elliptischen  ^-Suhsfitution  der  Feriode  l  entspricht.  Hier  reihen 
sich  für  den  niedersten  Spezialfall  i?  ==  0,  n  =  3  die  unten  in  Nr.  34 
folgenden  Entwicklungen  an. 

Die  in  Rede  stehenden  Eindeutigkeitssätze  sind  in  umfassender 
Fo^m  zum  ersten  Male  bei  Foincarc  aufgestellt.  Indessen  wurde  ein 
besonderes  zu  p  =  0,  w  ==  3  gehörendes  Theorem,  auf  das  wir  in 
Nr.  34  zurückkommen,  von  Klein  bereits  1878  ausgesprochen^"). 
Dasselbe  ist  auch  Fiemann  bekannt  gewesen,  wie  sich  aus  den  neuer- 
dings veröffentlichten  Stücken  des  Riemaiinsehen  Nachlasses  ergeben 
hat  "2). 

17.  Exkurs  über  homogene  Variabele  und  Formen  auf 
Biemannschen  Flächen.  Eine  grundlegende  Holle  hat  der  Gebrauch 
homogene)'  Variabelen  und  Funktionen  in  der  Theorie  der  automorphen 
Funktionen  gespielt.  Bei  den  endlichen  Gruppen  bewerkstelligte  Klein 
durch  Einführung  zweier  homogener  Variabein  1^,1,  an  Stelle  der 
einen  l  unmittelbaren  Anschluß  an  die  hinüre  Invariantentheorie.  Bei 
den  Modulfunktionen  lieferte  die  Theorie  der  elUpfisrhen  Funktionen 
bei  Weierstraß  und  schon  vor  ihm  bei  Gauß  homogene  Funktionen 
oder  „Formen''  der  beiden  Variabein  co^,  lo.^.  Für  die  allgemeine  Theorie 
der  automorphen  B'unktiouen  hat  daraufhin  Klein  den  Gebrauch  homo- 
gener Variabeler  durchweg  empfohlen,  wodurch  in  der  Tat  die  Dar- 
stellung zahlreicher  Sätze   die   einfachste   Gestalt  gewinnt.    Da   nicht 

111)  Es  handelt  sich  um  den  in  Nr.  84  zu  behandelnden  Satz,  daß  alle  hyper- 
geometrischen Funktionen  durch  Vermittlung  der  Modulfunktion  zweiter  Stufe 
i'(üj)  (des  Integralmoduls)  zu  eindeutigen  Modulfunktionen  gemacht  werden  können. 
Vgl.  Klein,  „Über  die  Transformation  der  elliptischen  Funktionen  und  die  Auf- 
lösung der  Gleichung  5.  Grades",  Math.  Ann.  14  (1878),  p.  159. 

112)  Vgl.  B.  Biemanna  „Gesammelte  math.  Werke",  Nachträge,  heransg. 
von  M.  Nöther  und  W.  Wirtinger  (Leipzig  1902),  p.  9.3. 
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alle  Autoren  von  diesem  Hilfsmittel  Gebrauch  machen,  müssen  wir 
einige  vorbereitende  Erläuterungen  betreffend  die  formentheoretische 
Weiterbildung  der  Riemannschen  Theorie  vorausschicken. 

Wir  bringen  zunächst  einen  Exkurs  über  homogene  Variabele 
und  Formen  auf  Riemannschen  Flächen,  wobei  über  die  Grundlagen 
dieser  Theorie  auf  das  Referat  II  B  2  (Wirtinger)  Nr.  38 ff.  zu  ver- 
weisen ist. 

Hat  die  Riemannsche  Fläche  das  Gf^°chlecht  p  =  0  und  ist  ß 
eine  „Hauptfunktion'^  so  ist  die  schlichte  ^-Ebene  als  Riemannsche 
Fläche  zu  benutzen.  Man  setze  z  =  ~  und  führe  an  Stelle  von  z  die 
„homogenen  Variabelen"  z^,  z^  mit  der  Bestimmung  ein,  daß  diese 
Variabelen  immer  endlieh  bleiben  und  nicht  zugleich  verschwinden  sollen. 
Ist  alsdann  a  =  *  irgend  ein  Wert  von  z,  so  stellt  der  Ausdruck 
z^a^  —  ^ga,,  wofür  die  Abkürzung  (z,  a)  gebraucht  wird,  eine  „Prim- 
form" auf  der  Fläche  dar,  d.  i.  eine  Form^  welche  überall  endlich  ist 
und  nur  an  der  einen  willkürlich  tvälJharen  Stelle  a  einen  Ntdlpunkt 
erster  Ordnung  hat 

Hat  man  eine  Fläche  F^  mit  ju  Blättern  und  von  beliebigem 
Geschlechte  jj  über  der  ^f-Ebene,  so  spalte  man  z  wie  eben  in  z^,  z^; 
hier  hat  dann  z.  B.  die  Variabele  z^  im  ganzen  /u.  Nullpunkte,  welche 
die  pL  unendlich  fernen  Punkte  oo^,  0O3,  .  .  .,  cx5,^  von  F ^  sind.  Die 
von  Klein  konsti-uierte  Primform  auf  der  Fläche  F  ist  im  Ref.  H  B  2, 
Nr.  39  besprochen.  Diese  Primform  hat  einen  an  der  Stelle  a  von  F 
gelegenen  Nullpunkt  erster  Ordnung  und  ist  übrigens  auf  F  überall 
endlich  und  von  0  verschieden. 

Es  genügt  für  den  vorliegenden  Zweck,  den  folgenden  Aufbau 
vorzunehmen,  der  sich  an  die  Darstellung  in  „Mod."  2,  p.  502 ff.  an- 
lehnt. Neben  z  sei  auch  die  Stelle  a  auf  der  F  veränderlich,  (r,  dz) 
bedeute  das  Differential  z^  dz^  —  z^  dz^j  und  (a,  da)  habe  die  entspre- 
chende Bedeutung.    Dann  ist 


(34)  a(z,a)==y—iz, dz) (a, da) - e   ^^•.» 

unter  JT  das  „Nonnalintegral  dritter  Gattung''  verstanden  (cf  „Mod."  2, 
p.  478),  eine  mit  der  Kleinschen  nahe  verwandte  Primform,  welche 
wie  jene  bei  Umläufen  Exponentialfunktionen  von  Integralen  erster 
Gattung  als  Faktoren  annimmt,  bei  z  =  a  einen  NuUpunkt  erster  Ord- 
nung besitzt,  aber  allerdings  noch  überflüssige  Nullpunkte  in  den 
Verzweigungspunkten  von  F^  hat.  Man  kann  indessen  diese  Null- 
punkte in  der  Weise  entfernen,  daß  man  nach  E.Ritter^^*)  aus  Si{z,  o) 
118)  S.  dessen  Abb.  „Die  moltiplikativen  Formen  auf  algebraischen  Gebilden 


c»,)iß(xr,  oog)  .  .  .  iß(«,  oOfi) 

1 
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die  durch  P(j^i,  ^i'i  ^i?  '^s)  ^^^^  ^^'^  -P(~'  ^)  ^^  bezeichnende  Prim- 
form  herstellt: 

(35)  P(z,a)=^Sl(z,a)]/^^^-^ 

Diese  „Rittersche  Primform*',  welche  in  den  z^,  z^  die  Dimension 
aufweist,  ist  auf  F  überall  stetig  und  hat  nur  einen  an  der  ivillkürlich 
wöMbaren  Stelle  a  gelegenen  JSnllpmikt  erster  Ordnung.  Der  Logarithmus 
der  Primform  log  P(z,  a)  zeigt  gegenüber  jedem  wohldefinierten  Um- 
laufe auf  F^^  eindeutig  bestimmtes,  ziemlich  leicht  angebbares  Ver- 
halten, aus  dem  insbesondere  hervorgeht,  daß  sich  P(z,  a)  bei  Um- 
läufen auf  der  F,.  nur  um  konstante  Faktoren  ändert,  was  für  die 
folgende  Theorie  der  „multiplikativen"  und  der  „automorphen"  Formen 
wesentlich  ist.^^*)  Übrigens  bemerken  wir,  daß  man  von  P{z,  a)  zur 
Kleinschen  Primform  gelangt,  indem  man  die  Quadratwurzel: 

y-T^(z7a)'P(a,z) 
bildet."^) 

Man  bezeichnet  ein  Differential  an  einer  einzelnen  Stelle  der 
Fläche  F^  als  endlich  und  nicht  verschwindend,  wenn  es  mit  dem 
Differential  einer  solchen  Funktion,  welche  die  Umgebung  jener  Stelle 
auf  einen  schlichten  ebenen  und  endlichen  Bereich  abbildet,  an  der 
fraglichen  Stelle  einen  endlichen  und  nicht-verschwindendeu  Quotienten 
bildet.  So  iet  im  Falle  der  F^,  d.  h.  für  p  ■==  0  das  Differential  dz 
selbst  zwar  im  Endlichen  überall  endlich  und  nicht-verschwindend, 
doch  hat  es  einen  Pol  bei  z  =  cx).  Dagegen  ist  das  homogene  Diffe- 
rential 2.  Dimension: 

ßidz^  —  ZidZi  =  —  z^^dz 

auf  der  JF\  allenthalben  endlich  und  nicht  verschwindend  und  heißt 
dieserhalb  ein  „überall  endliches  Differential"  der  Fläche.  Bei  beliebigem 
p  erweist  sich  der  Ausdruck  (^j  dz^  —  Z2  dz^)  zwar  bei  z  =  00  als  end- 
lich, jedoch  treten  jetzt  noch  Nullpunkte  in  den  Verzweigungspunkten 
der  F^  auf,  und  zwar  ein  Nullpunkt  (x  —  1)**'^  Ordnung,  falls  im  Ver- 
zweigungspunkte X  Blätter  zusammenhängen.  Um  demnach  jetzt  wieder 

beliebigen  Geschlechtoe  mit  Anwendung  auf  die  Theorie  der  automorphen  Funk- 
tionen", Math.  Ann.  44  (1803),  p.  261. 

114)  Die  einfachste  Darstellung  findet  man  bei  Fricke,  „Die  Rittersche  Prim- 
form auf  einer  beliebigen  Riemannschen  Fläche"  Gott.  Nachr.  1900,  p.  314  und 
in  „Aut."  2,  p.  602  ff. 

115)  Neben  der  im  Ref.  118  2,  Nr.  88  imd  80  genannte  Literatur  über  Her- 
stellung von  Primfunktiouen  und  Primformen  vgl.  man  noch  die  neuere  Dar- 
stellung bei  Prym  xmd  Bost  in  dem  in  Note  107  genannten  Werke,  Teil  2,  p.  165  ff. 
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I 
zu   einem  „überall  endlichen  Differential"  (das  wir  \x\   Nr.  31   zu  be- 
nutzen haben)   t.xx  gelangen,  ziehen  wir  die  Primform   heran;  in  der 
Tat  können  wir  mittelst  derselben  zu  einem  durch  dio^  zu  bezeich- 
nenden Differential  gewünschter  Art  durch  die  Gleichung: 

(36)  d(o,  =  .--_liA^A^U?«^i        - 

gelangen,  wo  i\,  t\,  ...  die  Yerzweigungepunkte  der  Fläche  sind,  in 
denen  bzw.  Xj,  Xj,  .  .  .  Blätter  zusammenhängen.  Dieses  Differential  da^ 
hat  in  den  z^,  z^  die  Dimension  2  —  2p. 

Mit  Hilfe  seiner  Primform  hat  Ritter  die  Formentheorie  auf  den 
Riemannschen  Flächen  F^^  weiter  fortgebildet  in  der  ausgesprochenen 
Absicht,  die  Lehre  voa  den  automorphen  Formen  und  namentlich  die 
Theorie  der  unten  zu  besprechenden  Pomcareschen  Reihen  auf  eine 
neue  Grundlage  zu  bringen.  Die  hauptsächlichen  von  Ritter  betrach- 
teten Größen  sind  die  folgenden: 

Als  eine  „multiplikative  Form"  bezeichnet  Ritter  in  der  in  Note  113 
genannten  Arbeit  jede  homogene  analytische  Funktion  von  ä^,  z^,  welche 
sich  bei  Umläufen  auf  F^  bis  auf  konstante  Faktoren  reproduziert 
und  auf  F  allenthalben  von  wesentlichen  Singularitäten  frei  ist.  Jede 
solche  Form  läßt  sich  abgesehen  von  einem  Faktor,  der  die  Exponen- 
tialfunktion eines  Integrals  erster  Gattung  ist,  durch  ein  Produkt  von 
jRi^erechen  Primformen  darstellen.  Unter  diesen  Formen  werden  ins- 
besondere die  ^yunverzweigten"  betrachtet"*);  sind  überdies  alle  bei  Um- 
läufen auftretenden  Faktoren  1,  d.  h.  ist  die  unverzweigte  Form  gegen- 
über allen  Umläufen  unveränderlich,  so  heißt  dieselbe  „algebraisch". 

Ritter  bezeichnet  zwei  multiplikative  Formen  als  „reziprok",  wenn 
ihr  Produkt  eine  algebraische  Form  der  Dimension  (2p  —  2)  ist.  Für 
solche  Formenpaare  wird  ein  Anzahltheorem  aufgestellt,  welches  Ritter 
als  „erweiterten  Riemann-Rochschen  Säte"  bezeichnet,  weil  dasselbe  den 
gewöhnlichen  Riemann-Rochschen  Satz  als  niedersten  Spezialfall  um- 
faßt. Jenes  Theorem  gestattet  auf  der  Riemannschen  Fläche  die  An- 
zahl linear-unabhängiger  Formen  mit  gegebenen  Polen  zu  bestimmen. 
Wir  werden  unten  erkennen,  daß  diese  Begriffe  bei  der  Besprechung 
der  Poineareschen  Reihen  unmittelbar  zur  Verwendung  kommen. 

In  einer  weiteren  Abhandlung  Ritters^^^),  die  erst  nach  seinem 
Tode  veröffentlicht  wurde,  sind  entsprechend  linear-polymorphe  Formen- 


116)  Die  Formen  der  Dimension  0,  welche  bei  Umläufen  Einheitswurzeln  als 
Faktoren  annehmen,  sind  die  sogen.  „Wurzelfunktionen". 

117)  „Über  Riemannsche  Formenacharen  auf  einem  beliebigen  algebraischen 
Gebilde",  Math.  Ann.  47  (1896),  p.  187. 
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scharen  auf  einer  beliebigen  Riemannsc/icn  Fläche  betrachtet,  d.  h. 
Systeme  homogener  Funktionen  gleicher  Dimension,  welche  sich  gegen- 
über Umläufen  auf  der  Fläche  linear  und  homogen  substituieren.  Die 
Integrale  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  von  der  in 
Nr.  16  genannten  Gestalt  bilden  eine  solche  Formenschar  nullter 
Dimension,  d.  h.  in  der  hier  angewandten  Sprechweise  eine  „Funk- 
tionenschai-". 

18.  Die  honaogeneu  ^-Substitutionen.  Zur  Begründung  der 
Theorie  der  automorphen  Formen  setze  man  ^  ==  y  und  führe  an 
Stelle  von  ^  die  ,Jiomo(fenen''  Variablen  ti,  t^  ^'^-  Dabei  sollen  die  ^j 
und  ^  skts  endlich  sein  und  niemals  gleichzeitig  verschwinden.  Über- 
dies setzen  wir  fest,  daß  ilj :  ^j  ==  ^  stets  dem  gerade  vorliegenden  Netze 
N  der  „FB"  angehören  soll.  Hierdurch  ist  der  Inbegriff  der  „erlaubten 
Wertepaare"  t,^,  ^g  erklärt. 

Die  einzelne  Substitution  V  liefert  nun  immer  zwei  „unimodulare'^ 
homogene  Substitutionen: 

e;==<4-^?2.   t,' -  7^,  +  dt,', 

denn  es  ist  noch  ein  gemeinsamer  Zeichenwechsel  der  vier  Koeffizien- 
ten a,  ßf  y,  d  möglich,  ohne  daß  ad  —  ßy  =  l  ungültig  wird.  Eine 
beliebige  Gruppe  F  wird  hierdurch  auf  die  zugehörige  „homogene 
Gruppe"  1-2-deuti.g  homomorph  bezogen  sein.  Zuweilen  ist  in  letzterer 
eine   mit   der  nicht-homogenen   F  isomorphe   Untergruppe   enthalten. 

Ein  kanonischer  „DB"  der  Gruppe  F  liefere  erstlich  die  ellip- 
tischen oder  parabolischen  Erzeugenden  V^,  F,,  .  .  .,  F^  (vgl.  p.  369), 
und  es  sei  Z^.  die  Periode  von  F^.  Die  entsprechenden  Erzeugenden 
der  homogenen  F  sollen  U^,  U^,  ...,  ü^  genannt  werden.  Um  die- 
selben eindeutig  zu  wählen,  verfahren  wir  so: 

Ist  F  elliptisch  von  der  Periode  l  und  sind  f  und  s'  die  Fixpunkte 
von  V,  so  spalte  man  auch  e  und  f'  in  £j :  f g  und  fj' :  e^',  und  gebrauche 
die  Abkürzung: 

(37)  t^h  -  t,h  =  a, «). . 

Die  homogene  Substitution  sei  alsdann  (vgl.  (6)  p.  360): 

7t  f  7t  i 

(38)  Q^^,^,^e'{t,s),     (?',  O  ==  «"^a,  O- 

Ist  F  parabolisch  mit  dem  Pixpunkte  «  (vgl.  (7)  p.  361),  so  wähle 
man  die  Stelle  e  beliebig,  aber  von  e  verschieden,  und  kann  alsdann 
«'  in  s^ :  E^  derart  spalten  (vgl.  „A.ut.*'  2,  p.  65),  daß  U  die  Gestalt 
annimmt : 

(39)  (r,  e)  =  (e,  e\     (r,  ^')  -  2  iniX,  *)  -f  a,  B ) . 

Knoyklop.  A.  math.  WiMejiteli.     II  2.  26 


402      II 6  4.    B.  Fricke.    Automorphe  Funktionen  und  Modulfunktionen. 

Die  hyperbolischen  oder  loxodromischen  Erzeugenden  bei  jp  >  0 
nennen  wir  U^,  IJ,,^  ...  Es  ist  nicht  nötig,  die  Auswahl  derselben 
näher  zu  beschränken. 

Über  die  Umrechnung  der  oben  (am  Schlüsse  von  Nr.  S)  er- 
wähnten Relationen  zwischen  den  Erzeugenden  auf  homogene  Gestalt 
sowie  über  die  Frage,  wann  die  ü  eine  mit  der  ursprünglichen  V 
genau  isomorphe  Gruppe  erzeugen,  findet  man  das  Nähere  bei  Kitter 
in  den  in  Note  107  und  113  gen.  Abb.  und  in  „Aut."  2,  p.  65  u.  f. 

19.  Begriff  der  automorphen  Formen.  Für  eine  beliebige 
Gruppe  r  geben  wir  nun  die  Erklärung:  Eine  automorplie  Form 
qp^(gi,  ^s)  '^<^''*  -^  sei  eine  homogene  ^analytische)  FunJdion  der  ^j,  f^  von 
der  ganzmahligen  oder  rational  ge'>rocJienefi  positiven  oder  negativeti 
Dimension  d,  welcJie  im  Bereiche  der  erlaubten  Wertepaare  ^i,  ^  un- 
verzweigt und  frei  von  ivcsenüichen  Singularitäten  ist,  und  welche  sich 
gegenüber  einem  beliebigen  Wege  von  Jj,  ^  su  einem  äquivalenten  Wctie- 
paare  ^i  =  cc^t  -h  ß^,  ^2'  "=  V^x  ~\~  ^t%  ^**  ^^f  ^^''^  T^^*^*  Wege  ab- 
hängende) miätiplikative  Konstante  ^  reproduziert: 

(40)  9,(aei  +  /Sgs,  rt,  4-  ^l,)  -  ^  •  ^^i,  y. 
Aus  der  Forderung  der  Unverzweigtheit  folgt  noch  nichi  die  Ein- 
deutigkeit fp^iXi,  tg)»  und  insbesondere  ist  jede  P^orm  gebrochener 
Dimension  mehrdeutig  (vgl.  „Aut."  2,  p.  67),  Vielmehr  gilt  als  weitere 
Erklärung:  Eine  Form  *pJX\f  St)  'u^i^d  als  „eindeutige^'  automorphe 
Form  bezeichnet,  falls  der  Faktor  fi  in: 

stets  ein  und  derselbe  ist,  auf  weMt^m  innerhalb  des  Bereiches  erlaubter 
Wertepaare  gelegenen  Wege  man  au£h  von  ^j,  ^2  ^w*  äquivalenten 
Paa/re  ^j',  fg  gegangen  ist.  Eine  eindeutige  Form  hat  natürlich  stets 
ganzsahlige  Dimension. 

Aus  der  Definition  ergibt  sich:  Die  Form  (p^i^^,  l^  gestattet  in 
der  Umgebung  einer  gewöhnlichen  (d.  i.  von  einer  Polygonecke  ver- 
schiedeneu) Stelle  Iq  die  Darstellung: 

(41)  9'c(?i,  y  =  (e,  «)''-^n«o  +  «i<  +  a8<*4----),       0^0  + 0,      ; 
wo  a  eine  beliebige  von  t,^  verschiedene  Stelle  ist,  m  eine  ganze  Zahl 
bedeutet  und  /  dieselbe  Bedeutung  wie  p.  393  hat.   Für  eine  elliptische 
Ecke  e  hat  man  statt  dessen: 

(42)     9'.(^i,y  =  (e,0''([lvyT«o  +  «i(f £?,')'+•••]'  «0+0,   , 

oder  abgekürzt: 

^^^  <Päii,  ^«)  =  (e,  By  ■  t''\a,  +  a,t  -j-  a,f  -f  •)• 
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Eiae  Einschränkung  gegenüber  der  vorausgeschickten  Definition  be- 
deutet die  sich  als  zweckmäßig  erweisende  Forderung,  daß  an  einem 
paraholischen  Zipfel  e  die  Entwicklung  gilt: 

w 

(44)  g>,a„  &e)  =  a,  *)"U-' 'V   Lao  +  <^x<^^''  +  a,e  (~^  0  -f- . .  J, 
oder  abgekürzt: 

(45)  ^^.(^i,  r^)- (5,^)^^'  (ao +  «!''  + ö^i^'-h--.),        «0  +  0, 

wo  /  gan/znhlig  >  0  und  m  ganzzahiig  beliebig  wählbar  ist"**).  Man 
vgl.  hiermit  die  Reibendarstellunge)i  der  automorphen  Funktionen  in 
Nr.  14. 

Ist  in  (42)  ff.  die  ganze  Zahl  m  von  0  verschieden,  so  sagt  man,  die 
automorphe  Form  ^)^{t,\ ,  ti)  habe  an  der  gewöhnlichen  Stelle  ^  einen  Null- 
punkt m**' Ordnung  (bzw.  einen  Pol  ( — m)**' Ordnung);  man  sagt  femer, 
iPaiti}  ti)  habe,  gemessen  im  „FB",  in  der  elliptischen  oder  parabolischen 

Spitze   einen  Nullpunkt  (!  j-ter  Ordnung  (Pol  / /  ;  *'®'  Ordnung). 

Gegenüber  einer  elliptischen  oder  parabolischen  Erzeugenden  ändert 
sich  9j(^i,  ^2)  dementsprechend  jedesmal  um  eine  bestimmte  Einheits- 
wurzel als  Faktor  (vgl.  das  Nähere  im  „Aut."  2,  p.  10). 

20.    Theorie    der    automorphen   Formen   für   ^  ==  0.     Bei   der 

Durchführung  der  Theorie  der  automorphen  Formen  werden  wir  da- 
hin streben,  diese  Formen  mit  den  in  Nr.  17  betrachteten  Formen 
der  Riemannschen  Fläche  F^  in  Beziehung  zu  setzen  und  insbesondere 
diese  letzteren  als  automorphe  Formen  darzustellen.  Zunächst  bewerk- 
stelligen wir  die  Bildung  automorpher  Formen  von  den  automorphen 
Funktionen  aus  durch  einen  „Diffcreniiationsproecss'',  dor  darauf  beruht^ 
daß  die  „Differentialform  zweiter  Dimension": 

(46)  a,  dt)  =  ttdt,  -  t,dt,  =  -  t^'dt 

gegenüber  allen  unimodularen  Substitutionen  abs.olut  invariant  ist. 
Ist  demnach  3  =  <p{^)  irgend  eine  automoi'phc  Fvmktion  einer  vor- 
gelegten Gruppe  F,  so  ist: 

(47)  <JP_j(Si,  U)  ==  ^;ä^  =  —  ^2        ^^ 

118)  Der  bei  AuBÜbung  der  parabolischeu  Substitution  eintretende  Multipli- 
kator fi  ist  nämlich,  wenn  die  Darstellung  (46;  gilt,  stets  eine  Einheitswurzel, 
was  an  sich  noch  nicht  in  der  Definition  der  antomorpbcn  Form  gefordert  war. 
Vgl.  übrigens  Ritter,  „Die  eindeutigen  automorphen  Formen  vom  Gescldechte  0", 
Math.  Ann.  41  (1892).,  p.  46  ff.  und  „Aut."  2,  p  68 ff. 

26* 
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eine  zur  fwmogenen  r  gehörende  gegenüber  allen  Substitutianen'  absolut 
invariante  automorphe  Form  ( —  2)*®'  Dimension. 

Auf  diesen  Ansatz  gründen  wir  hier  erstlich  eine  ausführliche 
Theorie  der  automorphen  Formen  für  den  Fall  des  Geschlechtes  p  =  0. 
Haben  wir  hier  in  s  =  <p{^)  eine  Hauptfunktion,  so  wird  9?  _  2(^1,  ^2) 
eine  sogenannte  „Haupiform*'.  Dieselbe  besitzt  Nullpunkte  in  den  n 
festen  Polygonecken,  und  zwar  in  der  Ecke  «^  einen  solcJien  der  Ord- 
nung (1 y\',  sie  hat  ferner  einen  Pol  ztveiter  Ordnung  im  Pole  von 

(p{^)  und  ist  übrigens  endlich  und  von  0  verschieden. 

Nimmt  die  Hauptfunktion  z  =  (p{l)  in  den  n  festen  Ecken  des 
„PB"  die  Werte  e^,  e^,  .  .  .,  e,^  an,  so  wird  die  Form: 

(48)  «p-.a,,^.) -77(^-0  ^  '*^ 

im  ^B"  frei  von  Nullpunkten  sein  und  nur  einen  Pol  der  Ordnung 

(49)  2_2(i-i)=:- 

aufweisen.  Hiemach  können  wir  im  vorliegenden  Fall  ^  ==  0  den 
Anschluß  an  die  in  Nr.  17  vollzogene  Spaltung  der  Hauptfunktion  z 
in  den  Quotienten  z^  :  z^  unmittelbar  vollziehen.     In  der  Tat  ist: 

(50)      -.«.,&) =((jTisn'(--''*r^"''^)^"'^ 

eine  polfreie  Form  v-ter  Dimension  mü  einem  Nullpunkte  erster  Ord- 
nung im  „FB";  wir  haben  hier  somit  die  Priraform  z^  als  automorphe 
Form  dargestellt  und  wollen  sie  in  dieser  Gestalt  als  „automorphe 
Primform"  bezeichnen.  Auch  .'Si{li,^)^=z{t)- z^{l^,t,^^  ist  eine  solche 
Primform,  und  man  gewinnt  in  aZy^{X\7  ^2)  +  ^h{^i}  ^s)  ^^^^  „ScJmr 
von  Primformen'^ ,  wobei  durch  zweckmäßige  Auswahl  von  a  und  b 
der  Nullpunkt  an  jede  Stelle  des  „FB"  gebracht  werden  kann. 

Bia  hierher  hatten  wir  auch  in  Nr.  17  die  Bildung  von  Prim- 
formeu  treiben  können.  Man  kann  aber  bei  den  automorphen  Formen, 
ohne  daß  Verzweigungen  und  dadurch  bedingte  Mehrdeutigkeiten  ein- 
treten, noch  einen  Schritt  weiter  gehen.  Bildet  man  nämlich  für  die 
Ä;-te  feste  Ecke  des  Polygons  die  Primform  (z,  Cj),  so  kann  man  aus 
dieser  noch  die  /^.-te  Wurzel  ziehen  und  hat  auch  noch  in: 

(51)  ^*ax,  e,)  =  V(^) 

eine  unverzweigte  automorphe  Form;  hierbei  soll  gemäß  der  früheren 
Verabredung   bei   einer  parabolischen  Ecke  nicht  ^  =»  00  genommen 
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werden,  sondern  statt  dessen  (jedoch  nur  für  den  vorliegenden  Zweck) 
unter  l^  eine  beliebig  wählbare  endliche  Zahl  verstanden  sein.  Die 
Formen  Z^,  welche  die  Dimensionen  ,  haben,  heißen  die  „Grund-' 
formcti"  des  „FB".    Je  drei  sind  durch  eine  Relation  verknüpft: 

(52)  {e„  e,)Z,h  +  (e„  e;)Zh  +  (,,,  c^Z^^  =  0. 

Das  Verhalten  der  Grundformen  gegenüber  den  Gruppener^^eugenden 
findet  man  in  „Aut."  2,  p.  75  ff.  erörtert  *^^). 

Bei  den  Gruppen  der  regulären  Körper  werden  die  Grundformen 
rationale  ganze  Formen.  Dieselben  sind  zuerst  in  nichthomogener  Ge- 
stalt von  Schwarz ^^)  aufgestellt  und  als  binäre  Formen  von  Klein^*^) 
untersucht  worden  (siehe  auch  „Ikos.";  p.  47  ff.  und  das  Ref.  IB2,  Nr.  5). 
Bei  den  höheren  automorphen  Gebilden  sind  die  Prim-  und  Grund- 
formen stets  von  negativa'  Dimension.  Für  die  Dreiecksgruppen  ge- 
langte G.  H.  Halphen^^^)  zu  den  fraglichen  Formen,  und  bald  darauf 
gab  Poincarc^^^)  die  allgemeine  Theorie  für  jp  =  0.  Übrigens  findet 
sich  der  Gebrauch  der  „homogenen"  Variabelen  und  der  „Formen", 
wie  schon  oben  (in  Nr.  17)  bemerkt  wurde,  erst  bei  Klein  und  Ritter. 

Bei  den  Dreiecksgruppen  gibt  es  im  ganzen  nur  zehn  wesentlich 
verschiedene  Gebilde,  bei  denen  alle  drei  Grundformen  von  ganzzahliger 
negativer  Dimension  werden  (vgl.  „Aut."  2,  p.  81).  Als  Beispiel  diene 
die  Modulgnippe  (vgl.  „Mod."  1,  p.  118),  wo  die  drei  Grundformen 
dsi^i}  (ög),  g^{(o^,  eog),  ^(»1,  Ö2)  heißen  (s.  auch  Ref.  IIB  3,  Nr.  58 ff.). 
Ihre  Darstellungen  in  der  Hauptfunktion  '/(oj)  sind: 


(53) 


Diese  drei  „Modulformen"  gehören  den  Dimensionen  —  4,  —  6,  —  12 
an;  sie  sind  gegenüber  allen  homogenen  Modulsubstitutionen  absolut 
invariant.  A(a>i,  Og)  hat,  im  „FB*'  der  Modulgruppe  gemessen,  in  der 
parabolischen  Spitze  einen  Nullpunkt  erster  Ordnung.  Im  Sinne  obiger 

119)  Siehe  auch  die  in  Note  118  gen,  Abh.  von  Bitter  p.  41. 

120)  In  der  in  Note  20  genannten  Abhandlung  im  J.  f.  Math.  76  (1872),  p.  292. 

121)  „Über  binare  Formen  mit  linearen  Transformation  in  sich",  Erlanger 
Ber.  vom  Juni  1874  oder  Math.  Ann.  9  (1875),  p.  188. 

122)  „Sur  les  fonetions,  qui  proviennent  de  la  serie  de  Gauss,"  C.  R.  92 
(1881),  p.  866. 

123)  „Memoire  sui  les  fonetions  fuchsiennes",  Act.  math.  1  (1882),  p.  193. 
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Festsetzung  würde  jede  Wurzel  yZ»  ala  Grundform  zugelassen  werden 
können.  Jedoch  «ind  nur  die  Wurzeln  ^A,  f^A,  f^A,  f^A,  ^f^A  von 
ganzzahliger  Dimension;  nur  diese  Wurzeln  sind,  wie  schon  in  Nr.  13 
(am  Schluß)  bemerkt  wurde  (s.  auch  das  Ref.  II  B  3,  Nr.  64),  „ein- 
deutige" Modulformen,  und  zwar  der  Stufen  2,  3,  4,  6  und  12. 

Der  weitere  Ausbau  der  Theorie  der  automorphen  Formen  bei 
p  =:  0  ist  von  folgendem  Satze  beherrscht:  Jede  imverzweigte  auto- 
morphe Foi-m  fp^{ti,  S2)  ^^^  Gr€i)ildes  ist  durch  die  Prim-  und  Grund- 
foi'men  in  der  Gestüt  darstellbar: 

n  _  m]c 

(54)  ^Mu  ü  =  e g:f  }|g~|;g  HC,  0\ 

WO  C  eine  Konstante  ist  und  die  m^  ganze  Zahlen  sind,  die  man  der 
Bedingung  0  <  m^.  <  l^  unterwerfen  Icann.  Für  eine  parabolische  Ecke 
hat  man  wieder  statt  l^=  00  eine  beliebige  endliche  Zahl  l^  ein- 
zutragen. Die  einzelne  Form  erscheint  durch  ihre  0  Pole  y^y^,  ■■•,y„ 
und  ihre  Nullpunkte,  die  teils  in  den  Ecken  festliegen,  teils  an  den 
T  beweglichen  Stellen  x^,  ...,Xj  gelegen  sind,  bis  auf  einen  konstanten 
Paktor  bestimmt. 

Wir  wenden  uns  weiter  zur  Betrachtung  eindeutiger  Formen  bei 
p  ==  0.  Eine  solche  Form  hat  nach  Nr.  19  stets  ganzzahUge  Dimen- 
sion d.  Gegenüber  „Kombination"  der  Substitutionen  „multiplizieren" 
sich  die  Multiplikatoren  jn.  Den  Erzeugenden  U^,  U^,  .  .  .,  U„  der  F 
mögen  bei  einer  vorgelegten  eindeutigen  Form  (Pa(tn  ^a)  ^^^  Multi- 
plikatoren /iij,  /tj,  .  .  .,  /i^  angehören;  aus  ihnen  entspringen  dann  alle  . 
übrigen  Multiplikatoren  der  Form  (p^  durch  Multiplikation.  Für  die 
Erzeugenden  bestehen  die  Relationen: 

wobei  jedoch  die  auf  parabolische  Ecken  bezogenen  Gleichungen  aus- 
fallen müssen  (vgl.  „Aut."  1,  p.  201  und  2,  p.  85).  Hieraus  ent- 
springen für  die  „erzeugenden  Multiplikatoren^'  die  Gleichungen: 

unter  Weglassung  der  auf  die  parabolischen  Ecken  bezogenen  Glei- 
chungen. Indessen  sollen,  entsprechend  der  bisherigen  Behandlung 
der  parabolischen  Pocken,  auch  die  parabolischen  Multiplikatoren  Ein- 
heitswurzeln sein,  die  jedoch  keiner  weiteren  Beschränkung  imter- 
liegen.     Jedes   mit   den    vorstehenden   Bedingungen   in   Übereinstim- 
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mung  befindliche  System  /*!,  ^3,  • .  •,  ^„  heißt  ein  „Üieoretisch  mög- 
liches MuUiplikatorsifstem".  Sobald  mindestens  zwei  parabolische  Er- 
zeugende vorliegen,  gibt  es  unendlich  viele  solche  Systeme.  Sind  alle 
Erzeugenden  elliptisch,  so  ist  die  Anzahl  aller  theoretisch  möglichen 
Multiplikatorsysteme  eine  nicht  ganz  kurz  angebbare  endliche  zahlen- 
theoretische Funktion  der  l^,  l^,  .  .  .,  ?„^^). 

Durch  Diskussion  der  Darstellung  (54)  der  Form  fp^iXit  fe)  in 
der  Gestalt  eines  Produktes  aus  Prim-  und  Grundformen  gewinnt  man 
den  Satz:  Für  jedes  tJworetisch  mögliche  MuUiplikatorsystem  existieren 
eindeutige  automorphe  Formen. 

Auf  diese  Sätze  grQnden  sich  weitergehende  Entwicklungen,  welche 
untei-  anderen  Fragen  diejenige  nach  der  Angahl  linear  unabhängiger 
Formen  von  gegebenen  Polen,  ferner  diejenige  nach  dem  Auftreten  ganzer, 
d.  i.  polfreier  Formen  usw.  betreffen.  Die  Resultate,  welche  man  in 
„Aut."  2,  p.  99  ff.  hierüber  entwickelt  findet ^*^),  bilden  ein  unent- 
behrliches Hilfsmittel  für  eine  genaue  Theorie  der  in  Nr.  22  iu  be- 
fprechenden  Toincarmchen.  Reihen. 

21.  Automorphe  Formen  für  Oebilde  beliebigen  Geschlechtes^^'). 
Die  Theorie  der  automorphen  Formen  bei  einem  Gebilde  mit  j)  >  0 
schließt  sich  zwar  in  ihren  Ergebnissen  an  die  vorstehende  Theorie 
an;  indessen  ist  die  Entwicklung  etwas  anders  anzuordnen.  Ist 
B  =  <p(X)  eine  Funktion  des  Gebildes,  so  ziehe  man  erstlich  die 
Riemannsche  Fläche  F^  heran,  auf  welche  der  „FB"  durch  z  =  q)(^) 
abgebildet  wird.  Auf  dieser  Fläche  F^  konstruierten  wir  oben 
(in  Nr.  17)    die  nach  Ritter   benannte   Primform  P(z,  a),  welche  in 

den  homogenen  Variabelen  Zi,  z^  der  Fläche   die  Dimension     -  hat, 

überall  stetig  ist  und  nur  einen,  an  der  willkürlich  wählbaren  Stelle 
a  gelegenen  Nullpunkt  erster  Ordnung  aufweist. 

Die  Voranstellung  der  F^  bedingt,  daß  wir  zunächst  t,  und  ebenso  die 
homogenen  ^j,  t^  als  Funktionen  bzw.  Formen  auf  der  F^^  betrachten. 
Diese  Auffassung  wird  uns  unten  ausführlich  beschäftigen  (in  Nr.  3l); 
insbesondere  werden  wir  t,^,  g,  als  „polymorphe"  Formen  auf  der 
Rientannschen  Fläche  F^  darstellen  lernen.    Durch  Inversion  dieser  Dar- 


124)  Siehe  darüber  die  in  Nc-e  118  gen.  Abb.  Bitters,  p.  30 ff.  und  „Aut."  2, 
p.  87ff. 

125)  Tn  nicht-tiomogeuer  und  uarum  nicht  so  überBichtlicher  Gestalt  finden 
eich  alle  diese  Entwicklungen  'isuerst  bei  Poincare  in  Act.  math.  1,  p.  193  ff. ;  die 
homogene  Darstellung  bei  Ritter  (vgl.  Note  124). 

126)  Vgl.  die  in  Note  113  genannte  Abhandlung  Jiittera  sowie  „Aut."  2, 
p.  228  ff. 
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Stellungen  gelangen  wir  von  P{s,  d)  aus  zur  „automorphen  Primform": 

(57)  <p,.{^,,t2)-e^i^^Pi,,a), 

wobei  wir  rechts  der  Allgemeinheit  halber  die  überall  endliche  und 
nicht  verschwindende  Exponentialfunktion  eines  beliebigen  Integrales 
erster  Gattung  W(z)  von  F^  als  Faktor  aufnahmen.  Die  Dimension 
V  dieser  automorphen  Primform   in  den  J^,  ^g  ist  aus  der  Gleichung: 

(58)  2_2p_2'(l--y»A 

ZU  berechnen. 

Hieran  schließt  sich,  falls  feste  Polygonecken  vorliegen,  die  Dar- 
stellung der  zu  diesen  Ecken  gehörenden  „Grundformen^^ : 

1 

(59)  'Pri^ut,)-e^''<')P(,,e,f, 

11' 

unter  den  W^{s)  wieder  irgend  welche  Integrale  erster  Gattung  ver- 
standen. 

Auf  dieser  Grundlage  gestaltet  sich  die  Theorie  der  eindeutigen 
automorphen  Formen  bei  beliebigem  p  analog  wie  bei  p  =  0.  Jede 
unversweigte  automorphe  Form  (f^iti,  ^g)  läßt  sich  durch  die  Prim-  und 
Crrundfornien  so  darstellen: 

n  Ulf; 

(60)  <pA,t„  t,)  =  ^^'•' ^$£^[7.^  IJ^i''  ^.)'*- 

WO  betreffs  der  Exponenten  ,-*  dasselbe  wie  bei  ^  =  0  gilt  und  W(e) 
wieder  ein  Integral  erster  Gattung  ist. 

Diese  Darstellung  der  automori)hen  Formen  in  den  Prim-  und 
Grundformen  ist  insbesondere  für  die  Theorie  der  eindeutigen  auto- 
morphen Formen  grundlegend.  Man  hat  für  die  letzteren  wie  bei 
p  =  0  den  Begriff  des  „Multiplikatorsysicms"  auszubilden  und  gewinnt 
im  Verfolg  der  Untersuchung  auch  bei  beliebigem  p  den  Hauptsatz: 
Zu_  jedem  theoretisch  möglichen  MultipUkatorsysteme  gibt  es  eindeutige 
automorphe  lammen. 

Auch  die  weiteren  Entwicklungen  über  -lio  Anzahl  linear  unab- 
hängiger Formen  bei  gegebenen  Polen  us\/.  gestalten  sich  ähnlich 
wie  bei  p  =^  0.  Neu,  gegenüber  p  =  ^,  ''st  das  Auftreten  von  p  linear 
unahhängigm  „eigentlich  automorphen"  (gegenüber  allen  Substitutionen 
von  r  absolut  invarianten)  ganzen  {polfreien)  Formen  ( —  2)-ter  Dimen- 
sion 0_2(§i,  ^jj)-  Es  sind  dies  die  Formen,  welche  man  aus  den  p 
linear  unabhängigen  Integralen  erster  Gattung  W(t)  unmittelbar  ver- 
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möge  des  Differentiationsprozesses  (vgl.  Nr.  20,  am  Anfang)  ableiten  kann : 
(61)  9_Si,  t,)  -  (^^^^  =  —  i,    ~ai   ■ 

32.  Die  Poincarösclien  Heihen.  In  Foincares  Theorie  der  auto- 
morphen Funktionen  nehmen  die  nach  ihm  benannten  Reihen^*')  die 
zentrale  Stellung  ein.  Er  lieferte  durch  Ansatz  und  Diskussion  dieser 
Reihen  den  Existenzbeweis  der  automorphen  Funktionen  mittels  un- 
mittelbarer analytischer  Darstellung  derselben  und  entwickelte  auf  dieser 
Basis  insbesondere  die  Theorie  der  Gebilde  des  Geschlechtes  0.  Die 
zweite  der  in  Note  30  (p.  359)  genannten  Abhandlungen  betrifft  die 
Gebilde  mit  Grenzkreis,  die  dritte  diejenigen  ohne  Hauptkreis. 

Die  Poincarescheu  Reihen  werden,  in  homogene  Gestalt  umge- 
schrieben, zu  automorphen  Formm.  Man  versteht  demnach  die  Theorie 
dieser  Reihen  am  besten,  wenn  man,  wie  hier  geschehen  ist,  den 
Begriff  der  automorphen  Formen  voranstellt.  Poincarts  eigene  Ent- 
wicklungen betrafen  übrigens  nur  „eigentlich  automorphe"  Formen 
bzw.  Funktionen,  welche  gegenüber  den  Substitutionen  der  Gruppe 
absolut  invariant  sind. 

Ititter  nahm  in  der  in  Note  118  genannten  Arbeit  die  Untersuchung 
der  Poiwcari^chen  Reihen  in  homogener  Schreibweise  uad  also  auf 
fonnentheoretischer  Basis  wieder  auf,  und  zwar  in  der  Erweiterung, 
daß  er  nicht  nur  eigentlich  automorphe  Formen,  sondern  sogleich 
Formen  mit  beliebigen  Multiplikatorsysteraen  durch  Reihen  darstellte. 
Nur  hat  man  freilich  mit  Rücksicht  auf  die  Veivrendbarkeit  der  Kon- 
vergenzbetrachtungen P(rlncares  für  die  durch  Reihen  darzustellenden 
Formen  von  vornherein  die  Beschränkung  zu  machen,  daß  nicht  nur 
(was  nach  obigen  Festsetzungen  zutrifft)  die  den  elliptischen  und  para- 
bolischen Erzeugenden  entsprechenden  Multiplikatoren  Einheitswurzeln 
sind,  sondern  daß  auch  gegenüher  den  hyperbolischen  und  loxodromischen 
Erzeugenden  die  automorphe  Form  nur  31idtiplikatoren  vom  absoluten 
Betrage  1  annimmt.  Man  nennt  die  Form  in  diesem  Sinne  wohl  „wm- 
multiplikativ".  übrigens  ordnen  sich  alle  solche  von  RitUr  betrachteten 
Reihen  als  Spezialfälle  den  unten  (in  Nr.  35)  zur  Sprache  kommenden 
Poincareachen  Zetareihen  unter. 

Es  sei  eine  homogene  Gruppe  F  und  ein  zugehöriges  Multiplikator- 


127)  Poincare  äe;l»°t  nennt  seine  Reihen  „Thetareihen^' ,  weil  dieselben  bei 
nicht- homogener  Schreibweise  gegenüber  den  Substitutionen  V  der  Gruppe  ein 
an  die  JcfCo&tschen  Thetafunktionen  erinnerndes  Verhalten  zeigen;  er  unter- 
scheidet Fticfissche  und  Kleinache  Thetareihen  je  nachdem  es  sich  (in  seinem 
Sprachgebrauch)  um  eine  Fuchssche  oder  Kleinsche  Gruppe  handelt. 


410      IIB  4,    B.  Fricke.    Automorphe  Funktionen  und  Modulfunktionen. 
ßysteni  vorgelegt,  und  zwar  entspreche  der  in  F  enthaltenen  Substitution: 

der  Multiplikator  ft^.  Es  sei  ferner  H^{li,  S«)  ^ii^e  rationale  Form 
der  Dimension  d,  welche  in  Jceinem  Grenzpunkte  von  F  einen  Pol  hat. 
Als  Poincaresche  Reihe  bezeichnen  wir  alsdann  die  auf  alle  Substitu- 
tionen von  r*  bezogene  Summe: 

(62)  ^t^r'^U^^t,  +  ßk^„  n&i  +  ^,^)' 

Falls  diese  Reihe  im  Netze  N  der  „FB"  absolut  und  gleichmäßig 
konvergent  ist  und  in  etwaigen  parabolischen  Zipfeln  das  oben  fest- 
gesetzte Verhalten  einer  automorphen  Form  (vgl,  Gleichung  (45)  p.  403) 
darbietet,  so  stellt  sie  eine  automorphe  Form  des  vorgegebenen 
Multiplikatoreystems  dar  (vgl.  „Aut."  2,  p.  141). 

Die  Konvergenzuntersuchung  hat  Poincare  nach  zwei  Methoden 
durchgeführt,  welche  mit  geometrischen  auf  das  Bereichnetz  N  ge- 
gründeten Erwägungen  arbeiten.  Die  erste  Methode  lehrte,  daß  die 
Reihen  innerhalb  N  in  der  Tat  stets  dann  absolut  und  gleichmäßig  kon- 
vergieren, wenn  die  Dimension  d  ^  —  4  ist.  Die  zweite  Methode  be- 
zieht sich  allein  auf  Hauptkreisgruppen  und  gründet  sich  auf  die 
Benutzung  der  zugehörigen  hyperbolischen  Maßbestimmuug.  Zugleich 
werden  hier  die  Mocluln  (Invarianten)  der  Gruppe  (vgl.  Nr.  10)  als 
variabel  angesehen.  Das  Ergebnis  ist:  Ist  d  <. —  3,  so  konvergieren 
die  Reihen  absolut  und  gleichmäßig  inn^erhalb  des  Netzes  N  sowie  bei 
Abänderung  der  Gruppe  F  innerhalb  der  zugehörigen  Gruppenfamilie. 

Da  die  parabolischen  Zipfel  nicht  innerhalb  des  Netzes  N  liegen, 
erfordern  sie  eine  besondere  Betrachtung.  Diese  wird  in  der  Weise 
durchgeführt,  daß  man  für  die  Umgebung  eines  solchen  Zipfels  durch 
Umrechnung  der  Reihe  das  für  eine  automorphe  Form  charakteristische 
Bildungsgesetz  (vgl.  (45)  p.  403)  unmittelbar  nachweist. 

Es  besteht  aber  noch  die  Möglichkeit,  daß  die  einzelne  Reihe  (62) 
im  Falle  der  Konvergenz  identisch  verschwindet.  Man  kann  demnach 
unter  Vorbehalt  näherer  Untersuchung  nur  erst  sagen:  Eine  Poincare- 
sche Reihe  stellt,  sofern  sie  nicht  identisch  verschwinden  sollte,  eine  auto^ 
morphe  Form  dar. 

Die  Konvergenz  der  Pomcarcschen  Reihen  ( —  2)*"'  Dimension 
ist  von  F.  Schotlky'^^^)  für  solche  „FB"  untersucht,  welche  von  n  Paaren 
einander  hyperbolisch  oder  loxodromisch  zugewiesenen  Vollkreisen  be- 


128)  „Über  eine  spezielle  Fuuktiou,  welche  bei  einer  bestimmten  linearen 
Transformation  ihre«  Argumentea  unverändert  bleibt",  J.  f.  Math.,  101  (1887), 
p.  227. 
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grenzt  sind  (vgl.  Fig.  14,  p.  380).  Sclotthf  zeigte  die  Konvergenz  der 
Reihen  ( —  2)**"  Dimension,  sobald  es  möglich  ist,  den  ,^FB"  durch 
Zusatz  weiterer  Vollkreise  in  ein  Aggregat  „dreifach"  zusammenhängender 
TeilbereicJie  zu  zerlegen.  Diese  Zusatzkreise  wie  auch  die  Eandkreise 
des  ,fFB"  müssen  sämtlich  voneinander  getrennt  verlaufen.  Die  ge- 
nannte Bedingung  ist  bei  allen  Häuptkreiegruppen  der  fraglichen  Art 
erfüllt  (vgl.  „Ä.ut."  2,  p.  102),  aber  nicht  bei  allen  hierher  gehörigen 
Oruppen  ohne  Hauptkreis. 

Ungefähr  gleichzeitig  haben  dann  W.  Burnside^^^)  und  Mitter ^^) 
die  Konvergenz  der  Foincareschen  Reihen  ( —  2)**"  Dimension  für  alle 
Haupikreisgruppen  mit  isoliert  liegenden  GrenzpunJcten  bewiesen.  Ritter 
zeigte  andrerseits,  daß  die  Reihen  ( —  2)^''  Dimension  nicht  mehr  ab- 
solut konvergieren,  wenn  ein  Netz  N  mit  einer  oder  unendlich  vielen 
^yG-renzkurven^''  vorliegt.  Die  von  Bumside  benutzte  Methode  lieferte 
das  Resultat,  daß  bei  gewissen  Gruppen  mit  isoliert  liegenden  Grenz- 
punkten seihst  noch  die  Foincareschen  Reihen  ( —  l)***"  Dimension  konr 
vergieren^^^). 

23.  Darstellung  automorpher  Formen  durch  Poincarösohe 
Beihen.  Die  Poincareschen  Reihen  stellen  (sofern  sie  nicht  identisch 
verschwinden)  stets  eindeutige  automorphe  Formen  dar.  Um  die  umge- 
kehrte Frage  zu  behandeln,  ob  eine  gegebene  eindeutige  unimultiplikative 
Form  (fditi,  ti)  einer  Dimension  d,  für  welche  die  Konvergenz  der 
FoincareBoheii  Reihen  zutrifft,  durch  eine  solche  Reihe  darstellbar  ist, 
«teilt  man  erstlich  „einpolige''  Reihen  her.  Bei  solchen  Reihen  ist  die 
Befürchtung  dos  identischen  Verschwindens  ausgeschlossen.  Hat  mau 
ein  Netz  mit  einer  Gi»enzkurve,  so  hat  man  eine  Reihe  mit  einem  Pole 
an  einer  beliebigen  Stelle  |  des  „FB"  in: 

sofern  die  rationale  Form  Ha  +  ii^iy  ^2)  so  gewählt  wird,  daß  ihre  Pole 
sämtlich  außerhalb  des  Netzes  /V  liegen.  Bedeckt  das  Netz  bis  auf 
isoliert  liegende  Grenzpunkto  die  ganze  ^- Ebene,  so  wird  der  Ansatz 
komplizierter;  man  hat  die  Reihe: 

129)  „On  a  clasg  of  automorphic  functions",  Proc.  Lond.  math.  See.  2a  (1891), 
p.  49  und  281. 

130)  in  der  in  Note  118  gen.  Abh.,  Math.  Ann.  41,  p.  57, 

131)  Vgl.  Fricke,  „Über  die  PMncarcscheu  Reihen  der  (— l)-ten  Dimension" 
Festschrift  für  R.  Dedehind  (Braunschweig  1901). 
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unzusetzen,  wobei  die  (—  d)  Nullpunkte  der  „ganzen"  Form  G_^{t,^,  gj) 
in  lauter  äquivalenten  Punkten  zu  wählen  sind  und  die  a^,  a.2  derart 
bestimmt  werden  können,  daß  sich  die  von  diesen  Nullpunkten  her- 
rührenden Pole  in  den  verschiedenen  Gliedern  der  Reihe  gerade  fort- 
hebeu.  Eine  erschöpfende  Theorie  dieser  einpoligen  Reihen,  welche 
insbesondere  dem  Pole  |  freie  Beweglichkeit  im  „FB",  unter  Einschluß 
der  „elliptischen"  Ecken  (vgl.  unten)  sichert,  ist  von  Fricke^^^)  durch- 
geführt. Das  Resultat  ist:  Für  die  Dimension  d  >=  —  2  können  keine 
„eigentlich  automorpfien"  einpoligen  BeiJien  gebildet  werden  {Reiiien,  deren 
sämtliche  MultiplUcatoren  gleich  1  sind)'^  in  allen  übrigim  Fällen  gibt 
es  einpolige  Reihen^^^).  Weit  einfacher  ist  die  Herstellung  von  Reihen 
mit  Polen  höJierer  Ordnung  (siehe  „Aut."  2,  p.  205). 

Um  zur  Darstellung  der  automorphen  Formen  (p^i^i,  Sa)  durch 
Reihen  zu  gelangen,  sind  noch  folgende  Gesichtspunkte  zu  beachten. 
Bei  j9  >  0  wurde  betreffs  der  den  loxodroraischen  bzw.  hyperbolischen 
Erzeugenden  entsprechenden  Multiplikatoren  schon  oben  hervorgehoben, 
daß  dieselben  (wie  auch  die  ,,elliptischen"  und  „parabolischen  Multipli- 
katoren") durchgehends  Zahlen  des  absoluten  Betrages  1  sein  müssen^ 
d.  h.  daß  wir  uns  auf  die  Reihendarstellung  von  ,yUnimuUiplikal.iven" 
Formen  zu  beschränken  haben.  Zweitens  zeigt  die  oben  (im  Anachiiiß 
an  Gleichung  (62))  erwähnte  Umgestaltung  für  die  Umgebung  einofe  para- 
bolischen Zipfels,  daß  jede  Poincaresche  Ileihe  im  parabolischen  Zipfel 
einen  Nullpunkt  hat.  Dasselbe  werden  wir  also  von  den  darzustellen- 
den Formen  (pj{tif  t^)  fordern  müssen. 

Ist  nun  eine  zulässige*  automorphe  Form  ^,,(^1,  ti)  gegeben,  so 
bilde  man,  sofern  q)^  Pole  besitzt,  mittels  der  einpoligen  Reihen  ^**)  eine 
Reihe,  welche  genau  in  derselben  Art  unendlich  wird  wie  <p,i.  Die 
Subtraktion  derselben  von  (p^  liefert  eine  ganze  Form,  so  daß  man 
nur  noch  die  Darstellung  der  ganzen  Formen  durch  Reihen  zu  dis- 
kutieren hat. 

Der  „formale"  Ansatz  ptolfreicr  Beihen  hat  keine  Schwierigkeit. 
Hat  man  z.  B.  ein  Netz  mit  Grenzkurve,  so  wähle  man  ff^i^i,  Sg)  in 
^fif^IiSAt/^)    so,    daß    aUe  Pole    von  H^   außerhalb  JV  liegen. 

k 

Hier  aber  liegt  die  schon  erwähnte  Möglichkeit  vor,  daß  die  Beihe 
innerhalb  N  vielleicht  identisch  verschtvindet-,  und  die  damit  zusammen- 
hängende Schwierigkeit  ist  die  größte  gewesen,  welche  Poincarc  in 
der  Theorie  seiner  Reihen  zu  überwinden  hatte ^^'j. 

1S2)  „Die  automorphen  Eleraeutarformeu",  Gott.  Nachr.  1900,  p.  303. 

133)  Siehe  auch  die  in  Note  118  gen.  Abh.  Bittere,   Math.  Ann.  41,  p.  70. 

134)  Betreffs  der  Erledigung  von  Polen  höherer  Ordnung  vgl.  man  „Aut "  2» 
p.  206. 


i 
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Die  Lösunt^  ist  in  einer  ausführlicheren  Theorie  der  einpolij^en 
Reihen  enthalten.  Die  einzelne  solche  Reihe  mit  dem  im  „FB"  bei  | 
g(;le^enen  Pole  werde  (nötigenfalls  durch  Zusatz  eines  konstanten 
Faktors)  so  normiert,  daß  sie  an  der  Stelle  §  unendlich  wird,  wie 
(^,  ^r'  =  (^it2  — bzii)"'-  Man  gelangt  so  (vgl.  „Aut."  2,  p.  186)  zu 
einem  durch  Sl{^i,  ^21  Ixy  It)  ^^^  hezeichnenden  Ausdruck,  der  eine  auto- 
morphe Form  der  Dimension  d  in  t,^,  l^  und  eine  {im  allgcmeinm  nicU 
auhmor^ihe)  Form  der  Dimension  d  =  ~  d  —  2  in  l^,  ^^  ist.  RiUer 
bezeichnet  Sl  als  „Elementnrform",  die  entsprechenden  Gebilde  in  Foin- 
care^.  Theorie  sind  die  von  ihm  so  benannten  „elements  simples''. 

Ritter  hat  in  seiner  öfter  genannten  Abhandlung  in  Band  44  der 
Math  Ann  p.  323  die  Elementarform  auf  der  Riemannschen  Fläche 
diiekt  erklärt  und  mittelst  der  Primform  aufgebaut.  Die  Elementar- 
form dient  hier  zur  Fartialbrmhseiiefimuf  der  Formen  ^^)  ebenso  wie  die 
Primform  selbst  zu  deren  Produktzerlegung  gebraucht  wird.  In  einer 
ausführlichen  Darstellung  der  Riemannschen  Flächen  und  ihrer  multi- 
plikativen  Formen  werden  die  Elementarformen  um  so  weniger  fehlen 
dürfen,  als  sie  für  beliebiges  p  die  Verallgemeinerung  jener  multipli- 
kativeii  elliptischen  Funktionen  bei  p=l  (doppeltperiodiache  P'unk- 
tionen  zweiter  Art)  darstellen,  welche  Hermiie  eingeführt  hat  (vgl.  das 
Ref.  IIB  3,  Nr.  42,  sowie  die  auf  jp  =  1  bezüglichen  Ausführungen 
in  der  in  Note  87  gen.  Abh.  mtters,  p.  333 ff.). 

Es  besteht  nun  der  Satz:  Soll  die  Elemrntarfarm  auch  in  Ij,  |j 
automorph  sein,  so  muß  p  =  0  zutreffen,  und  man  ist  auf  einige  ivenige 
Ausnahmefälle  heschränkt,  hei  denen  zufolge  der  Theorie  der  automorpJien 
Formen  ganze  Formen  wid  also  auch  polfreie  Reihen  überhaupt  nicht 
auftreten  (vgl.  „Aut."  2,  p.  199  und  263).  Z.  B.  gilt  das  Theorem: 
Bei  den  Dreiecksg^tippen  sind  die  in  ^^,  ^^  eigentlicJi  automorphen  ß 
der  Dimension  —  4  auch  in  den  i^,i^  eigentlidi  automorptie  Formen^ 
und  zwar  von  der  Dimension  J  =  2;   ihre  Darstellung  in  den  Prim- 

und  Grundformen  ist: 

8  1       3  _j_ 

m       m,,  S2;  lu  y  ==  c" — ^-j^ , 

unter  C  eine  von  sc  und  z  unabhängige  Konstante  verstanden. 

135)  Vgl.  die  zweite  in  Note  30  gen.  Abh.  Poincares  und  im  Anschluß  daran 
EiUer  (vgl.  Note  91}  sowie  die  Darstellung  in  „Aut."  2,  p.  175  ff.  S.  auch  i'^rjcfce, 
„Zur  Theorie  der  Po incareschen  Reihen'-,  Jabrcdber.  d.  D.  Math.-Ver.  9  (1900),  p.  78. 

186)  Es  handelt  sich  dabei  erstlich  um  Partialbruchzerlegungen,  bei  deneu 
^i,  tt  als  Argumente  der  Form  fungieren,  weiterhin  aber  auch  um  solche  Zer- 
legungen, in  denen  f^ ,  |,  die  Argumente  der  zu'  zerlegenden  automorphen  Form 
sind;  s.  die  weiteren  Angaben  des  Textes  sowie  insbesondere  die  Gleichung  (66). 
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Darüber  hinaus  aber  gilt:  In  allen  iibrhjen  Fällen  ändert  sich 
Sl  bei  Aumbuwj  einer  SnhstituUon  U^  der  F  mif  h,^ ,  l^  erstlich  um  einen 
Multiplikator  ftj-\  welcher  reziprok  zum  Multiplikator  fi^  ist,  der  hei 
Ausübung  von  U^  auf  ^^,  ^  eintritt,  ziveitens  aber  um  ein  additives 
Glied,  waches  eine  polfreie  Poincaresche  Beilie  in  ^^,  ^,  darstellt.  Sl  zeigt 
also. als  Form  der  |^,  ^^  ein  Verhalten,  welches  dem  eines  einpoligen 
Integrals  zweiter  Gattung  auf  einer  Biemannachen  Fläche  analog  ist. 
Wie  man  letztere  zur  Darstellung  der  algebraischen  Funktionen  der 
Fläche  benutzt,  so  kann  man  hier  automorphe  Formeii  von  l^,  ^^  der 
positiven  Dimension  d  =  —  d  —  2  und  der  Multiplikatoren  /t^"  ^  durch 
Aggregate: 

(66)        B,Slii%,  H,',  I,,  £3)  4-  B,P.(^%,  (%;  ^„  I,)  +  .  . . 

darzustellen  versuchen.  Es  würde  hier,  falls  die  B  so  bestimmbar 
sind,  daß  das  Aggregat  in  ^j,  |g  automorph  wird,  eine  automorphe 
Form  der  l^,  Ig  mit  den  tf  Polen  (')^,  .  .  .,  ^"^^  entspringen.  Bei  der 
Durchführung  dieses  Ansatzes  gewinnt  nun  das  oben  (Nr.  17,  p.  400) 
als  „erweiterter  Biemann-Eochscher  Satz"  bezeichnete  Theoi-em  über  die 
Formen  der  Dimension  d  und  die  zu  ihnen  „reziproken  Formen''  der 
Dimension  J==  —  d — 2  eine  grundlegende  Bedeutimg  (vgl.  „Aut."  2, 
p.  102  und  255).  Was  aber  das  Wichtigste  ist:  Es  entspringt  bei  der 
Darstellung  der  Formen  der  l^,  Ig  in  der  fraglichen  Gestalt  gewisser- 
maßen als  Nebenprodukt  die  Erkenntnis,  daß  „alle"  unimultiplikativen 
ganzen  und  damit  überhaupt  alle  unimultiplikativen  automorphen  Formen 
mit  Nullpunkten  in  den  parabolischen  Spitzen  durch  Poincaresche  Beuten 
darstellbar  sind,  vorausgesetzt  natürlich,  daß  die  Reihen  der  Dimen- 
sion d  überhaupt  konvergieren  (vgl.  „Aut.^'  2,  p.  204  und  273). 

24.  Schottkys  Froduktentwioklung  der  Primform.  Konvergieren 
die  Poincareschen  Thetareiheu  ( — 2)**''  Dimension  (vgl.  Nr.  22),  so 
kann  man  aus  den  eigentlich  automorphen  zweipoligen  Reihen  dieser 
Dimension  durch  Integration  BeiJienentwicJdungen  für  die  Integrale  2. 
und  3.  Gattung  des  Gebildes  gewinnen.  Aus  den  Integralen  2.  Gattung 
gewinnt  man  durch  Ausübung  von  Gruppenerzeugenden  in  eleganter 
Weise  eine  Darstellung  der  p  Integrale  1.  Gattung.  Andererseits  findet 
man  von  den  Integralen  3.  Gattung  aus  den  Übergang  zu  einer  kon- 
vergenten Produktentwicklung  der  Primform  (s.  das  Nähere  in  „Aut."  2, 
p.  264 — 272).  Solche  Produktentwicklungen  sind  von  Schottky  in  der 
Note  128  genannten  Arbeit  untersucht;  in  einem  Spezialfälle  stellte 
H.  Weber  durch  Produktentwieklungen  dieser  Art  eine  algebraische 
Funktion  der  Fläche  dar^**'). 
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Fehlen  elliptische  und  parabolische  Substitutionen,  so  gelangt 
Schottky  a.  a.  0.  im  Falle  der  Konvergenz  der  Reihen  ( — 2)-ter  Dimen- 
sion zu  folgender  Primfunktion: 

(67)  .  E(t,  5,)  -  (5  -  MIJ'^^^ES ■ 

Hier  ist  ^^  irgend  eine  feste  Stelle  und  die  g(,(*>  sind  die  mit  ^q  äqui- 
valenten Stellen  des  Netzes;  das  Produkt  ist  so  zu  bilden,  dafi  von 
je  zwei  einander  inverseri  Substitutionen  stets  nur  eine  zugelassen  wird. 
Diese  Primfunktion  wird  an  den  mit  ^^  äquivalenten  Stellen  je  einfdeh 
verschwinden  und  ist  übrigens  allenthalben  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden. Über  die  Herleitung  dieser  Produktentwicklung  und  der  Be- 
ziehung der  Primfunktion  E(^,  t^)  zur  Ä7emschen  Primform  sehe  man 
„Aut."  2,  p.  270ff.  sowie  die  Abhandlung  von  Klein,  „Zur  Theorie 
der  ^&f??schen  Funktionen",  Math.  Aim.  3G  (1889),  p.  LS»'«). 

Weitere  Vorsuche  von  Produktdarstellungen  automorpher  Funk- 
tionen bzw.  der  Modalfunktionen  sind  angestellt  von  U.v.Mangoldt^^^) 
und  H.  Stnhl^^''). 

25.  Analytische  Darstellungen  für  Modulformeu^**)-  Vielseitig 
entwickelt  ist  die  Lehre  von  den  analytischen  Darstellungen  der  Modul- 
funktionen und  -formen,  weil  hier  die  Theorie  der  doppeltperiodischen 
Funktionen  fördernd  eingegriffen  hat,  welche  Darstellungen  von  Modul- 
funktionen sozusagen  als  Nebenprodukte  liefert.  Es  handelt  sich  dabei 
vornehmlich  um  Potenzreihen  nach  q  =  e'^"",  welche  aus  den  Jacobi- 
schen  Thetareihen  abgeleitet  werden  können. 

Den  PoincareBchen  Reihen  verwandt  ^*^)  sind  die  Darstellungen  der 


137)  „Ein  Beitrag  zu  Poincarea  Theorie  der  Fttchmchen  Funktionen",  Gott. 
Nachr.  1886  p.  359. 

188)  Auf  die  Bedeutung  der  Produktentwicklung  (67)  und  die  Idee,  ent- 
sprechende Entwicklungen  auch  für  sonstige  Gruppen  P  aufzustellen,  ist  Klein 
in  einem  1911  in  KarJsruhe  gehaltenen  Vortrage  üher  automorphe  Funktionen 
aasführlich  eingegangen;   s.  den  Jahresher.  d.  D.  Math.  Verein.  21  (1912),  p.  158. 

13Ö)  „Über  ein  Verfahren  zur  Darstellung  elliptischer  Modnlfunktionen  durch 
unendliche  Produkte  usw.",  Gott.  Nachr.  1886,  p.  1. 

HO)  „Über  die  Darstellung  der  eindeutigen  Funktionen,  die'sich  duich  lineare 
Substitutionen  reproduzieren,  durch  unendliche  Produkte",  Math.  Ann.  83  (1888), 
p,  291. 

141)  Es  fehlt  hier  der  Eaum,  auf  alle  insbesondere  der  älteren  Theorie  der 
doppeltperiodischen  Funktionen  entstammenden  Darstellungsweisen  der  Modul- 
formen einzugehen.    Siehe  darüber  das  Ref  IIB  3,  Nr.  16,  16,  25,  31  usw. 

142)  Über  die  einfache  Beziehung  der  Reihen  (68)  zu  den  entsprechenden 
Poincar^ßchen  Reihen  vgl.  man  Bausenberger,  „Notiz  zur  Theorie  der  Modul- 
funktionen", Math.  Ann.  20  (1882),  p.  46. 
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Modulibrmeu  ^^{(Oi,  o^),  (f^{<>>x,  Wg)- 

wo  lUy ,  »«g  alle  Paare  ganzer  Zahlen,  außer  der  Kombination  m^  ==  0, 
Wj,  =  0,  durchlaufen  sollen  (vgl.  „II  B  3"  Nr.  52).  Reihen  dieser  Art 
sind  zuerst  durch  Ä.  Cayley^*^)  und  G.  Eisenstein^**)  betrachtet. 

A.  Hurwitz'^^)  zeigte  die  Möglichkeit,  diese  und  ähnliche  Reihen 
direkt  in  Poteuzreihen  nach  q  umzurechnen,  und  gelangte  auf  diesem 
Wege  auch  zu  der  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  (s.  das 
Ref.  II  B  3,  Nr.  68)  bekannten  FroduktdarsteUnmji  der  Diskriminante 
A(a)i,  oJa): 

00 

(69)  A(a>„  to^)  =  f,:)'^T/(l  ~«''^)'*- 

Die  Transformation  und  die  Teilung  der  elliptischen  Funktionen 
liefern  Großen,  die  als  Funktionen  der  roj,  ojg  Modulfunktionen  bzw. 
-formen  höherer  Stufen  sind,  d,  h.  zu  Kongruenzgruppen  höherer 
Stufen  (vgl.  Nr.  13)  gehören.  Beispiele  liefern  die  „Teilwerte'''  der 
Funktion  y;(«t|GJi,  ra^): 

(Wurzeln  der  „speziellen  Teilungsgleichung"),  welche  ganze  Modul- 
formen n-ter  Stufe  (—  2)-ter  Dimension  sind  (vgl.  II  B  3  Nr.  54,  69 
und  70).  Diese  Teilwerte  sind  namentlich  von  L.  Kiepett^*^)  näher 
untersucht.  Andererseits  gründete  Hurwitz^^'^)  auf  dieselben  die  Theorie 
der  Integrale  erster  Gattung,  welche  zur  Hauptkongruenzgruppe  w-ter 
Stufe  gehören.  Diese  Theorie  gipfelt  in  folgendem  Satze,  welcher  je- 
doch allgemein  nur  für  Primzahlstufcn  bewiesen  wurde:  Es  lassen  sich 
p  durch  dc^i  Differentiationsprozeß  aus  den  Integralen  entstellende  ganze 

143)  „Memoire  sur  les  fonctions  doublement  periodiques'*,  J.  d.  Math.  10 
(1846),  p.  386. 

144)  „Genaxte  Untersuchung  der  unendlichen  Doppelprodukte,  aus  welchen 
die  elliptischen  Funktionen  als  Quotienten  zusammengesetzt  sind",  Joum.  f.  Math. 
35  (1847),  p.  158. 

146)  „Grundlagen  einer  independenten  Theorie  der  elliptischen  Modvdfunli- 
tionen  und  Theorie  der  Multiplikatorgleichungen  usw.",  Math.  Ann.  18  (1881),  p  523. 

146)  „Über  Teilung  und  Transformation  der  elliptischen  Funktionen",  Math. 
Ann.  26  (1885),  p.  389.  S.  übrigens  die  Nachweine  im  Ref.  IIB  3,  Nr.  70,  sowie 
die  üaretellung  in  „Mod."  2,  p.  Iff. 

147)  Siehe  darüber  „Mod."  2,  p.  557 ff.,  sowie  Hunvitz,  „Über  die  Klassen- 
zahlrelationen  und  Modularkorrespondenzen  primzahliger  Stufe",  Leipz.  Ber.  von 
188Ö,  222. 
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Formen  (p_i{G3^,  Wg)  deranrt  auswählen,  daß  ihre  Votemreihen  nach  q 
durchweg  „gameahlige"  Koeffizienten  aufweisen.  Auch  die  arithmetisclien 
Gesetze  dieser  Koeffizienten  betrachtete  Hurwitz'^^^)  näher.  Z.  B.  hat 
man  für  w  ==  7,  d.h.  für  die  Hauptkongruenzgriippe  7.  Stufe  das 
Geschlecht  p  =  .^.    Die  drei  Formen  können  hier  so  gewählt  werden: 

2m 

(71J  9""K,  «'.)  =  (^)''2'*('«)9^' 

wo.«  der  Reihe  nach  gleich  tlen  drei  quadratischen  Resten  1,  2,  4 
von  7  zu  setzen  ist  und  m  jedesmal  die  mit  u  modulo  7  kongruenten 
positiven  ganzen  Zahlen  durchläuft.  Die  „zahlentheoretische^^  Punk- 
tion ^(m)  ist  gegeben  durch: 

(72)  4^(m)=2'(y)^> 

wo  sich  die  Summe  auf  alle  „Darstellungen"  von  4m  durch  die  ganz- 
zahlige binäre  Form  x^  -{-ly^  bezieht  und  (y)  das  Le^endresche 
Zeichen  ist. 

Als  besonders  geeignet  für  die  Darstellung  der  Modulformen 
höherer  Stufen  empfiehlt  Klein^^^)  die  Teilwerte  der  SigmafunhUon 
(vgl.  das  Ref  IIB  3,  Nr.  60)  in  folgender  Gestalt:  '       * 

(73)  5,^(a,„  «,,)  =  -.  ^«*  5  (^-A±/*-«  I  o,„  co,)  • 

Der  Zusatz  des  Exponentialfaktors,  in  welchem  rj.^,  tj^  die  mit  den 
©1,03,  „kogredienten"  Perioden  des  Integrals  zweiter  Gattung  sind, 
macht  diese  Ausdrücke  zu  Modulforraen  und  erzielt  zugleich  ein  mög- 
lichst einfaches  Verhalten  gegenüber  den  Modulsubstitutionen  *"^). 
Natürlich  darf  man  A,  /*  auf  die  mod.  n  inkongruenten  Paare  ganzer 
Zahlen  beschränken;  überdies  ist  das  Paar  A  ==  0,  /!==()  auszulassen, 
und  zwei  Paare  i,,  fi  und  A',  fi',  für  welche  A'=e  —  A,  fi^  —  ^ 
(mod.  n)  ist,  geben  keine  wesentlich  verschiedenen  Teilwerte.  Die  Be- 
ziehung von  5;j^  zur  ^j-Fuuktion  (s.  hierzu  das  Ref  II B  3,  Nr.  63)  ist: 

(74)  rA.S,,^-)/^^»..      -       ».(^-"„t?,). 


148)  „Über  Relationen   zwischen  Klftssenzahlen   binärer  quadratischer  For- 
men usw.",  Math.  Ann.  25   (1884),  p.  183. 

149)  „Über  die  elliptischen  Normalkurven  wtor  Ordnung  und  die  zugehörigen 
Modulftmktionen  n*«'  Stufe",  Leipz.  Abh.  18  (1884),  p,  393. 

160)  Vgl.  „Mod."  2,  p.  24. 
Eneyklop.  d.  in»th.  WUtenach.    II  2.  27 
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Hieraus  folgen  die  Potenzreihe: 

(76)      n  ■  G;.,.  =  »)/l;  e »^~  2"  (-  ^Ye''     <l-      '^^ 

und  die  Produktdarstellung: 

(76)     rA.S;„  =-.>""■"   ,""•        '^ 

welche  beide  im  Innern  der  cj -Halbebene  allenthalben  konvergieren. 
Die  Produktdarstellung  zeigt:  Die  Modulform  n'*^  Stufe  6^  ist  im 
eugehörigen  „FB",  ahgcsehen  von.  den  parabolischen  Spitzen,  überall  end- 
lich und  von  0  verschieden. 

Es  stellen  sich  z.  B.  die  Wurzeln  der  Integralmodüln  k,  k'  (vgl. 
über  diese  Modulfunktionen  die  Bemerkungen  am  Schlüsse  von  Nr.  13) 
in  den  zu  w  =  2  gehörenden  Teilwerten  der  Sigmafunktion  so  dar*'*): 

Yk^e'H'P^, 


(77> 


Als  weiteren  Eingang  in  die  Thöorie  der  Modul  formen  höherer 
Stufe  benutzt  Klein  *^*)  die  elliptischen  Normalkurven  w*'""  Ordnung  im 
Räume  von  (w  —  1)  Dimensionen,  also  die  doppeltbedeckte  Gerade 
(mit  4  Verzweigungspunkten)  für  n==2,  die  singularitätenfreien  ebenen 
Cg  für  w  ==  3,  die  Raumkurven  C^  erster  Spezies  für  »i  =  4  usw.  (Vgl. 
n  B  3  Nr.  74).  Zur  Darstellung  der  fragliehen  Kurven  hat  man  all- 
gemein die  n  homogenen  Koordinaten  irgendwelchen  n  linear- unab- 
hängigen -O^-Produkten  derselben  Residuensumme  gleich  zu  setzen.  Als 
f^inguläre"  Koordinaten  zur  Darstellung  der  C„  benutzt  Klein  n  Größen 
Xq(u\(Oi,  KJgX  •  •  •,'  -^«-i(^!*^i?  <^2)>  welche  sich  im  Falle  einer  un- 
geraden Zahl  n  so  darstellen: 

(78)    X,=  (-  1)«]/^  A~^  •  ß^'^'^'^'^q^-»,  {^"f"'^)- 
Diese  n  Funktionen  substituieren  sich  gegenüber  den  Modulen bstitu- 

151)  Vgl.  die  entfiprechenden  in  den  Thetaftinktionen  geBchriebenen  Formeln 
(96)  im  Ref.  U  B  3,  Nr.  82. 

162)  Vgl.  die  in  der  Note  149  genannte  Abhandl.  und  „Med."  2,  p.  236. 
S.  auch  Klein,  „Über  gewiese  Teilwerte  der  Thetafunktion",  Math.  Ann.  17  (1881), 
p.  666. 
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tionen  homogen  und  linear  mit  konstauten  Koeffizienten  und  liefern  dabei 
eine  endliche  Gruppe,  welche  mit  der  mod.  n  rcdtmerttti  Modulgruppe 
isomorph  ist  (vgl.  Nr.  13).  Den  beiden  Erzeugenden  ß)/=^-  «j -|-  ^a 
Oj'=  ojj,  und  &?,'==  —  ©2,  ©2=  «1  der  Modulgruppe  entsprechen  die 
Substitutionen: 

nia(n  —  a)  ~~i~   " — ^     itjtap 

(79)  X;  =^  e.         ""  "  X„,      XJ'  ==  ^       2 e~'"^~  X^. 

Indem  Klein  w  ===  0  einträgt,  gewinnt  er  aus  den  n  Funktionen 
X„  insbesondere     -      Modulformen  ^i(g)i,  coj),  .  .  .,  -?«— i(cOi,  ög)    der 

Stufe  «  und  der  Dimension  -  •  Für  dieselben  ergeben  sich  die 
Darstellungen : 

(80)  z.  =  (-  l)"-^' •  i]/?^  a"  "^  _2'  (-  1)"« 

»i  =  —  sc 

Auch    diese   Funktionen    substituieren    sich    gegenüber    den    Modul 
Substitutionen  homogen  und  linear;  die  Erzeugenden  sind: 

nia{n  —  o) 
t  n 


»    +ce.  ((»m4-l)<»— 8ay 

4n    " 


(81) 


«—1  *~^- 


Diese  i?^  geben  für  n  =  3,  5,  7,  11  die  einfachsten  überhaupt  vor- 
handenen Modulformen,  speziell  für  n  ==  3  und  5  die  Tetraeder-  und 
Ikosaederirrationalität. 

Hurwite^^^)  hat  diese  Theorie  auf  die  geraden  Stufenzahlen  n 
erweitert,  wobei  für  m  =  4  die  Oktaederirrationalität  auftritt.  Außer- 
dem hat  er  durch  Verallgemeinerung  eines  von  Kldn^^)  herrührenden 
gruppentheoretischen  Prinzips  aus  den  X^  neue  Größensysteme  von 
ähnlichem  gruppentheoretischen  Verhalten,  jedoch  von  allgemeinerem 
analytischen  Bildungsgesetze  abgeleitet.  Letzteres  steht  zu  de»  binären 
ganzzahligcn  quadratischen  Formen  der  Determinante  n  bzw.  4w  in 
Beziehung  ^'^).  Wegen  der  verschiedenen  aus  diesen  Entwicklungen 
entspringenden  Systeme  von  Modulformen  siehe  „Mod."  2,  p.  355. 


168)  „Über  endliche  Qruppeu  linearer  Substitutionen,  die  in  der  llieoiie 
der  elliptischen  Transzendente a  auftreten",  Math.  Ann.  27  (1885),  p.  183. 

164)  „Über  Auflösung  gewisser  Gleichungen  7.  und  8.  Grades",  Math.  Ann. 
16  (1879),  p.  262. 

166)  Hier  fand  Hurwüe  die  Verallgemeinerung  seiner  Sätze  über  die  arith- 

27* 
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26.  Transformationstlieorie,  speziell  der  Modulfunktionen.  Mo- 
diilargleichuugen.  Die  Transformationstheorie  ist  insbesondere  im 
Falle  der  Modulfunktionen  ein  rieiseitig  entwickeltes  Kapitel,  weil  hier 
die  Transformation  und  die  mit  ihr  zusammenhängende  Teilung  der 
doppeltperiodischeu  Funktionen  (vgl.  IIB 3,  Nr.  70 — 73)  von  vornherein 
viele  Ansätze  und  Resultate  lieferte.  Dagegen  ist  die  Transformations- 
theori     sonstiger  automorpher  Funktionen   nur   erst   wenig  behandelt. 

Au  die  Spitze  stellen  wir  ein  von  P.  StäclteV^^)  und  Fricke'^^'') 
für  beliebige  automorphe  Funktionen  aufgestelltes  Prinzip:  Soll  zwischen 
den  Argumenten  ^,  i;'  zweier  automorpher  Funld tonen  (pit),  (p'{t')  ß^**^ 
„algebraische*'  Relation  fit,,  g')  =  0  bestehen,  ivelchc  eine  gleichfalls  „alge- 
braische" Relation  F((p,  tp')  ==  0  zwischen  den  Fimhtionen  zur  Folge 
hat,  so  hat  f{^,  ^')  ==  0  notwendig  die  Gestalt: 

Bezeichnet  man  diese  Tiuusformation  durch  T,  die  Gruppen  von  tp{^) 
und  qp'(^')  *^^^  durch  F  und  F',  so  mü.sseu  weiter  die  Gruppen  V 
und  TFT'^  „l'omntenmrahel"  sein,  d.  h.,  eine  Untergruppe  von  „end- 
lichem" Index  gemein  haben. 

Dies  trifft  bei  der  Modidgrappe  zu,  falls  man  unter  a,  b,  c,  d 
irgend  vier  ganze  Zahlen  einer  Determinante  «  >  0  versteht  (vgl.  „Mod." 
2,  p.  83).     Ist   qp(a))   eine   Modulfunktion    m^""   Stufe,    so   sagt  man, 

y'(cj)  =-  g)  C*"'  T  ,)  entstehe  aus  9(0)  durch  Transformation  «'*"  Grades 

oder  w'*^  Ordnung  ^^^)-^  f'i^)  ^st  dann  eine  ModulftmMion  der  Stufe 
m-n,  und  also  besteht  eine  alf/ebraisehe  Relation  F{tp,  <p')  =  0. 

Ist  insbesondere  q>((o)  die  „Haiiptfunktion"  einer  Ko^ngruenzunter- 
gruppe  des  Geschleehtes  jo  =*=  0,  so  heißt  die  Relation  F(<p,  (jp')  =  0 
eine    „Moduhmfleichung   m'^''   Stufe    für    Transformation    n""   Grades" 

metische  Natur  der  Entwicklungskoeffizienten  bei  Integralen  erster  Gattung.  S. 
übrigens  ale  Beispiel  den  hierher  gehörigen  analytischen  Ausdruck  (430)  in  II B  3, 
Nr.  75. 

166)  „Über  algebT-aische  Gleichungen  zwischen  eindeutigen  Funktionen, 
welche  lineare  Substitutionen  in  .  ich  zulassen",  J.  f.  Math.  112  (1893),  p.  287. 

167)  „Über  die  Transformationstheorie  der  automorphen  Funktionen",  Math. 
Ann.  44  (1893),  p.  97. 

158)  Über  die  Art,  wie  der  hier  gewählte  Ansatz  der  Transformation  sich 
aas  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Funktionen  ergibt,  sehe  man  II B  3,  Nr.  71. 
Die  hier  folgende  Darstellung  ist  vom  reinen  Standpunkt  der  Modulfunktionen 
im  Sinne  des  von  Klein  entwickelten  Programms  gegeben;  e.  dessen  Abh.  „Zur 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen",  Münch.  Ber.  vom  Dez.  1879  oder  Math. 
Ann.  17  (1880),  p.  62. 
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(vgl.  n  B  3,  Nr.  73).  Bei  den  zur  Untersuchung  gelangten  Fällen  setzte 
man  der  Emfachheit  halber  die  Stufenzahl  m,  und  den  Transforma- 
tionsgrad n  als  relativ  prim  voraus.  Die  Modulargleichung  erwies 
sich  als  symmetrisch  in  der  ursprünglichen  und  transformierten  Haupt- 
funktion, und  ihr  Grad  in  jeder  derselben  ist  gleich  der  Tcüersumme 
0(n)  der  Zahl  n. 

Alle  unendlich  vielen  Transformationen  des  Grades  n  führen  dem- 
nach nur  auf  0(n)  unterschiedene  transformierte  Funktionen  und 
können  also  durch  (P(w)  „Repräsentanten"  ersetzt  werden.  Als  Re- 
präsentanten für  Transformation  n*^^  Grades  einer  Modulfunktion  erster 
Stufe  kann  man  z.  B.  die  folgenden  brauchen: 

(83)  «'=^-'"^^,      AD  =  n,      0<B<n}'^) 

Hat  n  quadratische  Teiler,  so  ist  die  Modulargleichung  reduzibel. 
Der  „eigentlichen"  Transformation  «*^°  Grades  (bei  welcher  a,  h,  c,  d 
keinen  Teiler  >  1  gemein  haben)  geiiört  dann  ein  irreduzibler  Be- 
standteil des  Grades: 

(84)  ^(n)  =  «jrj(l+i-) 

au,  wo  sich  das  Produkt  auf  die  verschiedenen  Primteiler  von  n  be- 
zieht (vgl.  „Mod."  2,  p.  47  und  105,  sowie  H  B  3,  Nr.  73). 

Die  ursprünglichen  Modulargleichungen  Jacohis  ^^)  sind  in  vor- 
stehender Theorie  solche  der  16.  Stufe  (vgl.  II  B  3,  Nr.  44  und  73); 
denn  sie  betreffen   die  Hauptfunktionen  |/ä'(co)  dieser  Stufe. 

Am  ausführlichsten  sind  unter  funktionentheoretischen  Gesichts- 
punkten die  Modulargleichungen  erster  Stufe  für  die  Hauptfunktion 
J{Gi)  betrachtete*^).  Hier  gilt:  Die  transformierte  Funktion  J(nci) 
gehört  als  Modulfunktion  n^'^  Stufe  derjenigen  durch  y  ^e  0  (mod.  n) 
erklärten  Kongruenzgruppe  des  Index  ilj{n)  an,  welche  einer  ersten  unter 
den  in  Nr.  13  genannten  „lidlhmetazyldischen"  Gruppen  korrespondiert. 
Diese  Untergruppe  liefert  einen  aus  ip(n)  Doppeldreiecken  des  Drei- 
ecksnetzes der  Modulgruppe  gebildeten  „FB"  und  damit  ein  (auto- 
morphes) Gebilde,  dem  eTTco)  und  J\ci)  ==  J(n(o)  als  i/;(w)- wertige 
Funktionen  angehören.  Die  Symmetrie  der  Gleichung  F(J,  J')  =  0 
zeigt,  düß  das  fragliehe  Gebilde  eine  eindeutige  Transformation  in  sich 
zuläßt,  bei  der  J  und  J'  ausgetauscht  werden. 

159)  S.  hierzu  die  ausführlichen  Darlegungen  über  die  „arithmetiachen" 
und  die  „funktionentheoretischen"  Repräsentanten  in  IIB  3,  Nr.  71. 

160)  Vgl.  „Fundamenta  nova  etc.",  Jacobis  Werke  1,  p.  78  if.  u.  122  tf. 

161)  Vgl.  neben  den  weiter  folgenden  Zitaten  die  in  Note  23  genannte  Arbeit 
von  Dcdekind,  in  der  die  Funktion  J{to)  als  „Valenz"  bezeichnet  wird. 
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Die  vorstehende  \oii  Klein^^^)  herrührende  Auffussimg  derModular- 
gleicliungen  geyfcattet  immer  dann  einen  einfachen  xVufbau  derselben, 
wenn  das  Geschlecht  des  genannten  Gebildeo  null  ist.  Ist  nämlich  t{c3) 
eine  Hanptfunktion  des  GebildeSj  so  ist  J  aiue  rationale  Funktion  E{r) 
vom  ^(w)**''  Grades  ia't.  Dia  eindeutige  Transformation  des  Gebildes  in 

sich  wird  durch  w'  ==  —  dargestellt.  Dieselbe  ist  für  die  Haupt- 
funktion T  notwendig  linear.  Man  liat  also  einmal  für  die  Haupt- 
fiinktion: 

(86)  ^>)  =  <-')--(- ^)  =  ^i'+|, 

"vs'übei,  da  es  sich  hier  um  eine  Transformation  der  Periode  2  handelt, 
überdier^  noch  D  =  —  A  zu  setzen  i^tj  andrerseits  gilt  für  J: 

(86)  J'_J(«a,).-==J  (;-;)==. R(r') 

Kennt  man  demnach  die  Koeffizienten  A,  B,  C,  D  {--^  —  A)  und  die 
rationale  Funktion  Rit),  so  kann  f{J,  J')  ===  0  durch  Elimination  von 
T  gewonnen  werden.     Klein  schlägt  nun   die  AngaJm  der  GUichungcn: 

(87)  J-^M-c),      r'=.f,;-|| 

einfach  als  Ersats  der  liodidargleichung  vor  und  führt  dies  hei  den  zu 
jj  =»  0  gehörenden  Primzahlgraden  n  durch.    Z.  B.  gilt  bei  w  =  7 : 

(88)  J:J-~  1:  i  =  (t« -f- 13r  H- 49)(t.3  +  5ir  +  1) 

:  (r*  -f-  14t'^  +  63t»  -f  70r  -  7)2 :  1728r, 

(89)  T-r'=-49. 

CHerster^*^)  böliandelt  die  znni  Geschlechte  p  =  0  gehörenden  zu- 
sammengesetzten Grade  n}*^) 

Ist  das  Geschlecht  des:  genannten  Gebildes  'p  >  0,  so  muß  man 
zn.r  Aufstellung  der  Modul argieichung  in  der  jfiT/emschen  Gestalt 
Reihenentwicklung  nach  q  und  formentheoretische  Betrachtungen  zu 
Bilfe   nehmen.     Hierüber    hat   ausführlich    L.  Kieperf^^^)    gearbeitet; 

162)  „Über  die  Transforraation  der  elliptihclien  Funktionen  und  üw  Auf- 
lösung der  Gleichungen  ö.  Grades",  Math.  Ann.  14  (1878),  y.  111. 

163)  „Notiz  über  Modulargleichungen  bei  zusammengesetztem  Traus- 
formationsgrade",  Math.  Ann.  14  (1878),  p.  .^557 

164)  Vgl.  auch  „Mod."  2,  p.  36  ff. 

166)  „Über  die  Transformation  der  elliplischen  Funktionen  bei  zusammen- 
gesetztem TransJbrmationegrado",  Math.  Ann.  82  (1887),  p.  1;  „Über  ge^risse  Ver- 
einfachungen der  Tritnsformationsgleichungen  in  der  Theorie  der  elliptische» 
Punktionen",  Math.  Ann.  .H7  (1890),  p.  368. 
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Fr  icke  ^^)  untersuchte  einige  elliptische  und  bj  perelliptische  Fälle  mit 
Bevorzugung  von  Primzahlgraden  n.  Im  Falh;  n  -^11  gilt  p=  1^ 
und  man  kann  zwei  Funktionen  ■r(«),  0(03)  anssachen,  die  durch: 

(90)  ö^  —  1  4-  20t  —  50r2  -f  Ux^  =-  0 

verknüpft  sind.     Dann  gilt  für  J{g)):  , 

{\tl)  J  —  ^^    ^,-  ^^^g    ii^«  _  3  .  7 ^.  ^  1  _  ö(ll  t  _  1,)«  ' 

und  der  Übergang  zu  J'  erfordert  nur  einen  Zeichen  Wechsel  von  6. 
Modulargleichungen  für  die  „G^o?otsschen  Moduln"  der  Stufen  2 
bis  5  (Hauptfunktioneu  der  betreffenden  Hauptkongruenzuntergruppen 
der  Indizes  G,  12,  24  und  60)  betrachtete  G.  Friedrich  in  seiner  Leipz. 
Diss.  von  1886**').  Über  die  hierbei  verwendete  invariantentheoretische 
Methode  vgl.  man  die  folg.  Nr.,  auch  II  B3,  Nr.  71  (vorletzter  Absatz). 

27.  Fortsetzung:  Modularkorrospoudenzen,  Multiplikator- 
gleiohungea.  Sei  jetzt  für  beliebige  Stufe  m  die  Hauptkongruenz- 
gruppe r^  vorgelegt,  deren  Indtx  fi  =  fi(m)  oben  (in  Nr.  13)  ange- 
geben wurde.  Der  zugehörige  „FB^*  liefere  zusammengebogen  die  (Rie- 
mannache)  Fläche  F^.  Der  Transformationsgrad  n  sei  relativ  prim 
zu  m.    Alle  möglichen  Transformationen  w'®"  Olrades; 

(92)  n«')  =  "-^^4'       ad~lc^^n, 

bei  denen  a,  h,  c,  d  keinen  gemeinsamen  Faktor  >  1  haben,  liefern 
jetzt  für  den  einzelnen  Punkt  o  des  „FB"  in.sgesamc  a(m)  •  ilf(n)  be- 
züglich r^  iuäquivalente  0'  =  T(co)\  man  hat  also  für  eigetUliche  Trans- 
formation w*''"  Grades  ti(m)  •  ^(w)  „Repräsentanten  m''"  Stufe".  Diese 
Repräsentanten  ordnen  sich  zu  ^(n)  in  11  {ni)  „Klassert'^  an,  wobei  die 
i>(n)  Repräsentanten  der  einzelnen  Klasse  mod.  ;«^  kongruente  Zahlen- 
quadrupel a,  b,  c,  d  aufweisen.  Auf  der  Fläche  F  liefern  die  /k(w») 
Klassen  oder  ^(^m)  „Repräsentantensystemei''  ehvnsoviele  ip(7i)-i{f(n)-deutige 
irreduzibele  algebraisciie  Korrespondenzen^  welche  als  die  „Modula/rhorres- 
pondenzen"  m*'"  Stufe  für  Transformation  w''"'"  Ordnung  bezeichnet  werden 
(vgl.  „Mod."  2,  p.  105). 

Die  Theorie  dieser  Modularkorrespondeuzen,  welche  die  natürliche 
Fortsetzung    der    Modulargleichungen    darstellen,   ist    durch   Klein^^) 


186)  „Neue  Beiträge  zur  Tranaformafcionstheorie  der  elliptischen  Funktionen", 
Math.  Ann.  40  (1891),  p.  469. 

167)  „Die  Modulargleichungen  der  Galoisscheu  Moduln  der  2.  bis  6.  Stufe", 
Arch.  f.  Math.  (2)  4,  p.  113. 

168)  S.  die  in  Not«  lö8  am  Schlüsse  genannte  Abhandlung. 
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begründet  und  durch  Gierater^^^)  und  namentlich  durch  Hurwitz^''^) 
weiter  ausgebildet.  Hier  wurde  die  eigentliche  Natur  der  „irrationcden 
ModtdargleicJmrtgen"  von  Legendre,  Gützlaff,  Schröter  u.  a.  erkannt  (vgl. 
n  B  3,  Nr.  44,  am  Schluß,  und  ,,Mod."  2,  p.  155  und  701).  Z.  B.  ist  die 
GütdaffBche  Gestalt  der  Jacohiechen  Modulargleichung  8.  Grades  für 
n  =  1  die  folgende: 

(9ä)  flYl-\-f¥ff^i. 

Die  beiden  Modulfunktionen  yi-,   y%'  der  Stufe  16   liefern  eine  aus- 
gezeichnete Untergruppe,  deren  „FB"  vermöge  jener  beiden  kurz  durch 
yk=  X,  yjc'==  y  zu  bezeichnenden  Funktionen  eindeutig  auf  die  ebene 
Kurve  8.  Grades: 
(94)  :r«  +  «/«==  1 

bezogen  ist.  Auf  dieser  Kurve  ist  nun  eine  der  8-8-deuti;.';en  Modular- 
korrespoudenzen  durch  die  aus  der  Gützlaff'sGh.en  Gleichung  hervor- 
gehende Relation  wx'  -f-  yy'  ==  1  dargestellt.  Innerhalb  der  all' 
gemeinen  von  Hurwitz^"'^)  auf  Grundlage  der  Integrale  erster  Gattung 
aufgestellten  Korrespondenztheorie  gehören  die  Modularkorrespondenzen 
zur  Gattung  der  sogenannten  „singulären  Korrespondenzen''  (vgl.  auch 
„Mod."  2,  p.  518  ff.). 

Setzt  man  in  die  irrationalen  Modulargleichungen  für  die  Wurzeln 
der  Integral modu In  ihre  Ausdrücke  als  Thetaquotienten  ein  (vgl.  die 
Formeln  (95)  in  11  B  3,  Nr.  32),  so  ergeben  sich  Relationen  zwischen 
ureprün glichen  und  transformierten  Theta-Nullwerten,  wie  sie  aus 
Untersuchungen  über  Transformation  der  Thetafunktionen,  nämlich 
durch  die  sehr  ergiebigen  und  wichtigen  Hilfsmittel  der  analytischen 
Rechnungen  mit  Potenzreihen'""),  in  großer  Zahl  hervorgegangen  sind. 
Diese  Thetarelationen  finden  also  ihre  geometrisch  -  funktionen theore- 
tische Deutung  bzw.  Begründung,  indem  man  sie  als  Darstellungen 
von  Modularkorrespondenzen  auf  der  Kui*ve  8.  Grades  (94)  auffaßt. 
Die  Legetidresche  Modulargleichung  (vgl.  (30)  in  II  B  3,  Nr.  10)  findet 

169)  „Über  Hclationen  zwischen  Klassenanzahlen  binärer  qnadratiacher 
Formen  von  negativer  Determinante",  drei  Abb.,  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  71, 
21  (1883),  p.  1  und  22  (1883),  f..  190. 

170)  „Zur  Theorie  der  Modulargleichungen",  Gott.  Nachr.  von  1883,  p.  360; 
„Über  die  Klasaenzahlrelationen  und  Modularkorreapondenzen  primzahliger  Stufe", 
Leipz.  Ber.  von  1886,  p.  222. 

171)  „Über  algebraische  Korrespondenzen  und  das  verallgemeinerte  Korre- 
$poudenzprinzip",  Leipz.  Ber.  von  1886,  p.  10  oder  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  561. 
S.  auch  das  Ref.  II  B  2  (Wirtinger),  Nr.  62. 

172)  S.  das  Nähere  im  Ref.  IIB  3,  Nr.  72  und  die  dort  angegebene  Literatur. 
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ihre  einfachste  Deutung  als  4-4-deutige  Korrespondenz  auf  derjenigen 
zur  8.  Stufe    gehörenden  Kurve  4.   Grades,  welche  man  für  x  =  ]/fe, 
y  =  y^'  in  der  Gleichung: 
(95)  a,*+/=l 

darstellt.  In  niederen  Fällen,  z.  B.  für  die  Grade  3  und  f),  kann  man 
der  funktionentheoretischen  Deutung  der  Thetarelationen  sogar  Kon- 
gruenzgruppei;  vom  Geschlechte  0  zu  Grunde  legen.  Dann  gestatten 
die  ursprünglichen  und  die  transformierten  Theta  rationale  Darstellung 
in  eifiem  Parameter  (der  Hauptfunktion  der  betreffenden  Gruppe);  die 
Thetarelationen  aber  werden  in  diesem  Parameter  zu  identischen  Glei- 
chungen ^'^^). 

Die  iiini)  verschiedenen  Korrespondenzen  des  einzelnen  Grades  n 
gehen  übrigens  aus  einer  unter  ihnen  einfach  dadurch  hervor,  daß 
man  von  den  beiden  einander  entsprechenden  Systemen  zu  je  ^(w) 
Punkten  ein  System  festhält  und  auf  das  andere  alle  ii{ni)  bezüglich 
der  r^^  inäquivalenten  Substitutionen  ausübt.  Wendet  man  auf  beide 
Systeme  gleichzeitig  jene.  Substitutionen  an,  so  ergibt  sich,  daß  die 
einzelne  Korrespondenz  stets  pi(m)  eindeutige  Transformationen  in  sieh 
zuläßt.  Dieser  Ansatz  gestaltet  sich  am  einfachsten,  wenn  man  auf 
der  Riemannschen  Fläche  F^  zur  Darstellung  der  Korrespondenz  ein 
Funktionssystem  zugrunde  legt,  welches  sich  gegenüber  jenen  /u  Sub- 
stitutionen linear  reproduziert.  Dann  wird  die  Korrespondenz  durch 
eine  Gleichung  darstellbar  sein,  welche  invariant  ist  gegenüber  einer 
Gruppe  von  ii>{m)  linearen  Substitutionenpaaren,  angewandt  gleichzeitig 
auf  die  ursprünglichen  und  die  transformierten  Funktionen.  Zur  Ge- 
winnung der  algebraischen  Darstellung  der  Korrespondenzen  kann  man 
demnach  die  Methoden  der  linearen  Invarianteutheorie  heranziehen.*''*) 

Transformati onsgloichungen  für  Modul/brwm  nennt  Klein  im  An- 
schluß an  eine  von  Jacobi  herrührende  Bezeichnungsweise  „Muliipli- 
katorgleichungen"^'^^).  Solche  Gleichungen  erster  Stufe,  und  zwar  für  .^r, 
und  g.^,   betrachtete   F.  Müller  ^"^),   während   Muitiplikatorgleichungen 

173)  Ausfühiliches  bei  Fricke,  ,,Gber  Systeme  elliptiecher  Modulfunktionen 
T(in  niederer  Stufenzahl",  Leipz.  Dias.  (Braunschvreig  1885)  und  „Die  Kougruenz- 
gruppen  6   Stufe",  Math.  Ann.  29  (1886),  p.  97.    Siehe  auch  „Mod."  2,  p.  158. 

174)  Auf  dieser  Grundlage  behandelte  die  Modularkorrespondenzen  16.  Stufe 
E.  W,  Fiedler,  ,,1'ber  eine  besondere  Klasse  irrationaler  Modulargleichungen  der 
elliptischen  Funktionen",  Leipz.  Diss.  von  1885  oder  Züricher  Vierteljahrsschrift 
30,  p.  129.  S.  auch  die  auf  die  7.  Stufe  bezügliche  Note  von  Fricke,  „Zur  Theorie 
der  Modularkorrespondenzen",  Gott.  Nachr.  von  189*2,  p.  272. 

175)  S.  das  Nähere  in  IIB  3,  Nr.  7g. 

176)  „De  transformatione  functionem  ellipticaruin",  Berl.  Dias.  1867. 
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für  die  Wurzeln  der  Diskriminante  A  in  ausgedehnten  Arbeiten 
Kiepert'^'''')  und  speziell  diejenigen  für  yÄ  Hurwitz^'^^)  untersuchten. 
Multiplikatorgleich ungeii  für  die  Teilwerte  der  Sigmafunktion  be- 
handelte P.  Biedermann.^^'^) 

28.  Klassenzahlrelationen.  In  die  „reduzible"  Modulargleichung 
F  [J'j  J)  =  0  erster  Stufe  für  „eigentliche"  und  „uneigentliche"  Trans- 
formation n^^'^  Grades  ^^")  setze  man  J'  =  J  ein  und  bestimme  den 
Grad  der  in  J  entspringenden  Gleichung  (Anzahl  der  „Koinzidemen''^ 
der  durch  F(J',  J)  ==  0  dargestellten  Korrespondenz).  Die  Unter- 
suchung dieser  algebraischen  Gleichung  F{J,  J)  =  0  liefert  als  Grad 
0(w)  -f-  ''F(ß),  wo  0(n)  die  Teilersumme  von,  n  ist  und  W{n)  die 
Summe  aller  Teiler  olerhalb  Yfi,  vermindert  um  diejenige  aller  Teiler 
von  n  anUrhalh  ^n,  ist.  Diese  Gradbestimmung  kann  man  nun  aber 
auch  „arithmetisch"  ausführen,  insofern  das  Zutreffen  einer  „Koin- 
zidenz" J'  =  J  das  Bestehen  einer  Gleichung; 

(96)  "^+^==(0,       Cö»-f-(</— a)cD  -&  =  0,       ad-hc  =  n 

zur  Voraussetzung  hat.  Auf  der  linken  Seite  der  zweiten  Gleichung 
steht  eine  (janzzahlige  binäre  (juadratische  Form,  der  negativen  Deter- 
minante: 

(97)  D  =  {d  —  af  -i-  Ue  =  —  4w  +  x^       x^a^-d. 

Die  Durchführung  dieses  Ansatzes  gibt  die  Koinzidenzenanzahl  als 
Summe  von  Klassenanzafdm.  Ist  H( —  D)  die  Klassenanzahl  der 
Formen  negativer  Determinante  D,  so  findet  man  für  jene  Anzahl 
die  Darstellung:  ,'« 

(98)  ^'Ä'(4«  —  x'), 

x=^0,  ±1,  +2,  ... 

summiert  für  alle  angegebenen  Werte  x,  die  absolut  <  2}/w  sind. 
Durch  Gleichsetzung  beider  Darstellungen  der  fraglichen  Anzahl  ent- 
springt die  „Klass&nzahlrelation  erster  Stufe"  für  den  Grad  w: 

(99)  ^H{4n  —  x')  ^  0(n)  -f  W{n). 

x=-0,  ±1,... 

177)  „Zur  Tranaformatiouatheorie  der  elliptischen  Funktionen",  J.  f.  Math. 
87  und  88  (1879),  p.  199  bzw.  205,  96  (1883),  p.  218;  „Über  Teilung  und  Trans- 
formation der  elliptischen  Funktionen",  Math.  Ann.  26  (lö8f>),  p.  369. 

178)  „Grundlagen  einer  independeuten  Theorie  der  elliptischen  Modul- 
funktionen  usw.",  Math.  Ann.  18  (1681),  p.  528. 

179)  „Über  Multiplikatorgleichungeu  höherer  Stufe  im  Gebiete  der  eUip- 
tischen  Funktionen",  Leipz.  Diss.  von  1886  oder  Arch.  f.  Math.  (2)  6,  p.  1. 

ISO)  Wie  schon  in  Nr.  2«  angegeben  wurde,  spricht  mau  von  einer  „eigent- 
lichen" Transformation  n*^"  Grades,  falls  die  vier  Koeffizienten  a,  b,  c,  d  der  Trans- 
formation keinen  Faktor  >>  1  gemein  haben. 
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Diese  Idee  der  Gewinnung  von  Relationen  zwischen  Klassen- 
anzahlen und  Teilersummen  von  den  Modulargleichungon  ans  rührt 
von  KronecJcer^^^)  hör.  Doch  mußte  sich  Kronechr  auf  den  Gebrauch 
,  der  t/acoifschen  Modulargieiehungen  beschränken.  Gierster^^^)  ent- 
wickelte die  allgemeine  Theorie,  nach  der  bei  jeder  Stufe  m  Klassenzahl 
relationen  für  alle  Grade  n  existieren,  fand  jedoch  bei  der  Aufstellung 
dieser  Relationen  für  die  Stufen  ni  >  5  Schwierigkeiten  in  dem  Auf 
treten  neuer  sahlenthcoretiscJier  FunJäioneti  außer  den  Teilersummen.  Erst 
Hurivitz ^^'^)  erkannte  in  diesen  höheren  zahlentheoretischen  Funktionen 
die  Enitvkiklungskoeffisientcn  der  Integrale  erster  Gattung  nach  Potenzen 
von  q  und  führte  vermöge  seiner  auf  diese  Integrah^  (vgl.  oben 
p.  416)  gestützten  Korrespondenztheorie  (s.  Note  171)  auch  die  Theorie 
der  Klassen anzahlrelationen  zum  Abschluß^**). 

Die  Lösungen  der  Gleichung  F(J,  J)  =  0,  d.  b.  die  besonderen 
Werte  von  J{(o)  für  solche  Argumente  w,  die  ganzzahligen  quadra- 
tischen Gleichungen  negativer  Determinanten  genügen,  sind  die  so- 
genannten „singt(lare7i  Modnln"  oder  Moduln,  für  welche  „komplexe 
Multiplikation"  der  doppeltperiodischen  Funktionen  stattfindet.  Hierüber 
ist  im  Referat  I  C  6  von  H.  Weber  besonders  berichtet;  man  ver- 
gleiche auch  die  Ausführungen  in  „Mod."  2,  p.  185if. 

39.  Transformation  sonstiger  automorpher  Funktionen.  Daß 
•die  Transformationstheorie  nicht  auf  die  Modulfunktionen  beschränkt 
ist,  legt  das  an  die  Spitze  von  Nr.  26  gestellte  allgemeine  Prinzip 
nahe.  Insbesondere  kann  man  ganz  analoge  Entwicklungen  bei  allen 
jenen  Gruppen  ausführen,  deren  Substitutionen  t,'  =  '^>"'  *  unimodular 
mit  ganzen  algebraischen  Zahlen  a,  ß,  y,  d  eines  bestimmten  Bilduugs- 
gesetzes  aufgebaut  sind  (vgl  die  in  Nr.  12  besprochenen  Gruppen),  Die 
transformierten  Funktionen   werden  alsdann  in  der  Gestalt  (p[.lj_  /) 

181  j  „über  die  Anzahl  der  verschiedenen  Klassen  quadratischer  Formen 
von  negativer  Determinante",  J.  f.  Math.  f>7  (1860),  p.  248. 

182)  „Neue  Relationen  zwiBcheu  den  Klassen  der  quadratischen  Formen  von 
eegativor  Determinante",  Gott.  Nachr.  von  1879,  p.  277  und  die  in  Note  169 
gen.  Abh. 

183)  „über  Relationen  zwischen  Klassenanzahlen  binarer  quadratischer 
Formen  usw.",  Leipz.  ßer.  von  1881,  p.  193;  „Über  die  Anzahl  der  Klassen  qua- 
•dratischer  Form'^n  von  negativer  Determ.",  J.  f.  Math.  09  (1885),  p.  165  und  die 
in  Note  170  zuletzt  genannte  Abhandlung. 

184)  Die  aus  der  Modulargleichung  F{J',  J)  =  0  durch  die  Substitution 
J  =  X  -{-  iy,  J'  -^  X  —  iy  entspringende  Gleichung  fix  --  iy^  sc  -f-  iy)  -  -  0  der 
sogenannten  „(Sna't/ischen  Kurve"  und  die  Beziehung  der  letzteren  zu  den  binären 
■quadratischen  Formen  j»0M*arr  Determinante  sind  „Mod."  2,  p.  166  tf.  behandelt. 
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anzusetzen  sein,  wo  die  Koeffizienten  a,  h,  c,  d  zwar  das  Gesetz  der 
Gruppen  befolgen,  aber  als  Determinante  ad  —  hc  eine  „beliebige"  ganze 
Zahl  des  betreffenden  Zahlkörpers  haben.  Abgesehen  von  einigen  all- 
gemeinen Ansätzen  ^^^)  sind  in  dieser  Richtung  weitergehende  Unter- 
suchungen über  einige  arithmetisch  zugängliche  Gruppen  der  Signaturen 
(0,  3;  lx,lz,  Z3),  d.  h.  Gruppen  von  Dreiecksfunktionen ^*^),  ausgeführt. 

Es  sind  auch  Untersuchungen  über  Transformation  mehrdeutiger 
automorpher  Funktionen  angestellt,  wie  sie  z.  B.  bei  Kreisbogenpoly- 
gonen auftreten,  deren  Winkel  in  „festen"  Ecken  nicht  oder  doch  nicht 
durchweg  aliquote  Teile  von  n  sind.  Hier  sind  für  den  Fall  der  Drei- 
ecksfunktionen (hypergeometrischen  Funktionen)  von  alters  her  einzelne 
Fälle  bekannt;  allgemeine  Untersuchungen  über  Transformation  der 
hypergeometrischen  Funktionen  sind  durch  E.  Goursat^^'^)  angestellt. 
Auch  die  Untersuchungen  von  0.  Fischer'^^)  über  Transformation  der 
Ikosaedcrirrationalität  gehören  hierher. 

30.  Algebraische  Probleme  bei  ausgezeichneten  Untergruppen» 
insbesondere  innerhalb  der  Modulgmppe.  Die  GaloisBche  Gruppe 
(Gruppe  der  Monodi-omie)  der  Modulargleichung  F{J',  J")  ==  0  für 
eigentliche  Transformation  m'®""  Ordnung  ist  isomorph  mit  derjenigen 
durch: 
(100)  ö'^  ^-^-|-^ ,       ad-ßy^:A      (mod.  n) 

dargestellten  G^,,  auf  welche  sich  die  Modulgruppe  mod.  n  reduziert 
(vgl.  Nr.  13,  sowie  II  B  3,  Nr.  73).  Die  in  Note  93  genannte  Unter- 
.  suchung  Giersters  liefert  hiernach  die  vollständige  Zerlegung  der  Ga- 
loisschen  Gruppe  6ri„(„.._,j  der  Modulargleichung  eines  primzahligen 
Transformationsgrades  11 . 

185)  Vgl.  Poincare,  „Les  fonctions  fuchsiennes  et  rarithmetique",  J.  de  math, 
(4)  3  (1887),  p.  405  und  Fricke,  „Weitere  Untersuchungen  über  automorphe  Gruppen, 
deren  Substitutiouökoeffizienten  Quadratwurzeln  ganzer  Zahlen  enthalten",  Abßchn. 
III,  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  62. 

186)  Die  Transformation  3.  Grades  der  zur  Signatur  (0,  3;  2,  4,  6)  gehören- 
den Dreiecksfunktion  ist  behandelt  in  „Aut."  2,  p.  563  und  den  Noten  von  Fricke, 
„Zur  Transformationstheorie  der  automorphen  Funktionen",  Gott.  Nachr.  von 
1911,  p.  518  und  von  1912,  p.  240;  wir  kommen  hierauf  am  Schlüsse  von  Nr.  80 
zurück.  S.  auch  Fricke,  „Entwickl.  zur  Transform.  5.  und  7.  Ordnung  einiger 
zpezieller  automorpher  Funkt.",  Act.  math.  17  (1893),  p.  345. 

187)  S.  z.  B.  die  1884  verfaßte  Abhandl.  „Recherches  sur  r<^quation  de 
Kummer",  Acta  soc.  Fennicae,  15  (1888),  p.  46.  Vgl.  auch  E.  Papperitz,  ,.Unter- 
suchungen  über  die  algebraische  Transformation  der  hypergeometrischen  Funk- 
itonen",  Math.  Ann.  27  (1886),  p.  316. 

188)  „Konforme  Abbildimg  sphärischer  Dreiecke  aufeinander  mittels  alge- 
braischer Funktionen",  Leipzig  Diss.  1885. 
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Klein  orduet  das  Studium  des  zur  korrespondierenden  Haupt- 
kongruenzgruj)pe  F,,  der  »*•'"  Stufe  gehörenden  automorphen  Gebildes 
über  dasjenige  der  Modulargleichung  F{J',  J)  =0.  Man  kann  dies 
Gebilde  vom  „FB"  der  7^,^  aus  durch  eine  „reguläre'',  die  /Ebene 
jn- blättrig  überlagernde  Riem/wnsche  Fläche  F^,  definieren,  die  der 
G^,  entsprechend  fx  hirationale  Transformationen  in  sich  zuläßt.  Die 
Auflösung  der  Graloisschen  Resolvente  der  Modulargleichung  kommt 
darauf  hinaus,  bei  gegebenem  J  die  zugehörigen  jw  Punkte  der  F  , 
bzw.  die  Werte  einer  geeignet  gewählten  automorphen  Funktion  des 
Gebildes,  zu  berechnen.  Dieses  algebraische  Problem  zu**"»  Grades 
heißt  ein  „Galoissches",  weil  sich  alle  Lösutu/en  in  einer  unier  ihnen 
rational  darstellen  (eben  durch  jene  /t  rationalen  Transformationen  des 
Gebildes  in  sich). 

Bei  den  Transformationsgraden  n  =  2,  3,  4,  5  ist  das  Geschlecht 
der  r,,  jedesmal  p  =  0,  und  man  hat  /i  =  ö,  12,  24,  60.  Das  ein- 
zelne hier  eintretende  Galoisscke  Problem  ist  so  zu  lösen,  daß  man 
eine  Hauptfunktion  (einen  „Galoisschen  Hauptmodul'')  ^(o)  einführt, 
der  aus  J  vermöge  einer  Gleichung  /u,**"*  Grades  berechenbar  ist.  Die 
/t  Lösungen  sind  dann  jedesmal  lineare  Funktimten  von  einer  unter 
ihnen,  und  man  kommt  auf  die  Gleichungen  des  Dieders,  Tetraeders, 
Oktaeders  und  Ikosaeders  zurück,  welche  hiermit  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Modulfunktionen  ihre  Stelle  erhalten  ^*'^). 

Das  bei  n  =  7  eintretende  GaloisHche  Problem  hat  den  Grad 
11=  168,  das  automorphe  Gebilde  aber  das  Geschlecht  p  =  'd.  Auf 
Grund  einer  geometrisch-invariantentheoretischen  BetrfU'htung  gelang 
es  Klein  ^^),  dieses  Galoissche  Problem  ebenfalls  vollstäiidig  zu  lösen. 
Zur  Darstellung  des  Gebildes  benutzte  er  drei  Größen,  welche  wir  am 
einfachsten  durch  den  Difierentiationsprozeß  (vgl.  Nr.  20)  aus  den  drei 
Integralen  erster  Gijttung  .h((>j),  j^((o\  j^{(o)  der  F^^^  herstellen  können 
in  der  Gestalt: 

(101;  9,(0,,,  «,)  =  -^^^ 

^    '^'      ^  Ol,  act), — 6).  rfa), 

Diese  drei  Formen  qp,,  <p^,  (p^  haben  den  Vorzug,  daß  sie  der  G^^^ 
entsprechend  168  ternäre  lineare  Suhstihttionen  erfahren,  und  daß  die 
zwischen  ihnen  bestehende  algebraische  Relation  eine  singularitäten- 
freie ebene   Kurve   vierteil    Grades  darstellen  muß,    falls  man  tp^,  tp^, 

189)  Vgl.  Klein,  „Über  die  Transfoi-mation  der  elliptischen  Funktionen  und 
die  Auflösung  der  Gleichungen  5.  Grades"  (speziell  Abschn.  III),  Math.  Ann. 
14  (1878),  p.  111, 

190)  „Über  die  Transformation  7.  Ordnung  der  elliptischen  Funktionen", 
Math.  Ann.  14  (1878),  p.  428. 
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^3  als  homogene  Koordinaten  in  der  Ebene  deutet.  Klein  findet  als 
Gleichung  dieser  Kurvo: 

(102)  (jPi'g^s  4-  92^  «Fs  +  <3P3"9'i  =  Ö 

und  gibt  a.  a.  0.  eine  ausführliche  Theorie  der  168  Kollmeationen 
dieser  Kurve  in  sich^^*).  Die  Galois»c\\Q  Resolvente  selbst  stellt  Klein 
in  der  Weise  dar,  daß  er  J  als  rationale  Funktion  auf  der  fraglichen 
Kurve  anschreibt,  was  mit  Hilfe  invariantentheoieti scher  Methoden 
ohne  weitgehende  Rechnungen  gelingt. 

Auch  das  fxaZw'.ssche  Problem  bei  w==ll  hat  Klein^^^)  direkt 
(d.  h.  ohne  Zuhilfenahme  von  Reihenentwicklungen,  die  von  den  Theta- 
funktionen  geliefert  werden)  gelöst.  Hier  ist  /x  =  660  und  der  „FB" 
hat  das  Geschlecht  p  =  2Q.  Die  Betrachtung  wird  auf  fünf  Modul- 
formen Zi,  ^2>  •  •  -j  ^5  gegründet,  welche,  als  homogene  Koordinaten 
eines  Raumes  von  vier  Dimensionen  aufgefaßt,  den  ,;FB"  auf  eine 
Kurve  20.  Ordnung  abbilden  (siehe  auch  „Mod."  2,  p.  401  ff.).  Diese 
^80  gestattet  660  KoUineationen  in  sich. 

Nach  Abschluß  dieser  Untersuchung  gewann  Klein^^'^)  eine  Dar- 
stellung sowohl  der  9^,  (p^,  q).^  für  die  7.  Stufe,  als  der  fünf  Modul- 
formen s^  der  11.  Stufe  durch  Thetareihen ^^)  und  konnte  damit  die 
Behandlung  der  6ra/o*sschen  Probleme  auf  beliebige  Transformations- 
grade n  verallgemeinern. 

Die  Lösung  des  einzelnen  Galoisschen  Problems  eröffnet  den  Zu- 
gang zu  den  gesamten  Resolventen  der  Modulargleichung.  Hier  sind  die 
Grade  «  =  5,  7, 11  deshalb  besonders  wichtig,  weil  sie  infolge  des  Galois- 
schen Satzes  (s.  Nr.  13,  p.  391)  die  einzigen  Primzahljrade  sind,  hei 
denen  die  Modulargleichung  {n  -j-  1)'*"  Grades  eine  Besolvente  niederen^ 
nämlicJi  n""  Grades  besitzt.  Die  Resolvente  5.  Grades  findet  ihre  Theorie 
in  „Ikos."  wo  auch  die  ausgedehnte  Literatur  (insbesondere  Brioschi, 
Hermitc,  Kronecler)  nachgewiesen  ist.  Die  einfachste  Resolvente  7.  Gra- 
des ist  zuerst  von  Hertnite^^^)  aufgestellt  und  von  Klein  ^^^)  auf  Grund 

191)  Vgl.  über  diese  Kurve  aucli  M.  W.  HaskeU,  „Über  die  zur  Kurv« 
X'lt-\- ft.'^v-{-v^X  =  0  im  projektiven  Sinne  gehörende  mehrfache  Überdeckung 
der  Ebene"  (Gott.  Dies.),  Amer.  J.  13  (1890),  p.  1. 

192)  „Über  die  Transformation  11.  Ordnung  der  elliptischen  Funktionen", 
Math.  Ann.  16  (1879),  p.  633. 

193)  „Über  gewisse  Teilwerte  der  a-j  -  Funktion",  Math.  Ann.  17  (1880), 
p.  §66;  vgl.  auch  Note  149. 

194)  Es  handelt  sich  um  die  in  Gleichung  (80),  p.  419,  gegebenen  4(«—  1) 
Modulformen  2^, 

196)  „Sur  la  theorie  dee  equations  modulaires",  C.  R.  48  (1869),  p.  940, 1079, 
1096  und  49  (1869),  p.  16,  110,  141  oder  HermiUi  Werke  2,  p.  38.    8.  auch  Her- 
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seiner  Methode  neu  entwickelt  Bei  «  =  11  benutzte  Hermilc  a.  a.  0. 
einen  Ansatz,  der  sich  an  die  Jacöbi&che  Modulargleichung  (nicht  an 
diejenige  erster  Stufe)  anschloß;  jedoch  erwies  sich  die  hierbei  ein- 
tretende Reeolvente  11.  Grades  als  so  kompliziert,  daß  ihre  endgültige 
Berechnung  nicht  gelang.  Klein  gab  die  fertige  Resolvente  11.  Grades 
in  ihrer  einfachsten  Gestalt  in  der  in  Note  192  genannten  Abhandlung 
(siehe  auch  das  Ref  II  B  3,  Nr.  43,  letzter  Absatz,  und  „Mod."  2, 
p.  427). 

Bei  zusanimengesetzten  Stufenzahlen  n  ist  die  Untersuchung  des 
Galoischen  Problems  //.(w)**"  Grades  deshalb  weit  einfacher,  weil  die 
Gruppe  G^,  zusammengesetzt  ist.  Untersucht  ist  der  Fall  w  =  6  durch 
Fricke^^'')  und  die  Fläche  einer  bei  n  ==^  '^  auftretenden  ausgezeich- 
neten Fge  durch  DycV^^). 

Außer  diesen  in  das  Gebiet  der  Modulfunktionen  gehörenden 
Untersuchungen  sind  nur  erst  ganz  vereinzelt  algebraische  Probleme 
der  bezeichneten  Art  behandelt.  Ausführlich  betrachtet  ist  nur  die 
Hauptkongi'uenzgruppe  dritter  Stufe  in  der  zur  Signatur  (0,  3;  2,  4,  5) 
gehörenden  Gruppe  F.  Diese  Untergruppe  hat  den  Index  /i.  =  360 
und  liefert  eine  „einfache"  Gruppe  G^^  ^^^).  Durch  eine  nicht  ganz 
einfache  Schluß  weise  erkennt  man  daß  es  ein  System  zugehöriger 
Funktionen  gibt,  durch  welche  die  Riemannsche  Fläche  F^^  auf 
eine  ebene  Kurve  C^  abgebildet  wird,  die,  der  (rgg^  entsprechend, 
360  Kollineationen  in  sich  zuläßt.  Diese  Kollineationsgruppe  ist  un- 
abhängig von  der  Theorie  d(»r  automorphen  Funktionen  von  G.  Valen- 
tiner^^)  entdeckt  und  durch  A.  Wiman^^^)  sowie  F.  Gerbaldi^^)  aus- 
führlich untersucht.  Die  wichtigsten  Hesolventen  des  vorliegenden 
Galoisschen  Problems  sind  zwei  Resolvonten  6**°  Grades,  eine  Re- 
solvente   10**"^    Grades    (die    den    Modulargleichungen    entsprechende 

♦wtfe,  „Sur  l'abaiBBement  de  l'^quation  modulaire  de  huitifeme  degrö",  Ann.  di 
mat.  2  (1869),  p.  69  oder  Hermite»  Werke  2,  p,  83. 

19o)  „Über  die  Erniedrigung  der  Modulargleichungen",  Math.  Ann.  14  (1878), 
p.  417. 

197)  „Die  Kongruenzgruppen  der  secheten  Stufe",  Math.  Ann.  29  (1886),  p.  97. 

198)  „Notiz  über  eine  reguläre  Kiemannsche  Fläche  vom  Geschlechte  3  usw.", 
Math.  Ann.  17  (1880),  p.  510. 

199)  Ausführliche  Behandlung  in  „Aut."  2,  p.  663  fiF. 

200)  „De  endelige  Traneformatione-GrupperB-Theorie",  Kopenh.  Abh.  (6)  6 
(1889),  p.  64. 

201)  „Über  eine  einfache  Gruppe  von  360  ebenen  Kollineationen",  Math. 
Ann.  47  (1896),  p.  631. 

202)  „Sul  gruppo  semplice  di  360  coUineazioni  piane",  Math.  Ann.  60  (1897), 
p.  473  und  11.  C.  di  Palermo  12,  13,  14,  16  (1898--1902),  p.  28,  bzw.  161,66,129. 


432       il  B  4-    Ji  Fricle.     Automorplie  Funktionen  und  Modulfunktionen. 

„Transformationsgleichung")  und  zwei  Resolventeu  lö*^*^  Grades.  Mit 
den  Methoden  der  Theorie  der  automorphen  Funktionen  sind  diese 
Resolventen  durch  Fricke^^^)  behandelt,  im  Anschluß  an  die  temäre 
Gjßo  durch  Gerbaldi  (a.  a.  0.),  Über  weitere  in  Betracht  kommende 
Literatur  und  die  Beziehung  der  G^^q  zur  allgemeinen  Theorie  der 
Gleichungen  6*«°  Grades  vgl.  man  „Aut."  2,  p.  616 ff. 

Außer  der  eben  besprochenen  F^^^  ist  nur  noch  eine  ausgezeich- 
nete Kongruenzgruppe  2**^'  Stufe  in  der  Gruppe  der  Signatur  (0,  3; 
2,  3,  7),  deren  arithmetisches  Bildungsgesetz  bekannt  ist  (vgl.  Note  71), 
untersucht*'*).  Es  handelt  sich  hier  um  eine  Tj^^,  die  eine  in  der 
Gruppentheorie  bereits  seit  lange  bekannte  „einfache"  Gruppe  G^^^ 
liefert»^). 

31.  Die  Variabelen  t,  und  t,^,  t,^  als  polymorphe  Funktionen 
und  Formen  auf  der  Biemannschen  Fläche*^).  Ein  vorgelegter  „FB" 
werde  durch  eine  zugehörige  automorphe  Funktion  ^  ==  9?  (g)  auf  eine 
über  der  .s?- Ebene  gelegene  Biemannsche  Fläche  F  abgebildet.  Auf 
letzterer  Fläche  F  liefert  die  zu  0  =  q)(^)  inverse  Funktion  t  =  f(ß) 
eine  vieldeutige  Funktion  von  folgenden  Eigenschaften:  f(0)  ist  an 
n  Stellen  e^,  e^,  .  .  .,  e^  der  Fläche  verzweigt;  gef/enüher  irgend  einem 
geschlossenen  Wege  auf  der  Fläche  seiet  sich  die  Funktion  ^  =  f(0)  in 
eine  lineare  FunMion  ihrer  selbst: 

fort.  Dieserhalb  heißt  ^  =  f{z)  eine  „linear-polymorph&'  oder  kurz 
eine  „}X)lymorpfie"  Funktion  der  Biemannschen  Fläche  F*^"^).  Die  Art 
der  Verzweigung  an  den  Stellen  e,  die  Klassifikation  dieser  poly- 
morphen Funktionen  usw.  entspringt  aus  den  korrespondierenden  Ent- 
wicklungen über  automorphe  Funktionen  (vgl  „Aut."  2,  p.  43ff.). 
Für  das  Geschlecht  p  =  0  wühle  man  z  als  Hauptfunktion   und 

203)  „über  eine  einfache  Uruppe  von  360  Operationen",  Gott.  Nachr.  18Ö6, 
p.  199  und  die  in  Note  186  gen.  Mitteilungen  in  den  Üött.  Nachr.  von  1911. 

204)  Fricke,  „Über  eine  einfache  Gruppe  von  504  Operationen",  Math.  Ann. 
52  (1898),  p.  322. 

206)  Die  Gr,Q^  ist  zuerst  erwähnt  von  £'.  Mathieu  im  a'"""  Kap.  der  Abh. 
„Memoire  sur  Tetude  des  fonctious  de  plusieurs  quantites  etc.",  J.  de  math.  (2) 
6  (1861),  p.  -241. 

206)  Die  Entwicklungen  der  Nrn.  81  bis  85  berühren  sich  vielfältig  mit 
dem  folgenden  Referate  II B  5  (E.  Hilb)  über  „Lineare  Differentialgleichungen", 
welches  demnach  fortgesetzt  zu  vergleichen  ist. 

207)  Die  Benennung  „polymorph"  für  Funktionen  und  Formen  auf  der 
Riemannacben  Fläche,  welche  sich  gegenüber  Umläufen  linear  substituieren,  iat 
von  Fricke  in  „Aut."  2,  p.  1  vorgeschlagen. 
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spalte  z  wie  üblich  derart  in  den  Quotienten  z-^  :  z^,  daß  z^  imd  z^  nie 
uuendlicli  werden  und  nie  zugleich  verschwinden;  die  dann  noch  zu- 
lässigen z^,  z^  sollen  die  „erlaubten  Wertepaare"  heißen.  Die  Inversion 
der  automorphen  Formen  (vgl.  (50)  Nr.  20)  ergibt  bei  Durchführung 
der  homogenen  Schreibweise  der  Linearfaktoren  (z  —  ^'j  in: 


<104) 


^1  =  /i(^l>  ^2)  =  — yg  %  YI  ^^'   ^*^ 


L.z.fT(z.e.^'^^~'d 


dz 


fe  =  A(%,  %)  =-  ~k  ',  fl  (^' '»)    '  ^'  ^ ' 


1/S     -' 


die  Spaltung  von  Sl  =  &i  •  &t  ***  ^'^  Paar  „polymorpher  Formen" 
gj  =  fi(^i>  Jäfj),  ^2  ^/sC-^i»  -^g)  derart,  daß  erlaubte  Wertepaare  z^,  z.^ 
stets  wieder  nur  erlaubte  Wertepaare  ^i,  ^2  liefern.  Diese  polymorphen 
Formen  sind  in  z^,  z^  von  der  Dimension: 

(105)  ^-i2{'-id- 

Gegenüber  Umläufen  auf  der  £f- Ebene  substituieren  sie  sich  linear; 
fii  =  uti  ~\- ß^2f  &2'=  yS^i  ~f~  ^^2)  doch  liefern  sie  hierbei  im  all- 
gemeinen nicht  die  unimodtdaren  homogenen  Substitutionen  (vgl. 
,^ut."  2,  p.  109). 

Bereits  Riemann  ^^)  bediente  sich  der  seither  vielfach  gebrauchten^^^) 
,,Formen  nullter  Dimension": 

(106)  ^■  =  ,7ij'       •^'^1/ß 

f   dz  V  dz 

Dieselben  sind  durch  die  Eigenschaft  ausgezeichnet,  sicfi  unimodular 
zu  substituieren;  dagegen  genügen  sie  nicht  der  Forderung,  nur  erlaubte 
Wertepaare  anzunehmen.  Z.  B.  tritt  gleichzeitiges  Verschwinden  in 
einem  elliptischen  Verzweigungspunkte  e^.  ein,  in  welchem  erst  die 
Produkte: 

(107)  (Z,  s,) .  {z  -  ef  '  ('"^^)  {Z,  O .  {z  -  e,)""^  ('~^) 

endlich  und  von  0  verschieden  sind;  .>  ( 1  +  7  )  ^^^  y(1  —  1  ) 
heißen  die  zu   diesem  Verzweigungspunkte  gehörenden  „Exponcfiten". 

208)  „Gleichgewicht  der  Elektrizität  auf  Zylindern  mit  kreisförmigem  Quer- 
schnitt und  parallelen  Achsen",  Riemanna  Werke,  p.  413. 

209)  Vgl.  z.  B.  Poincare  in  der  zweiten  in  Note  30  genannten  Arbeit  p,  221). 

Encyklop.  d.  math.  Wiaseimoh.    II  8.  28 
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Mit  Hilfe  beliebiger  Konstanten  Ä,  B  stelle  man  die  „lineare 
Funktionenscha/'  AZ^ -\-  BZ^  her.  Dieselbe  vereinigt  in  sich  ein 
System  von  Größen,  wie  es  Biemann^^^)  durch  das  Symbol: 


(108)     P 


bezeichnet.  Kldn^^^)  gibt  die  Erweiterung  auf  polymorphe  Fcyrmen- 
scharen  nicht  verschwindender  Dimension.  Hier  stellt  sich  zunächst 
die  aus  den  oben  erklärten  J^,  ^^  herzustellende  Schar  Ä^i  -{-  J5fj  ein. 
Darüber  hinaus  bildet  Klein  mit  beliebigen  Exponenten  i^\  X^', . . .,  A/ 
die  Formen: 
(109)      tx  ■  (^,  e,y^' ■  {z,  e,)V . . .  (^,  , jV,     ^, .  iz^  ej^x'.  (^,  e,)^'  •  •  -{z,  ej^' 

und  bezeichnet  die  ihnen  entsprechende  Schar  im  Anschluß  an  Bie- 
mann  durch: 


(110) 


n 


l'         X  '  2.' 


»H 


e-y 


wobei  die  Aj",  X^',  .  . .,  A„"  zu  bestimmen  sind  aus: 


(111)  v-v=f,---,V- 

Die  Dimension  dieser  Schar  in  0^,  z^  ist: 

N 

(112)  l+^'^4^ 


A."  = 


1=1 


Bei  der  Verallgemeinerung  auf  beliebiges  p  (vgl.  die  in  Note  113  gen. 
Abh.  Bitter  %  oder  „Aut."  2,  p.  229  ff.  und  p.  263)  behalten  die  Biemomn- 
schen  Z^,  Zg  ihre  wesentlichen  Eigenschaften,  speziell  die  der  uni- 
modularen  Substitutionen.  Für  die  formentheoretischen  Verallge- 
meinerung hat  man  sich  der  „Primform"  P{z,  d)  und  des  „überall 
endlichen    Differentials"    da^    zu   bedienen    (vgl.   Nr.  17).      Die    all- 


210)  „Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gaußeche  Reihe  F{tt,  ß,  y;  x) 
darstellbaren  Funktionen",  Gott.  Abh.  7  (1857)  oder  Rietnanns  Werke,  p.  62; 
„Zwei  allgemeine  Sätze  über  lineare  DiflFerentialgleichungen  mit  algebraischen 
Koeffizienten",  Rietnanns  Werke,  p.  357. 

211)  „Über  Normierung  der  linearen  Differentialgleichung  2.  Ordnung" 
Math.  Ann.  38  (1890),  p.  144.  S.  auch  die  in  der  Literaturüberaicht  genannten 
autographierten  Vorle».  ron  Klein  über  „Lineare  Differentialgleichungen  2.  Ord- 
nung" (Göttingen  1891),  p.  40  ff. 
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gemeinste  Art,  §  in  zwei  Formen  ti,  ts  ^i^  ausschließlich  erlaubten 
Wertepaaren  zu  spalten,  ist: 


(113) 


^^-^"''w%IJ^(^'^^) 


y-; 


dm 


*==1 


VI:'-' 


-i(-t) 


wobei  W(e)  ein  beliebiges  Integral  erster  Gattung  der  Fläche  ist 
Die  Dimension  dieser  polymorphen  Formen  ist: 

(114)  l_p_i_^(l_--^) 

Aus  ihnen  erwächst  dann  wieder  in  der  Gestalt  Ä^^-}-  B^^  eine  linear- 
polymorphe  Formenschar. 

33.  Differentialgleichungen  für  polymorphe  Funktionen  und 
Formen.  Die  polymorphen  Funktionen  und  Formen  befriedigen  auf 
der  jRiemann  sehen  Fläche  gewisse  Differentialgleichungen  dritter  und 
zweiter  Ordnung,  über  welche  hier  einige  Andeutungen  folgen  (vgl.  im 
übrigen  das  Ref.  II  B  5  (Hilb)  über  „Lineare  Differentialgleichungen"). 

Der  Differentialausdruck  dritter  Ordnung: 

(115)  fa  =  r'_l(g 

(unter  g',  ^',  . . .  die  Ableitungen  der  polymorphen  Funktion  £;  :=  f'{e) 
nach  m  verstanden)  ist  gegenüber  einer  beliebigen  linearen  Substitution 
von  t  invariant,  so  daß  insbesondere: 

(116)  [ym.-m. 

für  irgend  eine  Substitution  der  zugehörigen  F  gilt*").  Somit  ist 
[§],  auf  der  Fläche  eindeutig  und  erweist  sich  als  algebraisch.  Die 
polymorphe  Funktion  t  =  f(/)  befriedigt  hiernach  eine  Bi/f'erenfial- 
gleichung  dritter  Ordnung  von  der  Gestalt: 

(IH)  [tl==R{iv,z), 

wo  rechts  eine  ihrer  Gestalt  nach  leicht  angehhare  {cf.  „Aut"  2,  p.  49) 
(ügehraisclie  Funktion  der  Flüche  F  steht  In  ihr  bleiben  jedoch  zu- 
nächst noch  Konstante  in  einer  gewissen  Anzahl  unbekannt,  die  man 
die  „akzessorischen  Parameter*^  nennt.    Ist  beispielsweise  im  Falle  ^  =  Q 


812)  Siehe   die   in   Note  20   genannten  Abhandlungen   von  Schwarz.     Man 
bezeichnet  \^\  häufig  ak  „Schwarziahwa.  Diffexentislausdrack". 

28* 
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die  Fläche  JF'  die  einblättrige  ^f-Ebene,  so  ist  die  Gestalt  der  Differen- 
tialgleichung: 

(118)   [a= -.-' - 

^  /.="-)  * 

Für  üi  =  3  fällt  das  erste  Glied  G^_^  aus;  für  m>3  ist  (r^_4(2') 
eine  ganze  Funktion  {n  —  4)-ten  Grades,  deren  Koeffizienten  die 
n  —  3  „dkzessarischen  Tarameter"  der  Differentialgleichung  sind.  Ihre 
Abhängigkeit  von  den  Invarianten  des  „FB"  ist  noch  nicht  hinrei- 
chend erforscht. 

Durch  eine  seit  lange  bekannte  Umrechnung  der  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  (117)  (vgl.  „Ikos"  p.  75  oder  „Aut."  2, 
p.  118)  zeigt  man,  daß  die  in  Nr.  31  erklärten  polymorphen  Formen 
Z^,  Z^  nuUter  Dimension  die  lineare  homogene  Differentialgleichuttg 
zweiter  Ordnung: 

(119)  '^-\-R(w,z)-Z=0 

befriedigen  ^^^).  Im  Falle  p  =  0,  w  ==  3  legt  man  die  drei  Verzweigungs- 
punkte e^  gewöhnlich  nach  ^  =  0,  l,  oo  und  findet  dann: 

d*Z         I  js  7»  7*^7*        7*  I 

(120)  ^^  +  [  -->  +  -,-^^  _L  +  '. ,'|^\-.^  j  Z  =  0. 

Die  Transformation: 

(121)  Z==Hz'^     '''(;s— 1)'^     '*' 

führt  von  hier  aus  zur  hypergeometrischen  Differentialgleichung  (vgl. 
die  in  Note  20  genannte  Abhandl.  von  Schwarz): 

(122)  z(z  -  1)  ^^  +l(a-\-ß+l)z-  y\  ^^f  i-aßH==0, 


(123)  ;-  =  1  -  y,    y=-r-a-ß,   j  =ß-a. 


deren  a,  /3,  t'  sich  berechnen  aus; 

1.1  »     i 

Das  allgemeine  Jntegial  der  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
(117)  ist  in  einem  partikulären  Integrale  ^  in  der  Gestalt  q}.~tj) 
darstellbar,  wobei  die  Quotienten  der  vier  Koeffizienten  Ä,  B,  C,  D 
die  drei  Integrationskonstanten  liefern.     Entsprechend  ist  das  allge- 


213)  Vgl.  auch  die  in  Note  208  genannte  Arbeit  von  Riemann. 
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meine  Integral  der  Differentialgleichung  (119)  in  zwei  partikulären, 
linear- unabhängigen  Integralen  Z^,  Z^  in  der  Gestalt  AZ<^  -\-  BZ^  mit 
den  Integrationskonstanten  Ä,  B  darstellbar.  Die  in  Nr.  31  angeführte 
Formenschar  AZ^  -\-  BZ^  stellt  demnach  die  Gesamtheit  der  Inte- 
grale von  (119)  dar,  und  also  kann  diese  Differentialgleichung  ihrer- 
seits als  eine  begrifi'liche  Definition  der  Formen  schar  angesehen  werden. 

Für  die  in  Nr.  31  an  die  Spitze  gestellten  polymorphen  Formen 
'sind  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  invariantentheoretl- 
schcn  Prinzipien  untersucht,  dem  Umstände  entsprechend,  daß  man 
wünschen  wird,  statt  eines  speziellen  Ai-gumentes  z  irgend  eines  unten 
den  dreifach  unendlich  vielen  ""{lT^j  bezw.  an  Stelle  eines  speziellen 
Paares  z^,  z^  irgend  zwei  linear-unabhängige  Kombinationen  az^  -\-  hz^, 
cZi  -f-  dz^  zugrunde  zu  legen.  ' 

Das  Ergebnis  ist  zunächst  im  Falle  p  =-  0  bei  beliebigem  n  eine 
invariante  Barstellung  der  Bifferentialgleichung  für  irgend  eine  etwa 
durch  f{Zx,  ^2)  zu  hezeichnende  Form,  der  Sdliar  Al^-\-  Bt^  in  der  Gestalt: 

(124)  if,  u\  +  (/; .),  +  (/;  «Oo  -  0. 

n 

Hier  ist  u  die  rationale  ganze  Form  w-tor  Dimension  /  /  (z,  e^\  0  ist 

eine  gewisse  ebensolche  Form  {n  —  2)-ter  Dimension,  welche  die 
lx,li,--,l„  liefert;  endlich  ist  iv  eine  rationale  ganze  Form  (w  —  4)-ter 
Dimension,  welche  außer  den  e^  und  Ij.  auch  noch  aus  den  „akzessori- 
schen Parametern"  aufgebaut  ist.  Es  bedeutet  dabei  (/)  u\  die  zweite 
Überschiebung  von  f  und  u,  entsprechend  (/;  v\  die  erste  und  (f^  w)q 
die  nullte  (Produkt  von  f  und  w).  Die  genannte  invariante  Gestalt 
der  Differentialgleicl^ung  ist  von  E.  Wälsch^^*)  angegeben;  der  be- 
sondere Fall  einer  invarianten  Darstellung  der  hypergeumetrischen  Glei- 
chung wurde  schon  früher  durch  D.  Hilhert^^^)  betrachtet  (vgl.  „Aut." 
2,  p.  121  sowie  das  Ref.  IB  2  [W.Fr.MeyerJ  Nr.  14). 

Für  x^  >  0,  wo  (ti  -\-  Zp  —  3)  akzessorische  Parameter  auftreten, 
sind   bei    hyperelliptischen   Fällen    durch  Klein*^^)    und   Pich^^'^)    Be- 

214)  „Zur  Geometrie  der  linearen  algebraischen  Differentialgleichungen  uad 
binären  Formen",  Schrift,  d.  Deutsch.  Prager  math.  Gesell,  von  1892,  p.  78. 

21Ö)  „Über  die  Darstellungsweise  der  invarianteu  Gebilde  im  binären  For- 
mengebiete", Math.  Ann.  yo  (1887),  p.  15. 

216)  Autogr.  Vorles.  „Über  lineare  Diflerentialgleichungen  zweiter  Ordnung", 
Göttingen  189i,  p.  82  ff.;  siehe  auch  den  Bericht  „Autographierte  Vorlesungshefte 
H'S  Math.  Ann.  40  (1894),  p.  77. 

217)  „Über  eine  Normalform  gewisser  Differentialgleichungen  zweiter  und 
dritter  Ordnung".  Math.  Ann.  38  (1890),  p.  139;  „Zur  Theorie  der  zu  einem 
algebraiechen  Gebilde  gehörenden  Formen",  Math.  Ann.  ßO  (1897),  p.  381. 
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trachtungeii  über  invariante  Darstellung  der  Differentialgleichungeu 
dritter  und  zweiter  Ordnung  angestellt;  insbesondere  sind  für  die 
hyperelliptischen  Fälle  mit  w  ==  0  die  Gleichungen  wirklich  angegeben 
(vgl.  „Aut."  2  p.  234ff.)  Den  nicht -hyperelliptischen  Fall  p  =  3, 
M  ==  0  betrachtete  Klein  in  der  in  der  Literaturübersicht  genannten 
Vorlesung  über  lineare  Differentialgleichungen  2.  Ordnung  (Sommer 
1894)^^^),  Da  man  die  bei  p  =  ^  zugrunde  liegende  Irrationalität 
zweckmäßig  durch  eine  ebene  Kurve  4.  Grades  darstellt,  so  entsteht 
die  Aufgabe,  der  Differentialgleichung  eine  gegenüber  temären  linea- 
ren Substitutionen  invariante  Gestalt  zu  erteilen.  P.  Gordan  gibt 
das  sehr  einfache  sich  hier  darbietende  Resultat^**);  von  G. Hergloiz^^) 
ist  dasselbe  neu  begründet  und  an  der  Hand  von  Mitteilungen  Kleine 
auch  für  höhere  ])  wesentlich  weiter  geführt^*'). 

33.    AnalytiBChe  Darstellungen   für  polymorphe  Formen.     Die 

polymoi-phen  Formen  nullter  Dimension  Z^,  Z^  lasgen  sich  als  Lösungen 
von  Differentialgleichungen  der  in  Nr.  32  angegebenen  Gestalt  in  iV 
tenzreihen  nadi  z  entwickeln  auf  Grund  von  Methoden,  welche  seit 
lange  in  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  gebräuch- 
lich sind'^*).  Diese  Reihenentwicklungen  haben  auch  insofern  ein 
Interesse,  als  es  möglich  sein  muß,  von  ihnen  aus  durch  Reihen- 
inversion zu  Pofcenzreihen  für  automoi-phe  Formen  überzugehen.  Solche 
Potenzreihen  konnten  wir  oben  (in  den  Gleichungen  (41)  ff'.,  p.  402)  zwar 
ihrer  allgemeinen  Gestalt  nach  angeben,  ohne  jedoch  ein  Mittel  für  die 
Berechnung  der  Koeffizienten  im  Einzelfalle  zu  besitzen. 

Weiter  ausgebildet  sind  die  analytischen  Darstellungen  der  polv- 
morphen  Formen  nur  erst  in  dem  von  akzessorischen  Parametern 
noch  freien  Falle  p  =  0,  «  =  3,  wo  die  vorhin  mit  iT^,  H^  bezeichneten 
Formen  nullter  Dimension  Lösungen  der  hyperyeometrischen  Di/ferential- 
glewhung  sind.     Was  die  Poteuzreihen  angeht,  so  kann  man  im  vor- 

218)  S.  den  Bericht  über  diese  Vorles.  in  den  Math.  Ann.  46,  p.  80. 

219)  „Über  uuverzweigte  liaaic  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  auf 
ebenen  Kurven  vierter  Ordnung",  Math.  Ann.  46  (ISWö),  p.  606. 

220)  „Über  die  Gestalt  der  auf  algebraischen  Kurven  nirgends  singulären 
linearen  Differentialgleiclmugen  2.  Ordnung",  Math.  Ann.  02  (1906),  p.  329. 

221)  Für  b<3iiebige8  p  schließen  sich  noch  an  die  Untersuchungen  von  Pick, 
„über  die  zu  einer  ebenen  algebraischen  Kui-ve  gehörigen  transzendenten  Formen 
und  Differentialgleichungen",  Monatsh.  f.  Math.  u.  Phjs.  18  (1907),  p.  219  und 
W.  Groß,  „Zur  invarianten  Darstellung  linearer  Differentialgleichungen",  Monateh. 
f.  Math.  u.  Phys.  22  (1911),  p.  817.  Letztere  Untersuchung  gibt  Ansätze  für 
Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 

222)  Vgl.  Fuclts,  „Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen",  J.  ^ 
Math.  66  (1866),  p.  121. 
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liegenden  Falle  bekanntlich*")  vermöge  der  hypergeometrischen  Reihe 
F{a,  ß,  y\  z)  24  Lösungen  angeben,  von  denen  sich  je  acht  auf  die 
Umgebung  des  einzelnen  der  singulären  Punkte  0,  1,  oo  beziehen. 
Für  die  Umgebung  von  ^  ==  0  gelten  z.  B.  die  Reihendarstellungen 
(vgl.  „Aut."  2,  p.  129): 

I  ^'  ^  '^''''^'^"  -  7  +  1,  /3  -  y  +  1,  2  -  y;  ^), 

Es  gibt  aber  eine  weitere  sehr  beachtenswerte  Darstellung  der  bei 
p  =  Of  n==3  auftretenden  polymorphen  Formen  H^,  H.j^,  nämlich  die- 
jenige durch  hestimmte  Integrale.     So  befriedigt  z.  B.  das  Integral: 

(126)  I wi^-'^(l  ~w)y'-l*-Ul  —  zw)-"dw, 

in  welchem  die  Integrations variable  w  über  einen  „Doppelumlauf"  (vgl. 
das  ßef.  n  B  1  (Osgood),  Nr.  17  oder  auch  „Aut."  2,  p.  133)  um  die 
Verzweigungspunkte  0  und  1  in  der  M;-Ebene  zu  führen  ist,  die  hyper- 
geometrische Diiferentialgleichung;  und  man  kann  insgesamt  48  solche 
Integrale  als  Lösungen  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung 
angeben***). 

34,  Die  poljmiorplien  Formen  Ifj,  H^  als  eindeutige  Modul- 
formen.  Unter  den  verschiedenen  sich  hier  anschließenden  Entwick- 
lungen (vgl.  „Aut."  2,  p.  134)  ist  ein  neuerdings  von  Wirtinger^^^)  auf- 
gefundener Ansatz  zur  Darstellung  der  polymorphen  Fortnen  H^,  H^ 
als  Modtdformen  bemerkenswert,  weil  die  „uniformisierende  Kraft" 
(vgl.  Nr.  36)  der  polymorphen  Funktionen  (im  vorliegenden  Falle  der 
Variabelen  cd)  hier  in  einer  übersichtlichen  Endformel  zum  Ausdruck 
gelangt. 

Man  schreibe  eine  beliebige  bei  j9  =  0,  n  ==  3  auftretende  poly- 


223)  Vgl.  hierzu  E.  Goursat,  „Snr  l'equation  diff^rentielle  lin^aire,  qui  ad- 
met  pour  integrale  la  Berie  hypergeomdtrique",  Ann.  de  l'Ec.  Norm.  (2)  10,  Suppl. 
p.  3  ff. ;  Klein,  „über  die  hypergeometrische  Funktion",  autogr.  Vorlee.  (Götting<jn, 
1894);  Schlesinger,  „Handbach  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichun^fen"  1 
(1896),  p.  253ff..  S.  auch  „Aut."  2,  p.  127  fiF.  Die  Originailiteratur  findet  luaii  in 
diesen  Büchern  uachge-vneßen. 

224)  Vgl.  Eiemann,  „Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  GaußBcha  Reihe 
darstellbaren  Funktionen",  Axt.  7  und  8;  Miemanns  Werke,  p.  76.  Siehe  auch 
C.  Schellenberg,  „Neue  Behandlung  der  hypergoometrischen  Funktion  auf  Grund 
ihrer  Definition  durch  das  bestimmte  Integral",  Gott.  Diss.  von  1892,  sowie 
„Aut."  2,  p.  132  ff.,  wo  die  weitere  Literatur  zusammengestellt  ist. 

225)  „Zur  Darstellung  der  hypevgeometrischen  Funktion  durch  bestimmte 
Integrale",  Wiener  Ber.  111  (1902),  p.  894. 
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morplie  Funktion  t,  ausführlich: 

(127)  «=/■(;.' fi'^) 

und  stelle  n«ben  die.selho  die  durch  Inversion  der  Modalfunktion 
z  =  Zc^i'oj)  zweiter  Stufo  {Legcndrcsohar  Integralmodul,  vgl.  „Mod.'*  1^ 
p.  276)  entspringende  spezielle  polymorphe  Funktion: 

(128)  ü3  = /-(O,  0,  0;  z). 

Aus  der  Abbildung  des  Dreiecksnetzes  der  5- Ebene  auf  die  üj- Halb- 
ebene ergibt  sich  auf  Grund  des  allgemeinen  Eindeutigkeitssatzes  (vgl. 
Nr.  16),  daß  g  eine  eindeutige  Funktion  von  (o  und  also  eine  Modul- 
funMion  id.  Sie  gehört  als  solche  zu  einer  gewissen  ausgezeichneten 
Untergruppe  von  unendlich  hohem  Index  innerhalb  der  Modulgmppe. 

Dieser  Satz  ist  von  Klein  in  den  Math.  Ann.  14,  p.  159  u.  f. 
(1878)  ausgesprochen;  doch  besaß  denselben,  wie  nachträglich  be- 
kannt geworden  ist,  auch  bereits  Miemann^"^).  Einen  Versuch  zur 
Darstellung  von  ^  bzw.  der  zugehörigen  polymorphen  Formen  als 
eindeutiger  Modulformen  stellte  dann  zunächst  E.  Papperits^^'')  an, 
ohne  indessen  zu  durchsichtigen  Ergebnissen  zu  gelangen. 

Hier  setzt  nun  die  Wirtingersche  Entwicklung  ein,  welche  die 
gewünschte  Darstellung  endgültig  und  in  klarer  Gestalt  leistet.  Die 
Idee  dieser  Entwicklung  ist  die  folgende:  Im  obigen  bestimmten  Inte- 
gral (126)  schreibe  man  die  Exponenten  ß  —  1,  y  —  ß  —  1,  —  a 
abgekürzt  a,h,  c;  dieses  Integral  läßt  sich  dann  in  die  Gestalt  kleiden: 

(129)  fw"'{l-wrhl-'«f"^'  *"" 


l/w(l  —  «;)(!  —  zw) 
Zur  Einführung  von  co  hat  man  das  elliptische  Integral: 

a30)  V  ==  I  /V^  ^-^— ^ 

0 

anzusetzen,  dessen  Perioden  K  und  iK'  in  üblicher  Weise  80  definiert 
werden  mögen: 

(131)       K  =  4-  /,.  -■  .4'"-.===^ ,     iK'  =  I  /'--==%== 

^  ^  '^Jyv>{l  —  W}{l  —  2W)'  ^jyw{l  —  w)il  —  ZW) 


226)  S.  die  von  Wirtinger  (1902)  herausgegebenen  Vorlesungen  Biemann» 
über  die  hypergeometrische  Reihe  (von  1859),  JRiemanm  Werke,  Nachträge  p.  93. 

227)  „Über  die  Darstellung  der  hypergeometriechen  Transzendenten  durch 
eindeutige  Funktionen",  Math.  Ann.  34  (1889),  p.  247. 
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Der  Quotient  o  der  Perioden  und  die  Entwicklungsgröße  q  sind: 
(132)  ^  =  *^^     q^e'^'"' 

Man  verlege  nun  die  Darstellung  des  fraglichen  Integrals  ver- 
möge der  vorstellenden  Formeln  in  die  Ebene  des  Integrals  v  oder,  was 
wegen  der  zu  brauchenden  -O-- Funktionen  vorzuziehen  ist,  in  diejenige 
von  ^^==2^jI'     Die  Transformation  vollzieht  sich  durch: 


(133) 


i 


^.(w) 

■^«(«r 


i/n=..^(i_^-:;|:;, 


und  das  die  Lösung  der  hypergeonietrischeu  Differentialgleichung 
darstellende  Integral  selbst  geht  über  in: 

h-  a  —  X  c  —  br» 

(134)  4:K2~''^'{l~^yJ.i^^^-^\uW''^\ii)&,^^ 

mit  a  -{-  h  -\-  c  -{-  d  -\-  2  =  0.  Die  Doppelumläufe  auf  der  Riemann- 
schen  Fläche  über  der  w;- Ebene  werden  in  der  Ebene  des  Integrals  u 
offene  Wege  zwischen  gewissen  äquivalenten  Punkten  des  zugehörigen 
Parallelogrammnetzes.  Man  muß  gewisse  zwei  Wege  dieser  Art  aus- 
wählen, um  zwei  vorgelegte  partikuläre  Formen  R^,  H^  der  Schar  zu 
treffen.  Setzt  man  in  das  Integral  der  Formel  (134)  die  ö-- Reihe 
ein  und  führt  die  Integration  gliedweise  aus,  so  entspringen  für  die 
fraglichen  Integrale  und  damit  für  unsere  polymorphen  Formen  H  Po- 
temreihcnentwicMungen  nach  q,  ivelche  für  j  ^  j  <  1 ,  d.  h.  innerhalb  der 
ganzen  positiven  to-Halbebctie  (und  damit  im  GesamtbereicJie  unserer 
Funktionen)  konvergent  sind. 

35.  Die  homomorphen  Formen  nnd  die  Poincar^schen  Zeta- 
reihen. Die  ehen  betrachtete  eindeutige  Darstellung  der  polymorphen 
Funktion  ^  (dos  Quotienten  der  Formen  11^,  H^)  in  a  ordnet  sich 
dem  in  Nr.  16  genannten  Uniformisierungssatze  unter.  Um  jetzt  das 
diesem  Satze  zugrunde  liegende  allgemeine  Prinzip  zu  besprechen, 
bleiben  wir  zunächst  noch  im  Bereich  der  Dreiecksfunktionen,  wählen 
h>  hf  h  »Is  ganzzahlige  Vielfache  der  ganzen  Zahlen  m^,  m^,  m^i 

(135)  i^^ff^j^^^    ;^._^^„j^^     i^^^^„^^^ 

und  bilden  die  beiden  zu  p  =  0,  n  =  3  gehörenden  polymorphen  Funk- 
tionen voh  s: 
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Der  Eindeutigkeitssatz  lehrt:  iy  ist  eine  eindeutige  Funktion  von  ^, 
welche  Tj  ==  F(^)  heiße. 

Bei  Umläufen  von  .z  erfahren  r/  und  ^  gleichzeitig  lineare  Sub- 
stitutionen.    Ein  einzelner  Umlauf  liefere: 

(137)      r,'  =  ü(n)  =  ^<| +^-,  r  «  no  =  ;l+i- 

Die  eindeutige  Funktion  r^  =  F{^)  hat  somit  die  Eigenschaft,  daß  sie, 
falls  man  auf  g  irgend  eine  Substitution  V  der  zugehörigen  F  ausübt, 
gleichfalls  eine  eindeutig  bestimmte  Substitution   TJ  erfährt: 

(laS)  ü{ri)^FiVm- 

Die  Gruppe  P  der  Substitution  V  und  die  F'  der  U  sind  zueinander 
„]iomomorph" ;  sie  sind  1-oo-deutig  aufeinander  belogen,  indem  einer  V 
stets  „eine''  U,  aber  der  einseinen  U  stets  utiendliche  viele  V  isugehören^^'). 
Speziell  der  Identität  ü=  1  entspricht  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe F^  des  Index  ex»  innerhalb  F  und  dieser  F^,  welche  das  Ge- 
schlecht jj  =  0  hat,  gehört  F(^)  ==  tj  gewissermaßen  als  „Hauptfunktion" 
an.  Man  nennt  tj  ==  F{^)  eine  „homomorphe  Funktion"  von  ^  und  führt 
durch  geeignete  Spaltungen  ^==^1-^2  und  r^  -=r}^:  ij^  ,^momorphe 
Formen^' : 
(139)  %-F(\t,,t,),    n,==F<'Kt^,^) 

ein,  wobei  der  Homomorphismus  der  homogenen  Gruppen  F,  F'  aller- 
dings noch  besondere  Untersuchungen  erfordert  ***), 

Man  kennt  nun  einen  Ansatz  zur  Herstellung  analytischer  Aus- 
drücke in  ^j,  ^2,  welche  das  Verhalten  dieser  homomorphen  Formen 
zeigen.  Dieser  Ansatz  benutzt  ein  Prinzip,  welches  bei  Gruppen  end- 
lich vieler  Substitutionen  von  n  Variablen  durch  Klein^^)  aufgestellt 
wurde.  Für  die  hier  in  Frage  kommenden  Gruppen  der  Ordnung  oo 
ist  es  Poincare**^)  unter  Benutzung  des  gleichen  Prinzips  gelungen, 
analytis(;he  Ausdrücke  in  Gestalt  konvergenter  Reihen  anzugeben, 
welche  gegenüber  den  Substitutionen  V  selber  die  zugehörigen  Sub- 
stitutionen U  erfahren  und  also  in  dieser  Hinsicht   das  Verhalten  der 


228)  Sofern  nicht  der  triviale  Fall  cFj  =:=  <?j  =  <;,  =  i  vorliegt. 

229)  Vgl.  die  autogt.  Vorl.  von  Klein,  „Ausgewählte  Kapitel  aus  der  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung"  (Göttingen  1891),  p.  76  ff. 
des  ersten  Teiles.  Man  findet  daselbst  eine  auH<^ührliche  Theorie  des  im  Texte 
betrachteten  Beispiels. 

230)  Siehe  Abschn.  I  §  1  der  Abhandlung  „Über  die  Auflösung  gewisser 
Gleichungen  vom  siebenten  und  achten  Grade",  Math.  Ann.  15  (1879),  p.  253. 

231)  „M(inioire  sur  les  fonctions  zetafuchsiennes",  Act.  math.  5  (1884), 
p.  209. 
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homomorphen  Funktionen  zeigen.  Wir  bezeichnen  diese  Reihen  im 
Anschluß  an  die  bei  Poincare  vorliegende  Benennung  als  „Poincarcsche 
Zetareihen'*  (zum  Unterschiede  gegen  die  in  Nr.  22  besprochenen  von 
Powmr^' selbst  als  „Thetareihen" bezeichneten  Reihenentwicklungen^'^). 
Die  Idee  dieser  Entwicklungen,  am  obigen  Beispiel  erläutert,  ist 
folgende:  Die  homogenen  Substitutionen  V,  U  sollen  unimodular  ge- 
schrieben werden.  Unter  v^yV^  möge  ein  zu  r/i,r/2  „kontragredientes" 
Variablenpaar  verstanden  werden,  d.  h.  die  v^,  v^  sollen  sich  simultan 
mit  i^j,  i^j  so  transformieren,  daß  v^iq^  -\-  v^r]^  invariant  bleibt.  Die 
oben  mit  U  bezeichnete  homogene  Substitution  ergibt  danach: 
(140)  v/  =  d'vi  —  ß'v^,     v^'  =  —  y'v^  -f-  «Vg, 

d.  h.  auf  Vj,  «2  ist  jeweils  die  zu  U  inverse  Substitution  U~'^  auszuüben. 
Eine  beliebig  gewählte  lineare  Form  der  Vj,  ^2  ^^i  (*^i^i  "f"  ^ä^j 
femer  sei  f^it,^,  ^j)  eine  rationale  Form  ihrer  Argumente  von  der 
Dimension  d.  Auf  das  Produkt  {a^v^  +  ^^jV«)  ■  fJXn  U)  wende  man 
die  Substitutionen  F^  der  homogenen  F  an,  wobei  die  Vy,v^  jedesmal 
die  zugehörige  Substitution  Uf^  erfahren.  Die  durch  Addition  aller  so 
zu  gewinnenden  Ausdrücke  entspringende  Reihe: 

(Ul)  2{ci, v/)  +  a,y,W) .  /,({,«,  &,W) 

t 

k 

ist  gegenüber  F  formal  invariant.  Wir  postulieren  jetzt,  daß  diese 
R^ihe  absolut  konvergiere  und  nicht  identisch  verschwinde.  Ordnet 
man  dann  nach  t'i,  t\: 

so  sind  die  beiden  Formen: 


(142) 


k 


mit  den  v^,  v^  kontragredient  und  also  mit  den  tji,  rj^  kogredient, 
d.h.  sie  zeigen  gegenüber  den  i;- Substitutionen  in  der  Tat  das  homo- 
morphe  Verhalten  der  fraglichen  Formen  tJj  ,  rj^ .  Bei  der  Untersuchung 
der  Konvergenz  gelangt  Poincare'^^)  zu  dem  Ergebnis,  daß  jedenfalls 

282)  Wie  letztere  die  elliptiBchen  Thetafunktionen  nachahmen,  so  erscheinen 
(mit  Rücksicht  auf  Perioden  eigenschaften)  die  homomorphen  Funktionen  der 
elliptischen  Zetafunktion  (Integral  2.  Ordnung)  analog.  Poincare  selbst  bezeichnet 
(für  Hauptkreißgruppen)  die  fraglichen  Reihen  als  „söries  z^tafuchsiennes". 

233)  S.  die  in  Note  281  genannte  Abhandl.,  p.  233  fiF. 


444      n  B  4-   B.  Fricke.    Automorplie  Funktionen  und  Modulfunktionen. 

unterhalb  einer  gewissen  oberen  Grenze  für  d  die  Reihen  (142)  kon- 
vergent sind;  auch  das  Bedenken  des  identischen  Verschwindeus  der 
Reihen  wird  erledigt. 

Durch  die  vorstehende  Entwicklung  ist  nur  erst  bewiesen,  daß 
sich  die  durch  ,jPoincar('s  Zefcareihen"  (142)  dargestellten  Formenpaare 
gegenüber  den  ^-Substitutionen  mit  den  polymorphen  Formen  tj^,  rj^ 
isomorph  substituieren.  Indessen  ist  es  Poincare  gelungen,  den  Nach- 
weis zu  führen,  daß  sich  die  rj^,  r]^  als  lineare  Verbindungen  solcher 
Zetareiheii  mit  automorphen  Koeffizienten  darstellen  lassen.  Die  zu  die- 
sem Zwecke  von  Poincare  benutzten  Methoden  schließen  sich  ihrer 
Art  nach  denjenigen  Überlegungen  an,  mittels  deren  er  die  Darstell- 
barkeit  der  automorphen  Funktionen  durch  seine  Thetareihen  dartat. 

Wir  beschränkten  uns  der  bequemeren  Ausdrucksweiso  wegen 
bisher  auf  Dreiecksfunktionen.  Poincarcs  eigene  Entwicklung  (vgl. 
Note  231)  ist  von  vornherein  weit  allgemeiner  angelegt.  Es  liege 
irgend  ein  automorphes  Gebilde  mit  Grenzkreis  und  von  beliebigen 
p,  n  vor.  Eine  zugehörige  Funktion  z  =  g)(^)  ergebe  als  Abbild  des 
„¥B"  eine  Piemannuche  Fläche,  auf  welcher  die  n  festen  Polygon- 
ecken die  Stellen  e^,  e^,  .  .  .,  e«  liefern.  Es  sei  eine  lineare  Differen- 
tialgleichung vorgelegt : 

(143)  ^^  +  P,  (5)  ''-r_\  +  . . .  +  P„(.),  =  0, 

dz  dz 

deren  Koeffizienten  algebraische  Funktionen  der  vorliegenden  Fläche 
sind.  Die  singulären  Punkte  dieser  Gleichung  sollen  ausschließlich  an 
den  Stellen  e^.  liegen;  und  die  Vieldeutigkeit^^)  der  Lösungen  r]  an 
der  einzelnen  SteUe  c^  soll  derart  sein,  daß  die  tj  in  der  Umgebung 
der  betreffenden  Stelle  eindeutig  in  g  sind.  Unter  diesen  Umständen 
bildet  ein  Losungssystem  ni-,  '^n  -  "■>  '^m  ^^  System  eindeutiger  Funl:- 
tionen  von  ^,  welches  gegenüber  einer  beliebigen  Substitution  V  der  zu- 
gehörigen r  selber  eine  eindeutig  bestimmte  Substitution: 

Vi'  =  «11%   +  ^12%  H h  ^lmVm> 

(144)  

n'r'i  =  ^mlVm  +  «m2^2  H h  ^mmVm 

erfährt.  Man  gelangt  hier  wieder  zu  demselben  1  -  oo  -  deutigen  Homo- 
morphismus, der  im  oben  betrachteten  Beispiele  vorlag.  Poincares 
analytische  Ausätze  beziehen  sich  nun  sogleich  auf  die  Herstellung 
derartiger  Systeme    von    m  homomorphen   Funktionen    bzw.  Formen. 

284)  Die  für  den  einzelnen  Punkt  e^  durch  die  „determinierende  Fundamental- 
gleichung" von  Fuchs  festgelegt  wird. 
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Es  zeigt  sich,  daß  hierbei  keine  neuen  Gesichtspunkte  gegenüljer  dem 
Spezialfälle  der  Dreiecksfanktionen  hervortreten. 

Bitter  beabsichtigte  bei  einer  neuen  Durchforschung  und  Fort- 
entwicklung der  Pomrarc'schen  Zetareihen  einen  ähnlichen  Weg  zu 
gehen,  wie  bei  den  „Th etareihen".  Den  „multiplikativen  Formen"  ent- 
sprecliend  hat  er  eine  Theorie  der  ,,7?/cw?aw// sehen  Formensrharen  auf 
einem  hdiehigeti  algchraischcn  GehUde'''  entwickelte*'^),  weiche  sich  un- 
abhängig von  den  Poincaresck^n  Zetareihen  auf  algebraischer  Basis 
aufbaut.  Die  Anwendung  seiner  Untersuchungen  auf  die  letzteren 
Reihen  hat  .Bitler  nicht  mehr  ausführen  können-"'^). 

36.  Fundamentaltheoremo  über  die  Existenz  der  eindeutig 
umkehrbaren  polymorphen  Funktionen  auf  gegebenen  Riemann- 
schen  Flächen.  Die  bisherigen  Entwicklungen  knüpften  an  die 
Variabele  g  an,  führten  uns  zu  den  automorphen  Funktionen  von  ^ 
und  lehrten  uns,  einzelnen  Gebilde  automorpher  Funktionen  durch 
Herausnahme  einer  speziellen  Funktion  ^  =  9(&)  des  Gebildes  auf  eine 
Riemannsche  Fläche  über  der  ^-Ebene  zu  beziehen.  Es  hat  sich  hier- 
bei gezeigt,  daß  zahlreiche  Funktionen  auf  dieser  Fläche  in  t  eindeutig 
werden   oder,   wie  man  sagt,  durch  ^  „uniformisiert"  werden  können. 

Indem  wir  uns  jetzt  allgemein  auf  den  hierdurch  angezeigten 
Standpunkt  stellen,  entsteht  die  umgekehrte  Frage,  ob  viellfucht  auf 
jeder  Riemantischen  Fläche  jjolymorphc  Funlctioncn  t,  =  f{3)  unserer 
Art  existieren  möchten,  die  alsdann  allemal  zur  Uniformisierung  sonstiger 
Funktionen  der  Fläche  gebraucht  werden  können.  Die  Antwort  hierauf 
ist  in  einer  Reihe  von  Sätzen  enthalten,  welche  den  Schlußstein  der 
ganzen  Theorie  bilden  und  ihrer  grundlegenden  Bedeutung  halber 
nach  Kleine  Ausdrucksweise  „Fundamentaltheoreme^^  heißen.  Folgende 
Theoreme  stellen  wir  an  die  Spitze: 

I.  Grenzkreistheorem:  Sind  auf  einer  heliebig  gegebenen  Rie- 
mannschen  Fläche  des  Geschlechter  p  über  der  z-FJbene  n  ivillkürlicli  ge- 
uähJte  Ver^weigungsstellen  e^,  e^,  .  .  .,  e^  markiert  {ivo  n  beliebig  >  0 
genommen   werden  Imnn),   so  gibt  es  eine  und  im  tvesentlichen^^'')  nur 

235)  Math.  Ann.  47  (1895),  p.  167, 

236)  Dieser  Gegenstand  ist  anfgenommen  von  M.  Caspar  in  der  Tübinger 
Diss.  von  1908  „Über  die  Darstellbarkeit  der  homomorphen  Formenscharen  durch 
Potwcare'sche  Zetareihen".  Im  Falle  p  >  1  und  n  =  0,  d.  h.  beim  Fehlen  von 
Punkte  e  auf  der  22»6'mannschen  Fläche,  wird  die  Darstellbarkeit  der  homomor- 
phen Formenscharen  durch  l'oincareache  Zetareihen  für  solche  Dimensionen  d 
bewiesen,  bei  denen  Konvergenz  der  Reihen  stattfindet. 

237)  D.  h.  von  einer  beliebigen  linearen  Substitution  ^=  >7rV;  ^^S^' 
sehen. 
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eine  litwar -polymorphe  Fimliion  t,=f{z),  welche  die  kanonisch  zer- 
schnittene Fläche  auf  ein  „Grenzhreispolygon^^  der  Signatur  (j>,  n; 
?!,...,/„)  aUbildct  (vgl.  p.  369),  unter  den  l  heUehig  vorgeschriebene 
ganze  Zahlen  >  1  oder  oo  verstanden. 

II.  Hauptkreistheorem:  Ist  eine  ortJtosymmetrische  Riemann- 
sehe  Fläche  mit  fi  (^  1)  Symmetridinün  gegeben  und  sind  auf  ihr  n 
Paare  symmetrisch  liegender  PunUe  e^ ,  «/,  e^,e^.  . . . ,  e„ ,  e^  willkürlich 
markiert,  so  gibt  es  eine  und  im  wesentlichen  nur  eine  lineo/r-polymorphe 
Funktion  g  ==  fiz),  welche  die  geeignet  zerschnittene  Fläche  auf  ein  sich 
selbst  symmetrisches  „Polygon  mit  Hauptkreis"  abbildet.  Dies  Polygon 
ist  der  „DB^'  eines  die  ganze  ^-Fbene  bedeckenden  Netzes;  es  wird  vom 
Hauptkreise  in  fi  Symmetrielinien  du/rchsetzt  und  hat  n  Paare  fester 
Ecken  mit  belidng  vorgeschriebenen  Z<  >  1  ^""). 

lU.  Rückkehrschnitttheorem:  Ist  wieder  eine  beliebige  Bie- 
mannsche  Fläche  jedoch  mit  j?  >  0  gegeben  und  ist  dieselbe  längs  p 
liückkehrschnitten,  die  getrennt  voneinander  verlaufen,  zerschnitten,  so 
gibt  es  eine  und  im  wesentlichen  nur  eine  polymorphe  Funktion  ^  ==  f{z), 
welche  die  zerschnittene  Fläche  auf  einen  .JJL'^  md  2p  paarweise  aufein- 
ander bezogenen  geschlossenen  llandkurven  abbildet  (vgl.  Fig.  14  p.  380). 

Der  Wert  dieser  Sätze  gründet  sicli,  wie  sclxm  angedeutet,  auf 
den  in  Nr.  16  aufgestellten  Uniformisierungssatz:  Isi  eine  beliebige 
Riemannsche  Fläche  F  gegeben,  so  haben  wir  in  einer  polymorphen 
Funktion  ^,  welche  F  beispielsweise  auf  ein  Grenzkreispolygon  abbildet, 
eine  Variabcle,  in  welcher  die  algebraischen  Funktionen  von  F,  die 
Integrale  der  ersten  beiden  Gattungen,  auch  di^enigen  der  dritten  Gattung 
mit  logarithmiscJien  Unstetigkeitspunkten  an  parabolischen  Stellen  e-i,  die 
Integrale  linearer  Differentialgleichungen  von  F  mit  geeigneten  an  den 
Stellen  e<  gelegenen  singulären  Punkten  usw.  „eindeutige^'  Funktionen 
werden. 

Wir  hatten  in  Nr.  32  gesehen,  daß  sich  die  Differentialgleichung 
3.  Ordnung  für  g  in  jedem  Falle  bis  auf  eine  gewisse  Anzahl  „ak- 
zessorischer Parameter''  aufstellen  lasse.  Die  „Fundamentaltheoreme" 
besagen,  daß  man  diese  Parameter  immer  auf  eine  und  nur  eine 
Weise  so  bestimmen  kann,  daß  ein  g  des  jeweils  in  Betracht  kom- 
menden Typus  herauskommt. 

Bei  einer  Fläche  mit  j>  =  1  und  »  ==  0  tritt  an  Stelle  der 
Gr  nzkreisfunktion  t,  das  elliptische  Integral  erster  Gattung,  und  dem 


288)  Vereinzelte  niedere  Signaturen,  bei  denen  noch  keine  Orenz-  oder 
Hauptkxeienetze  auftreten  (z.B.  (0,  3;  2,  2,  n)  oder  (0,  8;  2,  3,  4)),  gelten  bei  den 
Theoremen  I  und  II  ala  ausgeschlossen. 
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üniformisierungssatze  entspricht  hier  das  Theorem  über  eindeutige 
Darstellbarkeit  derlTiinktionen  des  fraglichen  elliptischen  Gebildes  in 
jenem  Integrale  (vgl.  II B  3,  Nr.  51). 

Anch  das  Rückkehrschnitttheorem  ist  für  p  =  1  elementar.  Zieht 
man  auf  einer  Fläche  des  Geschlechtes  1  irgend  einen  Rückkehrschnitt, 
so  wird  die  so  durchschnittene  Fläche  durch  die  Exponentialfunktion 
des  geeignet  normierten  Integrals  erster  Gattung  auf  einen  ringförmigen 
„DB"  der  im  Theorem  III  gemeinten  Art  abgebildet. 

Der  einfachste  und  darum  wichtigste  Fall  des  Grenzkreistheorems 
entspricht  der  Annahme  w  ==  0:  Hat  man  in  f(w,  ^)  =  0  eine  alge- 
braische Relation  beliebigen  Geschlechtes  p,  so  gibt  es  einen  „üniformi- 
sier enden  Parämder'*  ^,  vermöge  dessen  man  f(w,  0)  ==  0  in  die  gwei 
Gleichungen  w  =^  9^(0?  ^  =  ^(0  derart  spalten  Icann,  daß  <p(X),  i^it) 
auf  der  „Kurve!''  f  =  0  „unverzweigte,  eindeutige  automorphe  Funk- 
tionen" eines  und  desselben  Polygonnetzes  mit  „Grenzkreis"  sind. 

Die  allmähliche  Herausbildung  der  Fundamentaltheoreme  setzt 
mit  dem  Frühjahr  1881  ein  und  zieht  sich  bis  zur  Gewinnung  der 
allgemeinen  Sätze  bis  in  das  folgende  Jahr  hinein. 

Erstlich  hat  Poincare  mehrere  Mitteilungen  in  den  Bdn.  92  und  93 
der  Pariser  Oomptes  Rendus  (beginnend  mit  dem  30.  Mai  1881)  für 
den  Fall  p  =  0,  welche  sich  auf  den  Grenzkreisfall  beziehen  und 
zunächst  nur  parabolische  Zipfel  voraussetzen,  alsbald  aber  im  Ge- 
biete der  Grenzkreisgruppen  allgemeinere  Gestalt  annehmen. 

Sodann  gelangte  Klein  zu  den  in  Rede  stehenden  Theoremen 
für  beliebiges  p,  indem  er  einmal  über  die  genaue  Kenntnis  zahl- 
reicher Fälle,  welche  den  elliptischen  Modulfunktionen  entstammen, 
verfügte,  andererseits  aber  die  Theorie  der  Miemann sehen  Flächen  in 
der  unabhängigen  Form  durchdachte,  die  er  bei  Ricmann  selbst  vor- 
aussetzte^'^). Von  hieraus  ergab  sich  namentlich  die  Grundtataache, 
daß  alle  algebraischen  Gebüde  desselben  Geschlechtes  p  ein  einziges 
Kontinuum  bilden. 

Die  persönliche  Bezugnahme  beider  Forscher,  Klein  und  Poincare, 
miteinander  beginnt  im  Sommer  1881  und  gestaltete  sich  für  beide 
höchst  fruchtbringend.  Klein  entdeckte,  von  einer  öfters  genannten 
Arbeit  Schottkys  (vgl.  Note  26  in  Nr.  4)  angeregt,  ein  erstes  Funda- 
mentaltheorem für  beliebiges  p  ohne  singulare  Punkte  (Polygonecken) 
und  ohne  Hauptkreis,  welches  er  am  12.  Januar  1882  veröffentlichte**"); 

239)  Im  Herbst  1881  verfaßte  Klein  seine  Schrift  „Über  Riemanns  Theorie 
der  algebraischen  Funktionen  und  ihrer  Integrale"  (Leipzig,  B.  G.  Teubner). 

240)  „Über  eindeutige  Funktionen  mit  linearen  Transformationen  in  sich", 
Math.  Ann.  19,  p.  566. 
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es  ist  das  oben  unter  III  genannte  „Rückkehrschnitttheorem".  Etwas 
später  (am  27.  März  1882)  publizierte  Khin^^^)  das  „Cfrenzkreistheo- 
rem",  soweit  w  =  0  ist  oder  doch  nur  parabolische  Ecken  zugelassen 
werden.  Hierbei  war  für  ihn  als  Prototyp  das  bei  Transformation 
7.  Grades  der  elliptischen  Funktionen  auftretende  Polygon  der  Kurve 
vierter  Ordnung  X'V  +  /^^«'  -f-  v^^  ==  0  maßgeblich.  Anknüpfend 
hieran  gab  Foincare  am  10.  April  1882  in  Bd.  94  der  Pariser  Comptes 
Rendus  das  Grenzkreistheorera  mit  beliebigen  singulären  Punkten.  End- 
lich hat  Klein  in  der  Abhandlung  „Neue  Beiträge  zur  Biemannachen 
Funktionentheorie" '^^)  betreffs  allgemeiner  Erfassung  der  Theoreme  den 
umfassendsten  Standpunkt  erreicht.  Er  unterwirft  daselbst  v  Grenz- 
kreispolygone der  „Charaktere"  (i>i ,  w^) ,  . .  . ,  (jp^ ,  wj  dem  Prozeß  der 
„Ineinanderschiebung"  und   erzeugt  so  einen  v-fach  zusammenhäugen- 

den  „DB"  mit  p=^^Pk  und  n  =  ^,  w^-  Die  Zusammenfaltung  liefert 

i  =  1  i  =  1 

eine  RiemannBcha  Fläche  mit  v  Partial- Schnittsystemen  von  kano- 
nischer Gestalt.  Für  so  zerschnittene  Flächen  stellt  Klein  a.a.O.  als- 
dann umgekehrt  ein  allgemeines  Fundamentaltheorem  auf,  unter  wel- 
ches man  alle  obigen  Theoreme  als  Spezialfälle  unterordnen  kann. 
Nach  demselben  exidiert  auf  jeder  mit  v  Partial- Schnittsystemen  ver- 
sehenen BiemannsdwM  Fläche  eine  und  im  wesentlichen  nur  eine  linear- 
polymorphe  Funktion  ^,  welche  die  Fläche  auf  ein  Polygon  abbildet,  das 
man  durch  Ineinanderschiebung  von  v  Grenzkreispolygonen  entstanden 
denJcen  kann,  und  das  demnach  (für  v  >  1)  zu  einem  Netze  mit  un- 
endlich vielen  „  Grenzkreisen"  hinführt. 

Betreffs  ausführlicherer  und  zusammenfassender  Darstellungen  der 
Fundamentaltbeoreme  ist  zu  berichten,  daß  die  zuletzt  genannte  mehr 
programmatisch  gehaltene  Abhandlung  Kleine  eine  abgerundete  und 
zusammenfassende  Darstellung  der  von  ihm  erreichten  Auffassung  der 
automorphen  Funktionen  und  speziell  der  Fundamentaltbeoreme  liefert. 
Poincare  hat  nebeij  einer  ersten  zusammenfassenden  Abhandlung  in 
den  Mathematischen  Annalen^')  die  Ergebnisse  seiner  Forschungen 
über  die  fraglichen  Theoreme  ausführlich  dargestellt  im  Verlaufe  der 
Abhandlung  „Sur  les  groupes  des  equations  lineaires"***).     Gegenüber 

241)  ,jÜber  eindeutige  Funktionen  mit  linearen  Transfonnationen  in  sich", 
Math.  Ann.  20,  p.  206. 

242)  Math.  Ann.  21  (dat.  2.  Okt.  1882). 

248)  „Sur  les  fonctions  uniformes,  qui  se  reproduisent  par  des  substitutiouB 
lineaires",  Math.  Ann.  19  (1882),  p.  558. 
244)  Act.  math.  4  (1884),  p.  201. 
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den  obengenannten  Noten  in  den  Comptes  Rendus  ist  der  sehr  we- 
sentliche Fortschritt  dieser  Abhandlung  die  Ausbildung  eines  Beweia- 
verfahrens  des  Grenzkreistheorems,  auf  welches  wir  gleich  zu  sprechen 
kommen. 

37.   Die  Kontinuitätsmethode  zum  Beweise  der  Fundamental- 
theoreme.   Die  von  Khnn  und  Poincare  ursprünglich  zum  Beweise  der 
Fundamentaltheoreme  verwendeten  Mittel    bestehen   in  „Kontinuitäts- 
hetra^htungen''.     Es    gilt    z.  B.   betreffs    des   Grenzkreistheorems    (vgl. 
„Aut."  1,  S.  389)  der  Satz,  daß  alle  Grenzkreisgruppen  gegebener  Si- 
gnatur  eine   kontinuierliche  Mannigfaltigkeit  M  von   (2w  -j-  6j)  —  0) 
Dimensionen   liefern.    Eine    kontinuierliche   Mannigfaltigkeit  3f  der- 
selben Dimensionenanzahl  wird   von  allen  BiemannBcheu  Flächen  der 
gleichen  Signatur  geliefert.  Nun  gehört  jedem  Individuum  von  31  eines 
und  nur  eines  von  M'  zu  (Existenzsatz  der  automorphen  Funktionen, 
vgl.  Nr.  14).    Diese  Zuordnung  ist  eine  stetige;  denn  die  Pommrt'schen 
Reihen  und  damit  die  „Moduln"  der  Eiemannschen  Fläche  sind  stetige 
Funktionen   der  Gruppeninvarianten   (vgl.   die   zweite  in  Nr.  22  er- 
wähnte Konvergenzbetrachtung  Poincares) '*^.    Daß  einem  Individuum 
von  M'  höchstens  ein  solches  von  31  entsprechen  kann,    ist   der  In- 
halt   des    sogenannten   „Unitätssatzes".     Derselbe    ist    zunächst    beim 
Grenz-    und    Hauptkreistheorem    ziemlich    leicht    beweisbar,    nämlich 
durch  das  Prinzip,  daß,  wenn  die  Innenfläche  eines  Kreises  ausnahms- 
los konform  auf  die  eines  zweiten  bezogen  ist,   diese  Beziehung  not- 
wendig eine  lineare  ist.   Für  die  übrigen  Fundamentaltheoreme  erfor- 
derte der  Beweis  des  Unitätssatzes  durch  Zurückführung  auf  ein  entr- 
sprechendes  Prinzip  über  zwei  konform    aufeinander  bezogene  Kugel- 
flächen allerdings   wesentlich   umständlichere   Zurüstungen.    Das    Ziel 
der  Kontinuitatsbetrachtung   wird    nach    Erledigung  des  Unitätssatzes 
nunmehr  sein,  zu   zeigen,   daß  jedem  Individuum  von  31'  auch  sicher 
eines  von  31  entspricht. 

Klein  hat  in  der  in  der  Note  242  genannten  Arbeit  den  so  ge- 
gliederten Gedankengang  seiner  Kontinuitätsmethode  nur  erst  skizziert. 
Die  viel  umfänglichere  ein  Jahr  später  erschienene  Darstellung  Pommr(2s 
(vgl.  Note  244)  beschränkt  sich  von  vornherein  auf  den  Grenzkreis- 
fall  und  liefert  hier  in  den  Vorarbeiten  zur  Kontinuitatsbetrachtung 
wesentliche  Fortschritte.    Es  hängt  dies  mit   einem  Unterschiede  im 

245)  Ritter  hat  ohne  Zuhilfnahme  der  Poinaar eschen  Reihen  die  Stetigkeit 
der  automorphen  Punktioneu  gegenüber  Abänderung  der  Gnippenmoduln  be- 
wiesen; vgl.  die  beiden  Abhandlungen:  „Die  Stetigkeit  der  automorphen  Funktionen 
bei  stetiger  Abänderung  des  Fundamentalbereichs",  Math.  Ann.  4ö  (1894:),  p.  il'i 
und  46  (1894),  p.  200. 

KncyUop.  d.  m»th.  Wiasensch.    U  i.  89 
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Ansätze  beider  DarsfcelluDgen  zusaimueu.  Wälireiul  nämlich  Klein  mit 
ka"07iisc><  vrrs!'!inif*^'>'-?ii  f^f>.ma)'^''-<^}\fv  Flächf^n  und  entsprof^LeTid  mit 
irgendweicJieu  kanoiiisciieu  Polygoüeii  arbeitet,  wobei  jedes  (»ebilde 
in  der  Mannigfaltigkeit  M'  unendlich  oft  auftritt  (den  unendlich  vielen 
kanonischen  Sclmittsystemen  der  einzelnen  JTäche  entsprechend),  geht 
Poincarc  von  der  unzerschnittenen  Fläche  auB.  Dies  erfordert,  aus  den 
gesamten  kanonischen  Polygonen,  welche  zur  gleichen  Gruppe  gehören, 
eines  (ein  sogenanntes  „reduziertes'^  Polygon)  herauszugreifen.  Dio 
entwickeltere  Theorie  Foincarvs  bringt  die  hiermit  gemeinte  „Reduk- 
tion" der  Polygone  und  damit  die  Herausarbeitung  der  Mannigfaltig- 
keit M  der  reduzierten  Polygone  oder,  was  auf  daseelbe  hinausläuft, 
der  Mannigialtigkeit  der  Gruppen. 

Dieser  Unterschied  ist  von  grundlegender  Bedeutung,  wie  bereits 
das  elementare  Beispiel  der  doppeltperiodischen  Funktionen  (Fall  der 
parabolischen  liotationsgruppen,  Klasse  11,  2  in  der  Einteilung  Nr,  11) 
lehrt.  Die  Mannigfaltigkeit  aller  hier  als  „DB"  eintretenden  Parallelo- 
gramme ist  geometrisch  darstellbar  durch  die  Punkte  der  positiven 
CO -Halbebene  (vgl.  Fig.  2,  p.  3(^53),  diejenige  der  „reduzierten"  Parallelo- 
gramme aber  durch  die  Punkte  eines  einzelnen  Doppeldreiecks  der 
Modulgruppe,  etwa  des  in  Fig.  1,  p.  ii62  angegebenen  „DB"  dieser 
Gruppe.  Jene  Mannigfaltigkeit  ist  eine  offene,  insofern  sie  an  der 
reellen  o- Achse  einen  Rand  besitzt,  der,  ab^f  sehen  von  den  rationalen 
Punkten,  nicht  mehr  zu  ihr  gehört;  diese  ist  (vermöge  der  Zuordnung 
der  Seiten  des  Doppeldreiecks  und  der  Hinzunahme  seiner  Spit/e) 
eine  geschlossene.  Der  Vergleich  der  ganzen  w-Halbebene  mit  der 
Mannigfaltigkeit  aller  irgendwie  zerschnittenen  Riem^nnschen  Flilcheu 
des  Geschlechtes  p=l  ist  erschwert  durch  die  gegen  den  Rand  (die 
reelle  w- Achse)  hin  eintretenden  Ausartungen  der  Fläche  od-^r  auch 
nur  des  Querschnittsystems;  der  Vergleich  des  Doppeklreiecks  mit  der 
Ebene  der  absoluten  Invariante  J  und  der  iSchluß  auf  die  eindeutige 
Beziehung  beider  aufeinander  ist  etwas  sehr  einfaches. 

Die  in  „Aut."  2,  p.  285 ff.  von  Friclce  entwickelte  neue  Behand- 
lung der  Kontinuitätsmethode  im  Gebiete  des  Grenzkreis-  und  des 
Hauptkreistheorems'*®)  folgt  demnach  der  Poincareschen  Auffassung 
und  liefert  durch  die  inzwischen  erfolgte  Vertiefung  der  geometrischen 
und  invariantontheoretischen  Behandlung  der  Polygone  brauchbare  Er- 
gebnisse wenigstens  zunächst  nach  Seiten  der  Polygone  bzw.  Gruppen: 
Die  Mannigfaltigkeit  der  Gruppen  (reduzierten  Polygone)  einer  gey^jcnen 


246)  S.  auch  Frickc,  „Über  die  Theorie  der  automorijhen  Modulgruppen'*, 
Gott.  Nachr.  von  1896,  p.  91. 
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Signatur  bildet  unter  Hinzunahme  der  in  derselben  enthaltenen  Gruppen 
niederer  Signaturen  ein  geschlossenes  Kontinuum  von  {2n  +  6^  —  6) 
Dimensionon.  lu  allen  jenen  niederen  Fällen,  wo  die  Lehre  von  den 
Moduln  der  Biemannschen  Flächen  einen  deutlichen  Überblick  über 
das  Kontinuum  der  Riemannschen  Flächen  gestattet,  war  demnach  die 
Durchführung  des  Kontinuitätbeweises  leicht^'). 

Neuerdings  sind  L.  E.  J.  Broutver  und  P.  Koebe  auf  die  Kontinui- 
tätsmethode im  allgemeinen  Falle  erfolgreich  eingegangen,  und  zwar 
unter  Zugrundelegung  des  RleinBchen  Ansatzes****);  vorläufige  Mitteilun- 
gen wurden  auf  der  Karlsruher  Versammlung  am  27.  September  191 1 
erstattet^*").  Zuvörderst  hat  Brouwer  eine  sehr  wesentliche  Grundlage 
für  die  Kontinuitätsmethode  durch  seinen  Beweis  der  „Invarianz  der 
Dimensionenanzahl"  bei  beliebiger  stetiger  Abbildung  einer  Mannig- 
faltigkeit geliefert*^).  Sodann  hat  Brouwer  eine  ausführliche  Zer- 
gliederung der  Kontinuitätsmethode  für  den  GrenzkreisfaU  gegeben**^), 
sowie  im  Anschluß  hieran  ein  noch  unerledigtes  Glied  des  Beweises 
bearbeitet,  indem  er  zeigte,  daß  sich  die  Maunigfaltigkeit  der  mit 
einem  kanonischen  Querschnittsystem  versehenen  Riemannschen  Fläclien 
des  Geschlechtes  p  in  jedem  ihrer  Punkte  wie  eine  „singularitätenfreie" 
{Qp  —  6)-dimen8ionale  Mannigfaltigkeit  verhält  ^^^).  Die  gleichzeitigen 
Untersuchungen  Koehea  haben  zunächst  einen  vollständigen  und  ein- 
wnrfsfreien  Beweis  des  Rückkehrschnitttheoreras  mittelst  der  Kon- 
tinuitätsmethode geliefert*'),  wobei  als  wesentliches  Hilfsmittel  der 


247)  Vgl.  Fricke,  „Beiträge  zum  Kontinuitütsbeweiee  der  Existenz  linear- 
polymorpher  Funktionen  auf  Riemannschen  Flächen",  Math.  Ann.  59  (1904),  p.  449. 
Vgl.  auch  „Neue  Entwicklungen  über  den  Existenzbeweis  der  polymorphen  Funk- 
tionen", Verh.  des  8.  intern.  Math.-Kongr.  zu  Heidelberg  1904,  p.  246.  S.  auch 
„Aut."  2,  p.  414  £F. 

248)  Es  kommt  hierbei  in  Betracht,  daß  beim  Rückkehrechnitttheoreme  and 
beim  allgemeineteu  Kleinscheu  Fundamentaltheoreme  eine  Reduktionstheorie  der 
Polygone  und  entsprechend  eine  Theorie  der  6'ru/)penmaniiigfaltigkeiten  zurzeit 
noch  fehlen. 

249)  S.  den  Bericht  „Zu  den  Verhandlungen  betreffend  automorphe  Funk- 
tionen", Jahreab.  d.  D.  Math.-Ver.  21  (1912),  p.  163. 

260)  „Beweis  der  Invarianz  des  n-dimensionalen  Gebietes",  Math.  Ann.  71 
(1911),  p.  805. 

261)  „tjber  die  topologischeu  Schwierigkeiten  des  KoutiuuitätsbeweiseB  der 
Existenztheoreme  eindeutig  umkehrbarer  polymorpher  Funktionen  auf  Riemann- 
Bchen  Flächen",  Gott.  Nachr.  von  1912,  p.  603. 

262)  „Über  die  Singularitätenfreiheit  der  Modulmaunigfaltigkeit'\  Gott. 
Nachr.  von  1912,  p.  808. 

263)  „Begründung  der  Kontinuitätsmethode  im  Gebiete  der  konformen  Ab- 
bildung und  üniformisierujig",  Gott.  Nachr.  von  1912,  p.  879.    S.  auch  die  Vor- 

29* 
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UntersuchuDg  der  in  Nr.  39  näher  zu  bezeichnende  Äoe^^esche  „Ver- 
zerrungssatz" dient.  In  einer  demnächst  in  den  Math.  Ann.  erschei- 
nenden Abhandlung  =^^*)  gibt  Koele  eine  ausführliche  D-rstellung  seiner 
Auffassung  des  Kontiimitätsbevveises  und  behandelt  das  Rückkehr- 
schnitttheorem, das  Hauptkreistheorem,  sowie  das  allgemeine  Klein- 
sche  Fundamentaltheorem  mittelst  desselben. 

38.  Die  Methode  des  Bogenelementes  beim  Beweise  des  Grenz- 
kreistheorems. Eine  andere  Beweismethode,  welche  jedoch  zunächst  nur 
für  das  Grenzkreistheorem  durchgebildet  wurde,  ist  von  Bchwarz'^^) 
der  Ider  nach  angegeben  und  von  Picard^'^^)  und  Poincarc^'"^)  zur 
Durchführung  gebracht. 

Man  wähle  den  Grenzkreis  als  ,,Einheitskrei8"  der  i:-Ebene.  Dann 
ist  das  Bogenelement  da  derjenigen  „hyperbolischen  Maßbestim- 
mung", in  deren  Sinne  die  äquivalenten  „Dß"  eines  im  Innern  jenes 
Kreises  gelegenen  Netzes  „kongruent"  sind,  bei  geeigneter  Wahl  def 
Einheit  gegeben  durch: 

(145)  d6^^^^i^,     . 

wo  ^  zu  ^  konjugiert  komplex  ist.  Es  handelt  sich  hierbei  um  eine 
Maßbestimmung,  bei  welcher  man  das  Innere  des  Grenzkreisfes  als  eine 
„Fläche  des  konstanten  negativen  Krümmungsmaßes  —  4"  aufzufassen 
hat  2-^8). 

Es  werde  nun  durch  eine  zugehörige  Funktion  e  =  fp{t)  «Icr 
„DB"  auf  eine  Päemann^ahe  Flache  abgebildet,  auf  welcher  das  Bogen- 
element durch  ds  =  ydz  •  dz  gegeben  ist.  Man  schreibe  z  =^  x  -{-  iy 
und  bilde  auf  der  jBiewawwschen  Fläche  die  reelle  Funktion 

(146)  u{x,  2/)  =  2  log  ^l , 


anzeige  Koebes,  „Zur   Begründung   der   Kontinuitätsmethode",    Leip.  Ber.  1912, 
p.  syflf. 

254)  „Über  die  ITniformisierung  der  algebraißchen  Kurven.  IV'*,  (Kontinui- 
tatsmethode). 

265)  Vgl.  die  Anmerkungen  und  Zusätze  zum  2.  Bde.  von  Schwarz,  „Ge- 
Bammelte  mathematisch©  Abhandlungen*'  (1890),  p.  356  ff. 

L'56)  ,,M(3moire  sur  la  thc^orie  des  ^quatiouB  aux  d^rivees  partiellcB  et  la 
m^thode  des  approximations  successives",  J.  d.  math.,  (4)  6  (1890),  p.  146;  „De 
l'äquation  Ai*==Ä;e"  sur  une  surface  de  Riemann  fermde",  J.  d.  math.,  (4)  9  (1893), 
p.  273. 

257)  „Les  fonctions  fuchsiennea  et  l'equation  Au  =€»•",  J.  de  math. 
(6)  4  (1898),  p.  137. 

258)  Vgl.  „Aut."  1,  p.  31  sowie  die  Ausführungen  rtber  die  „Methode  de« 
Bogenelementes"  in  „Aut."  2,  p.  440. 
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d.  li.  den  doppelt  genommenen  Loyarithmus  des  Ahhildungsmoduls  der 
.BiemannscJien    Mäche    auf   die   Mäche    des    konstanten    Krümmungs- 
maßes  • —  4.    Aus  der  Gleichung; 

(147)  u(x,  y)  =  log  2  +  log  ;J_J  -  2  log  (1  -  Ü) 

ergibt  sich  leicht  ^^^),  daß  u(x,y)  der  sogenannten  LiouvüleBchen  par- 
tiellen Differentialgleichung  2"'''  Ordnung  genügt: 

Diese  Gleichung  ist  nun  allgemein  charakteristisch  für  den  doppelten 
Logarithmus  des  Abbildungsmodulus  einer  Ebene  auf  einer  Fläche  des 
konstanten  Krümmungsmaßes  —  4.  Wenn  man  demnach  umgekehrt 
auf  einer  heliehig  gegebenen  Ricmannschen  Fläche  aber  der  z-Ebene 
eine  Lösung  u  jener  Differentialgleidmng  besitzt,  welclie  an  den  Stellen 
Cj,  .  .  .,  e„,  in  den  Verzweigungspunicten  der  Fläche  und  an  den  Stellen 
<x>  die  richtigen  logarithmischen  ünstetigkeitspimkte  aufweist,  so  hat  man 
damit  zugleich  eine  Abbildung  der  zerscimittentn  Mäche  auf  ein  Grenz- 
kreispolygon  unserer  Art  in  der  ^-Ebote,  und  das  Grenzkreistheorem 
ist  bewiesen.  Die  Existenz  der  erforderlichen  Lösungen  u  der  Diffe- 
rentialgleichung (148)  ist  nun  in  der  Tat  von  Picard  und  Poincare 
a.  a.  0.  bewiesen.  Bei  Picard  liegt  allerdi^igs  insofern  noch  eine 
Einschränkung  der  Allgemeinheit  vor,  als  Punkte  6^  von  „parabolischem" 
Charakter  ausgeschlossen  sind^^"). 

L.  Bieberbttch^^^)  hat  neuestens  begonnen,  die  Methode  des  Bogen- 
elementes  so  auszuarbeiten,  daß  sie  auch  beim  Beweise  des  Haupt- 
kreistheorems Verwendung  findet.  Es  handelt  sich  dabei  um  ein  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  (148)  auf  der  einen  Hälfte  einer  ortho- 
symmetrischen  Riemannschen  Fläche,  welches  gegen  jeden  Punkt  einer 
Symmetrielinie  hin  unendlich  wird  wie  der  Logarithmus  der  Normalen 
zu  dieser  Linie.  Bieberbach  hat  den  Beweis  der  Existenz  und  ünität 
eines  solchen  Integi-ales  a.  a.  0.  zunächst  für  einen  endlichen,  schlichten, 
von  einer  analytischen  Kurve  begrenzten  Bereich  erläutert  und  stellt 
weitere  Veröffentlichungen  in  Aussicht. 


259)  H.  darüber  L.  Bianchi,  „Vorlesungen  über  Differentialgeometrie"  (über- 
setzt von  M.Lukat)^  Leipzig  1899,  insbesondere  Kap.  16,  p.  418  ff. 

260)  S.  übrigens  betreffs   der  Lösung  der  Differentialgleichung  (148)  auch 
das  Ref.  IIA  7  c,  Nr.  12. 

261)  „Aw  =■=  e"  und  die  automorphen  Funktionen",  Gott.  Nachr.  von  1912, 
p.  599. 


454      n  B  4.   B.  Fricke.    Antomorpbe  Funktionen  und  Modulfunktionen. 

39.  Die  Methode  der  Überlagerungsfläohe  zum  Beweise  aller 
Fundamentaltheoreme.  Eine  dritte  Methode,  diejenige  der  „Üherlage- 
lagemngsflächef^,  hat  wieder  allgemeine  Bedeutung  für  die  gesamten 
Fundamentaltheoreme,  ja  sogar  fOr  gewisse  noch  allgemeinere  „üni- 
formisierunrjssäts^'. 

Im  Keime  liegen  Ideen,  die  zu  dieser  Methode  hinführen,  bereits 
bei  den  „Ketten  von  Transformationen"  im  Gaußschen  arithmethisch- 
geometrischen  Mittel  (vgl.  II B  3,  Nr.  34),  sowie  in  JacobiB  ent- 
sprechenden Untersuchungen***)  vor.  Ist  k'{(a)  der  „komplementäre 
Integralmodul"  Jacohis  und  schreibt  man  abkürzend  k^'  ==  k'(2'*(o),  so 
gilt,  der  Transformation  2**"  Grades  entsprechend: 


(U9)  *.-=Tfe- 

Dies  ist  im  wesentlichen  Gauß^  Algorithmus  des  arithmetisch -geo- 
metrischen Mittels.  Schreibt  man  zur  Abkürzung  0^  =  2"(o  und 
q^  =  c'*''"n,  so  gilt  lim  3^  =^  0,  imd  also  liefert  die  Darstellung  des  Inte- 
gralmoduls k  in  der  Entwicklungsgröße  q  (vgl,  etwa  (69)  in  II B  3,  Nr.  25): 

(150)  lim  kl  =  lim  (1  —  k'„*)  =  16  •  Um  e«»'"'», 

woraus  sich  für  o  ergibt: 

(151)  .  =  i..,™(L«fLa-_*2riÜ£«J)). 

Diese  Berechnung  von  oj  aus  gegebenem  Werte  von  k'  verallge- 
meinom  wir  zunächst  in  folgender  Weise  zur  Berechnung  von  ^  bei 
gegebenem  Werte  einer  automorphen  Funktion  0  =  <p(^)  im  Falle 
irgendeiner  Grenzkreisgruppe  F.  Wir  wollen  innerhalb  F  eine  Kette 
von  Untergruppen  F^^\  r^^\  . . .  von  immer  größerem  Index  ausgesondert 
denken;  und  zwar  sei  aUgemein  r<"^  in  r^""*)  als  Untergruppe  des 
Index  /!.„  enthalten.  Wir  mögen  uns  vermöge  der  Durchlaufung  der 
unendlichen  Reihe  jener  Untergruppen  der  aus  der  Substitution  1  allein 
bestehenden  Untergruppe  r<*^  als  Grenze  annähern,  deren  zugehörige 
Funktion  l  ist.  Diesen  Prozeß  kann  man  nun  auch  an  die  zu  den 
„DB"  der  Gruppen  gehörenden  Biemannsahen  Flächen  F,  F^^\  F^^\  . . . 
knüpfen.  Dabei  entsteht  F^"^  aus  J'v«-^)  durch  /z^- fache  Überlagerung, 
und  es  handelt  sich  also  beim  Fortgang  von  F^"~^'>  zu  F^"^  jedesmal 
um  Lösung  eines  algebraischen  Problemes  a^  Grades.  Die  Kette  dieser 
algebraischen  Pro})leme   gestattet   die  ajoproximative  Bestimnttmg  der 


262)   Vgl.  Jacobi,  Geeammelte  Werke  1,  p.  149  ff.    Vgl.  übrigens  die  aus, 
führlicho  DarateUnng  in  „Mod."  2,  p.  111  ff. 
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SchlußfunMion  ^  von  d«.r  Steile  z  der  durch  die  anfängliche  Gruppe  ge- 
gebenen Fläche  F  aus. 

Dip  sich  hier  anschließende  Methode  zum  Beweise  des  Grenzkreis- 
th«'<»renis  ^eht  nun  von  dor  Idee  aus,  eine  entsprechende  Kette  von 
Uljtrla«.>;eriii)gen  bei  Au'^gjiiig  von  einer  beliebig  vorgegebenen  Riemann- 
sclien  l'liirhe  F  zu  vollziehen,  um  auf  diese  Weise  die  Existenz  einer 
zugehörigen  polymorplicn  Funktion  ^  zu  zeigen  und  ein  Mittel  für 
ihre  approximative  Berechnung  zu  besitzen.  Dieser  Ansatz  ist  in  dem 
Spe/,iaUiille,  daß  sämtliche  Flächen  F^"^  das  Geschlecht  p  =  0  haben 
und  jiiir  })ar«bolische  Punkte  e^.  aufweisen,  von  L.  Schlesinger^^)  zur 
An^iührung  gebracht.  Ein  Entwurf  zu  einer  allgemeinen  Durchführung 
der  Methode  ist  schüii  vorher  von  Poincare'^^)  gegeben. 

Es  hat  nun  ScJuvar:;  bereits  Anfang  der  achtziger  Jahre  in  münd- 
lichen Mitteilungen  an  Klein  und  Foincard  einen  Beweisansatz  für  das 
Grenzkreistheorem  skizziert,  der  mit  den  vorstehend  bezeichneten  Ideen 
nahe  verwandt  ist.  Es  sei  irgendeine  etwa  der  algebraischen  Relation: 
(152)  G{w,  ;{f)  =  0 

entsprechende  lliemannsche  Fläche  F  des  Geechlechtes  p  über  der 
jer-Ebene  vorgelegt,  und  es  seien  auf  F  beliebig  gewählte  n  Punkte 
«1,  Cj,  . . .,  e,  „signiert",  denen  ganze  Zahlen  ^^  ^  2  (den  Fall  Z  =  oo 
eingeschlossen)  zugeordnet  seien  Es  ist  dann  möglich,  in  eindeutig 
bestimmter  Weise  eine  aus  miendlich  vielefi  Exemplaren  dieser  Fläche  F 
eusammmgesetzte  sogenannte.  „Überlagerungsfläche"  F^  von  „einfachem" 
Zusammenhange  herzustellen.  Man  erkennt  diese  Mögliclikeit  am  ein- 
fachsten in  der  Weise,  daß  man  an  irgendein  Grenzkreispolygon  der 
durch  die  obigen  Zahlen  p,  n,  l  gegebenen  Signatur  (jp,  «;  ij,  ?j,  .. .,  IJ 
anknüpft  und  dieses  Polygon  mittels  einer  zugehörigen  Funktion  /=  (p(^) 
auf  eine  neue  Riemannsche  Fläche  F'  abbildet,  auf  welcher  den  n  festen 
Polygonecken  die  Stellen  e/,  c^',  . .  .,  e^  entsprechen  mögen.  Diese  F' 
kann  man  im  Sinne  der  ..Analysis  situs"  eindeutig  stetig  auf  die 
Fliiehe  F  beziehen,  und  zwar  so,  daß  der  Punkt  e^  dem  Punkte  e^ 
zugeordnet  ist.  Man  bilde  nun  das  ganze  zum  ausgewählten  Polygon 
gehörende  Netz,  welches  das  Innere  des  Grenzkreises  schlicht  ausfüllt 
und  die  Kreisperipherie  zur  Grenze  hat,  mittels  der  Funktion ;?' --=  fp{%) 
auf  die  /-E})ene  ab,  und  gewinnt  eine  aus  unendlich  vielen  Exem- 
plaren F'  aufgebaute  einfacli  zusammenhängende,  nicht-abgeschlossene 
Üherlagerungstiäche  F^.  Die  bei  dieser  F^  vorliegende  Anreihung  der 
uueudlich  vielen  Exemplare  F'  hat  man  dann  eben  (vermöge  der  ein- 

26.3)  „Zur  Theorie  der  Fwc/iÄ^chen  Funktionen",  J.  f.  Math.  105  (1889),  p,  181. 
264)  „Sur  les  groupeB  des  equations  lin^airos",  Act.  math.  4  (1883),  p.  201. 
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deutigen  Beziehung  von  F'  auf  F)  auf  die  Exemplare  der  Fläche  F  zu 
übertragen,  um  die  ihr  zugehörige  Fco  zu  gewinnen'*^). 

Nun  war  die  Meinung  von  Schtvarz,  man  solle  auf  der  i^»  die 
Existenz  einer  analytischen  Funktion  ^  =  f'{e)  nachzuweisen  versuchen^ 
welche  die  F«,  auf  die  „schlichte",  d.  h.  einfach  und  vollständig  be- 
deckte Fläche  eines  Kreises  abbildet.  Würde  man  ein  solches  g  ge- 
winnen ( „Existeuzsatz  der  uniformisierenden  Variabelen"),  so  wäre 
weiter  zu  zeigen,  daß  die  unendlich  vielen  neben  einander  gelagerten 
Abbilder  der  Exemplare  F  durch  lineare  g- Substitutionen  zusammen- 
hängen („Lineaiütätssatz"),  sowie  daß  es  im  wesentlichen,  d.  h.  von 
linearer  Transformation  abgesehen,  nur  eine  solche  Funktion  g  gibt 
(„ünitätssatz"). 

Der  von  Schovars  entwickelte  Ansatz  wurde  von  Poincare^^^)  so- 
gleich (1883)  dahin  veraUgemeinert,  daß  an  Stelle  der  algebraischen 
Elelation  (152)  eine  beliebige  „analytische"  trat,  so  daß  auch  bereits 
die  erste  Fläche  F  unendlich-blättrig  sein  durfte.  Doch  konnte  der 
Existenzbeweis  der  gewünschten  Variabelen  ^  einstweilen  nicht  zu 
Ende  gebracht  werden  ^^^). 

Erst  seit  1900  ist  die  Untersuchung  neu  in  Fluß  gekommen,  in- 
dem zunächst  die  Pomcare'sche  Betrachtung  von  1883  in  einzelnen 
Punkten  ergänzt  wurde***),  sodann  aber  durch  Ä  Johansson**'')  Betrach- 
tungen eingeleitet  wurden,    die  iiir  j)  =  0   zum   Ziele  führten,   aber 

266)  Die  Zuhilfenahme  tlee  Grenzkreiepolygons  dient©  nur  der  Anschaulich- 
keit. Nach  der  Ausführung  eines  (die  Punkte  c^.  mit  berücksichtigenden)  kanoni- 
schen Querschnittsystem 8  auf  der  signierten  Fläche  F  kann  man  den  Aufbau 
der  Überlagerungsfliiche  aus  unendlich  vielen  Exemplaren  der  serschnittenen 
Fläche,  indem  man  schrittweise  immer  weitere  „Flächenkränze"  anfügt^  auch  un- 
mittelbar vollziehen. 

2G6)  „Sur  uu  theoröme  de  la  thdorie  generale  des  fonctions",  Bull.  boc.  math. 
de  Fr.  11  (1883),  p.  112. 

267)  Vgl.  Huberts  Pariser  Vortrag  „Mathematische  Probleme",  Abschn.  „Uni- 
formisierung  analytischer  Beziehungen  mittelst  automorpher  Funktionen",  Gott. 
Nachr.  von  1900,  p.  253. 

268)  Vgl.  W.  F.  Osgood,  „On  tho  existence  of  the  Greens  function  for  the 
moet  general  simply  connected  plan  region",  Amer.  M.  S.  Transact.  1  (1900), 
p.  310,  sowie  T.Broden,  „Bemerkung  über  die  Unifoimisierung  analytischer  Funk- 
tionen" (Lund  1906). 

269)  „Über  die  Uniformisierung  Riemannscher  Flächen  mit  endlicher  An- 
zahl von  Windungspunkten",  Act.  soc.  Fenn.  33  (1908),  Nr.  7;  „Ein  Satz  über 
die  konforme  Abbildung  einfach  zusammenhängender  Flächen  auf  den  Einheit«- 
kreis'S  Math.  Ann.  62  (1906),  p.  177;  „Beweis  der  Existenz  linear -polymorpher 
Funktionen  vom  Grenzkreistypus  auf  Riemannschen  Flächen",  Math.  Ann.  62 
(19CG),  p.  184. 
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allerdings  bei  ^  >  0  sich  noch  nicht  als  stichhaltig  erwiesen.  Um 
einen  auf  Fgo  frei  gewählten  Ausgangspunkt  0  wird  eine  unendliche 
Schar  von  geschlossenen  und  sich  nicht  selbst  überkreuzenden  Kurven 
Cj,  Cg,  63,  . .  .  derart  beschrieben,  daß  jede  C^  ganz  innerhalb  C',,^, 
liegt.  Zugleich  sind  diese  Kurven  so  gewählt,  daß  sich  auch  für  jeden 
irgendwo  im  Innern  von  F^  gewählten  Punkt  ein  endliches  v  angeben 
läßt,  für  welches  C^  jenen  Punkt  uraachließt.  Die  Kurve  C^  begrenzt 
einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich,  dessen  im  Punkte  0  un- 
stetig werdende  Greensche  Funktion  u^,  heiße.  Die  Konvergenz  der 
Funktionenreihe  m,,  für  lim  v  =  00  gegen  eine  Grenzfunktion  «  (aus 
der  dann  das  gewünschte  t,  herstellbar  ist)  sucht  Johansson  nach  der 
„Methode  der  Majoranten"  zu  zeigen,  d.  h.  mittels  einer  Funktion  U, 
deren  Existenz  von  vornherein  feststeht,  und  für  welche  bei  jedem  v 
die  Ungleichimg  u^  <  U  gilt.  Eine  solche  Majorante  wird  für  j?  =  0 
durch  einen  gewissen  Roknrsionsprozeß  gewonnen,  der  aber  uei  /y  >  0 
versagt. 

Mit  ähnlichen  Betrachtungen  beginnend  sind  alsdann  ungefähr 
gleichzeitig  Poincare^"^^)  und  Koehe^^^)  an  den  allgemeinen  Ansatz  des 
ersteren  (cf.  Note  266)  herangegangen  und  haben  das  Grenzkreistheorem 
mit  seiner  Verallgemeinerung  auf  beliebige  analytische  Relationen  (152) 
vollständig  bewiesen.  Schon  etwas  früher  hatte  Koebe^"^^)  das  Haupt- 
kreistheorem nach  der  Methode  der  Überlagerungsfläche  bewiesen. 
Der  Fall  des  Hauptkreises  erwies  sich  deshalb  als  einfacher,  weil 
man  hier  von  vornherein  im  Besitze  einer  brauchbaren  Majorante 
war.  Man  wolle  nämlich  die  ursprüngliche  unzerschnittene  ortho- 
symmetrische  Fläclie  F  längs  ihrer  Symmetrielinie  durchschneiden, 
auf  der  einen  Flächenhälfte  den  Punkt  0  wählen  und  die  zu  diesem 
Punkte  0  als  Pol  gehörende  Greensche  Funktion  f/  der  Flächenhälft^e 
bilden.  Die  Überlagerungsflache  7  «  ist  hier  aus  lauter  solchen  Flächen- 
hälften zusammengesetzt*^').  Die  wie  oben  hergestellten  Kurven  6'^ 
grenzen  Bereiche  ein,  auf  welche  man  XJ  übertragen  wolle.  Es  handelt 
sich  dann  für  jedes  v  um  eine  Funktion  U  mit  endlich  vielen  Polen 
im  Bereiche,  welche  sich  in  der  Tat  als  eine  brauchbare  Majorante 
erwies. 


270)  „Sur  runiformieation  des  fonctione  analytiques",  Act.  math.  31  (1907),  p  1. 

271)  „Über  die  Uniformisierung  beliebiger  analytischer  Kurven",  Gott.  Nachr. 
von  1907,  erste  Mitteilung  p.  lyi,  zweite  Mitteilung  p.  633. 

272)  „Über  die  Uniforinisierung  reeller  algebraischer  Kurven",  Gott.  Nachr 
von  1907,  p.  171. 

273)  Man  erinnere  sich  der  liedeckung  des  Hauptkreisinneren  durch  „Halb- 
polygone". 
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Was  ausführliche  Darstellungen  angeht,  welche  irshesondere  das 
Hauptkreis-  und  das  Grenzkreistheoreni  in  der  Fassung  der  Nr.  36  be- 
treffen, 80  ist  zu  verweisen  auf  Koehrs  eigene  Arbeit ^^*)  und  auf  die 
Behandlung  in  „Aut."  2,  p.  445^").  An  allgemeinen  Gesichtspunkten 
ist  noch  folgendes  hervorzuheben.  Die  Bedeutung  der  Greenscheu 
J'unktion  «^  ist  die,  daß  man  aub  ihr  leicht  eine  analytische  Punktion 
herstellt,  welche  den  zugehörigen,  von  6',,  umrandeten  Bereich  der  J« 
auf  einen  schlichten,  d.  h.  einblättrigen,  Bereich  abbildet.  Außer  den 
bekannten  Eigensclmftcn  der  Greensdien  Funktionen  lionutzt  Koche 
noch  zwei  von  ihm  autgestellte  Theoreme  (Vfr].  ,,Ant.*'  2,  p.  458), 
welche  die  Potenzreihenentwicklung  der  Gr«jonschen  Funktion  für  die 
Umgebung  des  Poles  0  betreifen,  und  zwar  für  das  Aljsolutjrlied  dieser 
Keihe  eine  obert;  Schnmke  jius  der  (reftaitnng  de.s  Bereiches  ableiten. 
Beachtenswert  ist  endlich,  daß  bei  diesem  Beweisgange  im  Grenzkreis- 
falle  bis  zuletzt  unentschieden  bleibt,  ob  die  Grenzfunktion  tt  =  lim  u^ 
eine  Abbildung  der  Foo  auf  „eine  schlichte  Kreisfläche"  oder  aber  auf 
„eine  Bchlichte  Vollebene,  abgesehen  von  einem  einzigen  Punkte"  be- 
gründet. Erst  am  Schlüsse  sieht  man  auf  indirektem  Wege,  nämlich 
aus  dem  Linearitätssatze,  daß  die  zweite  Alternative  auf  die  Signaturen 
der  parabolischen  Rotationsgruppen  führt  und  eben  deshalb  nicht  bei 
den  Grenzkreissignaturen  eintreten  kann. 

Eine  Vereinfachung  des  eben  besprochenen  Beweises  vom  Grenz- 
kreißtheorem ist  neuerdings  »7".  Plemelj*''^)  gelungen.  Dieselbe  schließt 
sich  an  eine  erste,  den  Hamackschen  Satz  über  positive  Potentiale  be- 
nutzende Darstellung  Koebea  an.  Es  werden  wie  bei  Koehe  die  beiden 
Möglichkeiten  unterschieden,  daB  i^ee  entweder  auf  eine  schlichte  Kreis- 
fläche oder  auf  eine  schlichte  Vollebene,  abgesehen  von  einem  Punkte 
abgebildet  wird.  Im  ersten  Falle  stellt  Plemelj  durch  eine  ziemlich 
einfache  Abschätzung  des  Poissonschen  Integrales  alle  wesentlichen  Be- 
weispunkte ins  Klare,  im  zweiten  Falle  gelingt  ihm  die  Vereinfachung 
mittelst  eines  Potenzreih ensatzcs,  der  mit  dem  gleich  zu  nennenden 
Koelfeschen  Verzerrungssatze  nahe  verwandt  erscheint. 

274)  „Über  die  Ua^formisierung  der  '.ilgebraifiilien  Kunrn  I",  Matli.  Ann. 
67  (1909),  p.  148  S.  auch  Kf^ehe^  „Über  die  Uniformisiening  lieUp.biger  analy- 
tischer Kurven.  Zureiter  Teil:  Die  zentralen  IlniforniisieruTigsproblem«'*,  J.  f.  M. 
i39  (1911),  p.  251  ff.,  insbea.  p.  254  ff. 

276)  Man  vgl,  anch  die  Behandlung  des  GreuzkreisthfwromB  in  den  dem 
Probleme  der  konformen  Abbildung  einfach  zusammenhängender  Bereiche  ge- 
widmeten „Vorles.  über  ausgewählte  Gegenstände  der  Geometrie"  von  K.  Study, 
Heft  II  unter  Mitwirkung  von  E.  Blaschle  (Leipzig  1913). 

276)  „Die  Grenzkreisuniformisierung  analytischer  Gebilde",  Monatsh.  f.  Math. 
a.  Phys.  23  (1912),  p.  297. 
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Das  Rückkehrschnitttbeorem  hat  Koebe  1908  und  zwar  zunächst 
gleichfalls  nach  der  Methode  der  Überlageninjjfsfläche  bewiesen-"). 
Daneben  hat  Koebe  eine  zweite  Beweisuicthode  ausgebildet,  die  auf 
einem  „iterierenden  Verfahren"  beruht*^®).  Bald  darauf  hat  2?.  CWraw^^^*) 
einen  neuen  Beweis  dos  Käckkehrschuitthcorems  gegeben.  Derselbe 
erscheint  als  spezielle  Anwendung  von  Abbildungstheoremen,  welche 
Courant  im  Anschluß  nii  eine  Theorie  von  Hilhert^^)  über  die  Be- 
handlung der  allgemeinsten  Probleme  der  konformen  Abbildung  auf 
Grund  des  Dirichletechen  Prinzi|tH  ausführte*"*^).  Ausführliche  Behand- 
lungen des  Rückkehrschuittheorems  nach  der  Methode  der  Überlage- 
rungsfläehe  findet  man  bei  Koehe^*^')  sowie  in  „Aut."  2,  p.  446  ff. 

Was  die  Hauptpunkte  des  Beweises  angeht,  8o  ist  zunächst  die 
Erklärung  und  Herstellung  der  Überlagerungsfliiehe  F^  im  Falle  einer 
durch  p  getrennt  verlaufende  Rückkehrschnitte  aufgeschnittenen  Fläche./'' 
nicht  schwierig.  Auch  die  schrittweise  zu  vollziehende  Annäherung 
an  JPoc  durch  eine  Kette  von  Flächen  JF\,  7*3,  JFj,  . .  .,  wobei  I\  aus 
endlich  vielen  Exemplaren  F  besteht  und  endlich  viele  Randkurvon 
aufweist,  ist  leicht  vollzogen.  Die  Abbildung  voni^„  auf  einen  schlichten 
Bereich  kann  man  in  verschiedenen  Arten  vollziehen,  z.  B.  so,  daß  man 
Fj,  durch  Zudeckung  der  Randkurven  zu  einer  geschlossenen  Fläche 
von  einfachem  Zusammenhang  ausgestattet  und  auf  letzterer  eine 
„Hauptfunktion"  r]^{s)  konstruiert;  diese  Funktion  liefert  dann  von  F^ 
in  der  Tat  ein  einblättriges  Abbild  mit  einer  Anzahl  von  Randkurven. 
Indessen  erforderte  der  Beweis  der  Konvergenz  die  Funktionenreihe  r]^  {z) 
gegen  eine  Örenzf unktion : 
(153)  l{z)  =  lim  ri^{z) 

n  =  1» 

weitergehende  Zurüstungen,  welche  auf  einem  von  Koebe  aufgestellten 


277)  S.  den  Bericht  der  Gott,  niath.  Gesell,  vom  25.  Febr.  1908  im  Jahrcsber. 
der  Deutschen  Math.  Vereinig^.  17  (1908),  p.  50.  Ys;\.  weiter  Koebe,  „Über  die 
Uniformisierung  der  algebraischen  Kurven  durch  automorphe  Funktionen  mit 
imaginären  Substitutionsgruppen",  Gott.  Nachr.  von  19U9,  p.  C8. 

278)  „Die  Uniformisierung  der  algebraischen  Kurven.  Mitteilung  eines  Grenz- 
übergangs durch  iterierendes  Verfahren",  Gott.  Nachr.  von  1908,  p.  337. 

279)  „Über  die  Anwendung  des  Dirichlet.schen  Priuzipes  auf  die  Probleme 
der  konformen  Abbildimg",  Gott.  Diss.  von  1910  oder  Math,  Ann.  71,  p.  145. 

280)  „Zur  Theorie  der  konformen  Abbildung",  Gott.  Nachr.  von  1909,  p..'Jlt. 

281)  S.  auch  Koebe,  „Über  die  Uniformisierung  beliebiger  analytischer 
Kurven",  Vierte  Mitteilung,  Gott.  Nachr.  von  1909,  p.  321.  „Über  die  Hilbertsche 
Uniformisierungsmethode",  Gott.  Nachr.  von  1910,  p,  59. 

282)  „Über  die  Uniformisierung  der  algebraischen  Kurven  II",  Math.  Ann. 
69  (1910),  p.  1  und  „Über  die  Uniformisierung  beliebiger  aiialytiseber  Kurven. 
Erster  Teil:  Das  allgemeine  Uniformieicrungtiprinzip'-,  J,  f.  M.  13Ö  (.1910),  p.  192. 
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fundamentalen  Satze  der  konformen  Abbildung,  dem  sog.  „Verzen-ungs- 
satze'',  beruhen.  Der  Satz  bezieht  sich  auf  einen  endlichen,  schlichten 
und  von  endlich  vielen  analytischen  Kurven  begrenzten  Bereich  B  und 
eine  in  B  eindeutige  reguläre  Funktion  f{z),  die  in  B  keinen  Wert 
mehr  als  einmal  annimmt.  Dann  existieren  zwei  von  0  verschiedene 
endliche  positive  Schranken  m  und  J/,  so  daß  für  die  Ableitung  f'{z) 
in  irgend  zwei  Punkte  ;?,  und  2^  innerhalb  B  die  Ungleichung  besteht: 

welche  besondere  Funktion  f{2)  auch  immer  vorliegen  mag.  Über  die 
Art,  wie  der  Existenzbeweis  der  Grenzfunktion  (153)  auf  dies  Theorem 
gegründet  werden  kann  vgl,  man  „Aut."  2,  p.  529  ff.  Auch  die  Be- 
weise des  jjjinearitätssatzes"  und  des  „Unitätssatzes"  gestalteten  sich 
hier  weit  schwieriger  als  bei  den  Theoremen  des  Grenzkreises  und 
Hauptkreises;  die  Durchführung  gelang  Koehe  durch  Heranziehung  des 
Ca uchy scheu  Integralsatzes. 

Die  Eigenart  des  „iterierenden  Verfahrens"  von  Koehe  kann  man 
in  Anwendung  auf  das  Rückkehrschnittheorem  kurz  so  bezeichnen.  Die 
mit  p  Kückkehrschnitten  versehene  Fläche  F  kann  zunächst  jedenfalls 
auf  einen  schlichten  Bereich  B^  mit  j?  Paaren  von  Randkurven  abge- 
bildet werden,  wobei  die  Randkurven  jedes  Paares  durch  eine  „analy- 
tische" Transformation  korrespondieren.  Eines  dieser  Paare  zeichnen 
wir  aus  und  können  (durch  Vermittlung  eines  „elliptischen  Gebildes") 
B^  so  auf  einen  neuen  schlichten  Bereich  B^  abbilden,  daß  an  B^  die 
beiden  ausgezeiclmeten  Randkurven  durch  eine  „lineare"  Transformation 
korrespondieren  und  demnach  „schlichte"  Fortsetzung  des  Bereiches  B^ 
in  die  beiden  Lücken  hinein  gestatten.  An  B^  zeichnen  wir  jetzt  ein 
zweites  Paar  von  Randkurven  aus  und  verfahren  gerade  so.  Nach 
Durchlaufung  aller  Paare  muß  man  den  Prozeß  am  ersten  Paare  wieder 
beginnen  und  in  gleicher  Weise  unbegrenzt  fortsetzen.  Der  Konver- 
genzbeweis und  damit  der  Beweis  der  Existenz  einer  uniformisierenden 
Variabelen  beruht  im  Grimde  auf  denselben  Betrachtungen  wie  bei 
der  Überlagerungsflä^he. 

Mittels  dieses  iterierenden  Verfahrens  konnte  Koehe^^^),  indem  er 
sich  andrerseits  auf  das  schon  bewiesene  Grenzkreistheorem  stützte, 
endlich  auch  das  allgemeine  von  Klein  aufgestellte  Fundamental- 
theorem beweisen,  welches  in  Nr.  30  am  Schlüsse  ausgesprochen  wurde. 

283)  „Über  die  üniforniisierung  der  algebraischen  Kurven  durch  automorphe 
Funktionen  mit  iuiaginären  Substitutionsgruppen"  (Fortsetzung  und  Schluß),  Gott. 
Nachr.  von  1910,  p.  180  und  „tber  die  üniformiBiorong  algebraischer  Kurven  III", 
Math.  Ann.  72  (1912),  p.  iül. 
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40.  Anwendungen  der  Modulfunktionen  in  der  allgemeinen 
Theorie  der  analytischen  Funktionen.  Ficard^^*)  hat  mit  Hilfe  der 
Modulfunktionen  einen  Satz  über  die  Werte  einer  eindeutigen  Funktion 
f{2)  in  der  Umgebung  eines  isoliert  liegenden  wesentlich  singulären 
Punktes  bewiesen  (wo  die  Funktion  f(2)  jedem  vorgeschriebenen  kom- 
plexen Werte  unendlich  nahe  kommt).  Der  ricardsche  Satz  lautet:  Eine 
eindcutu/r  analytische  Funktion  f{z)  nimmt  in  der  „Uniffehuwf"  eines 
hei  z  =  a  isoliert  gelegenen  wesentlich  singidiiren  Funlies  entueder  alle 
Aomplexen  Werfe  uirldich  an,  oder  es  gibt  einen  Ausnahmetvert  oder  efid- 
lich  mvei  Ansnah me werte ,  die  in  jener  „Umgehung''  von  fiß)  nicht  an- 
genommen werden^^'^).  Der  Begriff  „Umgebung"  ist  dabei  so  gefaßt, 
daß  der  Punkt  ^  =  a  selbst  der  Umgebung  nicht  zugerechnet  ist. 

Den  Beweis  seines  Satzes  führt  Picard  so,  daß  er  aus  der 
Annahme  von  mindestens  drei  Ausnahraewerten  einen  Widerspruch 
entwickelt,  was  ihm  unter  Zuhilfenahme  der  Modulfunktionen  gelingt. 
Um  das  Eingreifen  der  Modulfunktionen  zu  beschreiben,  nehme  man 
das  Beispiel  einer  ganzen  transzendenten  Funktion  an.  Dieselbe  hat 
bei  ^  =  oo  einen  wesentlich  singulären  Punkt  und  nimmt  im  End- 
lichen nirgends  den  Wert  oo  an.  Es  darf  demnach  höchstens  noch 
ein^^n  endlichen  komplexen  Wert  a  geben,  welchen  f{z)  gleichfalls  nie 
annimmt.  (Ein  Beispiel  ist  die  Funktion  e',  welche  den  Wert  0  nir- 
gends annimmt.) 

Diese  Tatsache  wird  indirekt  bewiesen,  indem  man  von  der  An- 
nahme ausgeht,  daß  neben  a  noch  ein  von  a  verschiedener  endlicher 
Wert  h  existiere,  dem  f(2)  nirgends  gleich  wird.  Unter  dieser  Annahme 
wird  die  ganze  transzendente  Funktion: 

(155)  /■,w=^il"^; 

im  Endlichen  niemals  einen  der  Werte  0,  1,  oo  annehmen  können. 

Nun  sei  k^{(a)  die  vom  Legendreschen  Integralmodul  gelieferte 
Modulfunktion  2.  Stufe  und  oi  ^  F{k^)  die  ihr  inverse  Funktion,  die 
wir  in  üblicher  Weise  so  einführen,  daß  alle  ihre  Werte  einen  posi- 
tiven imaginären  Bestandteil  haben.  Diese  Funktion  ist  abgesehen 
von  den  drei  Stellen  k^  =  0,  1,  oo  der  Ä-*-Ebene  allenthalben  regulär, 
und  der    von  i  befreite  imaginäre    Bestandteil  des  Zahlwertes   a    ist 

284)  „Sur  Ics  fonctions  analytiques  uniformes  dans  le  voisiaage  d'un  point 
eesentiel",  Taris  C.  R.  88  (1879),  p.  745;  „Memoire  sur  les  fonctions  eutieres", 
Ann.  ec.  norm.  (2)  9  (1880\  p.  147.  Siehe  auch  Picard,  Traite  d'analyae  3  (Paris 
1896),  p.  347. 

286)  S.  die  auafühlichere  Formulierung  des  Satzes  im  Ref.  il  B  1,  Nr.  29. 
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stets  >  0.     Setzt  mau  jetzt  k^  =  fi{<s),  so  wird: 

(156)  cj  ==  FQc')  =  F(fi  (^  )  ==  G  (z) 

eine  Funktion  von  z,  welche  gegenüber  irgendwelchen  im  Endlichen 
verlaufenden  Wegen  von  z  stets  eindeutig  und  endlich  fortsetzbar  ist, 
da  ja  für  endliche  z  einer  der  Werte  k^  =  0,  1,  c»  niemals  eintritt. 
Eben  deshalb  ist  auch  irgendein  geschlossener  Weg  im  Endlichen  der 
£r-Ebene  stets  auf  einen  Punkt  zusammenziehbar,  ohne  daß  dabei  der 
entsprechende  geschlossene  Weg  von  fj^(z)  =  Jc^  über  eine  der  Stellen 
0,  1,  oo  hinweggeschoben  wird.  Gegenüber  jedem  geschlossenen  Um- 
laufe von  z  reproduziert  sich  demnach  a  =  G(z),  so  daß  man  in 
G(z)  eine  ganze  Funktion  erkennt.  Aber  für  die  Werte  a  =  G{z) 
dieser  Funktion  ist  der  von  i  befreite  imaginäre  Bestandteil  stets  >  0, 
so  daß  dieselbe  z.  B.  dem  Werte  —  i  niemals  nahe  kommen  kann. 
Das  widerspricht  jedoch  der  Tatsache,  das  jede  (von  einer  Konstanten 
verschiedene)  ganze  Funktion  einem  beliebig  vorgeschriebenen  kom- 
plexen Wert  unendlich  nahe  kommt.  Die  Annahme  jenes  zweiten  von  a 
verschiedenen  Wertes  &,  dem  f{z)  nie  gleichkommen  sollte,  ist  somit 
unhaltbar  *^^). 

Mittels  des  vorstehenden  auf  die  Theorie  der  Modulfunktionen 
gegründeten  P/carrf sehen  Gedankenganges^^')  hat  E.  Landau  ein 
Theorom  bewiesen,  das  man  als  eine  Weiterbildung  des  Picar^schen 
Satzes  ansehen  kann.  Die  ganze  transzendente  Funktion  f(z)  sei  durch 
die  Potenzreihe: 

(157)  f{z)  =  ao  +  a^z  -f  a^z^  -\- a^z* -\ 

dargestellt,  und  es  gelte  die  beschränkende  Voraus&etzung,  daß  der 
Koeffizient  a^  des  linearen  Gliedes  nicht  gleich  0  sei.  Dann  gibt  es 
eine  nur  von  den  beiden  ersten  Koeffizienten  a^  und  a^  abhängende 
Zahl  R  =  B(aQ,  a^  derart,  daß  im  Kreise  \z\<,Ji  mindestens  eine 
der  beiden  Gleichungen: 

(158)  /•(^)  =  0,    f{z)^l 

eine  Wurzel  lesitzt'^^^).  Dieser  Satz  ist  als  Spezialfall  im  folgenden 
noch    etwas    allgemeineren    Theoreme    enthalten:     Ist  die   analytische 

286)  Über  die  an  den  Picardscben  Satz  sich  aMchließenden  Arbeiten  von 
J.  Uadatmrd  und  E.  Bord  vgl.  man  U  B  1,  Nr.  20.  Iiiübeeondere  gelangt  Borel 
zu  einem  Theorem,  welches  den  Picardachen  Satz  einschließt,  seinerseitB  aber 
einen  weit  allgemeineren  Chrarakter  besitzt. 

287)  Neben  den  auf  Bord  zurückgehenden  Bevreismethoden. 

288)  Vgl.  Landau,  „Über  eine  Verallgemeinerung  de»  Ficardachtn  Satzes'*. 
Ber.  d.  Berl.  Akad.  von  1904,  p.  1118. 
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Fun/tion  f{z)  in  der  JJnujiibumj  der  Skile  z  =  0  retjulär,  und  td  in 
der  EntwicMung  1,158)  dieser  jt'unfäwn  f'{z)  der  Koeffizient  a^  des  linearen 
Gliedes  von  0  verscfiieden,  so  <fibt  es  eine  nur  von  den  beiden  ersten 
Koeffizienten  a^  und  a^  abhängende  ZaJd  R  =  Rip^,  a^)  derart,  daß  im 
Kreise  \2\  <.  R  die  Funktion  f{z)  entweder  äne  sing^uläre  Stelle  besitzt 
oder  doch  mindestens  eine  der  Gleichungen  (158)  eine  Wurzel  aufweist. 
Dieser  Satz  ist  nach  demselben  Verfahren  wie  der  voraufgeliende  be- 
weisbar. 

An  den  Landauschen  Satz  schließen  sich  weitergehende  gleich- 
faUa  auf  die  Theorie  der  Modulfunktionen  gegründete  Untersuchungen 
verwandter  Art  von  Hurwitz^^^)  und  von  C.  Caratheodory^^)  an.  Ins- 
besondere gelingt  es  Carathe'odory,  die  Abhängigkeit  der  Zahl  R  von 
ÜQ  und  Oj  aus  der  Funktion  (o(k^)  und  ihrer  ersten  Ableitung  explicite 
in  sehr  einfacher  Weise  darzustellen.  Landau  hat  in  der  Abhandlung 
^Über  den  Picardschen  Satz"***)  eine  zusaiumenhängende  Darstellung 
dieser,  sowie  mehrerer  weiterer  in  Betracht  kommender  Untersuchungen 
gegeben;  auch  wegen  genauerer  Literaturnachweise  sei  auf  diese  Arbeit 
Landaus  hingewiesen. 

Weiter  entwickelte  Landau^^*)  verschiedene  Verallgemeinerungen 
seines  Satzes  und  stellte  gewisse  Konstante  auf,  welche  Caratheodory^^^) 
mit  Hilfe  der  Dreiecksfunktionen  näher  bestimmte.  Mit  der  in  Note  290 
genannten  Arbeit  Caratlieodory^  methodisch  nahe  verwandt  erscheinen 
zwei  Untersuch  an  gen  E.  Lindelöfa^^*),  welche  im  übrigen  neben  anderen 
neuen  Sätzen  einen  neuen  Beweis  des  Picardschen  Satzes  bringen  ^'''^). 

289)  „Über  die  Anwendung  der  ellii)ti8chen  Modulfuuktionen  auf  einen 
Satz  der  allgomeineu  Funktionentheorie",  Züricher  Vierteljahrsschrift  41)  (1904), 
p.  242. 

290)  „Snr  quelques  göneralieationa  du  thdoreine  de  M.  Picard''\  Pariser 
C.  R.  141  (190Ö),  p.  1213. 

291)  Züricher  Vicrteljaliraschrift  51  (1906),  p.  252. 

292)  „Sur  quelques  gdneraliBationa  du  th^orfeme  de  M.  Picard",  Ann.  de  l'^c. 
Norm.  (3)  24  (1907),  p.  179. 

293)  „Sur  quelques  applications  du  th^oreme  de  Landau-Picard",  C.  R.  144 
(1907),  p.  1203. 

294)  „Memoire  sur  certaines  inegalitcs  dans  la  th^orio  des  foiictious  mono- 
gencB  etc.",  Act.  soc.  Fenniciie  S5  (lüU'J),  Nr.  7;  „Sur  le  thtoröuie  de  M.  Picard 
dans  la  thdorie  des  fonctiona  monogenes",  C.  R.  Congr.  Stockholm  (1909),  p.  112. 

29.5)  S.  ferner  Caratheodory  und  L.  Fejcr,  „über  den  Zufammenhang  der 
Bxtreme  von  harmonischen  Funktionen  mit  ihren  Koeffizienten  und  über  den 
Picard -Landauschen  Satz",  R.  C.  di  Palermo  32  (1911),  p.  218  und  die  dort  ge- 
nannten früheren  Arbeiten;  Caratheodory,  „Sur  le  th^oreme  g^neral  de  M.  Picard", 
C.  R.  154  (1912),  p.  1Ü90;  Caratheodory  und  Landau,  „Beiträge  zur  Konvergenz 
von  Fanktionenfolgen",  Berl.  Ber.  26  (1911),  p.  687. 
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Eine  Anwendung  der  automorphen  Primfornien  auf  die  Theorie 
des  Kreisels  entwickelte  Klein^^).  Bekanntlich  führt  die  Behandlung 
des  auf  einer  Horizontalebene  spielenden  Kreisels  auf  hyperelliptische 
Funktionen,  und  zwar  solche,  denen  eine  zweiblättrige  Riemannsche 
Fläche  mit  6  reellen  Verzweigungspunkten  zugrunde  liegt ^').  Klein 
führt  nun  zur  Uniformisierung  der  Funktionen  dieser  Fläche  die  zu- 
gehörige polymorphe  Funktion  g  vom  örenzkreistypus  ein,  welche 
das  einzelne  Halbblatt  der  genannten  Rieraannschen  Fläche  auf  ein 
von  Symmetriekreiseii  begrenztes  rechtwinkliges  Kreisbogensechseck 
abbildet.  Stellt  man,  wie  dies  im  Ref.  H  B  3,  Nr.  79  (am  Ende) 
näher  dargelegt  ist,  die  Bewegung  des  Kreisels  mittelst  einer  linear- 
gebrochenen  Substitution  einer  Variabelen  dar,  so  werden  hier,  wie 
Klein  a.  a.  0.  zeigt,  die  vier  Substitutiouskoeffizienten  und  die  Zeit  t 
sich  durch  gewisse  Quotienten  von  automorphen  Primformen  des  vor 
hin  genannten  Gebildes  darstellen.  Es  entspricht  dies  der  im  Ref.  11 
B  3,  Nr.  79  (am  Ende)  erwähnten  Darstellung  der  damaligen  Sub- 
stitutionskoeffizieuten  in  Gestalt  von  -fr- Quotienten. 

41.  Mehrdeutige  automorphe  Funktionen.  Die  in  den  vorauf- 
gehenden Nrn.  behandelte  Theorie  hat  die  Eindfutigkeit  der  betrach- 
teten automorphen  Funktionen  zur  wesentlichen  Voraussetzung. 
Ein  Teil  der  benutzten  Methoden  und  Überlegungen  bleibt  jedoch 
verwendungstahig  bei  Funktionen  y(i^),  die  man  als  „mehrdeutige" 
automorphe  Funktionen  einer  Variabelen  i,  bezeichnen  kann. 

Betrachtet  man  z.  B,  auf  einer  liiernannBchen  Fläche  über  der 
Ä^-Ebene  eine  lineare  hcmogene  Diff'erentialgleit^mng  zweiter  Ordnung, 
deren  Koeffizienten  zu  jener  Fläche  gehörende  algebraische  Funktionen 
von  ß  sind,  so  ist  der  Quotient  ^  zweier  Partikularlösungen  eine  Funk- 
tion f(z)  von  e,  die  sich  bei  Umläufen  von  ß  „lincar-polymmplt**  (vgl. 
Nr.  31)  verhält.  Umgekehrt  wird  die  zu  5  =  f{^)  inverse  Funktion 
g  =:  (p(j^^  gegenüber  den  so  entspringenden  ^-Substitutionen  als  „attto- 
morph"  bezeichnet  werden  können.  Jedoch  ist  es  als  eine  Besonderheit 
anzusehen,  wenn  diese  inverse  Funktion  4r  =  y  (5)  „eindeutig^'  ist. 

P'ür  diese  mehrdeutigen  automorphen  Funktionen  (p  {^)  bleibt 
der  Satz  bestehen^  daß  die  geeignet  zerschnittene  Biemannsche  Fläche, 
auf  die  g-Eb^ne  abgebildet,  dortselbst  ein  Kreisbogenpolggon  liefert, 
dessen   Seiten   zu   Paaren    durch    die  zugehörigen  erzeugenden   ^-Sub 

296)  in  den  in  Princeton  1896  gehaltenen  Vorlesungen  „The  mathematical 
theory  of  the  top",  bearb.  von  H.  B.  Fine  (New  York,  1897). 

297)  S.  darüber  das  Ref.  IV  6  (P.  Släcket),  Nr.  37  oder  Klein  und  Sommer- 
fell, „Über  die  Theorie  des  Kreisels",  Heft  III  (Leipzig  1903),  Anhang  zu  Ka- 
pitel VI. 
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stihitionen  aufeinander  bezogen  sind.  Aber  es  braucht  weder  die  Re- 
l^roduktion  des  Polygons  zu  einem  die  ^- Ebene  nirgends  mehr  als 
einfach  bedeckenden  Netze  hinzuführen,  noch  auch  das  Ausgangs- 
polygon selbst  überall  nur  einfach  auf  der  ^-Ebene  zu  lagern. 

Man  kann  auch  umgekehrt  von  Polygonen  dieser  Art  ausgehen 
und  ist  dann  imstande,  die  Existenz  zugehöriger  automorpher  Funk- 
tionen (p{t)  ohne  weiteres  nach  den  von  Klein  benutzten  Methoden 
(vgl.  Nr.  14)  zu  beweisen,  während  der  Existenzbeweis  Poincaren  mittels 
seiner  nur  bei  eindeutigen  automorphen  Funktionen  verwendbaren 
Reihen  hier  natürlich  versagt. 

Die  bei  den  frag  liehen  Polygonen  sich  einsteilendeu  geometrischen 
Betrachtungen  sind  keineswegs  so  einfach  und  leicht  zugänglich  wie 
die  oben  betrachteten  Polygonnetze.  Ausführliche  geometrische  Unter- 
suchungen in  der  gekennzeichneten  Richtung  hijkbexx  F.  Schilling '^^^}  und 
A.  Schönflies^^^)  im  Anschluß  an  gleich  zu  nennende  Vorlesungen  von 
Klein  angestellt;  über  Kreisbogenvierecke  insbesondere  hat  W.  Mm- 
lurg^  gearbeitet. 

Allgemein  hat  Klein  in  den  in  der  Literaturüberaicht  genannten 
Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen  und  über  die  hyper- 
geometrische Funktion  mit  den  geometrisch-funktionentheoretisclien 
Methoden  der  Theorie  der  automorphen  Funktionen  die  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen untersucht  und  hat  die  Theorie  der  letzteren  miti;elst 
jener  Methoden  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  gefördert.  Er  hat 
auch  erweiterte  Fundamentaltheoreme  aufgestellt,  dahingehend,  daß 
einer  gegebenen  Eiemannschen  Fläche  immer  solche  Polygone  ent- 
sprechend gesetzt  werden  können,  die  aus  den  Polygonen  der  eindeutigen 
automorphen  Funktionen  durch  Anhängung  einer  gewissen  Anzahl  von 
„Kreisringen"  oder  „Kreisscheiben"  entstehen  (Obertheoreme).  Späterhin 
ist  Klein  auf  diese  Fragen  zurückgekommen'*^')  und  erörtert  am  Bei- 
spiel eines  Gebildes  vom  öeschlechte  ^  =  0  mit  vier  reellen  singulären 
Stellen  den  Zusammenhang  der  genannten  Betrachtungen  mit  den 
„Oscillationstheoremen"  der  linearen  Differentialgleichungen,  gibt  auch  die 

298)  „Beiträge  zur  geometrischen  Theorie  der  Schwarzsehen  «-Funktion", 
Math.  Ann.  44  (1894),  p.  162.  „Die  geometrische  Theorie  der  Schwarzsehen  s- 
Funktion  für  komplexe  Exponenten",  I  und  II,  Math.  Ann.  46  (1895),  p.  62  und  629. 

299)  „Ober  Kreiebogenpolygone",  Math.  Ann.  42  (1898),  p.  377.  „Über  Kreis- 
bogendreiecke und  Kreisbogenvierecke",  Math.  Ann.  44  (1894),  p.  lOö. 

300)  „Über  die  geometrischen  Eigenschaften  der  Kreisbogenvierecke"  (Gott. 
DisB.  1909),  Nova  Acta  Leop.  91,  p.  5. 

301)  „Bemerkungen  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  2.  Ord- 
nung", Math.  Ann.  64  (1907),  p.  176. 

Encyklop.  d.  math.  Wiaseuscb.    II  it.  30 
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analytische  Bedingung  dafür,   daß  der  Bereich  in   der  ^-Ehene  einen 
Orthogonalkreis  besitzt. 

Eingehender  hat  sich  mit  diesen  Problemen  sodann  E.  Hilh  be- 
schäftigt^^), worüber  er  selbst  im  Ref.  II  B  5  berichten  wird.  Hier 
werde  nur  bemerkt,  daß  in  Hülm  Untersuchungen  für  den  Fall  p  =  0 
mit  beliebig  vielen  reellen  singulären  Stellen  ein  neuer  Kontinuitäts- 
beweis  des  Grenulcrdstheorems  enthalten  ist**^).  Der  Grundgedanke  ist, 
die  singulären  Stellen  c^,  Cg,  .  .  .,  e„  der  ^er- Ebene  festzuhalten,  dafür 
aber  die  akzessorischen  Parameter  der  Differentialgleichung  sich  ändern 
zu  lassen,  bis  der  Bereich,  auf  den  ^  die  ^-Ebene  abbildet,  die  Be- 
dingungen des  Grenzkreietheorems  erfüUt. 

42.  Automorphe  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen.  Eine 
andere  Richtung  der  Verallgemeinerung  ist  diejenige  auf  eindeutige 
automorphe  Funktionen  von  mehr  als  einer  Variabden.  Ficard  hat 
ausgedehnte  Untersuchungen  über  Gruppen  solcher  „temärer"  ganz- 
zahliger Substitutionen  angestellt,  welche  vorgelegte  ternäre  HermUeache 
Formen  mit  yanzzahligen  Koeffizienten  der  Gestalt  a  -j-  ib  in  sich 
transformieren'®*).  Für  die  Erklärung  und  Untersuchung  der  zu  solchen 
Gruppen  gehörenden  „automorphen  Funictionen  zweier  Variabelen"  sind 
die  bei  den  Funktionen  einer  Variabelen  gültigen  Begriffsbestimmungen 
maßgeblich;  insbesondere  })edient  sich  Picard  für  die  analytische 
Darstellung  der  Funktionen  eines  der  Bildung  der  PoincareaGhen 
Reihen  analogen  Ansatzes^®'). 


302)  „Neue  Entwicklungen  über  lineare  Diiferentialgleichüngen'*,  Gott.  Nachr. 
von  1908,  p.  231  und  von  1909,  p.  230;  „Über  Kleinsche  Theoreme  in  der  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichung  I  und  II",  Math.  Ann.  66  (1908),  p.  216  und 
68  (1909),  p.  24. 

303)  S.  insbesondere  Math.  Ann.  66,  p.  246,  Fußnote. 

304)  „Sur  certaines  formes  quadratiques",  Paris  C.  R.  95  (1882),  p.  763; 
„Sur  une  classe  de  groupes  discontinuB  de  Bubetitutions  lint^aires  et  sur  les 
fonctions  de  denx  variables  ind^pendentes  reatant  invariables  par  oes  substi- 
tutions",  Acta  math.  1  (1882),  p.  297;  „Sur  les  formes  quadratiques  ternaires  in- 
d^finies  a  indetermintJes  conjugäes  et  sur  les  fonctions  hyperfuchsiennes  corres- 
pondantes",  Act.  math.  6  (1884),  p.  121. 

805)  Man  sehe  auch  Kapitel  8  von  Ptcarda  Abhandlung  „Sur  les  inti^grales 
de  differentiellea  totales  de  seconde  espöce",  J.  de  math.  (4)  2  (1886),  p.  329. 
Weitergeführt  sind  die  Untersuchungen  Picards  durch  S.  AUeais,  „Sur  une  classe 
de  fonctions  hyperfuchsiennes  et  sur  certaines  subBtitutions  qui  s'y  rapportent" 
(Paris  Thöse  von  1901),  Ann.  de  Vtc.  Norm.  (3)  19,  p.  261.  „Sur  les  fonctions 
de  deux  variables  analogues  aux  fonctions  modulaires'S  C.  ß.  182  (1901),  p.  403, 
sowie  von  C.  F.  Craig,  „On  a  class  of  hyperfuchsian  functions",  Amer.  Math.  Soc. 
Trans.  11  (1910),  p.  87. 
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Einen  allgemeinen  Ansatz  füi-  automorphe  Funktiunen  von  n  Icom- 
phixen  Variabelm  hat  Wirtinger  entwickelt *'"'').  Derselbe  zeigt,  daß 
unter  gewissen  VoraiLsisetzimgen  betreflFs  der  Gestalt  des  Fimdamental- 
bereichs  der  Satz  beweisbar  ist,  daß  zwisclien  je  (^i  ~\-  1)  Funktionen 
der  Gruppe  eine  algebraische  Relation  besteht ^^).  Auch  stellt  Wir- 
tinger einen  allgemeinen  Ansatz  für  die  po/rtidlen  linearen  Differential- 
gleichungen auf,  denen  die  zugehörigen  jenen  automorphen  Funktionen 
inversen  polymorphen  Funktionen  genügen. 

Eine  Untersuchung  über  ModulfunJctionen  vmi  mehreren  veränder- 
lichen Größen  hat  0.  Blmnenthal  mit  Benutzung  von  Ansätzen  Hilberth 
ausgeführt**^).  Es  wird  ein  reeller  Zalilenkörper  w**°  Grades  zugrunde 
gelegt,  dessen  sämtliche  konjugierte  Körper  gleichfalls  reell  sind. 
Diesen  n  Körpern  worden  n  Variabele  zugeordnet,  welche  gleich- 
zeitig n  hinsichtlich  des  Körpers  konjugierten  linearen  Substitu- 
tionen unterworfen  werden;  und  zwar  sind  die  Koeffizienten  der 
einzelnen  Substitution  ganze  Zahlen  des  zugehörigen  Körpers  von 
einer  Determinante,  die  eine  positive  Einheit  ist.  Die  einzelne  auf 
dieser  Grundlage  entspringende  Gruppe  besitzt,  wie  Blumenthal  zeigt, 
im  zugehörigen  Räume  von  2w  Dimensionen  einen  endlich  ausge- 
dehnten P^undamentalbereich.  Für  die  Herstellung  der  zugehörigen 
Funktionen  benutzt  Blumenthal  dieselben  Prinzipien,  welche  Poincare 
zur  Bildung  der  automorphen  Funktionen  mittelst  seiner  Reihen  an- 
wandte. Nach  Hilhcrt  lassen  sich  übrigenp  die  fraglichen  Modul- 
funktionen mehrerer  Variabelen  in  derselben  Weise  als  Quotienten 
von  Nullwerten  „JacohiBcher"  Thetafunktionen  mehrerer  Variabelen 
darstellen,  wie  dies  bei  den  elliptischen  Modulfunktionen  mittelst  der 
gewöhnliehen  Thetafunktionen  zutrifft'"^). 

Weiterhin  sind  mehrere  arithmetisch -gruppentheoretische  Unter- 
suchungen, welche  eine  Theorie   der   eindeutigen  automorphen  Funk- 

306)  „Zur  Theorie  der  automorphen  Funktionen  von  n  Veränderlichen", 
Wien.  Berichte  108  (1899),  p.  1239. 

307)  Enteprechend  dem  gleichlautenden  Satze  von  Weiastraß  über  2 «-fach 
periodische  Ptmktionen,  die  man  ja  seihet,  wenn  man  will,  als  automorphe  Funk- 
tionen auBchen  kann.  Siehe  übrigens  die  bezüglichen  Bemerkungen  0.  Blumen- 
thfÜB  in  der  Einleitung  der  sogleich  zu  nennenden  Abhandlung. 

308)  „Über  Modulfunktionen  von  mehreren  Veränderlichen",  Math.  Ann.  66 
(1902),  p.  509  und  58  (1904),  p.  497. 

309)  Eine  Weiterführung  der  im  Texte  besprocheneu  Entwicklungen  unter- 
nehmen die  Untersuchungen  von  L\  Hecke,  „Höhere  Modulfunktionen  und  ihre 
Anwendung  auf  die  Zahlentheorie"  (Gott.  Dies.  1910),  Math.  Ann.  71,  p.  1;  „Über 
die  Konstruktion  der  Klassenkörper  reeller  quadratischer  Körper  mit  Hilfe  von 
automorphen  Funktionen",  Gott.  Nachr.  von  1910,  p.  619. 

30* 
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tionen  von  n  Variabelen  begründen  sollen,  von  G,  Fubini^^^)  und  Hur- 
witz^^^)  angestellt.  Um  das  Ziel  dieser  Untersucliungen  zu  kennzeichnen, 
knüpfe  man  an  die  in  Nr.  7  entwickelten  projektiv-geometrischen  Vor- 
stellungen an.    Letztere  kann  man  in  folgende  Gestalt  kleiden: 

Es  sei  (a^j^  -\-  2b^it^  -j-  ct,2^)  eine  deßnite  und  positive  quadra- 
tische Form  mit  reellen  Koeffizienten.  Übt  man  auf  ^i,  ^^  eine  be- 
liebige reelle  unimodulare  Sub.stitution  (/L)  aus,    so  entspringt   eine 

neue  po.sitive  Form  (a't'i^  -f~  2&'^1^  -(-  c'^),  und  zwar  gilt  dabei 
h'^  —  ac  =  &'  —  ac.  Man  betrachte  nun  a,  b,  c  als  homogene  Koor- 
dinaten in  der  Ebene  und  zeichne  in  letzterer  die  durch  b^  —  ac  =  0 
dargestellte  Kurve,  welche  als  Ellipse  angenommen  werden  kann. 
Die  Punkte  (a,  6,  c)  des  Ellipseninneren  liefern  uns  dann  gerade  die 
gesaraten  positiven  Formen,  so  daß  das  EUipseninnere  auch  als  „Raum- 
der  positiven  binärm  quadratischen  Formen"  bezeichnet  werden  kann. 
Auf  dies  Ellipseninnere  bezogen  wir  in  Nr.  7  die  Funktäquivalenz 
der  Hauptkreisgruppen  und  leiteten  z.  B,  für  die  Modulgruppe  das 
Dreiecksnetz  der  dortigen  Figur  3  ab.  Es  besteht  der  Satz,  daß  jede 
Gruppe  f^redle/'  ^-Suhstitutioficn,  unter  denen  keine  ^,infinitesimaie" 
Stibstitutionen  (vgl.  Nr.  6)  vorkommen,  im  fraglichen  Räume  der  posi- 
tiven Formen  eigentlich  diskontinuierlich  ist  (endlich  OMsgedehnten  „DB" 
besitzt). 

Um  allgemeiner  das  in  Nr.  7  zugrunde  gelegte  „Ellipsoidinnere^' 
zu  gewinnen,  in  dem  iiherhaupt  jede  reelle  oder  komplexe  ^-Gruppe  ohne 
infinitesimale  Substitutionen  eigentlich  diskontinuierlich  ist  (vgl.  Nr.  6), 
hat  man  entsprechend  an  die  definiten  und  etwpr  wieder  positiven 
HermiteHcheji  Formen: 

anzuknüpfen,  in  denen  a  und  c  reell,  b  =  b^  -\-  ib^  und  6  =  ft^  —  ib^ 


310)  „Sulla  teoria  delle  forme  quadratiche  Hennitiane  e  dei  sistemi  di  tali 
forme",  Atti  dell'  Ac.  Gioenia  (4)  17  (1903);  „Sulla  teoria  dei  gruppi  discontinui", 
Ann.  di  mat.  (3)  11  (1Ö04),  p.  169;  „Sulla  costruzione  dei  compi  fondamentali  di 
un  gruppo  discontinuo",  Ann.  di  mat.  (3)  12  (1906),  p.  347;  „Nuove  ricerche  in- 
torno  ad  alcuue  classi  di  gruppi  discontinui",  0.  B.  d.  circol.  di  Palermo  21  (1906), 
p.  177;  „Sulla  teoiia.  delle  funzioni  automorlV;  e  delle  ioro  trasformazioni",  Ann. 
di  mat.  (3)  14  (1907),  p.  33.  „Sulla  diacontinuitä  propria  dei  grappi  diacontinui", 
Atti  dei  Congr.,  Roma  1908,  2,  p.  169.  S.  auch  das  8.  Kapitel  des  in  der  Literatur- 
überBicht  genannteu  Werkes  von  Fubini. 

311)  „Zur  Theorie  der  automorphen  Kunktionen  von  beliebig  vielen  Variabelen", 
Math.  Ann.  öl  (1906),  p.  826. 
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konjugiert  komplex  sind,  während  ^^  zu  ^^  und  fg  zu  ^2  konjugiert 
komplex  sein  soll.  Nun  deute  man  a,h.^,h^,  c  als  homogene  Raura- 
koordinaten  und  wähle  letztere  so,  daß: 

^1'  +  2>8^  —  ac  =  0 

ein  Ellipsoid  liefert.  Der  vom  Ellipsoid  umschlossene  Raum  stellt 
dann  den  „Baum  der  positiven  Hermiteschen  Formen^'  vor. 

Die  Untersuchungen  von  Fuhini  und  Uunvitz  steilen  die  Ver- 
allgemeinerung dieser  Sätze  von  »  =  2  auf  beliebiges  n  dar.  Es  sei 
eine  Gruppe  Jiomogener  unimodularcr  Substitutionen  von  n  Variaheleu 
ti,  ^27  •  ■  -y  tn  gegeben.  Enthält  die  Gruppe  keine  infinitesimale  Sub- 
stitutionen, so  ist  sie  jedenfalls  eigentlich  diskontinuierlich  im  Baume 
der  zugehörigen  positiven  Hermiteschen  Formen.  Diese  Diskontinuität 
findet  insbesondere  schon  im  Baume  der  gewöhnlichen  (rerllen)  posi- 
tiven quadratischen  Formen  von  n  Variablen  statt,  falls  alle  Substi- 
tutionskoeffizienten  der  Gruppe  reM  sind.  Den  ;.,DB"  selbst  kann  man 
in  jedem  P'alle  durch  ein  System  linearer  homogener  Ungleichungen 
charakterisieren,  welche  aus  den  Substitutionen  der  Gruppe  explizite 
abgeleitet  werden  können. 


Ergänzungen:  Die  von  Wirtinger  aufgefundene  Daratellung  (134),  p.  441 
der  hypergeometriechen  Funktionen  als  eindeutiger  Modulfunktionen  ist  in  der 
Aveiteren  Abhandlung  Wirtingers  „Eine  neue  Verallgemeinerung  der  hypergeo- 
metrischen Integrale"  (Wiener  Berichte  vom  De/.  1903,  Bd.  112)  in  der  Wei.se 
verallgemeinert,  daß  an  Stelle  der  Produkte  der  vier  Thetafunktionen  Produkte 
aus  den  in  Formel  (73)  p.  417  erklärten,  zum  «*•"  Teilungsgrad  gehörenden  Funk- 
tionen '3^^('«!o),,  CD,)  gestellt  werden.  Die  Integralgrenzen  sind  dabei  Perioden- 
n-Teile.  Die  so  zu  gewinnenden  Größen,  welche  ahnliche  gruppentheoretische 
Eigenschaften  wie  die  hypergeometrischen  Funktionen  haben,  genügen  einer 
Differentialgleichung  der  Ordnung  n«,  deren  Koeffizienten  Modul  formen  n*"  Stufe 
sind.  Ideen  betreffs  Verallgemeinerung  für  den  Fall,  daß  an  Stelle  des  zugrunde- 
liegenden elliptischen  Gebildes  ein  solches  von  höherem  Geschlechte  p,  z.  B. 
p  =  S,  tritt,  deutet   Wirtinger  am  Schlüsse  der  genannten  Arbeit  an. 

Der  mit  den  'ÖJ^^^{u\co^,  w,)  gebildete  Ausatz  wird  für  w  ==  3  weiter  verfolgt 
in  der  Abhandlung  von  A.  Berger,  „Über  die  zur  dritten  Stufe  gehörenden  hyper- 
geometrischen Integrale  am  elliptischen  Gebilde",  Monatsh.  f.  Math.  17  (1906), 
p.  137  und  179. 

An  Wirtinger  schließen  sich  ferner  mehrere  (böhmische;  Abhandlungen  von 
Fr.  Graf  an:  „Über  die  Bestimmung  der  Gruppe  der  hypeigeometrischen  Diffe- 
rentialgleichung" (Casopis  36  (1907),  p.  364),  „Über  die  ßedtimmung  der  Fimda- 
mentalsubstitutionen  der  hypergeometrischen  Gruppe  mit  Hilfe  der  Wirtinger- 
echen Formel"  (Casopis  37  (1908),  p.  8),    „Über  die   allgemeine  Bestimmung  der 
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numerischen  Koeffizienten  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  der  hypergeo- 
metrischen Differentialgleichung"  (Rozpravy  17  (1908),  Nr,  82),  „über  die  Reihen- 
entwickelung der  hypergeometrischen  Integrale"  (Rozpravy  17  (1908),  Nr.  82), 
„Über  die  Degeneration  der  Wirtingerschen  Formel"  (Rozpravy  19  (li)10),  Nr.  29); 
letzte  Abhandlung  auch  in  deutscher  Übersetzung  im  Bull,  intern.  15,  p.  174. 

Auf  die  invariante  Darstellung  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung 
und  der  hypergeometrischen  Formen  ist  im  Anschluß  an  die  Wirtingersche 
Formel  G.Pick  in  der  Abhandlung  „Zur  hypergeometrischen  Differentialgleichung" 
(Wiener  Ber.  117  (1908),  p.  103)  zurückgekommen. 


(Abgeschlossen  im  November  1918.) 
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Der  erste  Abschnitt  wird  sich  mit  der  Frage  beschäftigen:  Ge- 
geben ist  eine  lineare  Diiferentialgleichung,  was  läßt  sich  über  den 
Charakter  ihrer  Integrale  als  Funktionen  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen X  aussagen,  und  wie  kann  man  die  Integrale  darstellen? 

Der  zweite  Abschnitt  bringt  die  wichtigsten  Beziehungen,  die 
zwischen  den  Integralen  verschiedener  linearer  Differentialgleichungen 
bestehen  können. 

Im  dritten  Abschnitte  werden  aUe  jene  Untersuchungen  besprochen, 
bei  denen  man  von  den  Integralen  der  Differentialgleichung  vorgegebene 
Eigenschaften  fordert,  so  daß  man  also  umgekehrt  die  Aufgabe  hat, 
die  Differentialgleichung  bzw.  die  in  dieser  auftretenden  Parameter  zu 
bestimmen. 

Im  vierten  Abschnitte  werden  Spezialfälle  behandelt,  in  erster 
Linie  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe,  aus  der 
bekanntlich  die  ganze  Theorie  hervorgegangen  ist.  Es  erschien  dar- 
um zweckmäßig,  erst  an  dieser  Stelle  eine  kurze  Übersicht  über  die 
historische  Entwicklung  zu  geben. 

Eine  gewisse  Begrenzung  des  Referats  ergab  sich  daraus,  daß  be- 
stimmte die  linearen  Differentialgleichungen  betreffende  Fragen  schon 
in  anderen  Referaten  der  Encyklopädie  behandelt  worden  sind.  Es  sind 
hier  in  erster  Linie  zu  nennen  die  Referate  I  B  3f  (J..  Wiman),  End- 
liche Gruppen  linearer  Substitutionen;  II  A  4a  (P.  Painleve),  Gewöhn- 
liche Differentialgleichungen,  Existenz  der  Lösungen;  IIA  4b  (E.Vessiot), 
Gewöhnliche  Differentialgleichungen,  Elementare  Integrationmethoden; 
II  B  4  (jR.  Frickc),  Automorphe  Funktionen  mit  Einschluß  der  ellip- 
tischen Modulfunktionen.  Es  wird  an  den  geeigneten  Stellen  darauf 
aufmerksam  gemacht  werden. 

I.  Integrationsmethoden. 

1.  Existenzbeweise.  Es  seien  Pi{x),  .  .  .,  p^{x)  in  der  Umgebung 
von  X  =  Xq  analytische  Funktionen  der  komplexen  Veränderlichen  x. 
Dann  folgt  aus  den  allgemeinen  Existenzbeweisen  (vgl.  das  Ref.  II  A 
4a,  {Painleve)  Nr.  3,  9  und  11)  die  Existenz  von  n  in  der  Umgebung 

31* 
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von  Xq  analytischen  Funktionen,  die  linear  unabhängig,  d.  h.  durch 
keine  lineare  homogene  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten  verknüpft 
sind,  und  die  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung 

(1)  f !  +ä(-^)  f  ^1^  +  •  •  •  +k{^)v  =  0 

(ix  a  X  < 

genügen.  Ein  System  von  n  linear  unabhängigen  Lösungen  y^,  .  .  .,  y^ 
von  (1)  nennt  man  ein  Fundamentalsystem  von  (1),  und  jede  andere 
Lösung  der  Gleichung  (1)  läßt  sich  durch  diese  ?^  Integrale  linear  und 
homogen  mit  konstanten  Koeffi-zienten  darstellen  (vgl.  das  Ref.  IIA  4b 
(Vessiot),  Nr.  20).  Die  Entwicklungen  von  y^,  .  .  .,  y^  nach  Potenzen 
von  X  —  Xq  konvergieren  innerhalb  eines  Kreises,  der  Xq  als  Mittel- 
punkt besitzt  und  durch  die  nächstgelegene  singulare  Stelle  der  Koeffi- 
zienten Pi{x),  .  .  .,  p„(x)  geht.  Die  singulären  Punkte  der  Koeffizienten 
nennt  man  daher  auch  singulare  Punkte  der  Differentialgleichung, 
und  nur  in  diesen  können  die  Lösungen  der  Differentialgleichung  sin- 
gulare Punkte  besitzen;  die  Hauptdeterminante  eines  Fundamental- 
systems 

Ivkl    /z  =  o,i,...,w-r 

dx'\'    [k=^l,2,...,n 

welche  den  Wert  e~J p^^^^^^  besitzt,  kann  also  nur  in  diesen  Punkten 
verschwinden.  Speziell  ist  x  =  oo  eine  singulare  SteUe  für  die 
Differentialgleichung,  wenn  nach  der  Substitution  x  =  —  der  Punkt 
2  ==  0  eine  solche  ist.  Fuchs'^)  zeigte  die  Konvergenz  der  die  Lö- 
sungen in  der  Umgebung  von  x^  darstellenden  Potenzreihen  bis  zur 
nächsten  singulären  Stelle  der  Differentialgleichungen  vermittels 
oreeigneter  Anpassung  der  Majorantenmethode.  Eine  Vereinfachung 
des  Konvergenzbeweises  erzielte  Frohenius^)  durch  direkte  Heranzie- 
huno-  der  Rekursionsformeln  für  die  Koeffizienten  der  Potenzreihe, 
weitei-e  Vereinfachungen  finden  sich  bei  Knescr'%  P.  Günther^),  Fejer^) 


1)  L.  Fuchs,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  mit  veränder- 
lichen Koeffizienten.  Jahresbericht  über  die  städtische  Gewerbeschule  zu  Berlin 
1865  u.  J.  f.  Math.  66  (1866)  Ges.  W.  1,  p.  Ulf.  bzw.  159f. 

2)  Frobenius,  Über  die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen  durch 
Reihen.     J.  f.  Math.  76  (1873),  p.  214—235. 

3)  Kneser,  Neue  Beweise  für  die  Konvergenz  der  Reihen.  Math.  Ann.  47  (1896), 
p.  408—422. 

4)  P.  Günther,  Neuer  Beweis  der  Existenz  eines  Integrals,  veröffentlicht 
von  M.Hamburger.  J.  f.  Math.  118  (1897),  p.  351—353;  vgl.  auch  Gutzmer,  Zum 
Existenzbeweise  von  P.  Günther,  J.  f.  Math.  119  (1898),  p.  82—85. 

5)  Fejer,  Sur  le  calcul  des  limites.     Paris  C.  R.  143,  p.  957—959  (1906). 


2.  Verhalten  der  Lösungen  bei  einem  geschlossenen  Umlauf  usw.       475 

und  Plemelj.^)  Sauvage'^)  übertrug  das  Beweisverfahren  von  Fiichs 
auf  Systeme  linearer  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Dar- 
stellungen der  Lösungen  der  Differentialgleichung,  welche  in  dem  gan- 
zen Holomorphiebereiche  der  Koeffizienten  gelten,  erhält  man  vermittels 
der  Methode  der  sukzessiven  Annäherung  (vgl.  das  Ref.  II  A  4a, 
iPainlevc)  Nr.  9)  und  vermittels  der  CaitcJiy-  Lipschitzschen  Methode 
(vgl.  das  Ref.  II  A  4a,  (Fainleve)  Nr.  3),  die  mit  systematischer  Be- 
nützung des  Matrizenkalküls  von  Volterra^)  und  Schlesinger'''^)  für 
Systeme  linearer  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ausgebildet 
wurde. 

2.  Verhalten  der  Lösungen  bei  einem  geschlossenen  Umlauf 
der  unabhängigen  Veränderlichen  um  singulare  Punkte.  Läßt  man 
X  in  der  komplexen  Zahlenebene  von  einem  nichtsingulären  Punkte  aus- 
gehend um  irgendwelche  singulare  Punkte  einen  geschlossenen  Umlauf, 
der  keinen  singulären  Punkt  trifft,  derart  machen,  daß  die  Koeffizienten 
der  Differentialgleichung  (1)  nach  vollendetem  Umlauf  dieselben  sind 
wie  vor  demselben,  so  gehen  die  Elemente  ^i,  •  •  .,  y„  eines  Fundamen- 
talsystems vermittels  analytischer  Fortsetzung  in  andere  Funktionen 
y^,  .  .  .,  y^  über,  welche,  (vgl.  das  Ref.  II  b  1  {Osgood),  Nr.  13),  der 
ursprünglichen  Differentialgleichung  genügen,  sich  also  durch  das  Fun- 
damentalsystem y^,  .  .  .,  y„  linear  darstellen  lassen.  Das  Fundamen- 
talsystem ?/i,  .  .  .,  y„  erleidet  also  bei  einem  derartigen  Umlauf  eine 
lineare  Substitution 

w 

(2)  yj  =^cijkyky     U  =1,2,...  n). 

Biemann^^)   und  unabhängig  von   ihm   Fuchs'^^)   stellen   sich  die 

G)  Plemelj,  Der  Existenzbeweis  für  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen. 
Mouatsh.  f.  Math.,  XXII.  Jahrg.  (lüU),  p.  339—344. 

7)  Sauvage,  Sur  les  solutions  regulieres  d'un  Systeme  d'equations  differen- 
tielles.  Ann.  e'c.  norm.  (3)  III  (1886),  p.  3ü  1—404,  wesentlich  vereinfacht  von 
Schlesinger,  Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen  p.  89. 

8)  VoUerra,  Sui  fondamenti  della  teoria  delle  equazioni  diff.  lin.  Mem.  della 
Societä  Italiana  delle  Scienze  (3)  6  (1887)  u.  12  (1899),  ferner:  Sulla  teoria  delle 
equazioni  diff.  lin.     Palermo  Rend.  11  (1888),  p.  69 — 75. 

9)  Schlesinger,  Sur  la  theorie  des  systemes  d'equations  diff.  lin.  Paris  C.  R. 
138  (1904),  p.  955—956,  ferner  Vorlesungen  p.  1  —  31  und  48—8.'). 

10)  Eiemann,  Zwei  allgemeine  Sätze  über  lineare  Differentialgleichungen 
mit  algebraischen  Koeffizienten.  Ges.  W.  1.  Aufl.  (1876),  p.  359,  2.  Aufl.  (1892), 
p.  381.  Die  im  Nachlasse  gefundene  Arbeit  ist  vom  20.  Februar  1857  datiert;  die 
liiemannschen  Untersuchungen  sind  also  vor  den  i^'Mc/isschen  entstanden,  aber 
erst  1876,  also  beträchtliche  Zeit  nach  diesen,  veröft'entlicht. 

11)  Fuchs,  a.  a.  0.,  Ges.  W.  1  (1865),  p.  124  u.  (1866),  p.  171. 


476     IIB  5.    E.  Hilh.     Lineare  Differentialgleichungen  im  komplexen  Gebiet. 

Aufgabe,  aus  linearen  Verbindungen  des  ursprünglichen  Fundamental- 
systems ein  neues  abzuleiten,  dessen  Elemente  sich  bei  dem  Umlaufe 
von  X  möglichst  einfach  verhalten  und  das  mindestens  ein  Element 
enthält,  welches  sich  dabei  nur  mit  einem  konstanten  Faktor  mul- 
tipliziert. Die  Bestimmung  dieses  Faktors  führt  auf  die  Fundamental- 
gleichung oder  die  charakteristische  Gleichung  der  die  beiden  Funda- 
mentalsysteme vor  und  nach  dem  Umlauf  verknüpfenden  Substitution 
(vgl.  das  Ref.  I  C  2b  {Vahlen))]  die  Fundamentalgleichung  wird  durch 
die  gleich  Null  gesetzte  Determinante 

i  «>*  —^jk^:,        \^j^  _  ^  ^^  und   dj,  =  0,  wenn  j  +  Je,  d^..  =  1  j 

dargestellt.  Hat  die  Fundamentalgleichung  n  verschiedene  Wurzeln 
ti\,  iv^,  .  .  .,  «(/'„,  so  besitzt  die  Differentialgleichung  (1)  ein  Fundamen- 
talsystem Fj^.  .  .,  Y„  von  der  Art,  daß,  wenn  dieses  nach  dem  Umlauf 
in  Fl,  .  .  .,  r„  übergeht, 

(3)  F,  =  IV,  Y„Y,  =  w,  r^,  . . .,  F„  =  tv^  i; 

ist.  Hat  allgemeiner  die  Fundamentalgleichung  zusammenfallende 
Wurzeln  und  die  Matrix  (a^.^  —  dj^w)  die  Elementarteiler 

{w  —  tv,}%  {w  —  w^y-,  . .  .,  {w  —  Wj^'m, 

wobei  fti  +  ft2  H h  ft,7,  =  ^  ist,  während  nicht  alle  w,,iv^,  .  .  .,w^ 

voneinander  verschieden  sein  müssen,  so  kann  man  nach  iY.üfam&wr^er^^j 
ein  kanonisches  Fundamentalsystem  Y^^,,  Y^^,...  Y^  „  (j  =1,2,...,  m) 
einführen,  für  welches  entsprechend  zu  (3) 

(4)  Y,,  =  wJ.,,Y,^,  =  w,Y.^+Y.,,...,Y,^^_  =  'w,Y,^^^,-{-Y,^^^^^ 

ist.  Nach  Fuchs  ist  die  Fundamentalgleichung,  nach  Harnburger  sind 
auch  die  Elementarteiler  der  Matrix  unabhängig  von  der  Wahl  des  ur- 
sprünglich als  Ausgangspunkt  genommenen  Fundamentalsystems.  Aller- 
dings ist  der  Zusammenhang  mit  der  Elementarteilertheorie  bei  Ham- 
burger nur  angedeutet  und  wird  auch  bei  Jürgens^^),  der  die  Ham- 
burgersche  Zerlegung  auf  andere  Weise  gewinnt,  nicht  weiter  durch- 
geführt. Zur  vollen  Geltung  kommt  die  Elementarteilertheorie  bei  der 
Untersuchung  der  Fundamentalgleichung  in  den  Arbeiten  von  Casorati^^), 

12)  Hamburger,   Bemerkungen   über   die  Form   der  Integrale   der  linearen 
Differentialgleichungen.     J.  f.  Math.  76  (1873),  p.  113—126. 

13)  Jürgens,  Die  Form   der  Integrale   der  linearen  Differentialgleichungen. 
J.  f.  Math.  80  (1875),  p.  150—168. 

14)  Casorati,  Sur  la  distinction  des  integrales  des  equations  diff,  lin.     Paris 
C.  R.  92  (1881),  p.  175—178,  238—241. 
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SticJcelberger^^)  und  Sauvage^^),  der  letztere  führt  auch  die  Übertragung 
auf  Systeme  linearer  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  durch. 
Einführungen  der  Fundamentalgleichung  abweichend  von  Fuchs  finden 
sich  bei  Casorati^'^),  Schlesinger^^)  und  Hamburger}^) 

Die  Auseinandersetzungen  gelten  insbesondere,  wenn  x  einen  Um- 
lauf um  irgendeine  isolierte  singulare  Stelle  a  der  Differentialgleichung 
(1)  macht,  in  deren  Umgebung  die  Koeffizienten  von  (1)  eindeutige 
Funktionen  sind.     Es  sei  nun 

(5)  2:tirj  =  \gw^, 

dann  multipliziert  sich   (x  —  a)^'    bei  einem  Umlaufe  um  a  mit  tv 
so  daß  sich  entsprechend  (3)   Y,  in  der  Form 

(6)  Y^  =  [x  —  aYi  (pj{x  —  a) 

darstellen  läßt,  wobei  (pj(x  —  a)  eine  in  der  Umgebung  von  a  ein- 
deutige Funktion  ist,  sich  also,  (vgl.  das  Ref.  II  b  1  (Osgood)  Nr.  9),  in 
eine  X«M/*m^sche  Reihe  nach  steigenden  und  fallenden  Potenzen  von 
X  —  a  entwickeln  läßt.  Analog  erhält  man  in  dem  allgemeinen  Falle 
(4)  entsprechend  den  Elementarteilem  {w  —  w^^'j  der  zu  einem  Um- 
laufe um  a  gehörigen  Fundamentalgleichung  ein  Fundamentalsystem 
Yj,,  =-{x-  ayj  [^,,,  +  C-i)  ^,_,,_,  \g(x-a)  +  ... 

Dabei  sind  wiederum  die  Funktionen  fj^  in  der  Umgebung  von 
a  in  LaurentBche  Reihen  entwickelbar,  die  Größen  r-  sind  durch 
die  Gleichungen  (5)  bestimmt.  Speziell  gehört  also  zu  jedem  Ele- 
mentarteiler {w  —  tVj)'"j  ein  Integral 

(8)  r,,,  =  (r.-a)0-^.,; 

im  übrigen  aber  weicht  das  Fundamentalsystem  (7),  das  in  dieser  Form 

wohl  zuerst  von  Jürgens^^)  gegeben  wurde,  von  dem  in  (4)  gewählten 

15)  Stickelher ger,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  Leip- 
zig (1881). 

16)  Sauvage,  Theorie  des  diviseurs  elementaires.  Ann.  ^c.  norm.  (3)  8  (1891), 
p.  312  u.  f. 

17)  Casorati,  Süll'  equazione  fondamentale.  Rend.  Ist.  Lomb.  (2)  13  (1880), 
p.  176—182. 

18)  Schlesinger,  Bemerkungen  zur  Theorie  der  Fundamentalgleichung.  J.  f. 
Math.  114  (1894),  p.  143—158. 

19)  Hamburger,  Über  die  bei  linearen  Differentialgleichungen  auftretende 
Fundamentalgleichung.     J.  f.  Math.  115  (1896),  p.  343—348. 

20)  Jürgetis,  a.  a.  0.  Vgl.  dazu  die  Zitate  11—16;  bez.  des  Übergangs  von 
dem  Fundamentalsystem  (4)  zu  dem  von  (7)  siehe  Heffter,  Einleitung  in  die 
Theorie  der  linearen  DiflFerentialgleichungen  p.  139. 
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ab;  in  der  (4)  entsprechenden  Darstellung  treten  etwas  kompliziertere 
Zahlenkoeffizienten  auf. 

Allgemeiner  erhält  man  ein  Fundamentalsystem  der  Form  (7) 
innerhalb  eines  von  zwei  Kreisen,  die  a  als  Mittelpunkt  haben,  be- 
grenzten Ringes,  wenn  die  Koeffizienten  der  Difl:erentialgleichung  (1) 
innerhalb  dieses  Kreisringes  durch  Laurentsche  Reihen  nach  x  —  a 
darsteUbar  sind.  Doch  gab  Fuchs^^)  noch  eine  andere  DarsteUung 
der  analytischen  Form  eines  Fundamentalsystems,  welches  aus  der 
Fundamentalgleichung  für  einen  beliebigen  geschlossenen  Umlauf  ent- 
springt; Spezialfälle  hiervon  finden  sich  schon  bei  Ficard^'^)  und 
Sclilesinger^^). 

Durch  die  Gleichungen  (7)  ist  nur  das  qualitative  Verhalten  der 
Lösungen  in  der  Umgebung  der  singulären  Stelle  a  gegeben.  Die 
tv^  bestimmende  Fundamentalgleichung  läßt  sich  im  allgemeinen  Falle 
nicht  durch  algebraische  Prozesse  allein  aufstellen;  die  Bestimmung 
der  Koeffizienten  der  LanrenUchevi  Reihen  in  (7)  führt  im  allgemeinen 
auf  die  Auflösung  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen  mit  unend- 
lich vielen  Unbekannten  (vgl.  Nr.  6).  Daher  grifi'en  sowohl  Riemann^^) 
als  auch  Fiichs^^)  zunächst  einen  Spezialfall  heraus,  der  aber  von 
grundlegender  Bedeutung  ist,  weil  es  bei  ihm  gelingt,  die  Größen  r. 
auf  algebraischem  Wege  aus  den  Koeffizienten  der  Difleerentialgleichung 
zu  berechnen  sowie  die  Koeffizienten  der  Laurentschen  Reihe  durch 
ein  Rekursionsverfahren  zu  bestimmen. 

3.  Singulare  Stellen  der  Bestimmtheit.  Der  eben  angedeutete 
Fall  ist  dadurch  charakterisiert,  daß  alle  Lösungen  von  (1)  mit  einer 
geeigneten  Potenz  von  x  —  a  multipliziert  in  a  endlich' bleiben.  Hat  eine 
in  der  Form  (7)  dargestellte  Funktion  diese  Eigenschaft,  so  kann  man 
die  zunächst  nur  abgesehen  von  ganzen  Zahlen  bestimmte  dazu  gehörige 
Zahl  Tj  so  festlegen,  daß  die  in  (7)  auftretenden  Laurentschen  Reihen 
nur  positive  Exponenten  enthalten.  Für  eine  solche  Funktion  heißt 
nach  Fuchs^^)  die  Stelle  a  eine  singulare  Stelle  der  Bestimmtheit, 
Thome^^)  sagt  in  diesem  Falle,  abweichend  von  der  gewöhnlichen  Ter- 

21)  Fuchs,  Zur  Theorie  der  linearen  Diflerentialgleichungen.  Berlin  Ber. 
1901,  p.  34—48  Ges.  W.  3,  p.  319  u.  f. 

22)  Picard,  Traite  d' Analyse  3  (1896),  p.  403  f. 

23)  Schlesinger,  Handbuch  II,  2  (1898),  p.  403  f. 

24)  Fuchs,  Integralwerte  in  singulären  Punkten.  Berlin.  Bericht  1886  Ges. 
W.  2,  p.  394. 

25)  Thome,  Zur  Theorie  der  linearen  Diflferentialgleichungen.  J.  f.  Math.  75 
(1873),  p  266;  vgl.  auch  Klein,  Vorlesungen  über  die  hypergeometrische  Funk- 
tion p.  210. 
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minolocrie  der  Funktionentheorie,  die  Funktion  verhalte  sich  an  der 
Stelle  a  rec^ulär.  Verhalten  sich  alle  Lösungen  von  (1)  an  der  Stelle 
a  bestimmtrso  heißt  a  eine  singulare  Stelle  der  Bestimmtheit  oder  eme 
recruläre  singulare  Stelle  für  die  Differentialgleichung. 

"  Damit  nun  a  eine  singulare  Stelle  der  Bestimmtheit  sei,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  die  lineare  Differentialgleichung  (1)  sich 
auf  die  Form  bringen  läßt 

(9)  L{y)  ==  j^  +  -^_-^-  '^^n- 1  -t        ■+-    (^  _  „)«  ^ 

9ß  (x  —  a)  '^  (x  —  a)  sind  dabei  in  a  analytische  Funktionen. 

"  Speziell  ist  i  =  CO  eine  singulare  Stelle  der  Bestimmtheit,  wenn 
die  Differentialgleichung  in  der  Form 

(10)    2"+l*'(i)£-+--+^*"(-^^=' 

geschrieben  werden  kann  und  die  Funktionen  ^^  (-^-),  •  •  -,  ^«(x)  ^^ 
Punkte  oo  analytischen  Charakter  haben. 

a)  Beweise,  daß  die  angegebene  Form  notwendig  ist.   Spekulationen 
über  die  angegebene  Form  der  Koeffizienten  finden  sich  in  etwas  ver- 
schwommener   und   unklarer  Weise   bei  Pä^vaV')      i^imann^  )    be- 
trachtet bei  dieser  Fragestellung  nur  Differentialgleichungen,  welche 
ausschließlich    singulare   Stellen    der   Bestimmtheit  besitzen,    und   be- 
schränkt sich  außerdem  auf  den   durch  (3)  charakterisierten  Fall;  er 
führt  dann  den  gewünschten  Nachweis  durch  Auflösung  der  n  linearen 
Gleichungen  für  die  Koeffizienten  p„  .  .  .,Pn,  welche  man  durch  Ein- 
setzen eines  Fundamentalsystems  der  gewünschten  Form  m  die  Difle- 
rentialgleichung    erhält.      In    ganz    analoger  Weise    geht   Fuchs   vor, 
ohne  sich  jedoch  auf  den  FaU  zu  beschränken,  daß  die  Fundamental- 
o-leichung   lauter   verschiedene  Wurzeln    besitzt.     In  den  Arbeiten    ) 
aus   den  Jahren  1865  und  1866  behandelt  auch   er  nur  den  Fall,  in 
dem  die  Differentialgleichung  ausschließlich  singulare  Stellen  der  Be- 
stimmtheit besitzt.    Späterhin  29)  aber  gibt  er  dem  Beweise  eine  Fassung, 

'26)  Petzval,  Integration  der  linearen  Differentialgleicliungen.  Wien  I  (1853) 
und  II  (1859),  speziell  I,  3.  Abschnitt,  §  7  und  II,  5.  Abschnitt,  §  1-3. 

27)  Riemann,  a.  a.  0.  2.  Aufl.,  p.  386  f. 

28)  Fuchs,  a.  a.  0.  Ges.  W.  1,  p.  126  bzw.  179.  Tatsächlich  geht  Fuchs  m  der 
Arbeit  von  1865  nur  in  der  Aussage  des  Satzes,  nicht  aber  im  Beweis  über  den 
von  Riemann   behandelten  Fall  hinaus;  vgl.   die  Anmerkungen  von   Schlesinger 

daselbst  p.  158.  t    ^   ht  j- 

29)  Fuchs,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  J.  t.  Matn. 
Bd.  68  (1868)  Ges.  W.  1,  p.  211  u.  212.     Eine   noch   übrig  bleibende   Lücke   im 


480     n  B  5.    E.  Müh.    Lineare  Differentialgleichungen  im  komplexen  Gebiet. 

die  nichts  über  den  Charakter  der  Koeffizienten  außerhalb  der  un- 
mittelbaren Umgebung  der  singulären  Stelle  voraussetzt.  Eine  andere 
einfache  Ableitung  gibt  Thome^^)  durch  vollständige  Induktion  unter 
Benützung  der  Tatsache,  daß  man,  wenn  y^  ein  partikuläres  Integral 
der  Differentialgleichung  (1)  ist,  durch  die  Substitution 

(11)  y  =  yjudx 

für  u  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  (w  —  1)*"  Ordnung 
erhält  (vgl.  das  Ref.  II  A  4b  (Vessiot),  Nr.  20),  für  welche  der  Satz  als 
bewiesen  angenommen  wird. 

b)  Beweise,  daß  die  angegebene  Form  hinreichend  ist.  Um  zu 
zeigen,  daß  umgekehrt  die  Stelle  a  für  die  Differentialgleichung  (9) 
eine  singulare  SteUe  der  Bestimmtheit  ist,  setzt  Fuchs^^)  eine  Lösung 
in  der  Form^^) 

CO 

(12)  y=29Ä^-ay+^ 

r  =  0 

an,  wo  Q  und  die  g^  zunächst  unbestimmte  Konstanten  sind.  Durch 
Einsetzen  in  die  Differentialgleichung  erhält  man  für  q  die  Gleichung 

f{g)  =  ^{^-l)...(Q-n  +  l)  +  Q{Q-l)...(Q-n  +  2)^,{0) 

die  nach  Ftwhs^^)  die  zu  a  gehörige  determinierende  Fundamentalglei- 
chung, nach  Frohenius^)  kürzer  determinierende  Gleichung  heißt. 

Der  direkte  Ansatz  vermittels  Reihen  der  Form  (12)  liefert  aber 
zu  einer  mehrfachen  Wurzel  von  (13)  nur  ein  einziges  Integral  und  ver- 
sagt im  allgemeinen  überhaupt  für  eine  Wurzel,  wenn  andere  Wurzeln 
vorhanden  sind,  die  sich  von  ihr  um  ganze  positive  Zahlen  unterschei- 
den, da  in  diesem  Falle  die  formal  berechneten  Koeffizienten  unend- 
lich werden.  Daher  ordnet  Fuchs^^)  die  Wurzeln  der  determinierenden 
Gleichung  in  Gruppen,  so  daß  jede  Gruppe  einander  gleiche  oder  sich 


Beweise  füllt  Tannery,  Propridtds  des  equations  differentielles,  Ann.  4c.  norm.  (2)  4 
(1875),  p.  150  aus;  eine  geschickte  Umgehung  der  betreffenden  Schwierigkeit 
findet  sich  bei  Stickelberger  in  der  unter  15)  zitierten  Arbeit. 

30)  Thome,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.    J.  f.  Math.  74 
(1872),  p.  193f. 

31)  Fuchs,  a.  a.  0.  Ges.  W.  1  (1865),  p.  138,  (1866),  p.  189. 

32)  Vgl,  hierzu  und  zu  dem  Folgenden  die  historischen  Ausführungen  in  Nr.  20. 

33)  Fuchs,  Ges.  W.  1  (1868),  p.  220. 

34)  Frobenius,  über  die  regulären  Integrale   der  linearen  Differentialglei- 
chungen.    J,  f.  Math.  80  (1875),  p.  318. 

35)  Fuchs,  a.  a.  0.  1868,  p.  216. 
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nur  um  ganze  Zahlen  unterscheidende  Wurzeln  enthält.  Für  diejenio-e 
Wurzel  einer  Gruppe,  deren  reeller  Teil  den  größten  Wert  besitzt,  er- 
hält man  dann  durch  Koeffizientenvergleichung  ein  Integral  der  Form 
(12);  die  Konvergenz  der  unendlichen  Reihe  in  der  Umgebung  von  a 
beweist  Fuchs  abermals  vermittels  der  Majorantenmethode.  Daraus 
ergibt  sich  dann  unmittelbar  die  Konvergenz  der  Reihe  bis  zur  nächsten 
singulären  Stelle.  Vermittels  Substitutionen  der  Form  (11)  erhält 
Fuchs  hierauf  zur  Bestimmung  der  übrigen  Integrale  einer  jeden  Gruppe 
neue  Differentialgleichungen,  auf  die  das  alte  Verfahren  anwend- 
bar ist.  2^) 

Eine  bedeutende  Vereinfachung  des  Beweises  erzielt  F^-obenius'^'^) 
unter  Vermeidung  des  Rekursionsverfahrens  auf  Differentialgleichungen 
niedrigerer  Ordnung.^«)  Frohenius  läßt  nämlich  zunächst  q  beliebig 
und  bestimmt  in  (12)  g^  als  Funktion  (7o(())  von  q  so,  daß  ein  etwa 
eintretendes  Verschwinden  des  Nenners  in  den  aus  den  Rekursions- 
formeln berechneten  Ausdrücken  für  die  g^  durch  das  im  Zähler  auf- 
tretende gQ{Q)  kompensiert  wird.  Unter  diesen  Annahmen  genügt  die 
in  (12)  definierte  Reihe  zunächst  formal  der  Differentialo-leichuno- 

Ist  /"(p)  =  0,  so  geht  (14)  in  (9)  über.  Zunächst  zeigt  dann 
Frohenius  die  Konvergenz  der  jetzt  aus  (14)  entspringenden  Reihe  (12), 
und  zwar  für  alle  Werte  von  x  innerhalb  des  duroh  die  nächstgelegene 
singulare  Stelle  gehenden  Kreises  um  a,  sofern  keines  der  g^(Q)  un- 
endlich wird.  Darüber  hinaus  zeigt  Frohenius,  daß  die  Reihe  für  die  in 
Betracht  kommenden  Größen  q  gleichmäßig  konvergiert,  woraus  dann 
folgt,  daß  eine  Differentiation  der  Reihe  nach  q  gestattet  ist.  Besitzt 
daher  [{q)  eine  Ä;-fache  Wurzel  r  und  keine  andere,  die  sich  von  r 
um  eine  positive  ganze  Zahl  unterscheidet,  so  erhält  man  durch  den 
Ansatz  (12)  direkt  ein  Integral  und  daraus  durch  (h  —  1)  malige  Diffe- 

36)  Der  formale  Ansatz  der  Reihe  sowie  das  Rekursionsverfahren  zur  Be- 
rechnung der  logarithmischen  Glieder  findet  sich  auch  schon  bei  Petzval,  a.  a.  0. 
2  (1859),  p.  225. 

37)  Frohenius,  Über  die  Integration  linearer  DiflFerentialgleichungen  durch 
Reihen.  J.  f.  Math.  76  (1873),  p.  214—235.  Weitere  Vereinfachungen  dieses  Be- 
weises finden  sich  in  den  in  3)  und  5)  zitierten  Arbeiten;  vgl.  ferner  Schottky, 
Lber  die  Konvergenz  einer  Reihe,  die  zur  Integration  linearer  DiflFerentialglei- 
chungen dient.    Sitz.  Ber.  Ak.  Berlin.  (1905),  p.  808—815. 

38)  Direkte  Ansätze  zur  Berechnung  der  mit  Logarithmen  behafteten  Integrale 
finden  sich  bei  Fahry,  Sur  les  integrales  des  equations  differentielles  These, 
Paris  1885,  p.  47  f.  und  Hcfftcr,  Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differen- 
tialgleichungen p.  Ulf. 
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rentiatiou  nach  g  noch  l  —  1  neue  Integrale,  da  die  rechte  Seite  von 
(14)  auch  nach  den  entsprechenden  Diiferentiationen  in  bezug  auf  q 
für  die  betreffende  Wurzel  verschwindet.  Analog  erhält  man  auch  in 
dem  andern  Falle  durch  Differentiation  die  notwendige  Anzahl  von 
Ersatzintegralen. 

c)  Beziehungen  zivisclien  der  determinierenden  Gleichung  und  der 
Fundamentalgleichung.^'^)  Hat  die  determinierende  Gleichung  h  Wur- 
zeln, die  sich  nur  um  ganze  Zahlen,  unter  denen  auch  einige  ver- 
schwinden können,  unterscheiden,  so  hat  die  zu  demselben  singulären 
Punkte  gehörige  Fundamentalgleichung  nach  (5)  It  zusammenfallende 
Wurzeln.  Sind  die /^  Wurzeln  einer  Gruppe  der  determinierenden  Gleichung 
alle  einander  gleich,  so  besitzt  die  Fundamentalgleichung  einen  dazu 
gehörigen  /t-fachen  Elementarteiler;  im  andern  Falle  kann  die  Funda- 
mentalgleichung mehrere  zu  dieser  Gruppe  gehörige  Elementarteiler 
besitzen,  so  daß  die  h  Integrale  entsprechend  den  Ausfährungen  in 
Nr.  2  in  Untergruppen  zerfallen,  deren  jede  ein  von  Logarithmen 
freies  Integral  enthält. 

Diese  Zerlegung  in  Untergruppen  führt  zur  Entscheidung  der 
von  Heffter^'^)  erledigten  Frage,  wann  es  ein  zu  einer  bestimmten 
Wurzel  der  determinierenden  Gleichung  gehöriges  logarithmenfreies  Inte- 
gral gibt.  Mit  dieser  Fragestellung  verwandt,  aber  doch  spezieller  ist 
das  von  Fuchs^^)  behandelte  Problem,  wann  alle  Integrale,  welche  bei 
der  oben  erwähnted  Anordnung  von  Fuchs  in  eine  Gruppe  gehören, 
logarithmenfrei  sind.  Dazu  müssen  zunächst  alle  dieser  Gruppe  an- 
gehörigen  Wurzeln  r^,  .  .  .,  r^.  voneinander  verschieden  sein  und  außer- 
dem   ~-^^ Bedingungen  erfüUt  sein,    die   durch 'das   Verschwinden 

gewisser  Determinanten  ausgedrückt  werden.  Die  Schlußweise  "von 
Fuchs^^)  läßt  sich  auch  noch  auf  die  von  Frobenius^^)  auf  andere 
Weise  behandelte  Frage  ausdehnen,  bei  der  man  die  hinreichenden  und 
notwendigen  Bedingungen  dafür  verlangt,  daß  bei  allen  Integralen,  die 

39)  Fuchs,  Ges.  W.  1  (1868),  p.  213  f.;  vgl.He/fter,  Einleitung  in  die  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen.     Kap.  XI. 

40)  Hefftcr,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.    Habilitations- 
schrift Gießen  1888,  Abschnitt  III  u.  IV.     Über  ein  System  linearer  homogener 
Gleichungen.    J.  f.  Math.  111  (1893),  p.  59-63;  vgl.  Schlesinger,  Über  die  Harn 
burgerschen  Untergruppen,     J.  f.  Math.  114  (1894),  p    159—169,  309—311. 

41)  Fuchs,  Ges.  W.  1,  p.  228  f. 

42)  Vgl.  Heffter,  a.  a.  0.,  Habilitationsschrift,  p.  18. 

43)  Frobenius,  Über  die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen. 
J.  f.  Math.  76  (1873),  p.  224—226;  Tgl.  auch  Goursat,  Memoire  sur  les  fonctions 
hypergeometriques  d'ordre  aup^rieur.  Ann.  ec.  norm.  (2)  12  (1883)  und  Thome, 
Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.     J.  f.  Math.  96  (1884),  p.  268f. 
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zu  den  X  größten  Wurzeln  einer  Gruppe  gehören,  die  Logarithmen 
wegfallen,  mit  anderen  Worten,  daß  das  allgemeinste  zu  der  A*"*'  Wurzel 
der  Gruppe  gehörige  Integral  logarithmenfrei  sei. 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  der  Fall,  daß  die  n  Wurzeln  der 
determinierenden  Gleichung  sich  um  ganze  Zahlen  unterscheiden  und 
keine  Logarithmen  auftreten;  eine  solche  singulare  Stelle  bezeichnet 
man  nach  Poincare^^)  als  scheinbar  singulären  Punkt.  Sind  außerdem 
alle  Wurzeln  positive  ganze  Zahlen,  so  verhalten  sich  alle  Integrale 
der  DijBFerentialgleichung  an  dieser  Stelle  analytisch.  Eine  solche  sin- 
gulare Stelle,  die  nur  das  Verschwinden  der  aus  irgendeinem  Funda- 
mentalsysteme gebildeten  .Hauptdeterminante  an  der  betreffenden  Stelle 
zur  Folge  hat,  nennt  man  im  Anschluß  an  Weierstraß^^)  einen  außer- 
wesentlich singulären  Punkt  der  Differentialgleichung,  nach  Klein*^) 
einen  Nebenpunkt,  und  zwar  einen  ()-fachen  Nebenpunkt,  wenn  die 
Hauptdeterminante  daselbst  eine  ()-fache  Nullstelle  hat.  Eine  schein- 
bar singulare  Stelle  erfordert  n  —  1  Bedingungen,  die  aussagen,  daß 
sich   die  n   Wurzeln  der  determinierenden   Gleichung  nur  um   ganze 

Zahlen  unterscheiden,  -—^ Bedingungen,    die    das    Auftreten    von 

Logarithmen  verhindern,  also  im  ganzen  i  Bedingungen.'^'^) 

In  einem  einfachen  Nebenpunkte  a  hat  nach  Pochhan micr^^)  die  Diffe- 
rentialgleichung die  Form 

(15)         (X  -  a)  pi  -\-^,(x~  a)  f  ;'^  +  •  -  •  +  ^Sx  -  a)y  =  0, 

in  der  die  ^^(rr  —  a)  im  Punkte  a  analytische  Funktionen  sind, 
^1 W  "^  —  1  ist  und  noch  n  —  1  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen,  um 
das  Auftreten  von  Logarithmen  zu  verhindern.  Auch  bei  beliebigem 
Werte  von  ^^(0)  existieren  stets  w^l  linear  unabhängige  in  a 
analytische  Integrale;  dieser  Satz  wurde  von  Perron^^)  zu  folgendem 
erweitert:  Besitzen  die  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  (1)  an 
der  Stelle  a  höchstens  Pole  s**'  Ordnunar.  so  verhalten  sich  mindestens 


44)  Poincarc,  Sur  les  groupes  des  equations  lin.    Acta  math.  4  (1884),  p.  217. 

45)  Siehe  Fuchs,  Ges.  W.  1,  p.  2ö2. 

46)  Klein,  Vorlesungen  über  die  hypergeometrische  Funktion  p.  228. 

47)  Poincare,  a.  a.  0.;  eine  nachträgliche  Abänderung  dieser  Abzahlung  an- 
läßlich einer  Arbeit  von  Heun,  Remarks  on  the  logarithmic  Integrals  of  regulär 
linear  differential  equations  Am.  J.  10,  p.  224  ist  unrichtig. 

48)  Pochhammer,  Über  einfache  singulare  Punkte  linearer  Differentialglei- 
chungen.    J.  f.  Math.  73  (1871),  p.  69—84. 

49)  Perron,  Unbestimmtheitsstellen  linearer  Differentialgleichungen.  Math. 
Ann.  70  (1911),  p.  21. 
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n  —  S  Integrale  in  a  analytisch.  Im  allgemeinen  braucht  dabei  a  keine 
singulare  Stelle  der  Bestimmtheit  zu  sein;  für  den  Spezialfall,  daß  a  eine 
singulare  Stelle  der  Bestimmtheit  ist,  findet  sich  schon  bei  Goursaf"^) 
ein  entsprechender,  aber  nicht  ganz  so  allgemeiner  Satz. 

d)  Hinreichende  und  notwendige  Bedingungen  für  singulare  Stellen 
der  Bestimmtheit  hei  Systemen  linearer  Bifferentialglekhungen  erster  Ord- 
nung. In  diesem  Falle  läßt  sich  eine  notwendige  Form  für  die  Koef- 
fizienten des  Systems  nicht  in  gleich  einfacher  Weise  wie  für  die 
Differentialgleichungen  «*"  Ordnung  angeben.  Nach  Sauvage^^)  ist 
jedoch  X  =  a  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  für  das  System,  wenn  die 
Koeffizienten  an  dieser  Stelle  nur  Pole  erster  Ordnung  haben,  also 
wenn  das  System  die  Form  hat 

^^^)  -drx=Z      x-a     y^^         (x=l,2,...w); 

die  ^^;j  sind  im  Punkte  a;  =  a  analytisch,  und  es  sei 

Jedes  System,  für  welches  a  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist, 
läßt  sich  in  ein  System  (16)  durch  eine  Reihe  von  Substitutionen  der 

n 

Form  y^=2^  ^aß^^{^  =  1?  2;  •  •  •;  ^^  und  h^^  Konstanten)  und  y^  =  xz^ 

(wobei  a  eine  der  Zahlen  1,  2,  ...  w  ist),  überführen ^^),  daher  nennt 
Sauvage  das  System  (16)  ein  an  der  Stelle  a  kanonisches  System. 
Durch  formalen  Ansatz  der  Integrale  von  (16)  in  der  Form 

(18)  2/,  =^gjX^  -  ay+^         (j  =  1,:.  .  n) 

r  =  0 

erhält  man  für  q  als  determinierende  Gleichung  die  gleich  Null  ge- 
setzte Determinante  |  a^;j  —  ^yxQ  ,  in  der  d^^  ==  0  ist,  wenn  x=^  X,. 
d;,,;  =  1  ist.  Sauvage  und  Koenigsherger  bedienen  sich  bei  der  Durch- 
führung des  Beweises  dafür,   daß  die  Form  (16)  hinreichend  ist,  des 

50)  Goursat,  Memoire  sur  les  fonctions  hypei'geometriques  d'ordre  superieur, 
Ann.  ec.  norm.  (2),  12  (1883),  p.  265. 

51)  Sauvage,  Sur  les  Solutions  regulieres  d'un  Systeme.  Ann.  6c.  norm.  (3)  3 
(1886),  p.  391—404,  ferner  5  (1888),  p.  7—22  u.  6  (1889),  p.  157—182,  The'orie 
generale  des  systemes.     Ann.  de  Toulouse  8  (1895),  p.  1 — 24,  9,  p.  25—100. 

52)  Sauvage,  a.  a.  0.  (1889),  Koenigsherger,  Lehrbuch  der  Theorie  der  Differen- 
tialgleichungen Kap.  6  II  (1889),  in  vollständig  einwandfreier  Form  zuerst  bei 
Hörn,  Zur  Theorie  der  Systeme  linearer  Differentialgleichungen,  Math.  Ann.  39 
(1891),  p.  391—408  und  speziell  40  (1892),  p.  527—550;  vgl.  auch  Schlesinger,  Bei- 
träge zur  Theorie  der  Systeme  linearer  homogener  Differentialgleichungen,  J.  f. 
Math.  128  p.  286  und  Vorlesungen  p.  155. 
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von  Fuchs  für  eine  lineare  Differentialgleicliung  gegebenen  Verfahrens, 
während  Grünfeld^^)  und  Hörn  die  von  Frobenius  gegebene  Methode 
heranziehen.  Eine  erschöpfende  Behandlung  der  Theorie  findet  sich 
erst  bei  Horn'"^),  der  als  erster  die  Tatsache  bemerkte,  daß  bei  Sy- 
stemen auch  einer  mehrfachen  Wurzel  der  determinierenden  Gleichung 
mehrere  verschiedene  Elementarteiler  der  Fundamentalgleichung  ent- 
sprechen  können,  so  daß  zu  einer  mehrfachen  Wurzel  mehr  als  ein 
logarithmenfreies  Integral  gehören  kann.  Ein  solcher  Fall  ist  nach 
Obigem  bei  einer  gewöhnlichen  linearen  Differentialgleichung  oder 
einem  kanonischen  Systeme,  das  durch  die  Substitution 

(19)  y^.  =  (^_«y-i^!:4^  Qc=l,2,...n) 

ax 

aus  einer  solchen  entsteht,  unmöglich. 

e)  Neuere  Beweise  zu  b).  Die  in  b)  besprochenen  Beweise  be- 
ruhen auf  der  wirklichen  Darstellung  der  Integrale  in  der  Umgebung 
der  singulären  Stelle  a.  Neuerdings  hat  Schlesinger^^)  einen  direkten 
Beweis  dafür  gegeben,  daß  die  Integrale  von  (9)  mit  einer  geeigneten 
Potenz  von  x  —  a  multipliziert  bei  Annäherung  an  diese  SteUe  end- 
lich bleiben.  Der  Beweis  wurde  von  BirJcho/f'^^)  wesentlich  vereinfacht 
und  soR  in  dieser  Form  seiner  hervorragenden  Kürze  halber  hier  an- 
gegeben werden.  Vermittels  der  Substitution  (19)  geht  (9)  über  in 
ein  System 

1=1 
die  Funktionen  a^j  besitzen  an  der  Stelle  a  höchstens  Pole  erster  Ord- 
nung, es  existiert  also  eine  Zahl  M  derart,  daß  in  einer  gewissen  Um- 
gebung von  a  stets 


<      ^ 


"^'l^la; 


dx 


.       M       Vi 

'  1=1 


ist.     BirJchoff  betrachtet  dann  die  positive  reelle  Funktion 

n 


53)  Grünfeld,  Über  die  Integration  eines  Systems.     Denkschr.   der  Wiener 
Akademie  math.-nat.  Kl.  1888. 

54)  Vgl.  außer  der  in  (52)  zitierten  Arbeit,  Math.  Ann.  39,  Hörn,  Über  Systeme 
linearer  Differentialgleichungen,  Habilitationsschrift  Freiburg  1890. 

55)  Schlesinger,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  J.  f.  Math. 
132  (1907),  p.  247—254. 

56)  Birkhoff,  A  simplified  treatment  of  the  regulär  singular  point.    Trans- 
actions  of  Am.  Math.  Soc.  11  (1910),  p.  199—202. 
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Setzt  man    x  —  a    =  r,  so  ist 


dr     ^^  "^  I  ^*  dx 


Es  ist  also 


2nM  ^  d]g  U  ^2nM 


r      =      dr  r     ' 

durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  r  und  r^  folgt 

woraus  sich  sofort  die  Behauptung  ergibt. 

Zu  demselben  Ziele  kommt  Flemclj^)  durch  direkte  Unter- 
suchung der  Reihen  in  der  Umgebung  eines  nichtsingulären  Punktes 
vermittels  der  Majorantenmethode,  wenn  x  sich  der  siugulären  Stelle 
a  nähert.  Einen  anderen  sehr  bemerkenswerten  Beweis  für  b)  gibt 
Birkhoff  auf  Grund  des  BegriflPs  „der  Äquivalenz  zweier  Differential- 
gleichungen in  bezug  auf  einen  singulären  Punkt".  Es  wird  am 
Schlüsse  von  Nr.  6  näher  darauf  eingegangen  werden. 

Der  obenerwähnte  Beweis  von  Schlesinger  und  BirJcJwff  gilt  auch 
noch  in  dem  Falle,  daß  die  Koeffizienten  der  Differentialgleichunfj  nicht- 
analytische  Funktionen  sind;  für  diesen  Fall  wurden  singulare  Stellen 
der  Bestimmtheit  zuerst  von  Böcher^'^)  vermittels  der  Methode  der  suk- 
zessiven Approximationen  behandelt.  Dunhel^^)  übertrug  dann  die 
i?oc//er sehen  Untersuchungen  auf  Systeme. 

4.  Singulare  Stellen,  an  denen  sich  nur  ein  Teil  der  Integrale 
bestimmt  verhält.  Normalintegrale.  Es  mögen  jetzt  die  Koeffi- 
zienten p.  in  (1)  analog  zu  (9)  an  der  Stelle  a  von  endlicher  Ordnung 
unendlich  werden,  aber  allgemeiner  p-  von  der  Ordnung  %■,  tTq  sei 
0.  Tritt  dann  in  der  Reihe  der  Zahlen  Tfj  -\-  n  — j  {j  =  0,  1,  .  .  .,  n) 
die  größte  zuerst  für  j  =  h  auf,  so  gibt  es  nach  Thome^"^)  höchstens 
n  —  h  linear  unabhängige  Integrale,  welche  sich  in  a  bestimmt  ver- 
halten, h  heißt  der  charaUeristische  Index.^^)  Ist  keine  dieser  Zahlen 
größer  als  n,  so  ist  a  eine  singulare  Stelle  der  Bestimmtheit.  Durch 
formalen  Ansatz  einer  Reihe  von  der  Form  (12)  erhält  man  für  q  eine 

57)  Bacher,  On  regulär  singular  points.  Transactions  of  Am.  Math.  Soc.  1 
1900),  p.  40—52. 

68)  Dunkel,  Regulär  singular  points  of  a  system.  Am.  Proc.  38  (1902), 
p.  341—370. 

59)  Thome,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  J.  f.  Math.  74 
(1872),  Nr.  5,  75  (1873),  Nr.  1. 

60)  Thome,  a.  a.  0.  Bd.  75,  Nr.  1. 
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Gleichung  {n  —  lif"^^  Grades,  jedoch  werden  die  so  gewonnenen  Reihen 
im  allgemeinen  Falle  nicht  konvergieren.^^)  Die  Existenz  von  v  linear 
unabhängigen,  an  der  Stelle  a  sich  bestimmt  verhaltenden  Integralen 
ist  äquivalent  damit  ®^),  daß  eine  lineare  Differentialgleichung  v^^^  Ord- 
nung existiert,  für  welche  a  eine  singulare  Stelle  der  Bestimmtheit 
ist  und  deren  sämtliche  Integrale  der  gegebenen  Differentialgleichung 
genügen.  In  direkter  Weise  nehmen  Helge  v.  Koch^^)  und  Perron^) 
die  Frage  nach  der  Existenz  von  sich  an  der  Stelle  a  bestimmt 
verhaltenden  Integralen  in  Angriff,  indem  sie  die  Reihe  (12)  formal 
ansetzen,  eine  bestimmte  Anzahl  N  der  zur  Bestimmung  der  Koeffi- 
zienten dienenden  Gleichungen  zunächst  noch  unbefriedigt  lassen  und 
zeigen,  daß  man  die  übrig  bleibenden  unendlich  vielen  Gleichungen 
mit  unendlich  vielen  Unbekannten  so  auflösen  kann,  daß  die  mit 
diesen  Koeffizienten  gebildete  Reihe  konvergiert.  Das  Erfüllen  der 
zunächst  unberücksichtigten  ersten  Gleichungen  gibt  dann  die  notwen- 
digen und  hinreichenden  Bedingungen  für  die  Existenz  von  Integralen, 
die  sich  an  der  Stelle  a  bestimmt  verhalten,  Helge  v.  Koch  bedient 
sich  bei  der  Auflösung  des  Gleichungssystems  mit  unendlich  vielen 
Unbekannten  der  Methode  der  unendlichen  Determinanten  (vgl.  Nr.  6), 
zu  welchem  Zwecke  er  sich  die  Differentialgleichung  von  Anfang  an 
so  transformiert  denkt,  daß  Pi(x)  identisch  verschwindet.  Bei  dieser 
Transformation  können  jedoch  Integrale,  die  sich  an  der  Stelle  a  be- 
stimmt verhalten,  in  solche,  die  sich  unbestimmt  verhalten,  übergehen. 
Die  direkte  Behandlung,  ohne  die  Transformation,  deutet  Helge  v.  Koch 
nur  an.^^)  Perron  löst  das  Gleichungssystem  ohne  vorherige  Trans- 
formation und  ohne  Benützung  unendlicher  Determinanten  nach  einer 
von  ihm  zur  Behandlung  linearer  Differenzengleichungen  geschaffenen 
Methode.  Unter  den  Anwendungen,  die  Perron  von  diesen  Unter- 
suchungen macht,  sei  der  am  Schlüsse  von  3c  zitierte  Satz  hervor- 
gehoben, 

Ist  der  zu  der  singulären  Stelle  a  gehörige  Index  h,  so  kann  man 
neben  den  n  —  h  formalen  Lösungen  der  Form  (12),  an  deren  Stelle 

61)  Thome,  a.  a.  0.  Bd.  74,  Nr.  8,  Bd.  75,  Nr,  7. 

62)  Thome,  a,  a.  0.  Bd.  74,  76,  78,  81;  vgl.  ferner  Frobenius,  Über  die  regu- 
lären Integrale  linearer  Differentialgleichungen.    J.  f.  Math.  80  (1875),  p.  317 — 333. 

63)  H.  V.  Koch,  Sur  les  integrales  regulieres  des  equations  diff,  lin.  Acta 
math.  18  (1894),  p.  337—419. 

64)  Vgl.  außer  der  in  (49)  zitierten  Arbeit  Perron,  Über  lineare  Differen- 
zengleichungen. Act.  math.  34  (1908),  p.  109 — 137.  Über  lineare  Differentialglei- 
chungen mit  rationalen  Koeffizienten  ebd.,  p.  139 — 163;  Über  lineare  Differenzen- 
und  Differentialgleichungen.     Math.  Ann.  66  (1909),  p.  446—487, 

65)  a,  a.  0.  p.  419. 

£uoyklop.  d.  math.  Wisseiisch.    II  8.  S2 
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einige  logarithmenbehaftete  Lösungen  wie  in  den  früheren  Nummern 
treten  können,  noch  h  formale  Lösungen  durch  den  Ansatz  ^^) 

(21)  y  =  e  ^''"^^ w 

crewinnen,  in  der  q  als  Polynom  von  -    —  so  zu  bestimmen  ist,  daß 

man  für  u  eine  Differentialgleichung  erhält,  die  durch  eine  Reihe  von 
der  Form  (12)  formal  befriedigt  wird.  Nach  Bestimmung  des  Grades 
von  g  (vgl.  Nr.  5)  erhält  man  für  den  Koeffizienten  der  höchsten  Potenz 

von  -  in  gi )  eine  algebraische  Gleichung;  ist  g  bekannt,  so 

erhält  man  für  die  in  (12)  auftretende  Größe  q  abermals  eine  determi- 
nierende Gleichung.  Fallen  Wurzeln  der  letzteren  Gleichung  zusammen, 
so  erhält  man  formal  logarithmenbehaftete  Ersatzintegrale,  fallen  Wurzeln 

der  ersten  Gleichung  zusammen,  so  erhält  man  durch  Einführung  von 

1 
(a;  _  aY  statt  x  —  a  Ersatzausdrücke.  ^^)     Nach  dem  Vorgange  von 
P.  Günther  ^^)  kann  man   die  erste  algebraische  Gleichung  durch  eine 
andere  ersetzen,  welche  gleichzeitig  die  Wurzeln  q  liefert. 

Im  aUo-emeinen  werden  auch  die  so  gewonnenen  Ausdrücke  diver- 
gieren, man  nennt  sie  dann  Normalreihen,  logarithmische  Normal- 
reihen und  im  letzten  Falle  nach  Poincare^^)  anormale  Reihen.  Im 
FaUe  der  Divergenz  besteht  zwischen  den  Größen  q  und  den  Wurzeln  der 
zu  der  singulären  Stelle  gehörigen  Fundamentalgleichung  im  allgemeinen 
kein  näherer  Zusammenhang,  trotzdem  geben  die  formal  gewonnenen  Aus- 
drücke Aufschluß  über  das  Verhalten  der  Integrale, bei  geradliniger  An- 
näherung an  die  singulare  Stellö  und  in  gewisser  Weise  auch  über  das 
Verhalten  in  der  ganzen  Umgebung  der  singulären  SteUe,  wie  in  der 
nächsten  Nummer  gezeigt  werden  soll.  Es  wird  sich  dabei  empfehlen, 
die  singulare  SteUe  ins  Unendliche  zu  werfen,  da  sich  dann  die  Unter- 
suchungen etwas  übersichtlicher  gestalten. 

Die  Frage,  wann  man  in  (21)  für  u  eine  sich  an  der  Stelle  a 
bestimmt  verhaltende  Lösung  erhält,  wann  also  die  auftretenden  Reihen 
konvergieren,  wurde  durch  Thome  in  einer  großen  Anzahl  von  Ar- 
beiten ^°)  für  den  Fall  rationaler  oder  algebraischer  Koeffizienten  durch 


66)  Thome,  J.  f.  Math.  76,  Nr.  6,  83,  Nr.  6,  91,  Nr.  7  III  b). 

67)  Fabry,  Sur  les  integrales  des  equations  lineaire§.     These,  Paris  1885. 

68)  Günther,  Über  lineare  Differentialgleichungen.     J.  f.  Math.  105  (1889), 
p.  1—34  und  119  (1898),  p.  330—338. 

69)  Poincare,   Sur  lea  integrales  irregulieres.     Acta  math.  8  (1886),  p.  305. 

70)  Vgl.  insbesondere  die  Übersichten,  welche  Thome  im  J.  f.  Math.  96  und 
122  über  seine  Arbeiten  gibt. 
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Zerlegung  der  Differentialgleichung  untersucht.''^)  Im  Falle  der  Kon- 
vergenz nennt  man  die  Lösungen  der  Form  (21)  Normalintegrale.  Im 
Anschluß  an  eine  Arbeit  von  Cayley'^^)  untersuchen  M.  Hamburger'^^) 
und  P.  Günther^^)  die  Frage  nach  der  Existenz  von  Normalintegralen 
für  eine  Differentialgleichung,  die  im  Endlichen  nur  die  eine  zu 
untersuchende  singulare  Stelle  besitzt,  während  sich  im  Unendlichen 
alle  ihre  Integrale  bestimmt  verhalten. 

5.  Asymptotisclie  Darstellung  von  Integralen.  Das  Beispiel  der 
Zylinderfunktionen  war  wohl  das  erste,  welches  darauf  führte,  eine 
lineare  Differentialgleichung  vermittels  einer  divergenten  Reihe  zu  be- 
friedigen, und  bei  dem  sich  gleichzeitig  der  Charakter  der  Reihe  als  der 
einer  semikonvergenten  ergab  (vgl.  das  Ref.  von  Wangerin  II  A  10, 
Nr.  49).  In  allgemeineren  Fällen  erkannte  PetzvaV^)  die  Bedeutung 
dieser  divergenten  Reihen  für  die  Integration  von  linearen  Differential- 
gleichungen, doch  zeigte  erst  Poincare''^)  allgemein  für  den  Fall  ratio- 
naler Koeffizienten  der  Differentialgleichung  die  Verwendbarkeit  der 
divergenten  Reihen  zur  Wertberechnung  gewisser  Integrale. 

Es  seien  in 

(22)  p,(x)  fl  +p,{x)  1^.;^  +  . . .  +  ^„(^)^  =  0 

et  OC  0/  oc 

die  Koeffizienten  ganze  rationale  Funktionen  in  x,  und  zwar  Pj{x) 
vom  Grade  h  -\-  jk  (j  =  0,  .  .  .,  w);  dann  nennt  man  nach  Poincare'^^) 
a;  =  oo  eine  Unbestimmheitsstelle  vom  Range  Je  -\-  1 .  Unter  den  zu 
cx)  gehörigen  Normalreihen  der  Form 


(23)  e^(^)^??(v) 


ist  dann  mindestens  eine,  für  welche  g(x)  vom  Grade  Je  -{-  1  in  rc  ist, 
für  keine  Normalreihe  kann  jedoch  der  Grad  des  dazugehörigen  g(x) 
h  -{-  1  übersteigen.     Poincare  behandelt  zunächst  die  Differentialglei- 


71)  Vgl.  auch  Fabry,  Reductibilite  des  equations  diff'erentielles  lineaires. 
Paris  C.  R.  106  (1888),  p.  732—734;  S.  M.  F.  Bull.  XV,  p.  135—142. 

72)  Cayley,  Note  on  the  theory  of  linear  differential  equations.  J.  f.  Math. 
100  (1886),  p.  286—295. 

73)  Hamburger,  Über  eine  spezielle  Klasse  linearer  Differentialgleichungen. 
J.  f.  Math.  103  (1888),  p.  238—273. 

74)  Petzval,  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen  II,  5.  Abschnitt, 
§  4—9. 

75)  Poincare,  Sur  les  integrales  irreguliäres.  Paris  C.  R.  101  (1885),  p.  939 
l?is  941,  990 — 992;  sur  les  equations  lineaires  aux  differentielles  et  aux  differences 
finies  Americ.     J.  VII  (1885),  p.  203—258;  ferner  die  in  (69)  zitierte  Arbeit. 

76)  Poincare,  a.  a.  0.  Acta  math.  8,  p.  305. 

32* 
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chungen  mit  ganzen  rationalen  Koeffizienten  vom  Range  1,  die  Koeffi- 
zienten seien  also  vom  Grade  li,  ferner  seien  Cq^\  Gi'^\  •  •  •?  ^n^^  die 
Koeffizienten  von  cd'  in  Pq{x),  p^(x),  .  .  .,  Pni^)  und  a^,  a^,  .  .  .,  a^  die 
Wurzeln  der  Gleichung 

(24)  Co^a"  +  OiWa"-^  H h  <^„^'^  =  0. 

Sind  diese  Wurzeln  voneinander  verschieden,  so  erhält  man  w  Normal- 
reihen in  der  Form  (23),  wobei  jeweils  e^(^)  bzw.  durch  e"}"  {j=  1, 2, ...  w) 
zu  ersetzen  ist. 

Es  gelten  dann  folgende  Hilfssätze:  Es  sei  a^  diejenige  Wurzel 
von  (24),  welche  den  größten  reellen  Teil  besitzt;  sind  dann  die 
reellen  Teile  aller  n  Wurzeln  voneinander  verschieden,  so  ist  im  all- 
gemeinen für  ein  Integral  y  von  (22)  bei  Annäherung  von  a;  an  oo 
längs  der  positiven  Achse  des  Reellen 

(25)  limf^-  =  a,; 

x  —  oa  J 

es  gibt  aber  partikuläre  Integrale,  für  welche  an  Stelle  von  a^ 
eine  andere  Wurzel  tritt.'^^)  Fallen  jedoch  nur  die  reellen  Teile  einiger 
der  Wurzeln  zusammen,  so  kann  für  gewisse  Integrale  der  Grenzwert 
der  linken  Seite  von  (25)  unbestimmt  werden.  Sieht  man  von  diesem 
letzteren  Falle  ab,  so  folgt  aus  (25),  bezüglich  aus  der  an  ihre  Stelle 
tretenden  Ersatzgleichung,  daß  man  eine  Zahl  a  so  angeben  kann, 
daß  für  alle  Integi-ale  y  der  Ausdruck  ^-^  e"'^^  (Zc  =  0,  1,  .  .  .,  w) 
nach  0  konvergiert,  wenn  x  in  der  angegebenen  Weise  in  das  Unend- 
liche rückt.  Ohne  die  obige  Einschränkung  bezüglich  der  Wurzeln  von 
(24)  findet  sich  ein  Existenzbeweis  für  die  Zahl  a  bei  Picard"'^)  im 
Anschluß  an  eine  in  russischer  Sprache  veröffentlichte  Arbeit  von 
Liapounoff^^),  an  dessen  Beweismethode  sich  Birlihoff  in  der  in  3e  be- 
sprochenen Arbeit  anschloß.  Um  die  beiden  Sätze  auch  auf  den  Fall 
auszudehnen,  in  welchem  x  mit  beliebigem,  aber  festem  Argument  a 
in  das  Unendliche  rückt,  hat  man  x  durch  xe''"'  zu  ersetzen;  man 
kann  dann  den  zweiten  Satz  auch  in  der  Form  aussprechen:   es  gibt 

1  L      I 

für  jedes  a  stets  eine  positive  Größe    a,    so    daß    i  — *    <  ^^,  ^^^^ 


Re^"'  und  B  groß  genug  ist. 


dx" 


77)  Poincare,  a.  a.  ü.  Americ.  J.  VII,  Nr.  3;  vgl.  Pincherle,  Sur  la  gäne'ra- 
tion  des  systfemes  recurrents.  Acta  math.  16  (1892),  p.  341—363,  Perron,  Über 
lineare  Differentialgleichungen,  J.  f.  Math.  142  p.  254f.,  143  p.  25f. 

78)  Picard,  Traite  d'Analyse  III,  2.  ed.,  p.  385. 

79)  Liapounoff,  Sur  la  stabilite  du  mouvement  dans  un  cas  particulier. 
Communication  de  la  Soc.  math.  de  Charkow  (2)  2  (1891),  p.  1—94  in  französi- 
scher Übersetzung  Ann.  de  Toulouse  (2)  9  (1908). 
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Den  zweiten  Hilfssatz  wendet  Poincare  auf  die  Laplace  sehe  Trans- 
formierte von  (22)  an  (vgl.  für  das  Folgende  Nr.  22)  für  den  Fall,  daß 
diese  Differentialgleichung  und  damit  auch  ihre  Laplaceeche  Trans- 
formierte L  vom  Range  1  sind.  Sei  nämlich  rjj  eine  geeignet  ge- 
wählte Lösung  von  L,  so  folgt,  sofern  \x'\  groß  genug  ist,  daß 

(26)  t/j  =fe^^ri^{z)  dß  (j  =  1,  2,  . .  .  n) 

eine  Lösung  von  (22)  ist,  wenn  das  Integral  auf  einem  Schleifenweg 
um  a  ■  genommen  ist,  der  von  oo  auf  einem  Radiusvektor,  längs  dessen 
der  reelle  Teil  von  zx  negativ  ist,  ohne  ein  anderes  a  zu  treffen  bis 
in  die  Nachbarschaft  von  Uj  geht  und  nach  Umkreisung  dieses 
Punktes  im  nesrativen  Sinne  auf  dem  früheren  Radiusvektor  nach  oo 
zurückkehrt.  Zerlegt  man  nun  das  Schleifen  integral  in  die  zwei  Teile 
längs  des  Radiusvektor  und  in  das  Integral  über  den  kreisförmigen 
Teil,  so  erhält  man  durch  Reihenentwicklung  Ausdrücke,  welche  mit 
den  Normalreihen  formal  übereinstimmen,  aber  bei  Abbruch  bei  dem 
(m  -\-  1)*^"  Gliede  (w  =  0,  1,  2  .  .  .)  für   die  Integrale   die  Darstellung 

(27)  yj  =  e^j^x^j  (d,o  +  ^^^^  +--'^  +  'j.?).  (i  =  1,  2, . . .  w) 
liefern,  wobei  lim  y^^,  =  0  ist,  wenn  x  in  fester  Richtung  entsprechend 

den  obigen  Festsetzungen  in  das  Unendliche  rückt,  eine  Tatsache,  bei 
deren  Beweis  man  eben  den  angegebenen  Hilfssatz  heranziehen  muß. 
Die  Normalreihen  stellen  also  im  Sinne  der  Gleichung  (27)  die  Inte- 
grale asymptotisch  dar. 

Einen  entsprechenden  Satz  beweist  Poincare  für  Differentialglei- 
chungen mit  rationalen  Koeffizienten  von  beliebigem  Range,  indem  er 
dieselben  auf  Differentialgleichungen  vom  Range  1  zurückführt^"), 
welche  gleichfalls  rationale  Koeffizienten  besitzen.  Einfacher  jedoch 
erweist  sich  die  von  Cunningham^^)  und  allgemeiner  von  BirJchoff^^) 
eingeführte  Ausdehnung  der  Laplace  sehen  Transformierten  auf  Diffe- 
rentialgleichungen mit  rationalen  Koeffizienten  von  höherem  als  dem 
ersten  Range,  da  dadurch  eine  direkte  Behandlung  dieser  Fälle  er- 
möglicht wird.     (Vgl.  Nr.  22.) 

Diese  Ableitungen  von  Poincare  gelten  zunächst  nur,  wenn  x  in 
bestimmter  Richtung   in  das  Unendliche  rückt,    es   ergibt   sich   aber 

80)  Poincare,  Acta  math.  8,  §  5  u.  6. 

81)  Cunninghavi,  On  linear  diiferential  equations  of  rank  unity  Lond,  M.  S. 
Proc.  (2)  4  (1906),  p.  374—383. 

82)  Birkhoff,  Singular  points  of  ordinary  linear  dififerential  equations.  Trans, 
of  Amer.  M.  S.  10  (1909),  p.  436—470,  speziell  p.  454. 
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aus  ihnen  sofort  die  Gültigkeit  der  asymptotischen  Darstellungen  (27) 
innerhalb  gewisser  Sektoren  der  a:-Ebene,  wobei  jedoch  die  asympto- 
tischen Darstellungen  in  verschiedenen  Sektoren  verschiedene  Integrale 
darstellen.  Doch  läßt  sich,  wie  Horn^^)  als  erster  zeigte,  die  Methode 
von  Poincare  derart  ausbauen,  daß  man  das  Verhalten  der  Integrale 
in  der  ganzen  Umgebung  von  oo  untersuchen  kann  und  z.  B.  Aufschluß 
über  die  Verteilung  der  Nullstellen  der  Integrale  daselbst  erhält. 
Neuerdings  hat  Horn^^),  anschließend  an  eine  von  Nörlund^'^)  für 
lineare  Differenzengleichungen  angegebene  Methode,  die  Normalreihen 
vermittelst  der  Laplaceschen  Transformierten  durch  konvergente  Fa- 
kultätenreihen ersetzt. 

Wir  kommen  nun  zu  denjenigen  Untersuchungen,  welche  be- 
zwecken, auch  noch  die  Voraussetzung  rationaler  Koeffizienten  abzu- 
streifen, da  das  Verhalten  im  Unendlichen  nur  durch  den  Charakter 
der  Koeffizienten  in  der  unmittelbaren  Umgebung  von  oo  bestimmt 
sein  wird.  Zunächst  untersuchte  Kneser^^)  die  asymptotischen  Dar- 
stellungen bei  Differentialgleichungen,  deren  Koeffizienten   die  Form 


—  00 


(28)  V  o,,x^ 


besitzen,  in  denen  aber  die  Größen  a^  ebenso  wie  die  unabhängige  Ver- 
änderliche X  auf  reeUe  Werte  beschränkt  sind.  In  allgemeiner  Weise 
nahm  dann  Hörn  die  Frage  in  Angriff,  und  zwar  vermittelst  zweier 
verschiedener  Methoden.     Die   erste  Methode  ^^)  benutzt  die  oben  er- 

83)  Hörn,  Verwendung  asymptotischer  Darstellungen  zur  Untersuchung  der 
Integrale  einer  speziellen  Differentialgleichung,  Math.  Ann.'49  (1897),  p.  453— 496; 
Über  eine  Klasse  linearer  Differentialgleichungen,  Math.  Ann.  50  (1898),  p.  525—556; 
Über  die  irregulären  Integrale  der  linearen  Differentialgleichungen,  Acta  math.  23 
(1899),  p.  171— 202.  Vgl.  ferner  W.  Jacohsthal, Xiher  die  asymptotische  Darstellung  der 
Integrale  einer  gewissen  Differentialgleichung  2ter  Ordnung,  Diss.  Straßburg  1899 
und  asymptotische  Darstellung  von  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen, 
Math.  Ann,  56  (1902),  p.  129—154,  sowie  die  in  82  zitierte  Arbeit  von  Birkhoff. 

84)  Hörn,  Fakultätenreihen  in  der  Theorie  der  linearen  Differentialglei- 
chungen, Math.  Ann.  71  (1911),  p.  510—532;  ferner  Watson,  The  transformation 
of  an  asymptotic  series,  Rend.  del  circ.  mat.  di  Palermo  34  (1912),  p.  41—88. 

85)  Nörlund,  Bidrag  til  de  lineaere  Differensligningers  Theori,  Diss.  Kopen- 
hagen 1910;  Über  lineare  Differenzengleichungen,  Abb.  der  Ak.  Kopenhagen,  math. 
nat.  Klasse  1911;  vgL  auch  Sur  les  equatioüs  aux  differences  finies  P.  C.  R.  (1909), 
p.  841—843  und  Acta  math.  34. 

86)  Kneser,  Untersuchung  und  asymptotische  Darstellung  der  Integrale  ge- 
wisser Differentialgleichungen,  J.  f.  Math.  116  (1896),  p.  178-212;  117,  p.  72-103; 
120  (1899),  p.  267—275.  Einige  Sätze  über  die  asymptotische  Darstellung  von 
Integralen   linearer  Differentialgleichungen,  Math.   Ann.  49  (1897),   p.  383—399, 

87)  Hom,  Über  das  Verhalten  der  Integrale  von  Differentialgleichungen  bei 
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wähnten  Untersuchungen  von  Poincare  über  die  Grenzwerte  der  log- 
arithmischen Ableitungen  der  Integrale  unter  Zurückf  ührung  der  Dilffe- 
rentialgleichung  w*"  Ordnung  auf  eine  solche  (w  —  1)*"  Ordnung,  für 
welche  die  asymptotische  Darstellung  als  bewiesen  angenommen  wird. 
Die  Methode  versagt  jedoch,  wie  schon  oben  ausgeführt  wurde,  wenn 
die  reellen  Teile  von  Wurzeln  der  (24)  entsprechenden  Gleichung  allein 
zusammenfallen.  Diese  Methode  erscheint  daher  nach  den  bis  jetzt 
vorliegenden  Untersuchungen  za  einer  Diskussion  über  das  Verhalten 
der  Integrale  in  der  ganzen  Umgebung  der  singulären  SteUe  nicht 
recht  geeignet,  da  bei  ihr  gewisse  Richtungen  für  die  Annäherung 
von  a;  an  cx)  ausgeschlossen  werden  müssen,  um  den  Ausnahmefall  zu 
vermeiden.  Die  zweite  Methode^^)  liefert  dagegen  vermittelst  sukzes- 
siver Annäherung  die  asymptotischen  Darstellungen  in  einer  Form, 
welche  zur  vollständigen  Diskussion  der  Integrale  in  der  Umgebung 
der  singulären  Stelle  sehr  geeignet  ist  und  bequeme  Restabschätzungen^^) 
gestattet. 

In  überaus  einfacher  und  eleganter  Weise  führt  BirMwfp^)  den 
Fall  allgemeiner  Koeffizienten  der  Form  (28)  auf  den  Fall  rationaler 
Koeffizienten  zurück.  Der  größeren  Bewegungsfreiheit  halber  geht 
Birkhoff  nach  dem  Vorgang  von  Schlesinger  von  einem  Systeme 

der  Annäherung  an  eine  Unbestimmtheitsstelle,  J,  f.  Math.  118  (1897),  p.  257—274; 
Über  die  asymptotische  Darstellung  der  Integrale  linearer  DiflEerentialgleichungen, 
Acta  math.  24  (1901),  p.  289—308. 

88)  Hörn,  Sur  las  integrales  irregulieres,  Paris  C.  R.  126  (1898),  p.  205—208, 
Untersuchung  der  Integrale  einer  linearen  Differentialgleichung  vermittelst  suk- 
zessiver Annäherungen,  Arch.  Math.  Phys.  (3)  4  (1908),  p.  213—230;  Über  die 
asymptotische  Darstellung  der  Integrale  linearer  Differentialgleichungen,  J.  f. 
Math.  133  (1907),  p.  19—67.  In  seiner  Arbeit,  Über  das  Verhalten  der  Integrale 
linearer  Differenzen-  und  Differentialgleichungen  für  große  Werte  der  Veränder- 
lichen. J.  f.  Math.  138  (1910),  p.  159—191  benutzt  Hörn  die  Methode  sukzessiver 
Annäherung  unter  absichtlicher  Beschränkung  auf  reelle  x  und  weist  darauf  hin, 
daß  man  anstatt  der  Methode  der  sukzessiven  Annäherungen  auch  die  von  Dini, 
Studi  suUe  equazioni  differenziali  lineari  (Annali  di  Mat.  (3)  Bd.  2  und  3  (1899)) 
gegebene  Darstellung  der  Integrale  einer  linearen  Differentialgleichung  benutzen 
kann.  Im  Anschluß  an  Dinia  Untersuchungen  behandelt  C.  E.  Love,  Am.  Journ. 
of  Math.  36  (1914)  den  Fall  mehrfacher  Wurzeln  der  (24)  entsprechenden  Glei- 
chung für  Differentialgleichungen  zweiter  und  dritter  Ordnung.  Bez.  der  Anwen- 
dung sukzessiver  Approximationen  zur  Ableitung  asymptotischer  Darstellungen, 
vgl.  auch  Picard,  Traite  d'Analyse  2.  M.  (1908),  III.  p.  412. 

89)  Bez.  Restabschätzungen  vgl.  auch  die  in  (83)  zitierten  Arbeiten  von 
W.  Jacobsthal,  ferner  die  an  Kneser  anknüpfende  Arbeit  von  Ä.  Hamburger,  Über 
die  Restabschätzungen  bei  asymptotischen  Darstellungen,  Diss.    Berlin  (1905). 

90)  Birkhoff,  vgl.  (82),  ferner  Equivalent  Singular  points  of  ordinary  linear 
differential  equations,  Math.  Ann.  74  (1913),  p.  134—139. 
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(29)  ^  =  2'i'.vy>      (i=l,2,...,«) 


}■• 


aus,  in  dem  die  pij  die  Form  (28)  haben.  Ist  q  der  größte  Wert  von 
g  in  (28)  für  alle  Koeffizienten  pij,  so  ist  q -\-  1  der  Rang  des  Sy- 
stems. Zwei  Systeme  der  Form  (29)  sind  nun  nach  Birlihoff  in  bezug 
auf  den  singulären  Funkt  oo  äquivalent,  wenn  sie  durch  eine  Trans- 
formation 

n 

(30)  yi  =  ^a,jYj         (^=l,2,..v^) 

verbunden  werden  können,  wobei  die  Funktionen  a,y  von  x  sich  in  oo 
wie  analytische  Funktionen  verhalten  und  sich  für  ic  =  cx)  auf  8ij 
reduzieren,  wenn  d,-,- =  1,  dij  =  0,  sobald  j=^i  ist.  Dann  gilt  der 
folgende  Satz^^),  den  JBirlchoff  mit  Hilfe  von  Integralgleichungen  be- 
weist: Jedes  System  linearer  Differentialgleichungen  (29)  vom  Range 
q  -\-  1  für  X  =  oo  ist  in  bezug  auf  die  singulare  Stelle  x  =  oo  äqui- 
valent einem  Systeme 

n 

(31)        ^45=-2^-(^)r„    (*=i,2,...,;o 

in  dem  die  Koeffizienten  Polynome  in  x  sind,  deren  Grad  q  -\-  1  nicht 
übersteigt.  Damit  ist  aber  die  Zurückführung  auf  den  von  Poincare 
behandelten  Fall  erreicht.  Ist  speziell  oo  eine  singulare  Stelle  der 
Bestimmtheit,  also  g  -f-  1  =  0,  so  gehen  die  Funktionen  Pij(x)  in 
Konstante  &.,  über,  wenn  die  &..  die  Koeffizienten  von  —  in  den  Ent- 
Wicklungen  von  Pij{x)  nach  fallenden  Potenzen  von  x  sind.  Man 
kommt  also  im  Falle  einer  singulären  Stelle  der  Bestimmtheit  durch 
die  Substitution  (30)  auf  ein  elementar  integrierbares  System  von 
Differentialgleichungen.  Nach  dem  von  JBirkhoff  gegebenen  Verfahren 
kann  man  also  in  der  Tat  singulare  Stellen  der  Bestimmtheit  und  Un- 
bestimmtheitsstellen von  endlichem  Range  in  einheitlicher  Weise  be- 
handeln. 

6.  Entwicklungen  der  Integrale  in  einem  Kreisring  und  in 
der  Umgebung  der  allgemeinsten  UnbestimmtheitssteUe.  Es  seien 
jetzt  die  Koeffizienten  in  (1)  innerhalb  eines  Kreisringes  etwa  für 
jR  <  I  ic  —  a  j  <  J2'  analytische  Funktionen,  also  in  Laurentsche  Reihen 


91)  Birlchoff,  a.  a.  0.,  Math.  Ann.  74,  p.  136.  Eine  eingehende  Behandlung 
einer  Differentialgleichung  z-weiter  Ordnung  gibt  Birlchoff,  On  a  simple  type  of 
irregulär  singular  point.    Trans,  of  the  Am.  Math.  Soc.  14  (1913),  p.  462—476. 
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nach  steigenden  und  fallenden  Potenzen  von  x  —  a  entwickelbar.  Aus 
Nr.  3  folgt  dann  die  Existenz  von  Integralen  der  Form  (7),  speziell 
von  Integralen  der  Form 

-f.   00 

(32)  ^  =  2^.^,  +  .. 

00 

Durch  Einsetzen  in  die  Dijfferentialgleichung  erhält  man  dann  unend- 
lich viele  lineare  Gleichungen  für  die  unendlich  vielen  Unbekannten^^, 
die  sicher  dann  behandelbar  sind,   wenn   man  den  Koeffizienten  von 

jn  —  1.. 

— -^~i  zum  Verschwinden  gebracht  hat.  Für  die  Durchführung  der 
ax  ^ 

Auflösung  eignet  sich  am  besten  die  Methode  der  unendlichen  Deter- 
minanten, die  von  HiU^^)  in  einem  Spezialfall  eingeführt  und  von 
Helge  v.  Koch^^)  zur  Erledigung  des  allgemeinen  Falles  herange- 
zogen wurde.  Die  Bedingung  für  die  Auflösbarkeit  des  Systems 
liefert  für  q  eine  transzendente  Gleichung,  deren  linke  Seite  durch 
eine  unendliche  Determinante  dargestellt  wird.  Bei  geeigneter  Um- 
formung dieser  Determinante  erhält  man  die  Exponenten  q  als  Null- 
stellen einer  ganzen  transzendenten  Funktion,  welche  die  Periode  1 
hat  und  im  allgemeinen  n  in  bezug  auf  diese  Periode  inkongruente 
Wurzeln  besitzt.  Zu  jedem  dieser  n  inkongruenten  Wurzelsysteme 
erhält  man  ein  Integral  der  Form  (32),  gibt  es  jedoch  weniger  als 
n  inkongruente  Wurzelsysteme,  so  erhält  man  wie  in  Nr.  3  b  durch 
Differentiation  nach  q  Ersatzintegrale.  ^*) 

Auf  ganz  andere  Weise  gewinnt  Hamlurger^'")  Darstellungen  der 
Integrale  innerhalb  eines  Ringgebietes  vermittelst  geeigneter  konformer 
Abbildung  des  unendlich  oft  überdeckt  angenommenen  Ringgebietes 
auf  einen  einfach  überdeckten  Bereich.     Foincarp^)  wählt  als   abbil- 

92)  Rill,  Motion  of  the  lunar  perigee,  Acta  math.  8  (1886). 

93)  H.  V.  Koch,  Sur  une  application  des  determinants  infinis,  Acta  matli.  15 
(1891),  p.  53—63;  Sur  les  determinants  infinis  et  les  equations  diflfe'rentielles, 
Acta  math.  16  (1892),  p.  217— 295;  bez.  der  entsprechenden  Determinantensätze  für 

7  W  —    1 

Differentialgleichungen,  in  denen  der  Koeffizient  von  ^  nicht  wec^fällt   vel 

dx"-^  °  ^' 

H.  V.  Koch,  Sur  les  systemes  des   dquations  differentielles  line'aires  du  prämier 
ordre,  Paris  C.  R.  116  (1893),  p.  179  —  181. 

94)  Vgl.  speziell  H.  v.  Koch,  a.  a.  0.,  Acta  math.  16,  p.  264. 

95)  Hamburger,  Über  ein  Prinzip  zur  Darstellung  des  Verhaltens  mehrdeu- 
tiger Funktionen,  J.  f.  Math.  83  (1877),  p.  185—209;  Über  die  Wurzeln  der  Fun- 
damentalgleichung, J.  f.  Math.  84  (1877),  p.  264—267. 

96)  Poincare,  Sur  les  groupes  des  equations  lineaires.  Acta  math  4  (1884) 
p.  210. 
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dende  Funktion  x  —  a  =  {xq  —  a)  (t^X\  wobei  x^  —  a  irgendeinen 
Punkt  im  Innern  des  Ringgebietes  darstellt,  li  eine  positive  reelle 
Größe  ist.  Kennt  man  dann  für  die  Integrale  die  Potenzreihenent- 
wicklungen nach  ganzen  Potenzen  von  t,  so  beherrscht  man  das  Ver- 
halten der  Integrale  bei  beliebigen  Umläufen  von  x  innerhalb  des 
Kreisringes,  indem  man  nur  in  die  Potenzreihen  für  die  Integrale 
statt  des  ursprünglichen  t  den  Wert  einzusetzen  hat,  den  es  nach  dem 
Umlauf  angenommen  hat.^'^) 

7.  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Koeffizienten  und 
Differentialgleichungen  des  Fuehsschen  Typus.  Hat  eine  lineare 
Diiferentialgleichung  rationale  Koeffizienten,  so  werden  die  bei  a;  ==  0 
und  X  =  oo  sich  bestimmt  verhaltenden  loo-arithmenfreien  Integrale 
durch  einen  und  denselben  Algorithmus  geliefert,  in  dem  nur  gewisse 
Parameter  in  bestimmter  Weise  sich  ändern.  Von  selbst  bot  sich 
diese  Tatsache  im  Falle  der  Difi'erentialgleichung  der  hypergeome- 
trischen Funktion  dar.  (Vgl.  Nr.  18.)  Seifert^^)  entwickelte  dieselbe 
Tatsache  für  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  im  ganzen 
4  singulären  Stellen  der  Bestimmtheit,  Heffter^^)  für  Differentialglei- 
chungen zweiter  Ordnung  mit  beliebig  vielen  singulären  Stellen  der  Be- 
stimmtheit, später ^°®)  allgemein  für  Differentialgleichungen  n^^^  Ord- 
nung mit  rationalen  Koeffizienten.  Schaf heitlein^^^)  führte  für  die 
allgemeinste  Differentialgleichung  mit  rationalen  Koeffizienten  eine 
Normalform  ein,  in  deren  Koeffizienten  die  eben  erwähnten  Parameter 
als  solche  schon  zutage  treten.  , 

Unter  den  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Koeffizienten 
sind  natürlich  jene  Differentialgleichungen,  welche  nur  singulare  Stellen 
der  Bestimmtheit  besitzen,  von  ausgezeichneter  Bedeutung;  sie  werden 


97)  Vgl.  auch  MiUag-Leffkr,  Sur  la  representation  analytique  des  integrales 
et  des  invariants  d'une  equation  differentielle  lineaire,  Acta  math.  15  (1891), 
p.  1—32. 

98)  Seifert,  Über  die  Integration  der  Differentialgleichung  usw.  Diss.  Göt- 
tingen 1875. 

99)  Heffter,  Zur  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung.   Diss.  Berlin  1886. 

100)  Heffter,  Über  Rekursionsformeln  der  Integrale  linearer  Differentialglei- 
chungen. J.  f.  Math.  106  (1890),  p.  269—282;  Bemerkungen  über  die  Integrale 
linearer  Differentialgleichungen.  J.  f.  Math.  109  (1892),  p.  222—224;  vgl.  ferner 
Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  p.  212  f. 

101)  Schafheitlein,  Über  eine  gewisse  Klasse  linearer  Differentialgleichungen, 
Diss.  Halle  (1885);  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  mit  rationalen 
Koeffizienten.   J.  f.  Math.  106  (1890),  p.  283—314  u.  111  (1893),  p.  44—52. 
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in  der  Literatur  unter  dem  Namen  Differentialgleichungen  des  Fuchs- 
schen  Typus  oder  der  Fuchsschen  Klasse  zusammengefaßt,  eine  Bezeich- 
nung, die  dadurch  gerechtfertigt  ist,  daß  Fuchs  diese  Differentialglei- 
chungen als  erster  in  ihrer  allgemeinen  Form  betrachtet  und  für  sie 
eine  umfassende  Integrationstheorie  entwickelt  hat  (Vgl.  Nr.  18.) 
Damit  eine  Differentialgleichung  dem  Fuchsschen  Typus  angehöre,  ist 
notwendig  und  hinreichend^"^,  daß  sie  die  Form 

besitzt,  wenn  iIj{x)  =  (x  —  aj  (x  —  a^)  •  •  •  (x  —  a)  und  g^{x)  eine 
ganze  rationale  Funktion  von  x  höchstens  vom  Grade  X  ist.  Die  not- 
wendigerweise voneinander  verschiedenen  Werte  a^,  a^,  •  •  •  a  sind 
die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  im  Endlichen,  zu 
denen  im  allgemeinen  noch  a^^^  ==  oo  tritt.  Als  Wurzeln  der  zu 
x  =  oo  gehörigen  determinierenden  Gleichung  bezeichnet  man  im  An- 
schluß an  Fuchs  gewöhnlich  nach  Ausführung  der  Transformation 
~  =  2  die  Wurzeln  der  zu  ^  =  0  gehörigen  determinierenden  Glei- 
chung, Heffter^^^)  wählt  dagegen  die  Wurzeln  mit  entgegengesetztem 
Vorzeichen.  Bedeuten  nun  die  Größen  rx-  (A  =  1,  2,  •  •  •,  w,  j  =  1, 
2,  •  •  •,  ()  -[-  1)  die  Wurzeln  der  zu  a^  gehörigen  determinierenden  Glei- 
chungen, so  ist^*'*) 

(34)  ^_^.,^  =  ('-lL»(i-«. 

Genügen  umgekehrt  die  Größen  rxj  nur  der  einen  Bedingung  (34), 
so  kann  man  nach  Vorgabe  der  singulären  Stellen  eine  Differential- 
gleichung (33)  aufstellen,  in  der  für  h>  2  die  Funktionen  5'^(„_i)(ic) 
noch  je  hiß  —  1)  —  q  willkürliche  Konstante  enthalten,  so  daß 
also  in  (33),  wenn  die  singulären  Stellen  und  die  Wurzeln  der 
dazu    gehörigen    determinierenden    Gleichungen    festgelegt  sind,  noch 

2 ^^  ~l~  •^)  4"  1  —  **^  Parameter  willkürlich  bleiben  ^°^),  die  man 

nach  Klein  die  aksessorischen  Parameter  nennt.  Besonders  elegante 
Darstellungen  der  Differentialgleichung  erhält  man  durch  Spaltung  von 

102)  Fuchs,  a.  a.  0.  Ges.  W.  1  (1866),  p.  135  u.  (1866),  p.  186. 

103)  Heffter,  Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen, 
p.  208. 

104)  Fuchs,  a.  a.  0.    Ges.  W.  1  (1865),  p.  128  u.  135;   (1866),  p.  181  u.  186. 

105)  Fuchs,  Über  Relationen,  welche  für  die  zwischen  je  zwei  singulären 
Punkten  erstreckten  Integrale  der  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen  statt- 
finden. J.  f.  Math.  76  (1874),  Ges.  W.  1,  p.  422. 
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X  in    ^   und  Einfübrung  von  Formen  an   Stelle   der  Funktionen,  wo- 

^2  .  .  . 

durch  es  möglich  wird,  sich  der  Algorithmen  der  Invariantentheorie 
zu  bedienen.  Es  kommen  dabei  in  erster  Linie  zwei  Prozesse  in  Be- 
tracht, der  Überschiebungsprozeß  (vgl.  das  Ref.  I  B  2  {Meyer)  Nr.  14) 
und  die  Derivatbildung ^°®).  Bez.  weiterer  Ausführungen  sei  auf  das 
eben  erwähnte  Ref.  I  B  2  {Meyer)  sowie  auf  das  Ref  II  B  4  {Friclce) 
Nr.  32  verwiesen  und  in  Ergänzung  dieser  Referate  nur  hervorgehoben, 
daß  Pick  und  Hirsch  die  ersten  waren,  welche  unabhängig  von  der 
Frage  nach  rationalen  Lösungen  die  invariante  Form  der  Differential- 
gleichung einführten. 

Besitzt  eine  lineare  Differentialgleichung  auf  einer  gegebenen 
w blättrigen  Eiemannschen  Fläche  vom  Geschlechte  p  nur  singulare 
Stellen  der  Bestimmtheit,  so  gehören  die  Koeffizienten  der  Differen- 
tialgleichung demselben  algebraischen  Gebilde  an.  Ist  ^  >  1 ,  so  gibt 
es  auf  dem  algebraischen  Gebilde  schon  lineare  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  ohne  singulare  Punkte,  die  also  ein  gewisses  Analogon 
zu  den  auf  dem  Gebilde  überall  endlichen  Integralen  von  algebraischen 
Funktionen  bilden.  Pich^'^'^)  erhält  diese  Differentialgleichungen  in 
systematischer  Weise  vermittelst  Anwendung  des  Überschiebungs- 
prozesses auf  multiplikative  Formen  (vgl.  das  Ref.  II  B  4  {FricJce) 
Nr.  17),  eine  andere  systematische  Herleitung  findet  sich  in  der  aus 
einem  Seminar  von  Wirtinger  hervorgegangenen  Arbeit  von  Groß^^^). 
Bez.  weiterer  Ausführungen  insbesondere  bez.  der  Behandlung  ein- 
zelner Fälle  sei  auf  das  Ref.  II  B  4  (Friclce)  Nr.  32  verwiesen.  All- 
gemein enthält  auf  einer  Piemann  schien.  Fläche  vom  Geschlechte  p 
eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  auf  der- 
selben im  ganzen  q  -]-  1  singulare  Stellen  der  Bestimmtheit  besitzt, 
nach  Vorgabe  dieser  singulären  Stellen  und  der  Wurzeln  der  dazu 
gehörigen  determinierenden  Gleichungen,  die  aber  einer  (34)  ent- 
sprechenden Gleichung  genügen  müssen,  noch  ?>p  —  3  -f-  ^  -{-  1  ^k" 
zessorische  Parameter. 


106)  Pick,  Über  die  Integration  der  Lameschen  Differentialgleicbung,  Wien. 
Ber.  96  (1887),  p.  872—890;  Hirsch,  zur  Theorie  der  Differentialgleichungen  mit 
rationalem  Integral.    Dissertation  Königsberg  1892. 

107)  Pick,  Zur  Theorie  der  zu  einem  algebraischen  Gebilde  gehörigen  For- 
men, Math.  Ann.  50  (1898),  p.  381—397;  Über  nirgends  singulare  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung.  Wiener  Ber.  1907.  Über  die  zu  einer  ebenen 
algebraischen  Kurve  gehörigen  transzendenten  Formen  und  Differentialgleichungen. 
Monath.  für  Math,  und  Phys.  18  (1907),  p.  219—234. 

108)  Groß,  Zur  invarianten  Darstellung  linearer  Differentialgleichungen, 
Monatsh.  für  Math,  und  Physik  22  (1911),  p.  317—344. 
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Für  Systeme  linearer  DifFerentialgleichungen,  welche  nur  singu- 
lare Stellen  der  Bestimmtheit  besitzen,  gibt  es,  wie  aus  Nr.  3  her- 
vorgeht, keine  einfache  notwendige  Form  für  die  Koeffizienten.  Am 
wichtigsten  sind  jedoch  die  von  Schlesinger^^^)  als  „scJilechthin  kanonische 
Differentialsysteme"  bezeichneten,  welche  sich  wohl  zuerst  bei  Poin- 
care^^^)  finden  und  die  Form 

-1  =  1         ^^  '' 
besitzen,    wo  xp(x)  dieselbe  Bedeutung  hat    wie  in  (33),    die    G^^{x) 
ganze  Funktionen  von  x  von  höchstens  (q  —  l)*«»  Grade  sind.  Aus  den 
kanonischen  Difi'erentialsjstemen  gehen  die  allgemeinsten  DilFerential- 
systeme  des  Fuchs  sehen  Typus  durch  die  Transformation 

n 

/  =  1 
hervor,  wo  die  r;^  rationale  Funktionen  sind,  deren  Determinante    r^^] 
nicht  verschwindet. 

8.   Die   Monodromiegruppe.     Abhängigkeit    der  Integrale    von 
Parametern,    welche   in   der  Differentialgleichung   auftreten.      Die 

Gesamtheit  der  linearen  Substitutionen,  welche  ein  Fundamentalsystem 
erfährt,  wenn  die  unabhängige  Veränderliche  von  einem  nicht-sincru- 
lären  Punkte  aus  ohne  einen  singulären  Punkt  zu  trefi'en  iro-endwelche 
geschlossene  Wege  derart  durchläuft,  daß  die  Koeffizienten  der  Diffe- 
rentialgleichung nach  dem  Umlaufe  sich  nicht  geändert  haben,  heißt 
nach  Jordan  und  Poincare'^^)  die  Gruppe  der  Differentialgleichimg,  nach 
Klein^^^)  zur  Unterscheidung  von  der  Transformationsgruppe  (vgl.  das 
Ref  II  A  4b  (Vessiot)  Nr.  37)  die  Monodromiegruppe  derselben.  Dabei 
sieht  man  also  Gruppen,  welche  zu  verschiedenen  Fundamentalsystemen 
gehören,  als  nicht  verschieden  an.  Daher  führt  Poincare^^^)  die  Funda- 
mentalinvarianten der  Gruppe  ein,  welche  sich  beim  Übergang  von  einem 
Fundamentalsystem  zu  einem  andern  nicht  ändern  und  vermittels  deren 

109)  Schlesinger,  Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen,  p.  226. 

110)  Poincare,  Sur  les  groupes  des  e'quations  lineaires,  Acta  math  4  ("1884") 
p.  215.  ^         ^' 

111)  Jordan,  Sur  une  application  de  la  theorie  des  substitutions.  C.  R.  37 
(1874),  p.  741-743,  Bull.  S.  M.  F.  2,  100  (1875).  Poincare,  Sur  les  groupes  des 
equations  lineaires.  Paris  C.  R.  96  (1883),  p.  691-694,  1302-1304,  Acta  math.  4 
(1884),  p.  201—312.  Klein,  Über  die  hypergeometrische  Funktion,  p.  246. 

112)  Poincare,  a.  a.  O.,  vgl.  auch  Vogt,  Sur  les  invariants  fondamentaux  des 
Equations  differentielles  du  second  ordre.  Ann.  ec.  norm.  (3)  6  (1889),  Suppl.  p.3— 72 
(These,  Paris). 
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sich  umgekehrt  die  Koeffizienten  der  Substitution,  welche  irgendein 
Fundamentalsystem  erfährt,  auf  algebraischem  Wege,  also  endlich  viel- 
deutig, berechnen  lassen.  Beispiele  solcher  Fundamentalinvarianteu 
werden  durch  die  Koeffizienten  der  zu  einem  Systeme  linearer  Substi- 
tutionen gehörigen  Fundamentalgleichung  geliefert.  Besitzt  eine  Difi"e- 
rentialgleichung  mit  eindeutigen  Koeffizienten  einschließlich  des  Un- 
endlichen ()  +  1  singulare  Stellen,  so  ist  die  Anzahl  der  Fundamental- 
invarianten der  Monodromiegruppe  n^(()  —  \)-\-l,  zu  denen  noch  2n^p 
Fundamentalinvarianten  hinzutreten,  wenn  die  Koeffizienten  der  Differen- 
tialgleichung auf  einem  algebraischen  Gebilde  vom  Geschlechte  p  eindeu- 
tige Funktionen  sind  und  abermals  die  Gesamtzahl  der  singulären  Stellen 
p  -|-  1  ist.    Betrachtet  man  statt  der  Integrale  selbst  ein  System  von 

Integralquotienten,  etwa  ^  (J  =  2,  3,  . . .,  n),  so  erleidet  dieses  bei  den 

Vi 

Umläufen  von  x  linear  gebrochene  nicht  homogene  Substitutionen; 
die  Gesamtheit  dieser  Substitutionen  bildet  die  projektive  Monodro- 
miegruppe, die  von  (p  —  1)  (w^  —  1)  bzw.  {q  -\-  2p  —  1)  (n^  —  1) 
Fundamentalinvarianten  abhängen.  Für  viele  Zwecke  kann  man  statt 
der  projektiven  Monodromiegruppe  die  unimodulare  Monodromiegruppe 
derjenigen  Differentialgleichung  setzen,  welche  man  aus  der  gegebenen 
Differentialgleichung  dadurch  erhält,  daß  man  durch  Multiplikation 
der  Integrale  mit  einer  geeigneten  Funktion  den  Koeffizienten  der 
{n  —  1)*®°  Ableitung  in  der  Differentialgleichung  zum  Verschwinden 
bringt.  Die  projektive  und  unimodulare  Monodromiegruppe  sind  ho- 
momorph  (vgl.  das  Ref.  I  A  6  (Burhhardt)  Nr.  14  und  II  B  4  {Fr icke) 
Nr.  18),  aber  im  allgemeinen  nicht  ein-eindeutig. 

Die  Bestimmung  der  Monodromiegruppe  ist  das  eigentliche  Inte- 
grationsproblem, indem  sie  den  Zusammenhang  zwischen  den  Reihen- 
entwicklungen vermittelt,  die  in  der  Umgebung  der  einzelnen  singu- 
lären Punkte  gelten.  Zu  ihrer  numerischen  Aufstellung  liegen  verschie- 
dene Ansätze  vor,  die  speziell  für  Differentialgleichungen  des  Fuchs  sehen 
Typus  Anwendung  finden.  Als  erster  nahm  Fuchs^^^)  das  Problem 
in  Angriff.  Er  geht  davon  aus,  daß  in  jedem  singulären  Punkt 
Entwicklungen  für  ein  Fundamentalsystem  aufstellbar  sind,  welche 
bis  zu  den  nächstgelegenen  singulären  Punkten  konvergieren.  Um 
nun  die  zu  benachbarten  singulären  Punkten  gehörigen  Funda- 
mentalsysteme durcheinander  auszudrücken,  hat  man  irgendeinen 
Punkt  des  den  Konvergenzgebieten  der  beiden  Fundamentalsysteme 
gemeinsamen  Teiles  herauszugreifen  und  daselbst  die  Werte  der  Inte- 
ns) Fuchs,  Über  die  Darstellung  der  Funktionen  komplexer  Yariabeln. 
J.  f.  Math.  75  (1873),  p.  177—223,  76,  p.  175— 176.    Ges.  W.  1,  p.  361-413. 
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grale  und  ihrer  n  —  1  ersten  Ableitungen  für  beide  Fundamental- 
systeme  zu  berechnen.  Bedeutend  vereinfacht  wird  die  Rechnung, 
wenn  man  als  Vergleichungsstelle  einen  der  beiden  singulären  Punkte 
selbst  wählen  kann,  wobei  ein  von  Thome^^^)  stammender  Satz  heran- 
zuziehen ist,  welcher  über  die  Konvergenz  der  die  Integrale  darstellen- 
den Reihe  in  den  Punkten  des  Konvergenzkreises  zu  entscheiden  er- 
laubt. Um  im  Falle  einer  Differentialgleichung  des  FucJisschen  Typus 
die  Übergangssubstitution  mit  einem  Schlage  zu  erhalten,  versucht 
Fuchs  durch  eine  rationale  Transformation  der  unabhängigen  Verän- 
derlichen alle  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Stellen  der  Differen- 
tialgleichung auf  die  Peripherie  eines  Kreises  überzuführen,  dessön 
Mittelpunkt  dem  unendlich  fernen  Punkt  entspricht.  Nekrassoff^^^) 
wies  jedoch  nach,  daß  die  von  Fuchs  angegebene  Regel  zur  Bestimmung 
des  Radius  des  sog.  Grenzkreises,  der  den  erwähnten  Kreis  umschließt, 
keine  allgemeine  Gültigkeit  hat.  Thome  (a.  a.  0.)  verwendet  an  Stelle  der 
Fuchs  sehen  Transformation  eine  Kette  linear  gebrochener  Transfor- 
mationen. Einen  andern  Weg  zur  numerischen  Aufstellung  der  Mo- 
nodromiegruppe weisen  die  Entwicklungen  der  Integrale  innerhalb 
von  Kreisringen,  worüber  in  Nr.  6  referiert  wurde,  speziell  findet  sich 
in  der  oben  ^^)  zitierten  Arbeit  von  Mittag-Lcjfler  eine  ausführliche 
Darstellung  der  zur  Aufstellung  der  Monodromiegruppe  nach  der 
Hamburger  sehen  Methode  erforderlichen  Rechnungen. 

Keine  dieser  Methoden  gibt  Aufschluß  über  den  Charakter  der 
Fundamentalinvarianten  als  Funktionen  der  in  der  Differentialglei- 
chung vorkommenden  Parameter.  Poincare^'^^)  zeigt  jedoch  auf  Grund 
des  Existenztheorems  bei  partiellen  Differentialgleichungen  und  ver- 
mittelst der  Methode  der  sukzessiven  Approximationen^^®),  daß  die 
Integrale  ganze  transzendente  Funktionen  derjenigen  Parameter  sind, 
von  denen  die  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  ganze  rationale 
Funktionen  sind,  vorausgesetzt,  daß  die  Anfangswerte  der  in  das  Auge 
gefaßten  Integrale  von  den  betreffenden  Parametern  unabhängig  ge- 
wählt sind.  Daraus  ergibt  sich  dann  unmittelbar  der  Satz,  daß  auch 
die  Fundamentalinvarianten  ganze  transzendente  Funktionen  dieser 
Parameter  sind. 

114)  Thome,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  J.  f.  Math.  87 
(1879),  p.  222—350,  95  (1883),  p.  44—98  speziell  §4;  Über  Konvergenz  und  Diver- 
genz der  Potenzreihe  auf  dem  Konvergenzkreise.  J.  f.  Math.  100  (1886),  p.  167—178; 
vgl.  auch  Schlesinger,  Handbuch  I,  p.  228 ff. 

115)  Die  einschlägigen  Arbeiten  von  Fuchs,  NeTcrassoff  und  Anissimoff  sind 
von  Schlesinger  in  Fuchs  ges.  W.  1,  p.  411  zusammengestellt. 

IIG)  Vgl.  auchP.  Günther,  Über  die  Bestimmung  der  Fundamentalgleichungen 
in  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  J.  f.  Math.  107  (1891),  p.  298—318. 
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Für  große  Parameterwerte  erhält  man  analog  zu  Nr.  4  asympto- 
tische Darstellungen  der  Integrale  als  Funktionen  dieser  Parameter, 
wie  Liouville^^'^),  neuerdings  Horn^^^),  Schlesinger^^^)  und  Birl-Jioff^^^) 
zeigen.  Schlesinger  benutzt  diese  Darstellungen  zur  asymptotischen 
Berechnung  der  Monodromiegruppe  bei  großen  Parameterwerten. 

Sind  die  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  nicht  mehr  ganze 
Funktionen  des  Parameters,  so  folgt  aus  den  Formeln  von  Poincare 
und  Günther,  daß  die  Integrale  im  allgemeinen  unendlich  vieldeutige 
Funktionen  des  Parameters  sind,  speziell  sind  also  die  Integrale  un- 
endlich vieldeutige  Funktionen  einer  als  Veränderliche  aufgefaßten 
singulären  Stelle.  Schon  Miemann'^^^)  dachte  daran,  die  Integrale 
einer  linearen  Differentialgleichung  als  Funktionen  der  singulären 
Stellen  zu  studieren,  wobei  er  vermutlich  gerade  den  Fall  im  Auge 
hatte,  in  dem  die  Monodromiegruppe  von  der  als  Parameter  aufgefaßten 
singulären  Stelle  unabhängig  ist. 

In  allgemeiner  Weise  nahm  späterhin  Fuchs^")  die  Untersuchung 
der  Integrale  als  Funktionen  von  Parametern  x^,  x^,  .  .  .,  x^^  auf,  von 


117)  Liouville,  Sur  le  developpement  des  fonctions.  J.  de  math.  2  (1837), 
p.  19  ff. 

118)  Hörn,  Über  lineare  Differentialgleichungen  mit  einem  -willkürlichen 
Parameter.  Math.  Ann.  52  (1899),  p.  340 — 362;  Über  eine  lineare  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  mit  einem  veränderlichen  Parameter.  Math.  Ann.  52 
(1899),  p.  271—292. 

119)  Schlesinger,  Über  asymptotische  Darstellungen  der  Lösungen  linearer 
Differentialsysteme  als  Funktionen  eines  Parameters.  MJath.  Ann.  63  (1906), 
p.  277 — 300;  vgl.  auch  Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen,  15.  Vor- 
lesung. 

120)  Birkhoft',  On  the  asymptotic  character  of  the  Solutions  of  certain 
linear  differential  equations  containing  a  parameter.  Am.  Math.  S.  Trans.  9  (1908), 
p.  219 — 231;  vgl.  auch  Blumenthal,  Über  asymptotische  Lösungen.  Arch.  Math. 
Phys.  III  19,  p.  136 — 174;  Über  asymptotische  Integration  von  Differentialglei- 
chungen, V.  intern.  Kongreß,  Cambridge  1912,  II,  p.  319—327. 

121)  Eiemann,  Ges.  W.  (1876),  Fragment  XXI,  2.  Aufl.  p.  385—386  klein- 
gedruckt,  im  Manuskript  von  Biemann  als  nicht  richtig  bezeichnet. 

122)  Fuchs,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  Berlin.  Ber. 
1888,  1889  und  1890,  Ges.  W.  3,  p.  1—68,  Über  lineare  Differentialgleichungen, 
welche  von  Parametern  unabhängige  Substitutionsgruppen  besitzen.  Berlin.  Ber. 
1892,  1893  und  1894,  Ges.  W.  3,  p.  117—139  und  169—195,  Über  die  Abhän- 
gigkeit der  Lösungen  einer  linearen  Differentialgleichung  von  den  in  den  Koef- 
fizienten auftretenden  Parametern.  Berlin.  Ber.  1895,  Ges.  Werke  3,  p.  201—217, 
Zur  Theorie  der  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen.  Berlin.  Ber.  1898, 
Ges.  W.  3,  p.  267 — 279,  Vgl.  auch  die  zusammenfassende  Darstellung  von 
Bichard  Fuchs,  Über  lineare  Differentialgleichungen,  deren  Substitutionsgruppe 
von  einem  Parameter  unabhängig  ist.  Pr.  Bismarck-Gymn.  Dt.-Wilmersdorf  1902. 
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welchen  die  Koeffizienten  der  Differentialgleichung,  nicht  aber  die 
Monodromiegruppe,   abhängen.     Es  seien  in  der  Differentialgleichung 

Ih,  P2,  •  ■  -,  Pn  eindeutige  Funktionen  der  Größen  x,  x^,  .  .  .,  x^  sowie 
einer  Anzahl  von  diesen  algebraisch  abhängiger  Größen,  die  Mono- 
dromiegruppe aber  von  allen  diesen  Parametern  unabhängig,  dann 
kann  man  ein  Fundamentalsystem  derart  angeben,  daß  jedes  dazu  ge- 
hörige Integral  als  Funktion  von  X;^(l  =  1,  2,  .  .  .,'k)  einer  gewöhn- 
lichen linearen  Differentialgleichung  genügt,  deren  Koeffizienten  den- 
selben Charakter  haben  wie  die  der  gegebenen  Differentialgleichung. 
Andererseits  läßt  sich  die  Frage,  wann  gewisse  Systeme  partieller  linea- 
rer Differentialgleichungen  gemeinschaftliche  Lösungen  besitzen,  auf 
die  andere  zurückführen,  wann  die  Monodromiegruppe  einer  gewöhn- 
lichen linearen  Differentialgleichung  von  den  Parametern  x^,  x^,  .  .  .,  x^ 
unabhängig  ist.  Auf  hier  in  Betracht  kommende  Systeme  führten  die 
Uniersnchungenxon yippell^'^'^),Picard^^^),  Goursat^^'")  undie  Vavasseur^^^) 
über  hypergeometrische  E'unktionen  zweier  Veränderlicher  (vgl.  Nr.  19), 
ferner  die  Theorie  der  automorphen  Funktionen  zweier  Veränderlicher  ^^'^) 
( vgl.  Ref.  II  B  4  (Frid-e)  Nr.  42).  Speziell  fallen  in  diese  Kategorie 
auch  die  von  Horn^^^)  untersuchten  Systeme  partieller  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen, welche  nur  singulare  Stellen  der  Bestimmtheit 
besitzen. 

123)  Appell,  Sur  les  söries  hypergeometriques  de  deux  variables.  Paris  C.  R. 
90  (1880),  p.  296—299,  731— 7H5;  Sur  la  Serie  F^  daselbst  p.  977—980,  ferner 
die  Arbeit  mit  dem  ersteren  Titel.    J.  de  Math.  8  (1882),  p.  173  —  217. 

124)  l'icard,  Sur  une  extension  aux  fonctions  de  deux  variables  du  probleme 
de  Eiemann.  Paris  C.  R.  91  (1880),  p.  1207—1269  und  Ann.  ec.  norm.  (2)  10  (1881), 
p.  305—322. 

125)  Goursat,  Extension  du  probleme  de  Bicmann.  Paris  C.  R.  94  (1882), 
p.  903—904  und  1044 — 1047;  Sur  une  classe  de  fonctions  representees  par  dea 
integrales  definies.    Acta  math.  2  (1883),  p.  02  f. 

126)  Le  Vavasseur,  Sur  le  Systeme  d'equations  anx  derivees  partielles 
simultan^es.    Ann.  Toulouse  VII  (1893),  p.  1—205. 

127)  Ficard,  Sur  les  formes  quadratiques  ternaires.  Acta  math.  5  (1884), 
p.  121—182;  Sur  les  fonctions  hyperabeliennes.  J.  d.  Math.  (4)  I  (1884),  p.  112ff.; 
Wirtinger,  Zur  Theorie  der  automorphen  Funktionen  von  n  Veränderlichen.  Wien. 
Ber.  104  (1899),  p.  1239. 

128)  Hörn,  Über  ein  System  linearer  partieller  Differentialgleichungen.  Acta 
math.  12  (1889),  p.  113 — 175  und  Über  Systeme  linearer  Differentialgleichungen 
mit  mehreren  Veränderlichen.  Habilitationsschrift  Freiburg  1890;  Beiträge  zur 
Ausdehnung  der  Fuchsschen  Theorie  auf  ein  System  linearer  partieller  Differen- 
tialgleichungen, Acta  math.  14  (1891),  p.  337—347. 

Kncyklop.  d.  math.  Wissensch.     II  2.  33 
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Ausgehend  von  dem  oben  zitierten  Biemannschen  Frasrment  und 
seinen  eigenen  Untersuchungen  über  das  Iliemann&ch.e  Problem  (vgl. 
Nr.  14)  nimmt  dann  Sdilesinger^^^)  die  speziellere  Frage  auf,  wann 
die  Monodromiegruppe  von  einer  einzelnen  singulären  Stelle  unab- 
hängig ist,  und  erzielt  zunächst  durch  Übergang  ^^°)  von  der  linearen 
Differentialgleichung  zu  einem  schlechthin  kanonischen  Ditferential- 
system 


dy^        -sh       -ST!    -i 


(3')         ii  =  Zy^Z;^^ä     ('•  =  1.2,...,») 


;i  =  l         r=l 


eine  bedeutende  Vereinfachung  des  Problems.  Es  ergibt  sich  nämlich 
der  folgende  Satz:  Soll  die  zu  (37)  gehörige  Monodromiegruppe  von  üj 
unabhängig  sein,  so  genügen  die  von  x  an  sich  unabhängigen  „liesi- 
duen'i  Ä'^^l  als  Funktionen  von  a^  einem  von  Schlesinger  explizit 
angegebenen  Differentialsysteme  zweiten  Grades,  und  umgekehrt  ist 
das  Erfülltsein  dieses  Differentialsystems  hinreichend  für  die  Unab- 
hängigkeit der  Monodromiegruppe  von  «y.^^^)  Das  Differentialsystem 
zweiten  Grades  hat,  wie  Schlesinger  aus  der  Lösbarkeit  des  Bie- 
jwaww  sehen  Problems  folgert,  keine  mit  den  Anfangswerten  der  Lö- 
sungen verschiebbaren  kritischen  Punkte  (Verzweigungspunkte  und 
Unbestimmtheitsstellen),  welche  Eigenschaft  also  dieses  Differential- 
system mit  den  linearen  Differentialgleichungen  und  linearen  Ditferen- 
tialsystemen  teilt.  Die  nichtlinearen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung mit  nicht  verschiebbaren  kritischen  Punkten  behandelte  L.Fuchs^'-^^), 
die  zweiter  und  höherer  Ordnung  untersuchte  Painleve'}^^)    Auf  den  Zu- 


129)  L.Schlesinger,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  im  An- 
schluß an  das  J?re»m««sche  Problem.  J.  f.  Math.  123  (1901),  p.  138—173,  speziell 
aber  124  (1902),  p.  292—319. 

130)  L.  Schlesinger,  Über  die  Lösungen  gewisser  linearer  Differentialglei- 
chungen als  Funktionen  der  singulären  Punkte.  J.  f.  Math.  129  (1905),  p.  287—294 ; 
Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen,  17.  Vorlesung  und  Über  eine 
Klasse  von  Differentialsystemen  beliebiger  Ordnung  mit  festen  kritischen  Punk- 
ten.   J.  f.  Math.  141  (1912),  p.  96—145. 

131)  L.  Schlesinger,  a.  a.  0.,  J.  f.  Math.  129,  p.  294  und  141,  p.  106 

132)  Fuchs,  Über  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  feste  Verzweigungs- 
punkte haben.  Berlin  Ber.  1884,  p.  699—710,  Ges.  W.  2,  p.  355—367.  Vgl.  auch 
Poincare,  Sur  un  theoreme  de  Fuchs.  Acta  math.  7,  p.  1—32.  Eine  fundamen- 
tale Ergänzung  der  Ableitung  von  Fuchs  gibt  Painleve,  Sur  les  lignes  singulieres 
des  fonctions  analytiques.  Ann.  Toulouse  (1888),  eine  weniger  bedeutende  Lücke 
der  Fmc/<s sehen  Abhandlung  wird  von  M.  J.  M.  Hill  und  A.  Berry  in  den  Proc. 
of  the  London  M.  S.  (2)  9,  p.  231  ausgefüllt. 

133)  Painleve,  Memoire  sur  les  equations  differentielles  dont  l'integrale 
generale  est  uniforme.    S.  M.  F.  Bull.  28  (1900),  p.  201—261;   Sur  les   equations 
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sammenhang  zwischen  diesen  Differentialgleichungen  mit  festen  kri- 
tischen Punkten  und  der  Frage  der  Unabhängigkeit  der  Monodromie- 
gruppe von  einer  singulären  Stelle  stieß  als  erster  Richard  Fuchs^^^) 
bei  Aufstellung  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit 
den  singulären  Stellen  der  Bestimmtheit  0,  1,  t  und  oo,  einem  zunächst 
noch  unbestimmten  Nebenpunkte  2  und  beliebig  vorgegebener  Mo- 
nodromiegruppe. Die  Forderung,  daß  die  Monodromiegruppe  von  t 
unabhängig  ist,  ergibt  für  A  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
mit  festen  kritischen  Punkten,  welche  zunächst  Painlevc  entgangen 
war,  von  der  er  aber  selbst  später  zeigte  ^^^),  daß  alle  andern  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  mit  festen  kritischen  Punkten  nur 
Abarten  dieser  einen  sind.  In  demselben  Sinne  wie  R.  Fuchs  behan- 
delt dann  Garnier'^^^)  die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
mit  n  singulären  Stellen  der  Bestimmtheit.  Schlesinger  zeigt,  daß  seine 
obenerwähnten  Untersuchungen  alle  diese  letztgenannten  umfassen. 

9.  Geometrische  Interpretation  der  projektiven  Monodromie- 
gruppe für  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  Wir  betrachten 
jetzt  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

(38)  y"-\-qi{x)y  -{-gMij==o, 

welche  q  -{-  1  singulare  Stellen  der  Bestimmtheit  auf  einer  gegebenen 
Riemannschen  Fläche  vom  Geschlechte  j)  besitzt.  Die  Rmnamische 
Fläche  werde  durch  2p  geeignete  Querschnitte  und  q  -\-  1  nach  den 
singulären  Stellen  laufende  Schnitte  in  ein  einfach  zusammenhängen- 


difierentielles  du  second  ordre   et  d'ordre  supe'rieur  dont  l'integrale  generale  est 
uniforme.    Acta  math.  25  (1901),  p.  1—85. 

134)  Bichard  Fuchs,  Sur  quelques  equations  differentielles  lineaires  du 
second  ordre.  Paris  C.  R.  141  (1905),  p.  565—585;  Über  lineare  homogene  Diife- 
reiitialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  drei  im  Endlichen  gelegenen  wesentlich  sin- 
gulären Stellen.  Math.  Ann.  63  (1906),  p.  .^;01— 321,  70  (1911),  p.  525—549  und 
Göttinger  Nachrichten  1910.  In  den  letzten  beiden  Arbeiten  gibt  R.  Fuchs  die 
zur  Differentialgleichung  gehörige  Monodromiegruppe  in  expliziter  Form. 

135)  Fainleve,  Sur  les  equations  differentielles  du  second  ordre  ä  point.s 
critiques  fixes.  Paris  C.  R.  143  (1906),  p.  1111  —  1117;  vgl.  auch  Gambier  daselbst 
142,  p.  266,  1403,  1497;  143,  p.  741,  ferner  Acta  math.  33,  p.  Iff. 

136)  Garnier,  Sur  une  classe  d't'quations  differentielles  dont  le.s  integrales 
ont  leurs  points  critiques  fixes.  Paris  CR.  151  (1910),  p.  205—208;  Sur  les  equa- 
tions differentielles  du  troisieme  ordre  et  sur  une  clause  d't'quations  nouvelles 
d'ordre  superieur,  Ann.  ec.  norm.  sup.  (3)  25  (1912),  p.  1  f.  Vgl.  auch  Giazy,  Sur 
les  equations  differentielles  du  troisieme  ordre  et  d'ordre  superieur.  Acta  math. 
34  (1911),  p.  317—385,  ferner  den  Bericht  über  die  Preisarbeiten  von  Boutroux, 
Chazxj  und  Garnier  Paris  CR.  155  (1912),  p.  1284—1291  und  Boutroux,  Les  tran- 
scendantes  de  M.  Fainleve,  Ann.  ec.  norm.  sup.  (3)  30  (1913)  und  31  (1914). 
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des,  im  Innern  singularitätenfreies  Gebiet  zerschnitten.    Der  Quotient 

(39)  n-l 

zweier  linear  unabhängiger  Partikularlösungen  Yon  (38)  genügt  der 
Differentialgleichun  g  ^^'^) 

(40)  Vn\.  =  ^^-\  (y)'  =  2g,  -  ^  g,^  -  (?;, 

■wobei  \yi\^  als  ScMvarz scher  Di fferentialausdruclc  (vgl.  das  Ref.  II  B4 
(Friche)  Nr.  32)  bezeichnet  wird.  Ist  rj^  eine  Lösung  von  (40),  so  läßt 
sich  die  allgemeinste  Lösung  dieser  Differentialgleichung  in  der  Form 
^oj±J  darstellen,  wobei  a,  ß,  y,  d  willkürliche  Konstanten  sind.  Der 
Quotient  ^  bildet  nun  das  eben  besprochene  einfach  zusammeuhängende 
Flächenstück  auf  einen  Fundamentalbereich  ab,  der  ebenfalls  einfach 
zusammenhängt  und  von  2(^  +  1)  +  4^9  Randstücken  begrenzt  wird. 
Es  entsprechen  nämlich  jedem  Schnitte  auf  der  Iliemann  sehen  Fläche  in 
der  ?;-Ebene  zwei  Randstücke,  die  einander  durch  eine  linear  gebrochene 
Substitutionen  zugeordnet  sind.  Diese  q  -\-  1  -\- 2p  Substitutionen, 
zwischen  denen  eine  Fundamentalrelation  bestehen  muß,  bilden  die 
Erzeugenden  der  projektiven  Monodromiegruppe.  Es  empfiehlt  sich 
für  viele  Zwecke,  die  komplexen  Werte  von  rj  auf  der  Kugel  zu 
deuten  und  diese  als  Fundamentalfläche  einer  projektiven  Maßbestim- 
mung einzuführen  (vgl.  das  Ref.  II  B  4  (Friclce)  Nr.  7).  Einer  linearen 
Substitution  von  t]  entspricht  dann  im  allgemeinen  eine  projektive 
Schraubenbewegung  um  eine  Achse,  welche  durch  die  beiden  Fix- 
punkte der  Substitutionen  geht  (vgl.  II  B  4,  Nr.  5).  Die  Gesamtheit 
der  ()  -|-  1  +  2j9  Schraubenachsen  in  entsprechender  Reihenfolge  mit 
den  dazu  gehörigen  Schraubungen,  die  aber  zunächst  nur  mod  27t 
festgelegt  sein  soUen,  nennt  man  nach  Klein^^^)  den  Kern  des  Fun- 
damentalbereichs. Konstruiert  man  nun  nach  dem  Vorgange  von 
Schüling^^^)  zu  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Schraubenachsen  in  pro- 
jektivem  Sinne   den  kürzesten   inneren  Abstand,    so   erhält  man   den 

137)  H.  A.  Schwarz,  Über  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Gaw^S sehe  hyper- 
geometrische Reihe  eine  algebraische  Funktion  ihres  vierten  Elementes  darstellt. 
J.  f.  Math.  75  (1873),  p.  292—335,  speziell  p.  300.  Der  Scliicarz&che  Differential- 
ausdruck findet  sich  bereits  bei  Lagrange,  Sur  la  construction  des  cartes  geo- 
graphiques.  Nouveaux  Memoires  de  TAcademie  de  Berlin  (1779).  Über  die  Deu- 
tung der  Differentialgleichung  vgl.  Klein,  Über  gewisse  Differentialgleichungen 
3ter°0rdnung.    Math.  Ann.  23  (1884),  p.  587—596. 

138)  Klein,  Vorlesungen  über  die  hypergeometrische  Funktion,  p.  305. 

139)  Schilling,  Beiträge  zur  geometrischen  Theorie  der  ÄcÄMJar^ sehen  s-Funk- 
tion.    Math.  Ann.  44  (1894),  p.  162—260. 


5).  Geometrische  Interpretation  der  j^rojektiven  Monodromiegruppe.      507 

Polarlccrn-,   Kern  und  Polarkern  bilden  zusammen  den   Sc! lilling sehen 
DoppelJcern.     Zur   Bestimmung    eines    zu    dem    Doppelkern    gehöricren 
Fundamentalbereichs    hat  man    dann    folgende  Maßzahlen  ^■^ö)  :    1.  Die 
KantemvinM,  das  sind  die  Amplituden  der  zu  den  Achsen  gehörigen 
Schraubungen.      2.  Die  Seiten,  d.  h.    die    in    bestimmter    Weise    fest- 
gelegten   Amplituden    derjenigen    Schraubungen   um    die   Achsen   des 
Polarkerns,  welche  die  ebenfalls  festgelegten  positiven  Richtungen  der 
beiden  aufeinanderfolgenden  Achsen  des  ursprünglichen  Kernes,  zu  denen 
das    betreffende    Perpendikel    gehört,    ineinander    überführen.     3.  Die 
Kantenlängen;   diese   sind   die  Amplituden  von  Schraubenbewegungen 
um  jede  der  Achsen  des  Kerns,  welche  sich  als  Differenzen  aus  zwei 
Schraubenbewegungen  ergeben.     Die    eine   Schraubenbewegung    führt 
zwei  Achsen  des  Polarkerns,  welche  zu  derselben  Achse  des  Kerns  ge- 
hören, um  diese  letztere  als  Achse,  ineinander  über.  Die  zweite  Schrauben- 
bewegung hat  dieselbe  Achse  und  den  dazugehörigen  Kantenwinkel  als 
Amplitude.    Die  so  gewonnenen  Maßzahlen  sind  Invarianten  der  projek- 
tiven Monodromiegruppe,  und  zwar  transzendente  Invarianten;  sie  lassen 
sich,  wenn  die  Monodromiegruppe  als  solche  vollständig  vorliegt,  nur 
erst  mod  27t  berechnen,  während  für  den  Charakter  des  Fundamental- 
bereichs die  absoluten  Größen   der  Maßzahlen  von  ausschlaggebender 
Bedeutung  sind.    Für  den  Doppelkern  selbst  soUen  nur  die  Maßzahlen 
mod  2n  in  Betracht  kommen;  Fundamentalbereiche,  deren  Maßzahlen 
mod  27t  übereinstimmen,  gehören  also  zu  demselben  Kerne  oder,  wie 
man  auch  sagt,  können  in  denselben  Kern  „eingehängt"  werden.    Bez. 
der  algebraischen  Invarianten  der  projektiven  Monodromiegruppe  vo-l 
das  Ref.  II  B  4  {Fricl^e)  Nr.  10.  " 

Es  besitze  nun  (38)  speziell  reelle  rationale  Koeffizienten,  es 
seien  ferner  alle  singulären  Stellen  reell  und  ebenso  die  Wurzeln  der 
dazugehörigen  determinierenden  Gleichungen.  Dann  bildet  tj  die  Halb- 
ebene der  X  mit  positivem  imaginären  Teil  konform  auf  ein  Kreisbogen- 
polygon ab,  dessen  Ecken  den  singulären  Punkten  entsprechen,  dessen 
Winkel  gleich  den  mit  7t  multiplizierten  Differenzen  der  Wurzeln  der 
dazugehörigen  determinierenden  Gleichungen  sind.  Durch  Spiegelung 
an    einer  Seite    erhält   man   wie   oben    einen   Pundamentalbereich^*!); 

140)  Schilling,  a.  a.  0.,  p.  196  ff.,  speziell  aber  Klein,  Ausgewählte  Kapitel  aus 
der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  Göttingen  1891, 
II.  Teil,  p.  17 ff.;  Hilh,  Über  JiZetnsche  Theoreme  in  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen,  Math.  Ann.  6(5  (1908),  p.  215—257  und  68  (1910),  p.  24—74; 
ferner  Neue  Entwicklungen  über  lineare  Differentialgleichungen  Gott  Nachr' 
1908  u.  1909.       . 

141)  Eine  diesbezügliche  historische  Darstellung  findet  sich  im  Ref.  11  B  4 
{Fricke)  Nr.  2,  3  u.  4. 
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durch  geeignete  ZerscLneidung  der  a:-Ebene  kann  man  es  in  diesem 
Falle  einrichten,  daß  die  den  Kern  bildenden  Achsen  die  Schnitto-e- 
raden  der  Ebenen  zweier  aufeinanderfolgender  Kreisbogen  sind.  Im 
Falle  Q  =  2  schneiden  sich  stets  die  drei  Achsen  in  einem  Punkte; 
die  Polarebene  dieses  Punktes  schneidet  die  Kusel  in  dem  Orthoso- 
nalkreis  des  der  Halb  ebene  entsprechenden  Kreisbogendreiecks,  der 
reell  ist,  sich  auf  einen  Punkt  reduziert  oder  imaginär  wird,  je  nach- 
dem der  Schnittpunkt  der  Achsen  außerhalb,  auf  oder  innerhalb  der 
Kugel  liegt.  Um  einen  Überblick  über  die  gesamten  in  Betracht  kommen- 
den Kreisbogendreiecke  (vgl.  das  Ref.  II  B  4  (Fricke)  Nr.  4)  zu  erhalten, 
welche  nur  der  einen  Bedingung  genügen  müssen,  einfach  zusammen- 
hängend zu  sein,  führt  Schwarz ^'^^)  reduzierte  Kreisbogendreiecke  ein; 
eine  besonders  übersichtliche  und  anschauliche  Reduktion  gibt  Klein.^^"') 
(Vgl.  hierzu  und  zu  dem  Folgenden  das  Ref.  III  AB  8  {Sommer), 
Nr.  20  und  21.)  Es  ergibt  sich,  daß  nur  eine  einzige  Seite 
des  Kreisbogendreiecks  sich  überschlagen  kann,  die  Anzahl  dieser 
Selbstüberschlagungen  wird  durch  die  von  Klein'^^^)  aufgestellten  Er- 
gänzungsrelationen geliefert.  Für  die  einfach  zusammenhängenden 
w-seitigen  Kreisbogenpolygone  erhält  man  die  Ergänzungsrelationen, 
deren  es  immer  drei  «ribt,  durch  Rekursion  auf  ein  n  —  l-seitiges 
Polygon.  Ein  solches  Kreisbogenpolygon  muß  zum  mindesten  zwei 
sich  nicht  überschlagende  Seiten  enthalten.  ^'*^)  Nähere  Untersuchungen 
über  die  gestaltlichen  Verhältnisse  liegen  jedoch  nur  noch  über  Kreis- 
bogenvierecke vor.^**^)  ScJdlling^^'')  zeigt,  daß  man  für  ^  =  2  auch 
im  Falle  komplexer  Winkel  ein  Kreisbogenviereck  als  Fundamental- 
beroich  erhalten   kann,   ferner  untersucht  Schüling'^^^)  Kreisbogendrei- 


142)  H.  A.  Sckivarz,  a.  a.  0.  p.  312 ff. 

143)  Klein,  Vorlesungen  über  die  hypergeometrische  Funktion,  i).  405  f. 

144)  Klein,  Über  die  Nullstellen  der  hypergeometrischen  Funktion.  Math. 
Ann.  37  (1890),  p.  573— .ö90;  vgl.  auch  Schilling  a.  a.  0. 

145)  Nähere  Ausführungen  finden  sich  in  der  Arbeit  von  H.  Falckenberg, 
Ergänzungsrelationen  für  Kreisbogen-N-Ecke.     Gott.  Nachr.  1914 

146)  Schönflies,  Über  Kreisbogenpolygone.  Math.  Ann.  42  (1893),  p.  377— 40S 
und  Über  Kreisbogendreiecke  und  Kreisbogenvierecke.  Math.  Ann.  44  (1894), 
p.  105—124;  Van  Vleck,  Zur  Kettenbruchentwicklung  Zame'scher  Integrale.  Diss. 
Gott.  1893 ;  On  certain  differential  equations  of  the  second  order.  Am.  J.  of  Math, 
21  (1899),  p.  126  f.  Eine  erschöpfende  Theorie  der  Kreisbogenvierecke  gibt 
Ihlenburg,  Über  die  geometrischen  Eigenschaften  der  Kreisbogenvierecke.  Diss. 
Gott.  1909. 

147)  Schilling,  Die  geometrische  Theorie  der  Schwarzsehen  s-Funktion  für 
komplexe  Exponenten.    Math.  Ann.  46  (1895),  p.  62—76,  529—538. 

148)  Schilling,  Geometrisch-analytische  Theorie  der  symmetrischen  s-Funk- 
tion  mit  einem   einfachen  Nebenpunkt.    Nova  Acta  Leop.  Carol.  Acad.  71  (1897), 
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ecke,  welche  im  Innern,  entsprechend  einem  Nebenpunkt  der  Differen- 
tialgleichung, einen  Knotenpunkt  haben. 

Für  p  >  0  kommt  man  dagegen,  abgesehen  von  ganz  speziellen 
Fällen,  nicht  direkt  auf  Kreisbogenpolygone.  ^*^)  Für  die  besonderen 
Fundamentalbereiche,  welche  in  der  Theorie  der  automorphen  Funk- 
tionen auftreten  vgl.  das  Ref.  IIB  4  (Fricke)  Nr.  11. 

II.  Beziehungen  zwischen  linearen  Differentialgleichungen. 

10.  Reduzibilität.  (Vgl.  das  Ref.  II  A  4b  {Vessiot),  Nr.  36  und 
das  entsprechende  Ref.  II  16  der  Enc.  des  sc.  math.  Nr.  40.)  Eine 
lineare  Differentialgleichung,  deren  Koeffizienten  einem  gewissen  Ra- 
tionalitätsbereiche (II  A4b,  Nr.  36)^'^°)  angehören,  heißt  reduzibel,  wenn 
sie  mit  einer  ebenso  beschaffenen  linearen  Differentialgleichung ^^\) 
niedrigerer  Ordnung  Integrale  gemeinsam  hat.  Frohenius^^^),  welcher 
den  Beo-riff  der  Irreduzibilität  in  die  Theorie  der  linearen  Differen- 
tialgleichungen  eingeführt  hat,  nimmt  als  Rationalitätsbereich  in  einem 
Flächenstück  die  Gesamtheit  der  daselbst  eindeutigen  analytischen 
Funktionen,  während  Fabry,  Bendixson  und  Belce'^^^)  den  Bereich  der 
rationalen  Funktionen  zugrunde  legen.     Im  letzteren  FaUe  kann  man 


p.  207—300;    Über    die    Theorie    der  symmetrischen   s-Funktion.    Math.  Ann.  51, 
p.  481—522. 

149)  Klein,  Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen  1894,  p.  139. 

150)  Für  manche  Zwecke  ist  es  besser,  nach  dem  Vorgange  von  Loewy, 
Über  vollständig  reduzible  lineare  homogene  Differentialgleichungen,  Math.  Ann. 
62  (1906;,  p.  90  den  Rationalitätsbereich  allgemeiner  als  a.a.O.  derart  zu  definieren, 
daß  dar  Ilationalitätsbereich.  nicht  alle  Konstanten  enthalten  muß,  (vgl.  das  Ref. 
II  16  der  Enc.  des  sc.  math.  iVr.  40). 

151)  Koenigsherger,  Allgemeine  Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen (Teubner  1882)  gibt  eine  andere  Definition,  nach  der  es  heißen 
würde  ,,mit  einer  ebenso  beschaffenen  algebraischen  Differentialgleichung".  Bez. 
des  Zusammenhangs  beider  Definitionen  vgl.  Koenigsherger ,  Über  die  Irreduk- 
tibilität  der  linearen  Differentialgleichungen.  J.  f.  Math.  96  (1884),  p.  123—152. 
Es  sei  ferner  a,ui  Loewy,  Über  Irreduzibilität  der  linearen  homogenen  Substitutions- 
gruppen Math.  Ann.  70  (1911),  p.  107  hingewiesen. 

152)  Frobenius,  Über  den  Begriff  der  Irreduktibilität  in  der  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen.  J.  f.  Math.  76  (1873),  p.  236—271;  vgl.  die  davon 
abweichende  Definition  von  Frobenius,  Über  die  regulären  Integrale  der  linearen 
Differentialgleichungen.    J.  f.  Math.  80  (1875),  p.  317—333. 

153)  Fabry,  Reductibilite  des  equations  diff^rentielles  lineaires.  Paris 
C.  R.  106,  p.  732—734.  Bull.  S.  M.  F.  15  (1888),  p.  135—142;  Bendiccson,  Sur  les 
equations  differentielles  lineaires  homogenes.  Stockh.  öfv.  49  (1892),  p.  91 — 105, 
Stockh.  Akad.  Bihang  XVIII,  Nr.  7;  ferner  Sur  les  equations  diffe'rentielles  regu- 
lieres.  Stockh.  Öfv.  49,  p.  278—285;  Beke,  Die  Irreduzibilität  der  homogenen 
linearen  Differentialgleichungen.     Math.  Ann.  45  (1894),  p.  278 — 294. 
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die  Frage  nach  der  Reduzibilität  bzw.  Irreduzibilität  durch  einen  end- 
lichen Prozeß  entscheiden.  Allgemein  ist  die  Reduzibilität  einer  linearen 
Differentialgleichung  wesentlich  gleichbedeutend  mit  der  Reduzibilität 
der  dazugehörigen  Rationalitätsgruppe  ^^*)  (vgl.  das  Ref.  II A  4b  (Vessiot), 
Nr.  37).  Gehört  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  zum  i^Mc/<sschen 
Typus,  so  kann  man  an  die  Stelle  der  Rationalitätsgruppe  die  Mono- 
dromiegruppe  setzen,  die  hierauf  bezüglichen  Untersuchungen  finden 
sich  schon  bei  Jordan}^^)  Der  Begriff  der  Irreduzibilität  führt  zur 
Zerlegung  eines  linearen  homogenen  Differentialausdruckes  in  irre- 
duzible  Faktoren  (vgl.  II A  4  b,  Nr.  23  und  24,  das  Ref.  HAH  (Pincherle) 
Nr.  10).  Es  gilt  folgender  Satz:  Bei  allen  Zerlegungen  eines  linearen 
homogenen  Differentialausdrucks  in  irreduzible  Faktoren  ist  die  An- 
zahl der  Faktoren  dieselbe,  ebenso  stimmen  bei  geeigneter  Zuord- 
nung die  Ordnungen  ^°^)  der  Faktoren  überein.  Diese  Resultate  von 
Landau  sind  in  dem  Satze  von  Loetvij^'^^)  enthalten,  daß  die  Faktoren 
sich  immer  so  zugeordnet  werden  können,  daß  sie  gegenseitig  von 
derselben  Art  sind  (vgl.  Nr.  11).  Im  Gegensatz  zu  diesen  Zerlegungen 
kann  mit  Hilfe  des  von  Loewy'^^^)  stammenden  Begriffs  der  „vollständig 
reduziblen"  Differentialausdrücke  die  Zerlegung  in  „größte  vollständig 
reduzible"  Faktoren  zu  einer  eindeutigen  gemacht  werden. ^^^) 

Scldesinger  und  Loewy^^^)  übertragen  den  Reduzibilitätsbegriff  auf 
lineare  Differentialsysteme. 

11.  Art,  Klasse  und  Familie.  Gegeben  seien  zwei  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen n^^^  bzw.  n^^^  Ordnung  mit  rationalen  Koeffizienten. 
Ist  n^  ^  n,  so  sagt  man,  die  zweite  Differentialgleichung  ist  mit  der 
ersten  von  derselben  Art  (espece)^^^),    oder   besser,   ist   in   der  durch 

154)  Bel;e,  a.  a.  0.,  p.  279  u.  289;  vgl.  Schlesinger,  Handbuch  11,  1,  p.  105 f. 

155)  Jordan,  Sur  une  application  de  la  theorie  des  substitutions  ä  l'etude 
des  equations  differentielles  lineaires.    Bull.  S.  M.  F.  II,  100  (1875). 

156)  Landau,  Ein  Satz  über  die  Zerlegung  homogener  linearer  Differential- 
ausdrücke in  irreduzible  Faktoren.    J.  f.  Math.  124  (l'JOl),  p.  115—120. 

157)  Loeictj,  Über  reduzible  lineare  homogene  Differentialgleichungen.  Math. 
Ann.  56  (1903),  p.  549—584. 

158)  Loewy,  Vollständig  reduzible  Differentialgleichungen.  Math.  Ann.  G2 
(1906),  p.  89—117. 

159)  Loeicy,  1.  c.  p.  112  und  115. 

160)  Schlesinger,  Vorlesungen  p.  104—121;  Loewy,  Über  lineare  homogene 
Differentialsysteme  und  ihre  Sequenten.  Sitz.  Ber.  d.  Heid.  Ak.  1913,  Nr.  17;  bei 
Koenigsberger  1.  c.  findet  sich  eine  andere  Definition  der  Irreduzibilität. 

161)  Foincare,  Memoire  sur  les  fonctions  Zetafuchsiennes.  Acta  Math.  5  (1884), 
p.  212.  Fuchs,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  Berlin.  Ber.  1888, 
Ges.  W.  3,  p.  17,  bedient  sich  der  Bezeichnung  Klasse,  die  von  Biemann  (vgl. 
Anm.  168)  in  etwas  anderem  Sinne  festgelegt  ist;  vgl.  auch  J/emi^  Zur  Theorie  der 
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die  erste  bestimmten  Art  enthalten  ^^-),  wenn  sich  die  Integrale  z  der 
zweiten  Differentialgleichung  durch  die  Integrale  y  der  ersten  in  der 
Form 

(41)  z  =  r,(x)y  +  r,  {x)y'  -\ }-  r,„(a:)t/(«) 

darstellen  lassen,  wobei  m:^n  —  1  angenommen  werden  kann,  die  Funk- 
tionen rj{x),  (j  =  0,  1,2,  .  .  .,  m),  rational  sind  und  für  den  Fall  w  =  0 
ff^^x)  sich  nicht  auf  eine  Konstante  reduzieren  darf.  Ist  n^  <  n,  so  ist 
die  erste  Differentialgleichung  reduzibel"^)^  speziell  ist  eine  Differential- 
gleichung reduzibel,  wenn  zwei  ihrer  Integrale  durch  eine  Relation 
der  Form  (41)  verbunden  sind."*)  Igt  ^  =  ;?/6^),  so  gehören  beide 
Differentialgleichungen  gegenseitig  zur  selben  Art,  sind  beide  gleich- 
zeitig reduzibel  oder  irreduzibel  und  besitzen  dieselbe  Monodromie- 
gruppe  und  Rationalitätsgruppe."*^) 

Eine  andere  Einführung  des  Artbegriffs  "^j ,  die  unabhängig  von 
dem  Existenzbeweis  für  die  Integrale  ist,  ergibt  sich  bei  Verwendung 
der  symbolischen  Froduktbildung  von  Differentialausdrücken  (vgl.  das 
Ref.  II  A4b  {Vessiot)  Nr.  24  und  II  All  (Pincherle)  Nr.  10). 

Zwei  Differentialgleichungen  derselben  Art  haben  diejenigen  sin- 
gulären  Stellen  gemeinsam,  in  deren  Umgebung  sich  die  Integrale 
verzweigen,  ferner  die  Unbestimmtheitsstellen,  dagegen  können  bei 
beiden  Differentialgleichungen  sich  diejenigen  singulären  Stellen  von- 
einander unterscheiden,  in  denen  die  Integrale  sich  wie  rationale  Funk- 
mehrwertigen linear  verknüpften  Funktionen.  Acta  Math.  11  (1887),  p.  97—118, 
12,  p.  103  —  108. 

162)  Vgl.  das.  Ref.  Vessiot  in  der  Enc.  des  sc.  math.  II  16  Nr.  29  Anm.  188. 

163)  Fuchs,  a.  a.  0.,  Ges.  W.  ü,  p.  19. 

164)  Frobenius,^  Über  den  Begriff  der  Irreduzibilität.  J.  f.  Math..  76  (1873), 
p.  268;  Hamburger,  Über  die  Reduzibilität  linearer  homogener  Differentialglei- 
chungen. J.  f.  Math.  111  (1893),  p.  1-21-138;  vgl.  auch  Landau,  Über  einen  Satz 
von  Frobenius,  Arch.  für  Math,  und  Phys.  (3)  10  (1900),  p.  45—50. 

165)  Nach  Loeicy,  Über  reduzible  lineare  Differentialgleichungen.  Math. 
Ann.  56,  p.  563,  kann  man  stets  den  allgemeineren  Fall  durch  Zerlegung  der 
einen  Differentialgleichung  auf  diesen  zurückführen;  vgl.  auch  die  oben  ^^o)  zi- 
tierte Arbeit  p.  5  und  6. 

16G)  Schlemiger,  Handbuch  II  1,  p.  121;  Marotte,  Les  equations  differen- 
tielles  line'aires  et  la  the'orie  des  groupes.  Ann.  Toulouse  12,  1898;  eine  Verall- 
gemeinerung des  Satzes  findet  sich  bei  Loeicy  a.  a.  0.,  p.  560. 

167)  Heffter,  Über  gemeinsame  Vielfache  linearer  Differentialausdrücke 
J.  f.  Math.  116  (1896),  p.  157—166,  Schlesinger,  Handbuch  11^  p.  115f.,  Loeivy, 
Zur  Theorie  der  linearen  homogenen  Differentialausdrücke  Math.  Ann.  72 
(p.  203—210),  vgl.  ferner  die  oben  '««)  zitierte  Arbeit  von  Loewy  sowie  Blumberg, 
Über  algebraische  Eigenschaften  von  linearen  Differentialausdrücken.  Disser- 
tation Göttingen  1912. 


512     IIB  5.    E.  Hilh.     Lineare  DiflFerentialgleicIlungen  im  komplexen  Gebiet. 

tionen  verhalten,  und  dasselbe  gilt  von  den  Nebenpunkten,  welche 
nicht  für  die  Integrale,  sondern  nur  für  die  Differentialgleichungen 
singulare  Punkte  sind.  Haben  zwei  Differentialgleichungen  derselben 
Art  auch  noch  diejenigen  singulären  Stellen  der  Integrale  gemein- 
schaftlich, in  denen  sich  diese  wie  rationale  Funktionen  verhalten, 
so  gehören  die  Differentialgleichungen  zur  selben  Klasse.^^^)  In  jeder 
Art  kann  man  eine  Hauptklasse  ^''^)  festlegen,  in  der  alle  Integrale 
als  singulare  Punkte  nur  Verzweigungspunkte  und  Unbestimmtheits- 
stellen besitzen,  während  die  entsprechenden  Differentialgleichungen 
im  allgemeinen  noch  Nebenpunkte  aufweisen.  Scldesinger  überträgt 
a.  a.  0.  den  Begriff  der  Klasse  auf  Differentialsysteme  (vgl.  auch 
Loetvy^^^).  Die  Hauptklasse  enthält  stets  schlechthin  kanonische 
Systeme  ohne  Nebenpunkte,  und  zwar  unendlich  viele,  die  sich  von- 
einander nur  durch  die  Wurzeln  der  determinierenden  Gleichunsen 
unterscheiden.  Schlesinger'^'''^)  untersucht  die  Transformationen,  die 
diese  Systeme  ineinander  überführen. 

Legt  man  statt  der  gewöhnlichen  die  projektive  Monodromie- 
gruppe  zugrunde,  so  erhält  man  statt  der  Art  den  Begriff  der  Ver- 
wandtschaft oder  der  Familie.  ^^^)  Geht  man  dabei  der  Allgemeinheit 
halber  von  Differentialgleichungen  aus,  deren  Koeffizienten  einem  ge- 
gebenen algebraischen  Gebilde  angehören,  so  nennt  man  zwei  Diffe- 
rentialgleichungen w*"  Ordnung  verwandt  oder  zur  selben  Familie 
gehörig,  wenn  zwischen  ihren  Integralen  y  und  z  eine  Relation 
(42)         z  =  A{I\y  -\-  F^y  -\ \-  F^^y^"'^)      (w  wie  oben  ^  w  —  1) 

besteht  und   die  Funktionen  F  sowie  -—  demselben  algebraischen  Ge- 

bilde  angehören,  so  daß  also  A  auf  der  Biemann sehen  Fläche  eine 
multiplikative  Funktion  ist.  Es  führen  daher  alle  Differentialglei- 
chungen zweiter  Ordnung  ^^^),  welche  zur  selben  Familie  gehören,  zu  Fun- 
damentalbereichen, welche  in  denselben  Kern  bei  gleicher  Aufeinander- 
folge der  Schraubenachsen  eingehängt  werden  können  (vgl.  Nr.  9); 
den  Nebenpunkten  entsprechen  Verzweigungspunkte  im  Innern  der 
Bereiche.      Foincare    zeigt    am    Beispiele    der    Differentialgleichungen 


168)  Biemann,  Zwei  allgemeine  Sätze  über  lineare  DiflFerentialgleichungen 
mit  algebraischen  Koeffizienten.    Ges.  W.  2.  Aufl.,  p.  380. 

169)  Schlesinger,    Zur  Theorie    der    linearen    Differentialgleichungen.     J.  f. 
Math.  123,  p.  160. 

170)  Schlesinger,    Über   eine    Klasse    von   Differentialsystemen.     J.  f.  Math. 
141,  p.  119—132. 

171)  Poincare,  a.  a.  0.,  p.  212. 

172)  Klein,  Vorlesungen  über  die  hypergeometrische  Funktion,  p.  376. 
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zweiter  Ordnuug  mit  rationalen  Koeffizienten,  daß  man  in  eindeutiger 
Weise  eine  Repräsentantin  der  Familie,  „die  Reduzierte",  festlegen  kann. 
Biemann  führt  den  Begriff  der  Klasse  unabhängig  von  der  Diffe- 
rentialgleichung ein,  indem  er  alle  Funktionssjsteme,  welche  dieselben 
singulären  Stellen  der  Bestimmtheit  und  dieselbe  Monodromiegruppe 
besitzen,  in  eine  Klasse  zusammenfaßt.  Existieren  n  -\-  l  derartige 
Funktionssysteme  ?/^  ;,  wo  ^a=1,2,  ...,  n  und  1  =  0,  1,  .  .  .,  n  zu 
setzen  ist,  so  bestehen  n  Relationen 

(43)     PoV,  0  +  P,y,  1  H h  2>„?/,,„  =  0,       U  =  1,  2,  .  .  .  n), 

wo  die  p  rationale  Funktionen  sind.  Aus  dem  Umstände,  daß  die  Ab- 
leitungen eines  Funktionssystems  mit  diesem  zur  selben  Klasse  ge- 
hören, ergibt  sich  dann  speziell,  daß  jedes  derselben  einer  linearen 
Differentialgleichung  mit  rationalen  Koeffizienten  genügt.  Natürlich 
befriedigen  n  geeignet  gewählte  Funktionssysteme  einer  und  derselben 
Klasse  ein  System  von  n  linearen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Bitter^'^^)  führt  im  Anschluß  an  Klein  statt  der  Funktionssysteme 
nach  Spaltung  der  unabhängigen  Variabein  die  Biemannschen  Formen- 
scharen ein,  die  definiert  sind  als  Systeme  homogener  Funktionen 
gleicher  Dimension,  welche  an  den  Querschnitten  Ä,^,  B^  {h  =  l,2,  . . .  p) 
einer  zugrunde  gelegten  Bietnannschen  Fläche  sowie  bei  Umkreisung 
der  singulären  Punkte  homogene  lineare  Substitutionen  erleiden. 
FricJce  (Ref.  II  B  4,  Nr.  17)  nennt  sie  linear-polymorphe  Fonnen- 
scharen.  Zwei  Biemannsche  Formenscharen  sind  also  analog  zu  Obi- 
gem verwandt,  oder  sie  gehören  zur  selben  Familie ^^*),  wenn  sie  auf 
demselben  algebraischen  Gebilde  abgesehen  von  Polen  dieselben 
smgulären  Stellen  und  dieselbe  projektive  Monodromiegruppe  be- 
sitzen. Nach  willkürlicher  Festsetzung  irgendeines  zu  den  singulären 
Stellen  gehörigen  Exponentensystems,  das  in  der  Familie  vorkommt, 
als  Normalexponentensystem  kann  man  die  „ganzen",  d.  h.  nirgends 
unendlich  werdenden  Formenscharen  festlegen,  jede  andere  Formenschar 
der  Familie  kann  durch  Multiplikation  mit  multiplikativen  Primformen 
(vgl.  Ref.  II  B  4  {Fr icke)  Nr.  17)  in  eine  verwandte  ganze  Formenschar 
verwandelt  werden.  An  den  Querschnitten  A^,  B^  {h  =  1^  2,  .  .  .,  p) 
können  sich  die  Substitutionen   für   die  verschiedenen  Formenscharen 


173)  Bitter,  Über  JBiewanwsche  Formenscharen  auf  einem  beliebigen  alge- 
braischen Gebilde.  Math.  Ann.  47,  p.  157— 221;  vgl.  auch  Caspar,  Über  die 
Darstellbarkeit  der  homomorphen  Forraenscharen  durch  Pommre'sche  Z-Reihen. 
Diss.  Tübingen.    1908. 

174)  Bitter,  a.  a.  0.,  p.  158  sagt  Klasse. 
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der  Familie  noch  um  simultane  konstante  Multiplikatoren  unter- 
scheiden. Nach  Ritter  wird  man  wiederum  ein  System  von  Normal- 
substitutionen bezüglich  der  Querschnitte  herausgreifen,  und  zwar  so, 
daß  die  dazugehörigen  Determinanten  den  Wert  1  besitzen.  Die  Ge- 
samtheit der  Formenscharen  einer  Familie,  welche  ein  und  denselben 
Grad  besitzen  und  deren  Substitutionen  an  den  Querschnitten  A^.,  B^ 
aus  den  Normalsubstitutionen  durch  Kombination  mit  einer  simul- 
tanen Multiplikation  aller  Zweige  mit  den  Zahlen  a^,  ß^  hervorgehen, 
bilden  ein  Riemannsches  Formensystem  entsprechend  den  Funktionen, 
die  nach  Obigem  zur  selben  Art  gehören.  Um  für  ein  Päemannsches 
Formensystem  die  Anzahl  der  willkürlichen  Konstanten  zu  bestimmen, 
von  der  die  allgemeinste  darin  enthaltene  P^ormenschar  abhängt,  welche 
nur  an  vorgegebenen  Stellen  bis  zu  je  einer  vorgegebenen  Ordnung 
unendlich  werden  darf,  führt  Ritter  die  „reziproken"  Formenscharen  ein 
und  erhält  einen  erweiterten  Riemann-Roch sehen  Satz  als  Ausdehnung 
des  von  ihm  für  multiplikative  Formen  gewonnenen  Satzes,  über  den 
Fr  icke  in  II  B  4,  Nr.  17  referierte. 

12.  Assoziierte  und  adjungierte  Differentialgleichungen.  (Vgl. 
das  Ref.  II  A  4b  {Vessiot),  Nr.  26,  wo  die  formal  algebraischen 
Fragen  behandelt  sind.)  Es  seien  y^,  y^,  •  •  •,  2/«  ^^^  Fundamental- 
system einer  linearen  Differentialgleichung  n**^"^  Ordnung,  dann  genügen 
die  Funktionen 

Vh  Vi.  ■  ■  ■  Vim 


(44)        ^,-_i^^...,„^  = 


y(m-l)     y(m  —  l)  „Am- 


worin  i^yi^^  ■  •  ■,  *,„  je  eine  der  (  j  Kombinationen  der  Zahlen  1,. ..,  n 
zu  je  m  sind,  im  allgemeinen  einer  linearen  Differentialgleichung  ("J*®'  Ord- 
nung, der  (n—mY^'^  Assoziierten  der  ursprünglichenDifferentialgleichung. 
Die  Koeffizienten  der  neuen  Differentialgleichung  lassen  sich  aus  denen 
der  alten  durch  Anwendung  von  Differentiationen  und  rationalen  Ope- 
rationen zusammensetzen.  Einer  linearen  Substitution  der  y  entspricht 
dann  eine  lineare  Substitution  der  yi^  i^  .  .  .,  i^^^,  welche  die  {n  —  w)*® 
assoziierte  Substitution  der  ursprünglichen  genannt  wird,  ihre  Ele- 
mente sind  die  Subdeterminanten  w*'''  Ordnung  der  aus  den  Elemen- 
ten   der    gegebenen    Substitution    gebildeten    Determinante.-^''^)      Die 


175)  Hados,  Zur  Theorie  der  adjungierten   Substitutionen.    Math.   Ann.  48 
(1896),  p.  417—424;  Schlesinger,  Handbuch  II,  1,  p.  129f. 
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(n  —  my^  Assoziierte  einer  Substitution,  welche  aus  zwei  Substitu- 
tionen komponiert  ist,  ist  in  derselben  Reihenfolge  aus  den  (ti  —  m)*®"^ 
assoziierten  Substitutionen  der  beiden  Komponenten  zusammengesetzt, 
so  daß  also  die  Monodromiegruppe  bzw.  die  Rationalitätsgruppe 
der  (n  —  w)*®'^  assoziierten  DiiFerentialgleichung  die  (n  —  w)*^  Asso- 
ziierte der  Monodromiegruppe  bzw.  Rationalitätsgruppe  ^'^^)  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung  ist.  Speziell  sind  also  für  eine  singulare 
Stelle  die  Wurzeln  der  zur  (n  —  my^"-  assoziierten  Differentialgleichung 
gehörigen  Fundamentalgleichung  gleich  dem  Produkte  von  je  m  ver- 
schiedenen Wurzeln  der  zur  gegebenen  Differentialgleichung  gehörigen 
Fundamentalgleichung.  ^''^) 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  erste  Assoziierte  einer  Diffe- 
rentialgleichung. Dividiert  man  ihre  Integrale  durch  die  aus  den  In- 
tegralen der  gegebenen  Differentialgleichung  gebildete  Hauptdeternii- 
nante,  so  genügen  diese  der  zur  ursprünglichen  Differentialgleichung 
„adjungierten"  Differentialgleichung  (vgl.  das  Ref.  II  A  4b  (Vessiot) 
Nr.  26).  Von  hervorragender  Einfachheit  wird  der  Zusammenhang 
zwischen  adjungierten  Differentialgleichungen  bei  invarianter  Dar- 
stellung ^^^)  (vgl.  Nr.  7).  Die  obigen  Sätze  spezialisieren,  sich  wie 
folgt:  Rationalitätsgruppe  und  Monodromiegruppe  der  adjungierten 
Differentialgleichung  bestehen  aus  den  transponierten  Substitutionen  der 
entsprechenden  Gruppen  der  ursprünglichen  Differentialgleichung.  Die 
zwei  zu  einer  singulären  Stelle  gehörigen  Fundamentalgleichungen 
haben  zueinander  reziproke  Wurzeln ^'^),  ferner  gilt  das  von  Thome 
und  Frohenius^^^)  gefundene  Reziprozitätsgesetz:  Ist  ein  Differential- 
ausdruck aus  mehreren  zusammengesetzt,  so  ist  der  adjungierte  Diffe- 
rentialausdruck aus  den  adjungierten  in  umgekehrter  Reihenfolge  zu- 


176)  Schlesinger,  a.  a.  0.,  p.  136. 

177)  Metzler,  Compound  determinants.  American.  J.  16  (1894),  p.  145,  Ba- 
dos,  a.  a.  0.,  und  Burnside,  On  the  characteristic  equation  of  certain  linear  sub- 
atitutions  Quart.  J.  33  (1901),  p.  80—84. 

178)  Hirsch,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  Dissertation 
Königsberg  1892,  Ptck,  Über  adjungierte  lineare  Differentialgleichungen,  Wien. 
Ber.  101  (1892)  p.  893—896. 

179)  Fuchs,  über  Relationen,  welche  für  die  zwischen  je  zwei  singulären 
Punkten  erstreckten  Integrale  stattfinden.  J.  f.  Math.  76  (1874),  Ges.  W.  1,  p.  419; 
Jürgens,  Die  Form  der  Integrale  der  linearen  Differentialgleichungen.  J.  f.  Math.  80 
(1875),  p.  150—168. 

180)  Thome,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  J.  f.  Math.  76 
(1873),  p.  277.  Frobenius,  Über  den  Begriff  der  Irreduzibilität.  J.  f.  Math.  76, 
p.  263  und  Über  die  regulären  Integrale  der  linearen  Differentialgleichungen. 
J.  f.  Math.  80  (1875),  p.  328. 
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sammengesetzt.     Adjungierte  Differentialgleichungen   sind  also  gleicli- 
zeitio-    reduzibel    oder    irreduzibel.      Damit    eine    Differentialgleichung 
mit   ihrer    adjungierten    zur    selben    Art    gehöre,    ist   notwendig   und 
hinreichend,     daß     die    Substitutionen     der    Rationalitätsgruppe     eine 
bilineare  Form   von  nicht  verschwindender  Determinante  mit  kogre- 
dienten  Yariabelpaaren  in  sich  überführen. ^8l^)    _r  Fuchs^^^)  findet  als 
eine  andere  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  die,  daß  ein  be- 
stimmtes  System  linearer  Differentialgleichungen   erster  Ordnung  ein 
rationales  Lösungensystem  besitzen  muß.    Ein  Beispiel  für  Differential- 
gleichungen, welche   mit  ihren  adjungierten  zur   selben  Art  gehören, 
liefert  die  m*«  Assoziierte  ^»s^j  einer  Differentialgleichung  (2  w)*"^  Ordnung 
nach   Adjunktion  der  Quadratwurzel  aus    der  Hauptdeterminante  der 
gegebenen  Differentialgleichung  zum  Rationalitätsbereich.    Dieser  Satz 
wurde    dann    von  Schlesinger^^)    in  folgender  Weise  verallgemeinert: 
Die  adjungierte  Differentialgleichung  der  [}%  —  g*«^)  Assoziierten  gehört 
nach  Adjunktiou  einer  geeigneten  Potenz  der  Fundamentaldeterminante 
der  ursprünglichen  Differentialgleichung  mit  der  ^*'^'^  Assoziierten  zur 
selben    Art.     Gehört    eine    Differentialgleichung    2m*«'  Ordnung    mit 
ihrer  Adjungierten  zur  selben  Art^«^),    so   ist  die  w*«  Assoziierte  re- 
duzibel   nach    Adjunktion    der    Quadratwurzel    aus    der    Hauptdeter- 
minante ^^®). 

181)  Halphen,  Sor  las  formes  quadratiques  dans  la  theorie  des  equations 
differentielles.  Paris  C.  R.  101  (1885),  p.  666,  ohne  jedoch  zu  bemerken,  daß 
beim  Verschwinden  der  Diskriminante  Änderungen  notwendig  sind.  Allgemein 
bei  Fano,  Sülle  equazioni  differenziali  lineari,  che  appartengono  alla  stessa 
specie  delle  loro  aggiunte.  Torino  Atti  34  (1899),  p.  ^60-281.  Osservazioni 
sopra  alcune  equazioni  differenziali  lineari.  Rom.  Acc.  L.  Rend.  (5)  S^  (1899), 
p.  285—291.  Über  lineare  homogene  Differential gleichungen  mit  algebraischen 
Relationen    zwischen   den  Fundamentallösungen.    Math.  Ann.  53   (I'JÜO),   p.  öl')8. 

182)  E.  Fuchs,  Über  lineare  homogene  Differentialgleichungen,  welche  mit 
ihrer  Adjungierten  zur  selben  Art  gehören.    J.  f.  Math.  123  (1901),  p.  54—65. 

183)  L.  Fuchs,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichung.  Berlin.  Ber. 
1888,  Ges.  W.  III,  p.  11;  Bemerkungen  zur  Theorie  der  assoziierten  Differential- 
gleichung. Berliii.  Ber.  1899,  Ges.  W.  3,  p.  305 f.;  Tgl.  auch  Loeicy,  Über  Diffe- 
rentialgleichungen, die  mit  ihren  Adjungierten  zu  derselben  Art  gehören.  Münch. 
Ber.  32  (1U02),  p.  3—10. 

184)  Schlesinger,  Handbuch  II,  1,  p.  144. 

185)  F.  Fuchs,  Über  Differentialgleichungen,  welche  mit  ihrer  Adjungierten 
zur  selben  Art  gehören.  J.  f.  Math.  121  (1899),  p.  205-209;  vgl.  auch  Ton 
L.  Fuchs  die  zweite  in  183)  zitierte  Arbeit,  Ges.  W.  3,  p.  304  und  Loeivy,  a.  a.  0. 

186)  Der  von  L.  Fuchs,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 
Berlin  Ber.  1888,  Ges.  W.  3,  p.  28  aufgestellte  Satz,  daß  die  »«*»  Assoziierte  einer 
Differentialgleichung  (2  m)*"-  Ordnung  des  Fuchsschen  Typus  reduzibel  ist,  wenn 
die   Monodromiegruppe    der   ursprünglichen   Differentialgleichung   von  emem   in 
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Eine  Verallgemeinerung  des  Begriffs  der  assoziierten  Gleichungen 
gibt  Loeiüy}^"^) 

III.  Bestimmung   der  Düferentialgleichung  aus   Yorgegelt)enen 

Eigenschaften. 

13.  Vorgabe  der  Monodromiegruppe.  Eine  Abzahlung  der 
Konstanten ^^'^)  macht  es  zunächst  wahrscheinlich,  daß  es  stets  eine 
diskrete  Anzahl  linearer  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  des 
FuchsBohen  Typus  ohne  Nebenpunkte  oder  mit  vorgegebenen  Neben- 
punkten gibt,  welche  eine  vorgegebene  Monodromiegruppe  besitzen, 
und  für  welche  die  in  den  Wurzeln  der  zu  den  singulären  Stellen  gehörigen 
determinierenden  Gleichungen  zunächst  noch  unbestimmten  ganzen  Zahlen 
entsprechend  der  Relation  (34),  aber  sonst  willkürlich,  festgelegt  sind. 
Dagegen  übertrifft  bei  Differentialgleichungen  von  höherer  als  der 
zweiten  Ordnung  die  Anzahl  der  Parameter,  welche  in  der  Monodromie- 
gruppe auftreten,  diejenige  der  in  den  Differentialgleichungen  enthal- 
tenen, so  daß  man,  um  eine  Übereinstimmung  der  Parameteranzahlen 
zu  erhalten,  eine  bestimmte  Anzahl  der  Lage  nach  unbestimmter  oder 
wie  man  auch  sagt  frei  beweglicher  Nebenpunkte  einführen  muß. 
Aber  auch  wenn  die  Parameteranzahlen  übereinstimmen  und  die  ganzen 
Zahlen  für  die  Wurzeln  der  determinierenden  Gleichungen  festgelegt 
sind,  bleibt  das  Problem  noch  außerordentlich  unbestimmt,  wie  schon 
der  einfachste  Fall,  nämlich  der  der  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung,  zeigt.  Gibt  man  nämlich  bei  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  des  FuchsBcYian  Typus  mit  mehr  als  3  singulären 
Punkten  die  projektive  Monodromiegruppe  sowie  entsprechend  der 
letzteren  die  Differenzen  der  Wurzeln  der  zu  den  singulären  Punkten 
gehörigen  determinierenden  Gleichungen  vor,  was  für  die  Existenz- 
frage mit  der  Vorgabe  der  gewöhnlichen  Monodromiegruppe  und  der 
oben  erwähnten  ganzen  Zahlen  wesentlich  äquivalent  ist,  so  handelt 
es  sich  zunächst  darum,  aUe  Fundamentalbereiche  anzugeben,  welche 
nach  Festlegung  der  in  den  Kautenwinkeln  auftretenden  ganzzahligen 
Vielfachen  von  2:^;  in  einen  vorgegebenen  Kern  eingehängt  werden  können 

ihren  Koeffizienten  auftretenden  Parameter  unabhängig  ist,  ist  unrichtig,  wie 
Fuchs  selbst  später  angab,  vgl.  Fuchs,  Zur  Theorie  der  simultanen  partiellen 
Differentialgleichungen.  Berlin.  Ber.  1898,  Ges.  W.  3,  p.  268,  ferner  die  darauf 
bezüglichen  Anmerkungen  von  B.  Fuchs  daselbst,  p.  71. 

187)  Locwy,  Zur  Gruppentheorie.    Am.  M.  S.  Trans.  5  (1904),  p.  61—80. 

188)  Poincare,  Sur  les  groupes  des  ^quations  lineaires.  Acta  math.  4 
(1884),  p.  2l6f.;  Klein,  Vorlesungen  über  die  hypergeometrische  Funktion,  (1894) 
p.  247f. ;  Schlesinger,  Handbuch  II,  1  (1897),  p.  301  und  380. 
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(s.  Nr.  9).     Jedem   derartigen  Fundamentalbereiclie  läßt   sich  aber  in 
eindeutiger  Weise  eine  Differentialgleichung  (40)  zuordnen,  für  welche 
drei  singulare  Stellen  an  vorgegebene  Stellen  fallen;  dadurch  ist  (38) 
ebenfalls    eindeutig   bestimmt,    wenn    q^{x)  =  0    gesetzt    wird.     (Vgl. 
Ref  II B  4,  (Friclce)  Nr.  14  und  31.)  Merkwürdigerweise  zieht  Poincare^^^) 
aus   dieser  letzteren  Tatsache  den   Schluß,   daß    die  Koeffizienten  der 
Difi'erentialgleichung  eindeutige  Funktionen  der  Parameter  der  Mono- 
dromiegruppe  sind,  ohne  daran  zu  denken,  daß  unendlich  viele  Funda- 
mentalbereiche und  damit  Differentialgleichungen  in  dem  angegebeneu 
Sinne  zu  demselben  Kern  gehören.    Die  zu  verschiedenen  Fundamental- 
bereichen   desselben  Kems    gehörigen  Differentialgleichungen    zweiter 
Ordnung  haben  im   allgemeinen   ganz  verschiedene  singulare  Punkte, 
sind  also  nicht  etwa  verwandt,  und  es  bestehen  daher  zwischen  ihnen 
o-ewiß  keine  einfachen  Beziehungen.    Dasselbe  gilt  natürlich  auch  für 
die    Differentialgleichungen   höherer   Ordnung.     Um   verwandte   Diffe- 
rentialgleichungen zu   erhalten,   muß   man   daher  noch  die  singulären 
Punkte  vorgeben  und,  sofern  man  bei  einer  einzelnen  linearen  Differential- 
gleichung  bleiben   will,   eine   entsprechende   Anzahl   von   frei  beweg- 
lichen Nebenpunkten  zulassen.    Wir  kommen  so  zu  einer  Fragestellung, 
die   auf  Biemann^^^)   zurückgeführt  werden  kann  und   welche  in  der 
nächsten  Nr.  besprochen  werden  soU.'^^) 

14.  Das  Eiemannsche  Problem.  Besitzt  eine  lineare  Differential- 
<rleichung  zweiter  Ordnung  im  ganzen  drei  singulare  Stellen  der  Be- 
stimmtheit, so  kann  man  diese  durch  eine  lineare  Transformation  der 
unabhängigen  Veränderlichen  stets  in  drei  fest  vorgegebene  Punkte 
etwa  0,  1  und  oo,  werfen.  Kennt  man  dann  noch  die  Wurzeln  der 
zu  diesen  singulären  Stellen  gehörigen  determinierenden  Gleichungen, 
so  sind  die  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  auf  rationale  Weise 
eindeutig  bestimmbar.  (Vgl.  Nr.  18.)  In  aUen  höheren  Fällen,  d.h. 
wenn  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  oder  die  Anzahl  der 
singulären  Stellen  größer  ist,  treten  in  der  Differentialgleichung  nach 
Nr.  7  noch  akzessorische  Parameter  auf,  ferner  ist  nach  Nr.  13  eine 
bestimmte  Anzahl  freibevveglicher  Nebenpunkte  einzuführen.  Ist  also 
neben  den  singulären  SteUen  die  ganze  Monodromiegruppe  vorgegeben, 
so  erhält  man  aus  den  Fundamentalinvarianten  der  Monodromiegruppe 
für    die    in    der  Differentialgleichung    noch    unbestimmten  Parameter 


189)  Poincare,  1.  c,  p   221  unten;  Schlesinger  II  1,  p.  318. 

190)  Vgl.  hierzu  die  in  lß8)  zitierte  Arbeit  von  Riemann. 

191)  Bez.  des  Zusammenhangs  des  eben  besprochenen  Problems  mit  diesem 
Biemanmch^n  Problem  vgl.  die  oben  170)  zitierte  Arbeit  von  Schlesinger  p.  U2f. 
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eine  entsprecliende  Anzahl  transzendenter  Gleichungen iö2>)^  ^^^  ^^^^^ 
zu  zeigen  ist,  daß  sie  eine  gemeinsame  Lösung  besitzen. 

Biemann  selbst   postuliert   seiner  Grundauffassung   entsprechend, 
statt   von  der  Differentialgleichung   auszugehen,    direkt    die   Existenz 
von  w  Funktionen  der  Variabein  x,  welche  in  der  ganzen  Ebene  mit 
Ausnahme  der  wiUkürlich  vorgegebenen  Punkte  a,,  a^,  .  .  .,  a„,  a, 
endlich  und  stetig  sind,  nirgends  eineUnbestimmtheitssteUe  besitzen  und 
vorgegebene   lineare   Substitutionen  mit  konstanten   Koeffizienten   er- 
fahren, wenn  x  einfache  Umläufe  um  die  singulären  SteUen  macht.   Der 
Umlauf  soll  dabei  von  der  positiven  Seite  einer  in  sich  zurücklaufen- 
den Linie  ausgehen,  welche   durch   die  sämtlichen  singulären  Punkte 
so  gezogen  ist,  daß  sie  die  Ebene  in  zwei  Gebiete  teilt.    Die  vorgege- 
benen (? -f  1   Substitutionen,   die  „Fundamentalsuhstitiitionen''   müss°en 
natürlich  einer  Relation  genügen,  welche  ausdrückt,  daß  das  Funktions- 
system   nach    einem    Umlauf  um    aUe    singulären  Punkte    sich    nicht 
geändert  hat.     Wir  woUen  jetzt  die   verschiedenen  Ansätze  und  voll- 
ständigen Durchführungen  von  Existenzbeweisen  für  diese  Funktionen 
der  Reihe  nach  durchsprechen. 

a)  Beweis  vermittelst  der  Poincareschen  ZetareiJien.    Im  Referate 
von  II  B  4  {Fricle),  Nr.  16  wurde  berichtet,  daß  sich  nach  Poincare^'>') 
die  Lösungssysteme   einer  linearen  DiflFerentialgleichung  w*"  Ordnung, 
deren  Koeffizienten  einem  gegebenen  algebraischen  Gebilde  angehören,' 
als  eindeutige  Funktionen  der  dort  eingeführten  Funktion  t  darstellen 
lassen,  wenn  den   singulären  SteUen  der  Differentialgleichung  im  all- 
gemeinen parabolische    Zipfel    des    Fundamentalbereichs    entsprechen- 
diese  können   für  eine   singulare   SteUe   der  Bestimmtheit  durch   eine' 
gewöhnliche  Ecke    ersetzt  werden,   sobald    die   Wurzeln    der    entspre- 
chenden   determinierenden    Gleichung  rationale  Zahlen    sind   und   das 
entsprechende    Fundamentalsystem    daselbst   logarithmenfrei  ist.     Wie 
a.  a.  0.  Nr.  35,  p.  444  weiter  ausgeführt  wird,  entspricht  jeder  Substi- 
tution   der    Gruppe  T    der   linear   gebrochenen  Substitutionen  von  ^ 
eindeutig  eine  lineare  Substitution  der  Monodromiegruppe  der   aeae- 
benen  Differentialgleichung;    die   Substitutionen   der  letzteren  woUen 
wir  als  unimodular  annehmen.    Sei  nun  die  Riemannsthe  Fläche  vor- 
gegeben, ferner  irgendwelche  singulare  SteUen  der  Bestimmtheit  und  die 
Wurzeln  der  dazugehörigen  determinierenden  Gleichungen.    Läßt  sich 
dann^entsprechend  zu  II  B  4,  Nr.  16   eine  uniformisierende  Funktion 

^^^192)  Klein,  Vorlegungen  über  die  bypergeometrische  Funktion  (1893-94), 
(1884)!'?  2095^278^  ^'"'''''    ''''    '''  ^''''*^°'''   ^etafuchsiennes ,   Acta  math.  5 

Encyklop.  d.  math.  Wissenach.     II  2.  oj 
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angeben,  für  welche  F  keine  parabolische  Substitutionen  enthält,  so 
läßt  sich  zu  jedem  beliebig  vorgegebenen  Systeme  unimodularer 
Fundamentalsubstitutionen,  welches  die  obigen  Voraussetzungen  erfüllt, 
ein  System  dazugehöriger  PomcarcBcher  Zetareihen  angeben.  Enthält 
jedoch  r  parabolische  Substitutionen,  so  muß  man  die  wesentliche 
Einschränkung  machen,  daß  die  den  parabolischen  Zipfeln  des  Funda- 
mentalbereichs  entsprechenden  Fundamentalsubstitionen  Fundamental- 
gleichungen besitzen,  deren  sämtliche  Wurzeln  den  absoluten  Betrag  1 
haben  ^^^).  In  beiden  Fällen  erhält  man  n  Funktionen,  welche  außer  den 
vorgegebenen  singulären  Stellen  nur  mehr  Pole  besitzen  und,  wie  in  Nr.  11 
ausgeführt  wurde,  eine  Differentialgleichung  der  gewünschten  Form 
befriedigen.  Alle  andern  das  Problem  lösenden  Differentialgleichungen 
sind  mit  dieser  verwandt. 

Poincare^^^)  selbst  verwendet  diese  Schlußweise  zum  Nachweis 
der  Existenz  unendlich  vieler  linearer  Differentialgleichungen  mit 
vorgegebenen  singulären  Punkten  und  vorgegebener  Monodromiegruppe 
nur  dann,  wenn  die  letztere  endlich  ist.  In  allgemeinerer  Weise  deutet 
Ritter  in  seiner  in  Nr.  1 1  besprochenen  Arbeit  auf  die  Möglichkeit  hin, 
vermittelst  der  Zetareihen  den  durch  das  Riemannsche  Problem  ge- 
forderten Existenzbeweis  zu  erbringen,  nachdem  Klein^^^)  in  seiner 
Vorlesung  über  die  hypergeometrische  Funktion  das  jRiemawwsche 
Problem  genau  formuliert  hatte.  Doch  fehlt  bei  Ritter  jede  Bemerkung 
über  die  notwendigen  Einschränkungen  für  die  Gültigkeit  des  Bewei- 
ses vermittelst  der  Zetareihen.  Dagegen  zieht  Schlesinger  ^^^)  die  exakte 
Schlußfolgerung,  daß  das  Riemannsche  Problem  sich  in  dem  Falle, 
wo  die  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  rational  und  die  Wur- 
zeln der  determinierenden  Fundamentalgleichungen  reell  sind,  wo  also 
die  Konvergenz  der  Zetareihen  gesichert  ist,  durch  diese  Reihen  lösen 
läßt,  und  geht  dazu  über,  die  Folgerungen  aus  diesem  Existenzbeweise 
ins  einzelne   zu    entwickeln.     Er   zeigt,   daß   man  in  der  Hauptklasse 


194)  Broden,  Über  eine  Verallgemeinerung  des  Biemannschen  Problems 
Acta  math.  29  (1905)  versucht  konvergenzerzeugende  Faktoren  einzuführen;  ihre 
Existenz  vorausgesetzt,  kommt  man  aber  auf  Differentialgleichungen,  die  nicht 
mehr  dem  Ftichsachen  Typus  angehören;  vgl.  auch  Schlesinger  und  Broden  Be- 
merkungen zum  Biemannschen  Problem  J.  f.  Math.  125  (1902)  p.  28—33, 

195)  Poincare,  Sur  l'integration  algebrique  des  equations  lindaires.  C.  R.  97 
(1883),  p.  984—985. 

196)  Schlesinger,  Handbuch  II  1,  p.  388,  II  2,  p.  382  u.  f.;  Zur  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  im  Anschluß  an  das  Bieviannache  Problem. 
J.  f  Math.  123  (1901),  p.  138—173,  124  (1902),  p.  292—319,  130  (1905),  p.  26-46; 
ferner,  Über  das  Biemannsche  Fragment  zur  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen. Verh.  des  3.  intern.  Math.  Kongreß,  Heidelberg  (1905),  p.  219-228. 
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(vgl.  Nr.  11)  stets  in  eindeutiger  Weise  eine  Differentialgleichung  mit 
einer  Minimalzahl  von  Nebenpunkten  unter  Festhaltung  der  Wurzeln 
der  zu  den  singulären  Stellen  gehörigen  determinierenden  Gleichungen 
festlegen  kann.  Ferner  weist  Schlesinger  auf  den  engen  Zusammen- 
hang des  Biemannschen  Problems  mit  der  in  Nr.  8  besprochenen 
Frage,  wann  die  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung  von  einer 
singulären  Stelle  unabhängig  ist,  hin,  indem  er  hervorhebt,  daß  diese  An- 
nahme stets  erfüllt  ist,  wenn  die  Monodromiegruppe  und  die  singulären 
Punkte  willkürlich  vorgegeben  sind. 

b)  KontinuüätsmetJwde.  Um  zu  sehen,  ob  die  Einschränkungen, 
welche  durch  die  Einführung  der  Zetareihen  notwendig  wurden,  in 
der  Natur  des  Problems  oder  nur  in  der  Behandlung  desselben  lagen, 
zog  Schlesinger  ^^'^)  für  einen  neuen  Beweis  die  Kontinuitätsmethode 
heran,  welche  Klein  und  Poincare  zum  Beweise  der  Fundamental- 
theoreme in  der  Theorie  der  automorphen  Funktionen  geschaffen 
haben.  (Vgl.  das  Ref.  II  B  4  (Fricke),  Nr.  37.)  Zur  Vorbereitung  für 
die  Anwendung  dieser  Methode  geht  Schlesinger  zunächst  von  der 
linearen  Differentialgleichung,  welche  im  allgemeinen  Falle  Neben- 
punkte haben  muß,  zu  den  schlechthin  kanonischen  Differentialsy- 
stemen von  der  Form  (37)  über  und  stellt  sich  die  Aufgabe  zu  zeigen, 
daß  es  zu  vorgegebenen  Fundamentalsubstitutionen  und  vorgegebenen 
singulären  Punkten  stets  schlechthin  kanonische  Differentialsysteme 
ohne  Nebenpunkte  gibt.  Die  n^ö  Elemente  der  Fundamentalsubstitutio- 
nen sind  ganze  transzendente  Funktionen  der  n^6  Größen  A^^l,  deren 
Funktionaldeterminante  nicht  identisch  verschwindet  und  die  in  bezuo- 
auf  die  in  Nr.  11  erwähnten  Transformationen,  die  die  schlechthin  kano- 
nischen Differentialsysteme  derselben  Klasse  ineinander  überführen, 
einen  Automorphismus  aufweisen,  wie  Schlesinger  a.  a.  0.  ausführt.  Es 
folgt  zunächst,  daß  ein  solches  Differentialsystem,  wenn  es  existiert, 
durch  die  Wurzeln  der  determinierenden  Gleichungen  innerhalb  der 
Klasse  eindeutig  festgelegt  werden  kann.  Es  handelt  sich  dann  um 
den  Nachweis,  daß  jene  ganzen  transzendenten  Funktionen  jedes  belie- 
bige System  von  Fundamentalsubstitutionen  darstellen  können.  Die 
exakte  Durchführung  des  Beweises  führt  aber  auf  bis  jetzt  noch  nicht 
völlig  überwundene  Schwierigkeiten^^^^)^     Wir    wenden    uns    daher  zu 


197)  Schlesinger,  a.  a.  0.  J.  f.  Math.  130,  ferner  Bemerkung  zu  dem  Kontinui- 
tätabeweise  für  die  Lösbarkeit  des  i?ie»ian« sehen  Problems.  Math.  Ann.  63  (1906), 
p.  273—276,  Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen,  p.  286—304. 

198)  Flemelj,  Über  Schlesingers  „Beweis"  der  Existenz  JB(c»m«n  scher  Funk- 
tionenscharen mit  gegebener  Monodromiegruppe.    Deutsche  Math.-Ver.  18  (1909), 
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einer  dritten  von  Hubert^  geschaffenen  Beweismethode,  welche,  wie 
im  Anschluß  daran  Plemelf'')  zeigte,  zu  einem  voUen  Beweise  der 
ohen  erwähnten  Yon  Sdilesinger  aufgesteUten  Behauptung  fahrt. 

c)  Beiveis  vermittelst  Integralgleichungen.  Hilhert  denkt  sich  im 
Anschluß  an  Biemann  durch  die  vorgegebenen  singulären  Punkte 
a  .  a  ,  eine  analytische  sich  nirgends  schneidende  und  m  sich  ge- 
sälossenV  Kurve  0  gelegt  und  stellt  sich  die  Aufgabe  zwei  außer- 
halb der  Kurve  G  analytische  Funktionen  U^)  und  f,^M  ^^^  ^wei 
innerhalb  C  analytische,  bezüglich  sich  wie  rationale  Funktionen  ver- 
haltende Funktionen  /^,(.)  und  f,,,{z)  derart  zu  bestimmen,  daß  auf 
der  Randkurve  für  jeden  in  Betracht  kommenden  Wert  der  als  Para- 
meter eingeführten  Bogenlänge  s 

^•^(-.^  _  c,,{s)as)  +  c,,{s)f)^As),  L^s)  =  c,,{s)f,{s)  -f  cMf,.,,{s) 
ili  wobei  die  c  gegebene  komplexe,  zweimal  stetig  differenzierbare 
Funktionen  sind.  Beim  Biemann  s<^}xen  Problem  sind  die  c  Konstanten, 
die  sich  aber  an  den  singulären  SteUen  a  sprungweise  ändern,  wes- 
halb HüheH  zunächst  das  Biemannsche  Problem  auf  das  eben  ange- 
o-ebene  reduziert.  Das  so  reduzierte  Problem,  eine  Randwertaufgabe, 
wird  dann  vermittelst  einer  Greemchen  Funktion  auf  eine  Integral- 
cleichuncT  zweiter  Art  zurückgeführt  und  vermittelst  dieser  gezeigt, 
daß  es  "zum  mindesten  ein  Lösungssystem  mit  aUen  gewünschten 
Eicrenschaften  gibt.  Plemelj  setzt  den  von  Hilhert  für  n^  2  ein- 
geschlagenen Weg  fort  unter  Umgehung  der  (^r.mschen  Funktion, 
wobei  er  für  das  allgemeine  Biemannsche  Problem  eine  verhältnismäßig 
einfache  Lösung  erhält.  Nach  Durchführung  des.' Existenzbeweises 
zeigt  Plemelj  speziell  die  Existenz  eines  primitiven  Fundamentalsystems 
von  Lösungen  2"^) 

YU)  =  [Y'i\  r«, . .  •  Y^^]  für  j  =  1,  2,  . .  .,  n, 
frr  welches  die  Funktionen  1^)  in  der  ganzen  Ebene  außerhalb  der 
Torcegebenen  singulären  SteUen  aUenthalben  analytisch  sind  und  eine 
von"  Null  verschiedene  Determinante  ergeben,  während  die  ganzen 
Zahlen  welche  in  den  Wurzeln  der  determinierenden  Gleichungen 
auftreten    und    zunächst    noch    unbestimmt    sind,    in  aUen   singulären 

'^^Z^2^iO-MS;  Schlesinger,  Bemerkungen  zum  Kontinuifätsbeweise  für  die 
Lösbarkeit  des  Biemannschen  Problems.    Ebd.,  p.  21—2.5. 

199)  Hilhert,  Grundzüge  einer  Theorie  der  linearen  Integralgleichungen. 
«Dritte  Mitteilung.)    Gott.  Nachr.  1905,  p.  307—338.  ,r       i        •. 

200  Flem^j!  Biemannscl^e  Formenscharen  mit  gegebener  Monodromie- 
gruppe.    Monatsh.  für  Math,  und  Phys.  (1908),  p.  211-246. 

201)  a.  a.  0.,  p.  237  u.  f. 


14.  Das  Riemannsche  Problem.  523 

Punkten  mit  Ausnahme  eines  einzigen  willkürlich  jfixiert  sind.-^^)    Für 
die  zu  diesem  letzteren  gehörige  determinierende  Gleichung  hat  man 
jedoch  nicht  mehr  in  jedem  Falle   die  Möglichkeit,   eine  ihrer  Wur- 
zeln  unter  Festhaltung  aller  zu  den   anderen  singulären  Punkten  ge- 
hörigen Wurzeln  um  eine  ganze  Zahl  zu  vermehren  und   eine  andere 
um    dieselbe    zu    vermindern.     Durch    das    so    gewonnene    primitive 
Fundamentalsystem    ist  jede    Lösung,   für   welche    die    Wurzeln    der 
determinierenden  Gleichungen  nirgends   unter  die  entsprechenden  des 
primitiven  Fundamentalsystems  heruntergehen,  und  die  sonst  überall 
analytisch  ist,   linear  mit  ganzen  rationalen  Koeffizienten  darstellbar; 
speziell    folgt    daraus,    daß    das    primitive    Fundamentalsystem    einem 
schlechthin  kanonischen  Differentialsystem  ohne  Nebenpunkte  genügt, 
wodurch  das  Riemannsche  Problem  in  der  von  Sdilesinger  gegebenen  For- 
mulierung seinem  ganzen  Umfang  nach  gelöst  ist.    Den  Fall,  daß  man 
statt  der  schlichten  Ebene  eine  Riemannsche  Fläche  zugrunde  legt,  führt 
Plemelj  durch  einen  Kunstgriff  auf  den  behandelten  zurück -*^^),  so  daß  auch 
die  in  Nr.  11  besprochenen  iJi^erschen  Untersuchungen  auf  feste  Grund- 
lage gestellt  sind.  Von  hier  aus  geht  auch  eine  Brücke  zu  den  Prymschen 
FimUionen  w*"'  Ordnung-*'^),  welche  in  denjenigen  Funktionssystemen  ent- 
halten sind,   die  auf  einer  gegebenen  Riemannsahen   Fläche   aus  den 
Riemonn^(i\ie\\  Funktionssystemen  durch  Integration  hervorgehen;  vgl 
hierzu  das  in  Nr.  16,  a)  zu  besprechende  Fuchssche  Umkehrproblem.   Die 
Prymschen  Funktionen  erleiden  an  den  Querschnitten  der  Fläche  inho- 
mogene lineare  Substitutionen,  die  von  Prym  und  Rost  derartig  vor- 
gegeben werden,  daß  die  Funktionen  durch  die  Grenz-  und  ünstetig- 
keitsbedingungen  in  stets  erfüllbarer  Weise  eindeutig  festgelegt  sind. 
Der  Existenzbeweis  ist  unabhängig  von  der  Differentialgleichung  ver- 
mittelst der  von  Prym  und  Rost  erweiterten  Methode  des  alternieren- 
den Verfahrens  (vgl.  das  Ref  II  B  4  {Fricke),  Nr.  14)  durchführbar  und 
liefert  so  einen  neuen  Beweis  der  Lösbarkeit  des  Rlemanmchen  Problems, 
allerdings  unter  beschränkenden  Voraussetzungen,  die  zum  Teile  noch 

202)  a.  a.  0.,  p.  241 ;  vgl.  hierzu  Fuchs,  Über  die  Relationen,  welche  die  zwi- 
schen je  zwei  singulären  Punkten  erstreckten  Integrale  mit  den  Koeffizienten  der 
Fundamentalsubstitutionen  verbinden.  Berlin.  Ber.  1892,  Ges.  W.  3,  p.  146—149; 
über  lineare  Differentialgleichungen,  welche  von  Parametern  unabhängige  Sub- 
stitutionsgruppen besitzen.  Berlin.  Ber.  1893,  Ges.  W.  3,  p.  175;  Heffter,  Über 
gemeinsame  Vielfache  linearer  Differentialausdrücke.  J.  f.  Math.  116,  p.  157—166; 
vgl.  auch  die  oben  ^^^)  zitierten  Noten  von  Plemelj  und  Schlesinger,  ferner  Schle- 
singer, J.  f.  Math.  141,  p.  119—134. 

203)  Plemelj,  a.  a.D.,  Deutsche  Math.-Ver.  18,  p.  20. 

204)  Prym- Rost,  Theorie  der  Pr^/mschen  Funktionen  erster  Ordnung,  Teub- 
ner  1911,  Vorwort. 
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enger  sind  als  diejenigen,  welche  beim  Beweis  mittels  der  Poincare- 
schen  Zetareihen  zu  machen  sind. 

d)  Verallgemeinerungen  durch  BirMioff.  Während  das  Iiiemannsch& 
Problem  in  seiner  klassischen  Form  sich  auf  Diiferentialffleichunsen 
beschränkt  (vgl.  jedoch  Broden'^^)),  welche  nur  singulare  Stellen  der 
Bestimmtheit  besitzen,  stellt  Birkhoff  sich  die  Aufgabe ^°^),  ein  System 
von  n  linearen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  mit  vor- 
geschriebenen singulären  Stellen  a^, ...,  a^^,  ö^^+i  =  ^^  j©  "^^m  Range 
Q.17  Q2  •••  Qm+i  (JS^-  •^^-  ^)  ^^  bestimmen,  wenn  die  Monodromiegruppe 
gegeben  ist  und  ferner  für  jede  singulare  Stelle  die  sog.  charakte- 
ristischen Konstanten  vorgegeben  sind.  Dabei  werden  nach  Birlihoff 
die  n(q^_^^  -f-  1)  Koeffizienten  der  w  Funktionen  g{x)  in  (23),  welche 
Polynome  vom  Grade  Qj^  +  i  sind,  die  n  Exponenten  q  sowie  die 
n(n  —  ^)Qm  +  i  Transformationskonstanten,  welche  in  den  Beziehungen 
zwischen  den  Integralen,  die  in  benachbarten  Sektoren  durch  dieselben 
Normalreihen  dargestellt  werden,  auftreten,  die  2um  Punkte  00  gehörigen 
charakteristischen  Konstanten  genannt.  Bei  der  Behandlung  dieses  ver- 
allgemeinerten Theorems  gibt  Birkhoff  zugleich  einen  neuen  Beweis  für 
die  Lösbarkeit  des  gewöhnlichen  i2iemowwschen  Problems,  bei  dem  er 
in  der  einen  Fassung  die  Integralgleichungen  durch  direkte  Anwendung 
sukzessiver  Approximationen  umgeht  und  auch  sonst  mannigfache  Ver- 
einfachungen einführt.  ^"^) 

Bezüglich  der  Anwendungen  des  BiemannBchen  Problems  sei  zu- 
nächst auf  den  Schluß  von  Nr.  8  hingewiesen.  Ferner  gewinnt 
Schlesinger^^"^)  aus  dem  Riemannschen  Problem  den  folgenden  Satz: 
Die  Lösungen  einer  beliebigen  linearen  Differentialgleichung  n*"  Ord- 
nung mit  eindeutigen  Koeffizienten  und  einer  endlichen  Anzahl  singulärer 
Stellen,  die  also  singulare  Stellen  der  Unbestimmtheit  sein  können, 
lassen  sich  durch  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  des  Fuchsschen 
Typus  und  deren  n  —  1  erste  Ableitungen  linear  mit  eindeutigen 
Koeffizienten  darstellen.  Auf  eine  weitere  Anwendung  werden  wir  in 
der  folgenden  Nummer  zu  sprechen  kommen. 

15,  Algebraisch  integrierbare  Differentialgeicliungen.  (Vgl.  für 
das  Folgende  das  Ref.  I  B  3f  (Wiman),  speziell  Nr.  2 — 8;  ferner  das 

205)  Birkhoff,  Singular  points  of  ordinary  linear  differential  equationa. 
Trans,  of  Am.  Math.  Soc.  10,  p.  469f.;  The  generalized  Riemann  problem.  Proc. 
of  Am,  Ac.  of  arts  and  sciences  49  Nr.  9  (1913),  p.  521  f. 

206)  In  einer  anderen  Arbeit:  A  theorem  on  matrices  of  analytic  fonc- 
tions,  Math.  Ann.  74,  p.  122  gibt  Birkhoff  einen  Beweis,  der  auf  das  engste  mit 
dem  von  Hubert  und  Plemelj  gegebenen  verwandt  ist. 

207)  Schlesinger,  Über  einen  allgemeinen  Satz  aus  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen.    J.  f.  Math.  124,  p.  47—58. 
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Ref.  I  B  2  {Meyer\  Nr.  5,  sowie  das  Ref.  II  B  4  (FricJce),  Nr.  3.  SpezieU 
finden  sich  alle  auf  die  endlichen  Gi'uppen  bezüglichen  Fragen  in  dem 
Ref.  Wiman  behandelt,  das  also  als  Ergänzung  zu  dem  folgenden 
unbedingt  heranzuziehen  ist.)  Damit  eine  lineare  Differentialgleichung 
des  FuchsBcheu  Typus  algebraisch  integrierbar  sei,  d.  h.  lauter  algebra- 
ische Integrale  besitze,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  ihre  Mo- 
nodromiegruppe  eine  endliche  sei.  Umgekehrt  folgt  aus  dem  gelösten 
jR«emawwschen  Probleme  ^^^),  daß  man  zu  jeder  vorgegebenen  endlichen 
Monodromiegruppe  mit  entsprechend  vorgegebenen  singulären  Stellen 
beliebig  viele  dazugehörige  Differentialgleichungen  angeben  kann,  welche 
algebraisch   integrierbar   sind.      Es   entstehen   nun  die  beiden  Fragen 

a)  alle  algebraisch  integrierbaren  Differentialgleichungen  einer  ge- 
gebenen Ordnung  aufzustellen, 

b)  zu  entscheiden,  ob  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  algebraisch 
integrierbar  ist,  bezüglich  die  etwa  auftretenden  akzessorische  Parameter 
entsprechend  zu  bestimmen. 

Es  empfiehlt  sich  dabei,  statt  der  gewöhnlichen  homogenen  Mono- 
dromiegruppe die  projektive  Monodromiegruppe  einzuführen,  da  nach 
Entscheidung  der  Frage,  wann  das  Verhältnis  je  zweier  Integrale 
algebraisch  ist,  die  andere  sich  auch  unschwer  beantworten  läßt. 

Bei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  ist  daher  a)  äquivalent 
mit  der  Aufgabe,  alle  in  Betracht  kommenden  Fundamentalbereiche 
zu  bestimmen,  welche  nach  endlicher  Wiederholung  die  Kugel  ein 
oder  mehrere  Male  vollständig  überdecken. 

Die  einfachsten  algebraisch  integrierbaren  Fälle  erhält  man, 
wenn  in 

für  N  irgendeine  ganze  Zahl  gesetzt  wird  {zyldische  Gruppe),  oder 
wenn  in 

(45b)  hl. = ^f^ + '^ + ^'^|r.t'~' 

entsprechend 

der  Diedergruppe        v^  =  2,     v^  =  2,     v,  =  beliebige  ganze  Zahl, 

der  Tetraedergruppe  v^  =  2,     v^  =  3,     Vj  =  3, 

der  Oktaedergruppe  v^  =  2,     Vg  =  ^;     ^'s  =  4, 

der  Ikosaedergruppe  v^  =  2,     v^  =  3,     Vg  =  5. 
gewählt  wird. 

Die  Differentialgleichung  (45b)  entspricht  der  hypergeometrischen 
Differentialgleichung  (Nr.  18),  die  angegebenen  Wertesysteme  für  die 
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Größen  v  erschöpfen  nach  H.  Ä.  Schwarz'^^'')  alle  Fälle,  in  denen  (45b)  der- 
art algebraisch  integrierbar  ist,  daß  die  ri  Kugel  gerade  einmal  bei  den 
symmetrischen  Wiederholungen  (vgl.  das  Ref.  II  B 1  {Osgood)  Nr.  20  u.  21) 
des  Kreisbogendreiecks  überdeckt  wird,  das  der  positiven  Halbebene  der 
z  entspricht,  so  daß  also  z  eine  rationale  Funktion  von  iq  wird.'  (Vgl. 
die  Ref.  I  B  2,  {Meyer),  p.  336f.,  IBS  {Wiman)  Nr.  2  und  II  B  4 
{Fricle)  Nr.  3  und  4.) 

Man  erhält  nun  nach  Klein^^^)  alle  Differentialgleichungen  der 
Form  (40),  welche  algebraisch  integrierbar  sind,  wenn  man  in  einer 
der  durch  (45  a)  oder  (45  b)  dargestellten,  eben  besprochenen  fünf  Diffe- 
rentialgleichungen vermittelst  der  Identität 

(46)  W.=  M.©'  +  M. 

statt  z  irgendeine  tationale  Funktion  Il{x)  von  x  einführt. 

Weit  komplizierter  liegen  die  Verhältnisse  bei  Differentialglei- 
chungen von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung.  Jordan  war  der  erste, 
der  einen  allgemeinen  Ansatz  zur  Aufstellung  der  endlichen  linearen 
Substitutionsgruppen  bei  beliebiger  Variabeinanzahl  lieferte,  wie  im 
Ref.  I  B  3  f.  ( Wiman),  Nr.  5  näher  ausgeführt  wurde.  In  Ergänzung 
davon  seien  hier  nur  die  auf  die  Bestimmung  der  endlichen  linearen 
Substitutionsgruppen  bezüglichen  Arbeiten   von  Blichfelt-^^)   erwähnt. 

Auf  Grund  der  bekannten  endlichen  ternären  Gruppen  kann  man 
dann  nach  PainlevP^^)  zur  Bestimmung  aUer  algebraisch  integrier- 
baren Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  mit  rationalen  Koeffizien- 
ten eine  dem  oben  angegebenen,  von  Klein  herrühreiiden  Verfahren  ana- 
loge Methode  anwenden,  nachdem  der  Schwarzsohe  Differentialausdruck 
entsprechend  für  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  verallgemeinert 
ist.  Eine  vollständige  Durchführung  der  betreffenden  Einzelrechnungen 
gibt  Boulanger-^^)  speziell  für  die  nach  Jordan  so  genannte  Hessesche 
Gruppe  (vgl.  das  Ref.  I  B  3f.  {Wiman),  Nr.  5). 


208)  Vgl.  das  Ref.  I  B  2  {Meyer),  p.  338,  speziell  Anm.  101  und  das  Ref. 
I  B  3f.  {Wiman),  p.  527,  Anm.  17. 

209)  Blichfeit,  On  the  order  of  linear  homogeneous  groups.  Trans.  Amer. 
M.  S,  7  (1907),  p.  523— 529,  The  finite  discontinuous  primitive  groups  of  collineations 
in  four  variables.  Math.  Ann.  60  (1905),  p.  204—231,  the  finite  u.  s.  f.  in  three 
variables.     Math.  Ann.  63  (1907),  p.  552—572. 

210)  Painleve,  Sur  les  equations  differentielles  lin^aires  du  troisieme  ordre. 
Paris  C.  R.  104  (1887),  p.  1829—1832,  C.  R.  105,  p.  58—61. 

211)  M.  Boulanger,  fiquations  differentielles  lineaires  int^grables  algebri- 
quement.     J.  de  l'Jßc.  Pol.  (2)  4  (1898),  p.  1—122. 
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Allgemein  ist  eine  Differentialgleichung  des  Fuchsschen  Typus, 
deren  determinierende  Gleichungen  nur  rationale  Wurzeln  besitzen, 
algebraisch  integrierbar,  wenn  zwischen  den  Elementen  eines  dazu- 
gehörigen Fundamentalsystems  n  —  2  homogene  Relationen  mit  kon- 
stanten Koeffizienten  bestehen  ^^^),  sofern  nicht  die  dadurch  im  w  —  1 
dimensionalen  Räume  dargestellte  Kurve  mit  der  rationalen  Normal- 
kurve dieses  Raumes  zusammenfällt.  Weitere  Ausführungen  über  den 
Einfluß  derartiger  Relationen  und  über  den  Zusammenhang  mit  den 
Differentialinvarianten  finden  sich  in  dem  Ref.  IIA 4b  (Vessiot),  p.  291 
bis  292,  besonders  aber  in  dem  entsprechenden  Ref.  der  Enc.  des  sc. 
math.  II  16  Nr.  42. 

Ferner  sei  noch  erwähnt,  daß  nach  Loewy^^^)  zur  algebraischen 
Integrierbarkeit  einer  linearen  Differentialgleichung  ausreicht,  daß  sie 
vollständig  reduzibel  sei  (vgl.  Nr.  10),  und  daß  jeder  ihrer  irreduzibeln 
Bestandteile  ein  algebraisches  Integral  hat.  Umgekehrt  ist  jede  alge- 
braisch integrierbare  lineare  Differentialgleichung  vollständig  reduzibel. 

Indem  wir  uns  jetzt  zu  den  Problemen  b)  wenden,  besprechen 
wir  zunächst  die  Frage,  wie  man  durch  eine  beschränkte  Anzahl  von 
Versuchen  entscheiden  kann,  ob  eine  vorgelegte  lineare  Differential- 
gleichung rationale  Funktionen  als  Integrale  besitzt.  Die  Aufgabe 
wurde  in  systematischer  Weise  von  Lioiiville^^^)  erledigt.  Es  ergeben 
nämlich    die  zu  den    singulären   Stellen    der  Bestimmtheit  gehörigen 


212)  Der  Satz  wurde  zuerst  für  Diff'erentialgleichungen  dritter  Ordnung  von 
Fuchs  bewiesen.  Vgl.  Fuchs,  Über  lineare  homogene  Differentialgleichungen, 
zwischen  deren  Integralen  homogene  Relationen  höheren  als  ersten  Grades  be- 
stehen, Berlin.  Ber.  1882,  p.  703—710,  Acta  math.  1  (1882),  p.  321—362,  Ges. 
W.  2,  p.  289—298  u.  299—339;  Schlesinger,  Über  lineare  Differentialgleichungen 
■vierter  Ordnung  u.  s.  f.  (Diss.  Berlin  1887)  beweist  den  Satz  für  Differentialglei- 
chungen vierter  Ordnung,  einen  allgemeinen  Beweis  gibt  Wallenberg,  Anwendung 
der  Theorie  der  Differentialiuvarianten  auf  die  Untersuchung  der  algebraischen 
Integrierbarkeit.  J.  f.  Math.  113  (1894),  p.  1—41;  vgl.  auch  VuUcevic,  Die  Invari- 
anten der  linearen  Differentialgleichungen  «ter  Ordnung.  Berlin.  Diss.  1894  und 
Fano,  Über  lineare  homogene  Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Relatio- 
nen zwischen  den  Fundamentallösungen.     Math,  Ann.  53  (1900),  p.  493—690. 

213)  Vgl.  die  in  157)  zitierte  Arbeit  von  Loewy,  p.  683,  sowie  die  in  151) 
zitierte  Arbeit  desselben,  p.  108. 

214)  Liouville,  Sur  la  determination  des  integrales  dont  la  valeur  est  alge- 
brique.  J.  de  l'fic.  Pol.  22,  p.  154 f.;  vgl.  auch  Imschenetzky ,  Methode  zur  Auf- 
findung rationaler  Integrale.  Petersb.  Abh.  55  (1887),  p.  1—55,  56  (1888);  ferner 
Heffter,  Über  Rekursionsformeln  der  Integrale  linearer  homogener  Differential- 
gleichungen. J.  f.  Math.  106,  p.  275;  dazu  Fuchs,  ebd.,  p.  283-284;  ferner 
Perron,  Über  lineare  Differenzen-  und  Differentialgleichungen.  Math.  Ann.  66, 
p.  479. 
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determinierenden  Gleichungen  sowie  die  entsprechenden  Ansätze  an 
den  anderen  singulären  Stellen  für  die  Grade  der  in  Zähler  und  Nen- 
ner der  gesuchten  Funktion  auftretenden  Polynome  obere  Schranken, 
so  daß  man  nur  über  die  Auflösbarkeit  des  die  Koeffizienten  der 
Polynome  bestimmenden  Gleichungssystems  zu  entscheiden  hat.  In 
entsprechender  Weise  kann  man  durch  eine  beschränkte  Anzahl  al- 
gebraischer Operationen  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Differential- 
gleichung ein  Integral  besitzt,  dessen  logarithmische  Ableitung  ratio- 
nal ist,  spezieller  ein  Integral,  das  gleich  einer  Wurzel  aus  einer 
rationalen  Funktion  ist.  Sind  in  der  Differentialgleichung  Parameter 
unbestimmt,  so  kommt  man  durch  die  Forderung  polynomischer  Lö- 
sungen auf  die  im  Ref.  II  A  7a  {JBöcher),  Nr.  6  besprochenen  Pro- 
bleme, die  durch  Heranziehung  der  den  Quotienten  r]  zweier  Pai*tiku- 
larlösungen  entsprechenden  Fundamentalbereiche  wenigstens  in  den 
einfacheren  Fällen  eine  besonders  anschauliche  Behandlung  gestatten.^^^) 
Weit  schwieriger  ist  die  Entscheidung,  ob  das  allgemeine  Integral 
einer  vorgegebenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
(47)  y"  -f  q{x)y  =  0 

algebraisch  ist.  Auch  diese  Aufgabe  wurde  von  Liouville^^^)  in  An- 
griff genommen,  doch  drang  dieser  nicht  so  weit  vor,  um  durch  eine 
beschränkte  Anzahl  von  Schritten  eine  Entscheidung  in  jedem  Falle 
treffen  zu  können.  Nach  einem  verfehlten  diesbezüglichen  Ver- 
suche von  Pepin^^'')  führte  Fuchs^^^)  das  Problem  durch.  Er  geht 
von  der  Tatsache  aus,  daß  die  niedrigste  Primform,  das  ist  eine  aus 
zwei  Integralen  der  gegebenen  Differentialgleichung  gebildete  Form, 
welche  gleich  einer  Wurzel  aus  einer  rationalen' 'Funktion  von  x  ist 
(vgl.  das  Ref.  IB2  {Meyer),  p.  338  und  das  Ref.  I  B  3f  {Wiman), 
Nr-  4,  p.  527),  höchstens  vom  Grade  12  sein  kann,  also  einer  linearen 
Differentialgleichung  Ä  von  höchstens  13*®™  Grade  genügt.     Man  hat 


215)  Klein,  Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung (1894),  p.  190—256. 

216)  Liouville,  Memoire  sur  l'integration  d'une  classe  d'equations  differen- 
tielles  en  quantites  finies  explicites.   J.  de  Math.  (1)  IV  (1839),  p.  433 

217)  Pepin,  Memoire  sur  l'intägration  sous  forme  finie  de  l'equatiön  diffe- 
rentielle  du  second  ordre.  Ann.  di  mat.  (1)  5  (1863),  p.  186—224;  vgl.  hierzu 
Fuchs,  Sur  les  equations  differentielles.  Paris  C.  R.  82  (1876),  p.  1494—1497, 
Ges.  W.  2,  p.  67—71. 

218)  Fuchs,  Über  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche 
algebraische  Integrale  besitzen.  Gott.  Nachr.  1875,  J.  f.  Math.  81  (1876),  p.  97—142 
und  85  (1878),  p.  1—26.  Ges.  W.  2,  p.  1—62  und  115—144.  Vgl.  auch  die 
Darstellung  bei  Schlesinger,  Handbuch  II.  2,  p.  118—162,  wo  die  Untersuchungen 
von  Fuchs  und  Klein  in  Wechselbeziehung  gesetzt  sind. 
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also  zunächst  zu  entscheiden,  ob  diese  Differentialgleichung  Ä  durch 
die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Funktion  integrierbar  ist,  wobei 
jedoch  die  allgemeine  Aufstellung  dieser  Differentialgleichung  A  noch 
umgangen  werden  kann.  Ist  dann  die  Form  von  höherem  als  dem 
zweiten  Grade  und  nicht  die  Potenz  einer  solchen,  so  sind  die  Integrale 
von  (47)  algebraische  Funktionen,  ist  die  Form  vom  ersten  Grade,  so 
besitzt  (47)  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Funktion  als  Integral. 
Der  Fall,  daß  die  Form  vom  zweiten  Grade  ist,  erfordert  hingegen 
eine  von  Fuchs  angegebene  Spezialuntersuchung.  Zu  einer  wesent- 
lich verschiedenen  Methode  ^^^)  kommt  man  durch  Heranziehung  der 
Gleichungen  (45)  und  (46).  Bildet  man  nämlich  von  der  gegebenen 
Differentialgleichung  (47)  ausgehend  die  Differentialgleichung  (40), 
so  entsteht  die  Aufgabe  zu  entscheiden,  ob  man  I{(x)  so  bestimmen 
kann,  daß  eine  der  Differentialgleichungen  (45)  nach  Einführung  von 
B(x)  statt  2  mit  der  eben  gebildeten  Differentialgleichung  identisch 
wird.  Eine  Begrenzung  des  Grades  von  R(x)  ergibt  sich  sofort  aus 
den  singulären  Stellen  und  den  notwendigerweise  rationalen  Wurzeln 
der  dazugehörigen  determinierenden  Gleichungen.  Eine  vollständige 
Durchführung  findet  sich  bei  Klein  für  den  Ikosaederfall.  Entsprechende 
Ansätze  für  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  in  Verallge- 
meinerung der  von  Fuchs  und  Klein  entwickelten  Verfahren  gibt 
Fainleve^^^)    Eine  neue  Metbode  gewinnt  derselbe  durch  Heranziehen 

der  Differentialgleichung  für  die  Funktion  tt  =  ^.welche  ebenfalls  eine 

algebraische  Funktion  sein  muß.  Nach  Bestimmung  einer  oberen  Schranke 
für  den  Grad  der  die  letztere  Funktion  bestimmenden  algebraischen 
Gleichung  auf  Grund  der  bekannten  endlichen  ternären  Gruppen  ist 
dann  noch  der  Grad  der  Koeffizienten,  welche  Polynome  in  x  sind, 
zu  beschränken,  was  man  nach  Painleve  ebenfalls  kann.  Eine  weitere 
Durchführung  dieser  verschiedenen  Methoden  für  Differentialgleichungen 
dritter  Ordnung  findet  sich  bei  Boulanger.^^^) 

Zum  Schlüsse  sei  noch  bemerkt,  daß  nach  Poincare^^^)  die  Ähehchen 
Integrale  von  algebraischen  Funktionen,  die  linearen  Differential- 
gleichungen gegebener  Ordnung  mit  rationalen  Koeffizienten  genügen, 
bemerkenswerte  Eigenschaften  haben.  . 


219)  Klein,  Über   lineare   Differentialgleichungen,    Math.    Ann.    12    (1877), 
p.  167—180. 

220)  Vgl.  die  in  210  und  211   zitierten  Arbeiten.     Diesbezügliche  Ansätze 
finden  sich  auch  bei  Klein,  Vorlesungen  a.  a.  0.,  p.  187  f. 

221)  Poincare,  Sur  l'integration  algebrique  des  äquations  lineaires.     C.  R. 
97  (1883),  p.  984—985,  p.  1189—1191.     J.  de  Math.  (5)  9  (1903),  p.  139—212. 
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16.  Umkehrprobleme,  a)  Das  Fuchssche  ümlcehrproUem.  Fuchs 
stellte  sich  allgemein  die  Aufgabe,  für  die  Lösungen  linearer  Diffe- 
rentialgleichungeu  des  Fuchssahen  Typus  eine  zur  klassischen  Theorie 
der  algebraischen  Funktionen  analoge  Theorie  aufzubauen.  Zu  diesem 
Zweck  untersuchte  er  zunächst  die  zwischen  zwei  singulären  Stellen 
genommenen  Integrale  von  Lösungen  einer  Differentialgleichung,  diese 
Integrale  entsprechen  direkt  den  Periodizitätsmoduln  der  Abehehen 
Integrale.  Schon  Abel  und  JacohP^^)  hatten  für  lineare  Differential- 
gleichungen den  Satz  von  der  Vertauschung  des  Parameters  und  Ar- 
guments aus  der  Theorie  der  Ahelschen  Integrale  übertragen,  waren 
jedoch  am  weiteren  Vordringen  durch  den  Mangel  an  näherer  Kennt- 
nis des  analytischen  Charakters  der  Lösungen  linearer  Differential- 
gleichungen in  der  Nachbarschaft  der  singulären  Stellen  gehindert 
worden.  1874  machte  sich  Fuchs^"^)  daran,  die  Jacohischen  Resultate 
zu  präzisieren,  und  leitete  aus  diesen  für  die  zwischen  je  zwei  sin- 
gulären Stellen  erstreckten  Integrale  der  Lösungen  Relationen  her, 
welche  das  Analogon  zu  den  Legendreschen  bzw.  Weierstraßschen  Rela- 
tionen für  die  Periodizitätsmoduln  der  hyperelliptischen  Integrale 
bilden,  die  nach  Weierstraß  ebenfalls  aus  dem  Vertauschungssatze  von 
Parameter  und  Argument  fließen.  Im  Anschluß  an  Untersuchungen 
von  Schlesinger,  auf  welche  in  Nr.  22  zurückgekommen  wird,  unterzog 
Hirsch^^^)  die  Relationen,  welche  für  die  zwischen  zwei  singulären 
Stellen  genommenen  Integrale  bestehen,  einer  neuen  Untersuchung 
und  leitete  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Substitutionen  der  Mono- 
dromiegruppe  eine  definite  HermiteBche  Form  in  sich  überführen, 
eine  Ungleichung  für  die  reellen  und  imaginären  'Bestandteile  der  In- 
tegrale her,  welche  den  Hieniann sehen  Ungleichungen  bei  den  Ahel- 
schen  Integralen  entspricht. 

In  Anschluß  an  seine  oben  erwähnten  Untersuchungen  stellt  sich 


222)  Abel,  Sur  une  propriete  remarquable  d'une  classe  tres  etendue  de  fonc- 
tions  transcendantes.  Ges.  W.  2,  p.  54f. ;  Jacoii,  Über  die  Vertauschung  von  Para- 
meter und  Argument.    J.  f.  Math.  32  (1846),  p.  185  f.,  Ges.  W.  2  (1882),  p.  121—134. 

223)  Fuchs,  Über  Relationen,  welche  für  die  zwischen  je  zwei  singulären 
Punkten  erstreckten  Integrale  der  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen  statt- 
finden. J.  f.  Math.  76  (1874),  p.  177—213;  Ges.  W.  1,  p.  416—455;  Berlin  Ber.  1892; 
Ges.  W.  2,  p.  141 — 158;  ferner  Über  zwei  Arbeiten  Abels  und  die  sich  an- 
schließenden Untersuchungen,  Acta  math.  26  (1902),  p.  319—332;  Ges.  W.  3, 
p.  361 — 373.  Eine  Übertragung  dieser  Untersuchungen  auf  lineare  Differential- 
systeme findet  sich  bei  Hronyecz,  Herleitung  der  /'"Wc/isschen  Periodenrelationen. 
Dissertation,  Gießen  1912. 

224)  Hirsch,  Über  bilineare  Relationen  zwischen  den  Perioden  der  Integrale 
reziproker  Formenscharen.     Math.  Ann.  54  (1900),  p.  202—322. 
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Fuchs^^^)  die  Aufgabe,  alle  linearen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  des  Fuchsachen  Typus  zu  bestimmen,  welche  auf  ein  zu  dem 
für  Äbelsche  Integrale  geltenden  analoges  Umkehi-problem  führen, 
welche  also  ein  derartiges  Fundamen talsystem  /'i(^),  f^i^)  besitzen, 
daß,  wenn 

(48)  u,=ff,{z)dz+ff\{B)dz,    u,=ff,{z)dz-\-ff,{z)dz 

ist,  die  symmetrischen  Funktionen  von  z^  und  z^  eindeutige  Funk- 
tionen der  unabhängigen  Veränderlichen  u^  und  u^  werden;  8^  und 
^2  sind  dabei  beliebige  Konstanten.  Es  sei  hier  auf  den  oben  er- 
wähnten nahen  Zusammenhang  dieser  Fragestellung  mit  den  Pr_ywschen 
Funktionen  hingewiesen  (vgl.  Nr.  14  c).  Als  erste  notwendige  Bedingung 
findet  Fuchs,  daß  die  unabhängige  Veränderliche  x  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichung eine   ein-  oder  zweideutige  Funktion   des  Quotienten 

f  (x)   . 

}:jc  ist.     Neben  diese  Bedingung,  welche  im  wesentlichen  auf  das  in 

b)  zu  besprechende  Umkehrproblem  führt,  treten  noch  andere,  aus 
denen  folgt,  daß  die  in  Betracht  kommenden  Differentialgleichungen 
höchstens  sechs  singulare  Stellen  besitzen  dürfen,  so  daß  man  alle 
für  das  Fuchs^ch.Q  Umkehrproblem  in  Betracht  kommenden  und  das 
Verlangte  wirklich  leistenden  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung des  Fuclisach&n  Typus  explizit  angeben  kann.^^^)  Die  letzten 
beiden  oben  ^"^)  zitierten  Arbeiten  von  Fuchs  beschäftigen  sich  mit 
Differentialgleichungen,  deren  Koeffizienten  einem  gegebenen  algebrai- 
schen Gebilde  angehören,  doch  gibt  es  auch  hier  nur  außerordentlich 
beschränkte  Fälle.  Ob  man  durch  Heranziehung  irgendwelcher  spe- 
zieller zu  einer  P^amilie  gehöriger  Funktionssysteme  zu  umfassenderen 
Resultaten  kommt,  kann  erst  die  Zukunft  aufdecken. 

b)  Das  auf  die  eindeutigen  linear  automorphen  FunMionen  führende 


225)  Fuchs,  Über  eine  Klasse  von  Funktionen  mehrerer  Variabein.  Gott. 
Nachr.  1880,  p.  170—176;  J.  f.  Math.  89,  p.  151—169;  Paris  CR.  90,  p.  678—680; 
Gott.  Nachr.  1880,  p.  445— 453;  J.  f.  Math.  90  (1881),  p.  71— 73;  Bull.  sc.  math.  et  astr. 
2  A  4,  p.  328—336 ;  Gott.  Abhandl.  27  (1881),  p.  1—39 ;  Paris  C.  R.  92,  p.  1330—1331 ; 
Ges.  W.  2,  p.  185—280 ;  ferner  Berlin.  Ber.  1883,  p.  507—516 ;  Ges.  W.  2,  p.  341—350 ; 
über  eine  Klasse  linearer  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  J.  f.  Math. 
100,  p.  189—200;  Ges.  W.  2  (1887),  p.  427—439;  Über  die  Umkehrung  von  Funk- 
tionen zweier  Veränderlicher.  Berlin.  Ber.  1887,  p.  99—108;  Ges.  W.  2,  p.  441— 452. 

226)  Vgl.  neben  den  zitierten  Arbeiten  von  Fuchs  noch  Lühn,  Über  Funktionen, 
von  zwei  Variabein,  welche  durch  elliptische  Funktionen  dargestellt  werden  können. 
Diss.  Heidelberg  1881;  B.  Lohnstein,  Über  lineare  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung.  Diss.  Berlin  1890;  Kempinski,  Über  jPMc/iÄSche  Funktionen  zweier 
Variabein.     Math.  Ann.  47  (1896),  p.  573—578. 
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UmJcehrproUem  stellt  sich  die  Aufgabe,  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  anzugeben,  für  welche  die  unabhängige  Veränderliche  x  der 
Differentialgleichung  eine  eindeutige  Funktion  des  Quotienten  zweier  Par- 
tikularlösungen der  Differentialgleichung  ist.  Die  im  Ref.  11 B  4  {Fricke), 
Nr.  36  besprochenen  Fundamentaltheoreme  zeigen  die  Existenz  eindeutig 
umkehrbarer  polymorpher  Funktionen  auf  gegebenen  Biemann Bchen 
Flächen;  die  Existenzbeweise  werden  unabhängig  von  der  Differential- 
gleichung geführt,  welche  sich  erst  nachträglich  ergibt  (vgl.  das  Ref. 
IIB 4  {Fricke),  Nr.  32  und  (über  die  historische  Entwicklung)  Nr.  2—4 
u.  36).  Geht  man  umgekehrt  von  der  Differentialgleichung  aus,  so 
gestaltet  sich  die  Sache  im  Falle  algebraischer  Koeffizierten  so:  Die  For- 
derung, daß  X  eine  eindeutige  Funktion  von  iq  sei,  ist  äquivalent  damit, 
daß  die  Gesamtheit  der  Fundamentalbereiche  auf  der  ?^- Kugel,  welche 
aus  irgendeinem  von  ihnen  durch  die  Substitutionen  der  projektiven 
Monodromiegruppe  hervorgehen,  die  Kugel  nirgends  mehrfach  über- 
deckt. Es  darf  daher  in  den  Ecken  der  Fundameutalbereiche  kein 
Windungspunkt  auftreten,  weshalb  die  Differenzen  der  zwei  Wurzeln 
der  zu  jedem  singulären  Punkt  gehörigen  determinierenden  Gleichung 
reziproke  ganze  Zahlen  oder  Null  sein  müssen;  als  singulare  Stellen 
kommen  dabei  überhaupt  nur  solche  der  Bestimmtheit  in  Betracht.  Doch 
sind  diese  Bedingungen  keineswegs  im  allgemeinen  hinreichend,  da  der 
einzelne  Fundamentalbereich  oder  auch  die  Gesamtheit  derselben  sich 
um  Punkte  herumwinden  können,  die  von  keinem  der  Fundamental- 
bereiche erreicht  werden.  Um  etwas  Derartiges  auszuschließen,  muß 
man  nach  Vorgabe  der  singulären  Stellen  und  der  Wurzeln  der 
determinierenden  Gleichungen,  welche  den  obigen  Bedingungen  ent- 
sprechen müssen,  noch  die  übrigbleibenden  akzessorischen  Parameter 
durch  geeignete  transzendente  Bedingungsgleichungen  festlegen.  Um 
einen  konkreten  Fall  zu  haben,  wollen  wir  das  Grenzkreistheorem 
(II B  4,  Nr.  36)  für  den  FaU  p  =  0,  also  für  den  Fall  rationaler 
Koeffizienten  der  Differentialgleichung  kurz  besprechen.  Beim  Grenz- 
kreistheorem müssen  die  Substitutionen  der  projektiven  Monodromie- 
gruppe einen  Kreis  auf  der  ?;- Kugel  in  sich  überführen.  Bei  der  von 
H.  A.  Schivarz  diesbezüglich  untersuchten  hypergeometrischen  Differen- 
tialgleichung ist  dieses  von  selbst  der  FaU  (vgl.  Nr.  9  des  vorliegenden 
Ref.,  besonders  aber  das  Ref.  II  B  4  {Fricke),  Nr.  2 — 4).  Im  allgemeinen 
FaUe  aber  liefert  diese  Forderung  für  die  reeUen  and  imaginären  Bestand- 
teile der  akzessorischen  Parameter  eine  entsprechende  Anzahl  transzenden- 
ter Gleichungen,  so  daß  die  Aufgabe  entsteht  nachzuweisen,  daß  diese  Glei- 
chungen gemeinsame  Lösungssysteme  besitzen,  und  dann  ein  Lösungs- 
system durch  charakteristische  Eigenschaften  von  den  andern  zu  isolieren. 
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Zum  Beweise  des  Grenzkreistheorems  als  solchen  bedarf  es  speziell  des 
Nachweises,  daß  es  ein  Lösungssystem  der  transzendenten  Gleichungen 
gibt,  für  welches  der  dazugehörige  Fundamentalbereich  den  oben  er- 
wähnten Kreis  auf  der  rj  Kugel  nirgends  überschreitet.  Durch  diese 
Forderung  sind  die  akzessorischen  Parameter  in  eindeutiger  Weise 
festgelegt.  Damit  ist  das  Grenzkreistheorem  naturgemäß  in  eine  andere 
Problemstellung  eingereiht,  welche  darauf  ausgeht,  nach  Vorgabe  der 
singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  und  der  Wurzeln  der  dazu- 
gehörigen determinierenden  Gleichungen  die  akzessorischen  Parameter 
durch  Eigenschaften  des  Fundamentalbereichs  in  womöglich  eindeutiger 
Weise  festzulegen,  d.  h.  wie  eben  erwähnt,  die  Lösungssysteme  der 
transzendenten  Gleichungen  durch  weitere  charakteristische,  nur  durch 
Ungleichheitsbedingungen  ausdrückbare  Eigenschaften  der  Fundamental- 
bereiche zu  isolieren  und  in  ihrer  Gesamtheit  zu  diskutieren.  Diese 
Frage  ist  es,  die  Klein  in  seinen  Vorlesungen  in  den  Vordergrund 
gestellt  hat.  Sie  ist  bis  jetzt  nur  in  den  einfachsten  Fällen  beant- 
wortet, auf  die  wir  jetzt  eingehen  wollen,  doch  geben  diese  Spezial- 
fälle schon  ein  ziemlich  anschauliches  Bild  für  die  Verhältnisse, 
welche  in  komplizierteren  Fällen  herrschen. 

17.  Festlegung  der  akzessorischen  Parameter  durch  Eigen- 
schaften des  Fundamentalbereiches.  Wir  betrachten  zunächst  die 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

C49)    ^  1   /IzL?  1  Ini  I  li::i\  ^  i ^ +^   _    ,,  _  n 

^  dx*'^^\x-~a~x—h~^x  —  cjdx~^{x~a){x  —  b)(x—c)^~' 

in  der  a,  h,  c  gegebene  reelle  Größen  sind.  Das  gleiche  gelte  Ton 
den  Größen  a,  ß  und  y,  die  wir  zwischen  0  und  1  annehmen  wollen. 
Entsprechend  zu  Bacher  (im  Ref.  II  A  7  a,  p.  456)  bezeichnen  wir  1  als 
die  Stieltjes sehe  Grenze:  wird  diese  von  einer  der  Exponentendifferenzen 
a,  ß,  y  überschritten,  so  können  in  den  folgenden  Sätzen  wesentliche 
Änderungen  auftreten.  Die  ebenfalls  vorgegebene  reeUe  Größe  A  be- 
stimmt die  Wurzeln  der  zu  oo  gehörigen  determinierenden  Gleichung. 
Um  im  Reellen  zu  bleiben,  setzt  Klein^^'')  im  Anschluß  an  Hilhert^^^) 
die  zu  a  gehörigen  Fundamentallösungen  in  der  Form  an 
(50)  ro«  =  ^o(^-«),     Yj^=x-a:^'^,{x-a), 

wobei  ^o(^  —  ^)  ^^d  ^^{x  —  d)  Potenzreihen  nach  ganzen  positiven 
Potenzen   von  {x  —  a)  bedeuten.     Ganz   entsprechend  seien   Zo',  F/, 

227)  Klein,  Bemerkungen  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung.     Math.  Ann.  64  (1907),  p.  175—196. 

228)  Hubert,  Grundzüge  einer  allgemeinen  Theorie  der  Integralgleichungen 
6.  Mitt.  Gott.  Nachr.  1910,  p.  53. 
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^0^  ^yj  <^ie  zu  h  und  c  gehörigen  Fundamentallösungen,  ferner  sei 
^o*(^)  =  1>  '^ß'  in  entsprechender  Weise  normiert.  Die  vier  anderen 
Fundamentallösungen  werden  so  normiert,  daß 

(51)     ^'■''  =  ^"^  - ''  ^«''  ^o"  =  V  -  '^  ^o',  y;  =  ^;  -  «1 1'.'. 

ist. 

Dabei  sind  auf  Grund  der  obigen  Festsetzung  die  Größen  l  und  n 
reell.  Dem  Intervalle  ah  entspricht  dann  eine  Seitenlänge  (p^,  dem 
singulären  Punkte  a  eine  Kantenlänge  ip^  (vgl.  Nr.  9),  wobei 

(52)  cos,p,  =  L+4.,     *,  =  4lgA^_.«) 

Gibt  man  sich  für  (p^  einen  beliebigen  reellen  Wert  vor^^*^),  so 
gibt  eg  stets  einen  und  nur  einen  dazugehörigen  Parameterwert  B,  so 
daß  in  diesem  Falle  das  Ziel,  den  Parameter  durch  eine  Eigenschaft 
des  Fundamentalbereichs  festzulegen,  in  idealer  Weise  erreicht  ist. 
Um  die  Verhältnisse  bezüglich  der  Kantenlänge  darzustellen,  betrachten 
wir  den  speziellen  Fall^^^) 
(•^3)  IJ,^  =  n^n^- 

der  Quotient  t]  zweier  Partikularlösungen  bildet  dann  die  positive 
Halbebene  der  x  auf  ein  Kreisbogenviereck  ab,  dessen  Seiten  auf  ein 
und  demselben  Kreise  senkrecht  stehen.  Es  sei  zunächst  Ä  positiv 
und  die  Winkelsumme  im  Viereck  kleiner  als  27t,  dann  kann  man 
den  akzessorischen  Parameter  B  auf  eine  und  nur  eine  Weise  so  be- 
stimmen ^^^^^  daß  das  Kreisbogen  Viereck  einen  in  diesem  Falle  stets 
reellen  Orthogonalkreis  besitzt  und  daß  die  Seite,'  welche  dem  Inter- 
valle ah  bzw.  hc  entspricht,  diesen  Kreis  eine  gegebene  ungerade 
Anzahl  mal  schneidet  oder  daß  die  beiden  Seiten  den  Orthogonalkreis 
gar  nicht  treffen.  Der  letztere  Fall  heißt  nach  Klein  das  Grund- 
theorem, er  entspricht  dem  Hauptkreistheoreme,  wenn  die  Winkel  des 

Kreisbogenvierecks  die  Form    ,-  haben,    wobei  k  irgendwelche  ganze 


229)  Hüb,  Über  Kleinscbe  Theoreme  in  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen. Math.  Ann.  66  (1908),  p.  215—257,  68  (1910),  p.  24—74,  im  folgen- 
den mit  I  u.  II  bezeichnet;  femer  Neue  Entwicklungen  über  lineare  Differential- 
gleichungen.  Gott.  Nachr.  1908  u.  1909.     Vgl.  speziell  I,  p.  223,  wobei  aber  in 

Formel  (13)  C  durch  — -  ersetzt  wurde;  ferner  II,  p.  28—30. 

230)  Klein,  Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen  1894,  p.  3 79 f.; 
lemer  I,  p.  241—246,  II,  p.  55. 

231)  Klein,  Math.  Ann.,  a.  a.  0.,  p.  189. 

232)  I,  p.  249  f. 
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Zahlen  sind  (vgl.  Nr.  16).  Analog  gibt  es  stets  Werte  von  B,  für 
welche  (53)  erfüllt  ist  und  für  welche  eine  der  beiden  Kreisbogen- 
seiten den  Orthogonalkreis  eine  gerade  Anzahl  mal  trifft,  doch  kann 
man  in  diesem  Fall  nur  aussagen,  daß  zu  einer  vorgegebenen  geraden 
Anzahl  von  Schnitten  eine  ungerade  Anzahl  von  Lösungen  B  der 
Gleichung  (53)  existiert.  Um  die  Kreisbogen  Vierecke  vollständig  zu 
übersehen,  muß  man  durch  eine  lineare  Transformation  nacheinander 
a,  h  und  c  in  das  Unendliche  werfen.  Dadurch  erkennt  man  die 
Existenz  dreier  Typen  von  Differentialgleichungen.  Bei  dem  ersten 
Typus,  dem  eben  besprochenen,  schneidet  keine  Seite  des  dem  Grund- 
theoreme entsprechenden  Kreisbogenvierecks  den  dabei  stets  reellen 
Orthogonalkreis;  bei  dem  zweiten  Typus  schneiden  für  das  Grund- 
theorem zwei  benachbarte  Kreisbogen  den  ebenfalls  reellen  Ortho- 
gonalkreis gerade  einmal,  beim  dritten  Typus  ist  für  das  Grund- 
theorem der  Orthogonalkreis  imaginär,  und  man  kann  es  so  einrichten, 
daß  das  entsprechende  Kreisbogenviereck  ein  elementares  sphärisches 
Viereck  wird.^^^)  Die  andern  Wurzeln  B  von  (53)  führen  auf  die 
Obertheoreme,  bei  denen  der  Unterschied  zwischen  den  drei  Typen 
vollständig  verwischt  ist.  Der  Orthogonalkreis  ist  für  diese  stets 
reell,  zwei  gegenüberliegende  Seiten  des  Kreisbogenvierecks  schneiden 
ihn  gar  nicht,  die  beiden  andern  Seiten  eine  gleiche  Anzahl  mal. 
Läßt  man  auch  komplexe  Werte  von  B  zu,  so  erhält  man  durch  die 
Forderung,  daß  die  Substitutionen  der  projektiven  Monodromiegruppe 
einen  Kreis  auf  der  Kugel  ungeändert  lassen,  zwei  Gleichungen^^), 
und  es  treten  neben  jedes  der  erwähnten  Obertheoreme  unendlich  viele 
neue,   die   sich   ebenfalls   geometrisch  charakterisieren  lassen.     Beson- 

:  ders  elementar  gestalten  sich  für  reelle  Parameterwerte  die  Beweise, 
welche  wesentlich  auf  den  im  Ref.  11  A  7a  {Bocher)  besprochenen 
Oszillationstheoremen  beruhen  und  mit  den  allereinfachsten  Stetig- 
keitsbetrachtungen  geführt  werden  können.  Wesentlich  komplizierter 
sind   die  Untersuchungen   bei  Zulassung  komplexer  singulärer  Stellen 

:  und  komplexer  Parameterwerte,  da  dann  das  Oszillationstheorem  ver- 
sagt und  man  ganz  auf  Kontinuitätsbetrachtungen  angewiesen  ist,  die 
sich  recht  kompliziert  gestalten.  Daher  ist  es  bis  jetzt  auch  nur  ge- 
lungen, das  Grenzkreistheorem  auf  diesem  Wege  für  den  Fall  ^  =  0 
unter  Annahme  beliebig  vieler  reeller  singulärer  Punkte  zu  beweisen  ^^^) 
(vgl.  das  Ref.  II  B  4  {Fricke),  p.  46G),  wobei  man  allerdings,  wie  schon 


233)  I,  p.  256  u.  257. 

234)  II,  p.  35. 

235)  II,  p.  61—69. 

Enoyklop.  d.  matU.  Wiasenach.     II  2.  36 


536     n  B  5.    E.  Hilb.    Lineare  Differentialgleichungen  im  komplexen  Gebiet. 

bemerkt,  nicht  voraussetzen  muß,  daß  die  Wurzeln  der  zu  den  singu- 
lären  Stellen  gehörigen  determinierenden  Gleichungen  reziproke  ganze 
Zahlen  sind. 

Um  den  Zusammenhang  der  Oszillationstheoreme  mit  dem  Funda- 
mentaltheorem und  das  Wesen  der  dazugehörigen  Obertheoreme  noch 
weiter  zu  beleuchten,  soll  noch  die  Ableitung  besprochen  werden, 
welche  Klein^^^)  für  das  „Kreisscheibentheorem"  im  Falle  von  sechs 
reellen  singulären  Punkten  gibt.  Es  handelt  sich  dabei  um  folgende 
Aufgabe:  Es  seien  e^yC^,  ...,  e^  reelle  Größen,  und  zwar  e.>e.^^,  ferner 

f(x)  =  {x  —  ej  (x  —  e^)...(x  —  e^), 
dann  sind  in  der  Differentialgleichung 
(54)      4ax)  ^^  +  2nx)  ll  +  l^f"{x)y  =  {Äx'  +  Bx  ^  C)y 

die  akzessorischen  Parameter  A,  B,  C  als  reelle  Größen  so  zu  be- 
stimmen, daß  den  doppelt  durchlaufenen  Strecken  e^ßc^,  e^e^,  e.^e^  Voll- 
kreise in  der  r;-Ebene  entsprechen.  Dabei  kann  man  es  so  einrichten, 
daß  der  diesen  3  Kreisen  gemeinsame  Orthogonalkreis,  sofern  er  reell 
ist,  durch  die  Achse  der  reellen  Zahlen  dargestellt  wird.  Um  die  Auf- 
gabe mit  dem  Oszillationstheorem  zu  verbinden,  kann  man  ihr  die 
äquivalente  Formulierung  geben,  man  soll  die  drei  reellen  Parameter 
so  bestimmen,  daß  die  drei  Lösungen,  welche  in  den  Punkten  e^,  e^,  e<^ 
zu  den  Exponenten  ^  gehören,  in  den  Punkten  e^,  gg,  e^  bezüglich  zu 
den  Exponenten  0  oder  \  gehören  und  im  Innern  der  drei  Intervalle 
bezüglich  eine  vorgegebene  Anzahl  von  NuUsteUen  besitzen.  Nach 
dem  Referate  IIA  7a  {Böcher),  p.  453  sind  durch -diese  Bedingungen 
die  Parameter  in  eindeutiger  Weise  festgelegt,  so  daß  man  also  für 
jeden  der  drei  Kreise  eine  beliebige  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von 
ganzen  Überschlagungen  vorschreiben  kann.  Für  den  Fall,  daß  die  drei 
Kreise  gerade  einmal  durchlaufen  werden,  liegen  sie  getrennt,  und  es 
existiert  daher  immer  ein  reeller  Orthogonalkreis.  Man  erhält  so  das 
Grundtheorem.  Bei  den  Obertheoremen  können  auch  den  dazwischen 
liegenden  Intervallen  sich  mehrmals  überschlagende  Kreise  entsprechen, 
die  Anzahl  dieser  Überschlagungen  läßt  sich  aus  den  Ergänzungsrela- 
tionen berechnen  (vgl.  Nr.  9).  Bei  mehr  als  sechs  singulären  Stellen 
muß  man  in  den  neu  hinzukommenden  Intervallen  für  zwei  Lösungen 
gleichzeitig  Grenzbedingungen  vorschreiben,  was  auf  ungemein  schwie- 
rige oszillationstheoretische  Untersuchungen  führt. 

236)  Klein,  Zur  Theorie  der  Lameschen  Funktionen.  Gott.  Nachr.  1890, 
p.  92;  Ausgewählte  Kapitel  aus  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung.    Vorlesungen  Göttingen  1891,  2.  Teil,  p.  179 f. 
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Eine  entsprechende  Ausdehnung  der  in  dieser  N^ummer  behandel- 
ten Probleme  auf  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  wurde  vom 
Referenten  ^^'')  neuerdings  in  Angriff  angenommen. 

IT.  Spezielle  Differentialgleichungen. 
18.  Die  Differentialgleicliung  der  hypergeometrisclien  Funktion. 
Historische  Entwicklung  des  Integrationsproblems  der  linearen 
Differentialgleichungen.  Das  einfachste  Beispiel  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung, welche  sich  nicht  vermittels  elementarer  Methoden 
allgemein  integrieren  läßt,  wird  durch  die  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  des  J^uc/isschen  Typus  mit  drei  singulären  Stellen 
geliefert.  Durch  lineare  Transformation  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen kann  man  die  singulären  Stellen  nach  0,  1  und  oo  werfen, 
durch  Multiplikation  der  Integrale  mit  geeigneten  Potenzen  von  x  und 
(1  —  x)  kann  man  ferner  je  eine  der  Wurzeln  der  zu  0  und  1  ge- 
hörigen determinierenden  Gleichungen  zu  Null  machen.  Der  so  redu- 
zierten Differentialgleichung  kann  man  alsdann  die  Form  geben 

^^^''  da;*""  x(l  —  x)         dx        x{l—x)^~^' 

in  der  a,  ß,  y  von  x  unabhängige  Zahlen  sind.^^^)  Die  Wurzeln  der 
zu  0,  1  und  oo  gehörigen  determinierenden  Gleichungen  sind  0,  1  — y' 
0,  y  —  a  —  ß]  ci,  ß.  Bezeichnet  man  dann,  nach  dem  Vorgange  von 
Gauß,  die  hypergeometrische  Reihe  ^^^) 


237)  Hilb,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung. 
Mathematische  Abhandlungen  H.  A.  Schwarz  zu  seinem  fünfzigjährigem  Doktor- 
jubiläum 1914,  p.  98—115. 

238)  Eine  invariante  Darstellung  der  Differentialgleichung  findet  sich  zuerst 
bei  Hubert,  Über  eine  Darstellungsweise  der  invarianten  Gebilde  im  binären 
Formengebiete.  Math,  Ann.  30  (1887);  Fick,  Zur  hypergeometrischen  Differential- 
gleichung. Wien.  Ber.  117  (1908),  p.  103—109,  gibt  unter  Einführung  der  Perioden 
eines  gewissen  elliptischen  Integrals  eine  übersichtliche  invariante  Darstellung, 
die  alle  speziellen  Formen  umfaßt. 

239)  Der  Name  hypergeometrische  Reihe  findet  sich  zuerst  bei  Wallis,  Arith- 
metica  infinitorum  (1G55)  für  Reihen,  welche  aber  noch  keine  Potenzreihen  sind. 
Für  gewisse  Potenzreihen,  in  denen  die  obige  als  Spezialfall  enthalten  ist  und 
die  sich  alle  elementar  aiif  dieselbe  reduzieren  lassen ,  gebraucht  /.  Fr.  Pfaff, 
Nova  disquisitio  de  integratione  aequationis  differentio-difi^rentialis,  Disquisitiones 
analyticae  (1797)  I,  p.  133f.,  wohl  als  erster  den  Namen.  Historische  Darstellungen 
für  die  hypergeometrische  Differentialgleichung  finden  sich  bei  Papperitz,  Über 
die  historische  Entwicklung  der  Theorie  der  hypergeometrischen  Funktion.  Ab- 
handlungen der  naturw.  Ges.  Isis  in  Dresden  1889,  und  in  den  Vorlesungen  von 
Klein,   Über   die   hypergeometrische  Funktion  1893/94.     Ferner  sei  die  Arbeit 

35* 
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mit  F{cc,  ß,y,  x),  so  erhält  man  für  (55)  in  der  Umgebung  von  0 
das  Fundamentalsystem 

y,,  =  F{a,  ß,  y,  x),  2/02  -  x'-r  F^a  -  j,  +  1,  ^  -  y  +  1,  2  -  7,  x), 
in  der  Umgebung  von  1 

y,,  =  Fia,  ß,a  +  ß-\-l-r,l-x), 

^18  =  (1  —  x)y-"-CF(y  —  ß,y  —  a,y  —  a  —  ß +  1,1— x), 
in  der  Umgebung  von  00 

y^,  =  (i)V(/?,  1  +  (3  -  y,  1  +  /3  -  «,  ])■ 

Ist  die  Differenz  der  Wurzeln  der  zu  einer  der  singulären  Stellen 
gehörigen  determinierenden  Gleichungen  0  oder  eine  ganze  Zahl,  so 
wird  im  allgemeinen  eine  der  Lösungen  des  zu  der  singulären  Stelle 
o-ehörio-en  Fundamentalsystems  illusorisch,  und  es  tritt  an  ihre  Stelle 
ein  logarithmenbehaftetes  Integral.  Die  sechs  Integrale  erhält  man 
anderseits  mit  bestimmten  von  a,  ß,  y  abhängenden  Faktoren  behaftet 
in  der  Form  von  Doppelschleifenintegralen 

(56)  ß"  -  >'  (^  —  1)'  -  '^  -  Y2  —  ^)~  "  ^^ 

(vgl.  das  Ref.  II  B  1  (Osgood),  Nr.  17),  wobei  die  Doppelschleifen  um 
je  zwei  der  Punkte  0,  1,  00  und  x  gelegt  sind.  Sind  die  reellen  Teile 
von  ß  und   y  —  ß   wesentlich  positiv,   so   ist  beispielsweise,  wenn  in 

(56)  2  durch  -  ersetzt  wird, 

(57)  fzl^-\l  -  2)y-''-\l  -  xz)-"dz  =  F{a,  ß,  y,  x)J  t^'-\l  -  t)y-t^-'dt. 
0  » 

Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  wenden  wir  uns  zur  Dar- 
stellung der  historischen  Entwicklung  des  Integrationsproblems  der 
Differentialgleichung  (55),  aus  dem  die  ganze  moderne  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  entspringen  sollte. 

Eider  war  wohl  der  erste,  der  sich  systematisch  mit  der  Inte- 
gration der  Differentialgleichung  (55)  beschäftigte,  welche  er  meistens 
in  der  etwas  allgemeineren  Form 

(58)  x\a  +  hx")  ^  ■\-xicA-  ex^)  ^/^  +  {f+gx") y  =  0, 

(a,  h,  .  .  .  f,  g  sind  Konstanten) 

von  JecMin,  Historisch-kritische  Untersuchung  über  die  Theorie  der  hyper- 
geometrischen Reihe  bis  zu  den  Entdeckungen  von  Kwnmer,  Diss.  Bern  1901, 
erwähnt.  Vgl.  auch  Schlesinger,  Über  Gauß'  funktionentheoretische  Arbeiten, 
Gott.  Nachr.  1912,  p.  85-95. 
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gibt,  die  durch  einfache  Transformationen  in  (55)  überführbar  ist,*^°) 
Um  die  Reihenentwicklungen  für  die  Lösungen  von  (58)  zu  erhalten 
setzt  Euler  diese  in  der  Form^^^) 

an  und  bestimmt  X  aus  der  Gleichung 

aX{l~l)-{-cX+f=Q, 

also,  wie  man  heute  im  Anschluß  an  Fuchs  sagt,  aus  der  zu  0  gehörigen 
determinierenden  Gleichung.  Hierauf  behandelt  Eiiler  den"  Fall^^^^)^ 
daß  die  zwei  Wurzeln  der  determinierenden  Gleichung  zusammenfallen 
oder  sich  um  ganze  Vielfache  von  w  unterscheiden,  und  zeigt,  daß  man 
dann  zur  Darstellung  des  allgemeinen  Integrals  der  Differentialgleichung 
in  der  Umgebung  von  a;  =  0  die  Funktion  \^  x  zu  Hilfe  nehmen  muß"^ 
Auch  entgeht  ihm  nicht  ^^3),  daß  im  letzteren  Falle  unter  besonderen 
Umständen  das  allgemeine  Integral  logarithmenfrei  sein  kann.  In 
ganz  entsprechender  Weise  behandelt  Euler  sodann  die  Entwicklungen 
nach  fallenden  Potenzen  von  x,  so  daß  sich  also  schon  bei  ihm  "die 
wesentlichen  formalen  Grundlagen  für  eine  funktionentheoretische  Be- 
handlung dieser  Differentialgleichung  finden,  aUerdings  ohne  jeden 
Konvergenzbeweis  und  ohne  Benützung  des  Komplexen. 

In  erster  Linie  dienen  £'w/er  diese  Reihenentwicklungen  zur  Darstel- 
lung der  Lösungen  von  (58)  in  geschlossener  Form.  Zu  diesem  Zweck 
summiert  er  die  unendlichen  Reihen 2^^)  vermittels  bestimmter  Inte- 
grale der  Form  (57)  und  gibt  umgekehrt  eine  Methode  an,  um  zu 
vorgegebenen  bestimmten  Integralen  dieser  Form  die  Differentialglei- 
chung zu  konstruieren.  Ferner  untersucht  Eiüer  die  Frage,  für  welche 
Werte  der  Parameter  die  unendlichen  Reihen  abbrechen,  und  erhält 
aus  diesen  Fällen  durch  eine  große  Anzahl  elementarer  Transforma- 
tionen andere  Differentialgleichungen  derselben  Form,  welche  ebenfalls 
m  geschlossener  Form  integi-ierbar  sind.  Besonders  sind  es  zwei  hier- 
hergehörige Untersuchungen,   welche  für  die  Weiterentwicklung  von 

240)  Vgl.  Pfaff,  a.  a.  0.,  p.  139.  Selbstverständlich  war  diese  einfache 
Transformation  auch  Euler  bekannt;  die  Form  (55)  findet  sich  auch  schon  bei 
Euler  in  der  unten  ^«)  zit.  Abhandlung,  ebenso  die  hypergeometrische  Reihe.  Verl. 
auch  Schlesinger,  Vorwort  zu  EuJer,  Opera  Omnia  I.  Bd.  12.  ° 

241)  Euler,  Institutiones  calculi  integralis  2  (1769),  Opera  Omnia  I  Bd   l'> 
Kap.  VIII.  ' 

242)  a.  a.  0.  §  973. 

243)  a.  a.  0.  §  980. 

244)  a.  a.  0.  §  1059  f. 
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großer  Bedeutung  wurden.  In  der  ersten ^*^)  beweist  Euler  die  Gleichung 

(59)  F{a,  ß,  y,  x)  =  (1  -  x)y-^-l^F{y  -a,y-ß,y,  x) 

durch  Transformation  der  Differentialgleichung  (55),  wodurch  er  den 
Grundstein  zur  allgemeinen  Transformationstheorie  dieser  Differential- 
gleichung legte.  In  der  zweiten  Untersuchung^*^)  leitet  er  aus  elemen- 
tar integrierbaren  Fällen  durch  Anwendung  des  Differentiationsprozesses 
neue  elementar  integrierbare  Fälle  ab,  ein  Weg,  den  auch  Pfaff  a.  a.  0. 
wohl  unabhängig  von  ihm  einschlug. 

[In  Anschluß  daran  gibt  Lioiiville^'')  der  Sache  folgende  inter- 
essante Wendung:  Wir  gehen  von  der  mit  (55)  und  (58)  äquivalenten 
Differentialgleichung 

(60)  (a  +  bx  +  ex')  f^  +  (^  +  M  jI  +  9y  =  ^ 

aus,  in  der  a,h,...,g  Konstanten  sind  und  differenzieren  die  Diffe- 
rentialgleichung (60)  /u-mal  nach  x,  wodurch  sie  in 

{a  +  hx-{-  ex')  f"^  +  (e  +  &^  -f  (f  +  2c^)  x)  "f^/, 

/  r%  ■<  \  Oi  00  et  oc 

+  (c/.(^-i)+/>+^)5'!  =  o 

düc 

übergeht.  Das  unbestimmt  gelassene  fi  wird  nachträglich  aus  der 
Gleichung 

(62)  ciii^-l)-\-n,  +  g  =  0 

bestimmt,  so  daß  man,  wenn  diese  Gleichung  nicbfc  ganzzahlige  oder 
gar  komplexe  Wurzeln  hat,  verallgemeinerte  Differentialquotienten  (vgl. 
das  Ref.  II  A  2  {Voß),  Nr.  48  u.  49  und  das  Ref.  HAH  (Pincherle), 
Nr.  7)  einführen  muß,,  um  y  zu  erhalten.] 


245)  Euler,  Specimen  transformationis  singularis  serierum.  Nova  Acta  Pe- 
trop.  13  (1794),  p.  58  f. 

246)  Euler,  Institutiones  calculi  integralis  4,  Supplement  9  (1780)  §  16 f.; 
vgl.   auch   3,    Opera  omnia  I,  Bd.  13,    §  364f.,    wo    die    integrablen   Fälle  der 

Differentialgleichung        ^  -{-higco  ^     -\-  gu  =  0  behandelt  werden. 

247)  Liouville,  J.  de  l'ec.  pol.  Cah.  21,  p.  71f.;  vgl.  ferner  außer  den  in 
II A  2  erwähnten  Arbeiten  Pdzt;aZ,  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen  2 ; 
Spitzer,  Studien  über  die  Integration  linearer  Differentialgleichungen,  1.  Fort- 
setzung. Wien  1861,  p.  If.;  Thomae,  Herleitung  einer  integrablen  Differential- 
gleichung mittels  der  Lioufüleachen  Methode  der  Differentiation  mit  beliebigem 
Zeiger.  Gott.  Nachr.  1874,  p.  249 f.;  Lindner,  Über  Differentiation  mit  kom- 
plexem Index  und  ihre  Beziehungen  zur  hypergeometrischen  Funktion.  Sitzungs- 
ber.  Berl.  Math.  Ges.  7  (1908),  p.  77—83. 
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Die  unmittelbar  an  Euler  anschließenden  Bearbeiter  der  Diffe- 
rentialgleichung (58),  die  mau  zum  großen  Teile  bei  Pfaff  a.  a.  0. 
zusammengestellt  findet,  beschränken  sich,  ebenso  wie  der  letztere,  auf 
das  Aufsuchen  elementar  integrierbarer  Fälle. 

Erst  Gauß^^^)  untersucht  die  von  ihm,  wie  oben  erwähnt,  mit 
F(a,  ß,y,x)  bezeichnete  Reihe  auf  ihre  Konvergenz  und  betrachtet 
dann  die  für  alle  Werte  von  \x\<l  konvergente  Reihe  (sofern  y 
keine  negative  ganze  Zahl  ist)  als  Definition  der  Funktion.  Zunächst 
behandelt  dann  Gauß  die  relationes  inter  funäiones  contiguas,  die  Rela- 
tionen zwischen  benachbarten  Funktionen,  wobei  zwei  Funktionen  be- 
nachbart heißen,  bei  denen  sich  eines  der  Elemente  a,  ß,  y  um  eine 
Einheit  unterscheidet,  die  beiden  andern  aber  übereinstimmen.  Gauß 
selbst  übersetzt'*^)  contiguus  mit  „verwandt";  man  nennt  aber  neuer- 
dings allgemeiner  zwei  Funktionen  verwandt,  wenn  sich  alle  drei  Ele- 
mente a,  ß,  y  um  irgendwelche  ganze  Zahlen  unterscheiden.  Als  ein 
Spezialfall  dieser  Beziehungen  ergibt  sich  die  Differentialgleichung  (55), 
die  Gauß  jedoch  erst  in  der  sofort  zu  besprechenden  zweiten  Abhand- 
lung ableitet,  ferner  gewinnt  Gauß  aus  ihnen  die  Kettenbruchentwick- 
lungen  für  den  Quotienten  zweier  hypergeometrischen  Reihen  (vgl.  das 
Ref.  I  A  3  {Fringsheim),  Nr.  55). 

In  seiner  zweiten  Abhandlung^^o)^  welche  erst  1866  aus  seinem 
Nachlaß  erschienen  ist,  stellt  Gauß  die  Differentialgleichung  als 
höheres  Definitionsprinzip  für  die  hypergeometrische  Funktion  an  die 
Spitze  und  gewinnt  so,  von  :r  =  0  ausgehend,  durch  stetigen  Über- 
gang, ohne  x=l  'LM  berühren,  für  alle  reellen  und  komplexen  Werte 
von  X  eine  Definition  der  im  allgemeinen  unendlich  vieldeutigen 
Funktion,  welche  nach  dem  heutigen  Sprachgebrauche  durch  analy- 
tische Fortsetzung  aus  der  ursprünglichen  Potenzreihe  entsteht.  Durch 
Anwendung  linearer  Transformationen,  welche  x  durch  \—x    -^~,  — 

'  X—1      X 

ersetzen,  erhält  sodann  Gauß  Darstellungen  der  Integrale  in  der  Um- 
gebung von  1  und  oo,  sowie  vermittels  des  in  der  ersten  Arbeit  dar- 
gestellten Ausdruckes  von  F{a,  ß,  y,  1)  durch  77- Funktionen  (vgl. 
das  Ref  II  A  3  {Brunei),  p.  157)  den  Zusammenhang  zwischen  den  in 
der  Umgebung  von  0  und  den  in  der  Umgebung  von  1  konvergieren- 

248)  Gauß,    Disquisitiones    generales    circa    seriem    infinitam    i -f- " ' '^  a; 
,    a(a-f  l)ß(ß-f-l)  .  ^"^ 

+     1 .  2  .  y(7  +  1)    ^   "^ •     ^^**-  ^^^^^'  1813,  Ges.  Werke  3,  p.  125 f. 

249)  Gauß,  Ges.  W.  3,  p.  199. 

250)  Gauß,  Determinatio  seriei  nostrae  per  aequationem  difFerentialem  se- 
cundi  ordinis.     Ges.  Werke  3,  p.  207  f. 
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den   Reihen,   d.  h.    die  Übergangssubstitutionen  für   die  zu  0  und   1 
gehörigen  Fundamentallösungen. 

An  die  erste  Arbeit  von  Gauß  schließt  sich  Kiimmer^^^)  an, 
dessen  Untersuchungen  zwar  insofern  hinter  der  ihm  unbekannten 
zweiten  Arbeit  von  Gauß  zurückbleiben,  als  in  keiner  Weise  das 
Prinzip  der  Fortsetzung  durch  das  Komplexe  herangezogen  wird,  die 
dafür  aber  das  Transformationsproblem,  von  dem  Euler,  Pfaff  und,  wie 
eben  erwähnt,  Gauß  nur  mehr  oder  minder  zufällige  Spezialfälle 
kannten,  in  systematischer  Weise  in  Angriff  nehmen.  Ausgehend  von 
der  Differentialgleichung  (55)  steUt  sich  also  Kummer  die  Aufgabe, 
alle  Transformationen  der  Form  y  =  w{x)  •  v{z),  z  =  z{x)  anzugeben, 
welche  die  Differentialgleichung  (55)  in  eine  gleichgebaute  Differential- 
gleichung für  V  mit  z  als  unabhängiger  Veränderlichen  überführen, 
wenn  z{x)  rational  in  x  ist.  Sieht  man  von  dieser  letzteren  Be- 
dingung ab,  so  ist  die  angesetzte  Transformation  tatsächlich  die  all- 
gemeinste, welche  zwei  lineare  Differentialgleichungen  ineinander  über- 
führt.^^^)  Sind  a,  ß,  y  Avillkürliche,  voneinander  unabhängige  Para- 
meter, so  findet  Kummer  zunächst  die  sechs  linearen  Transformationen 


1         ^                      1                X           X  —  1 
--)     1 — X, >     -> 

X  '      1  — XX —  1  X 


die  eine  endliche  Gruppe  bilden.  Zu  jeder  Transformation  gehören 
vier  verschiedene  Werte  von  w,  so  daß  man  also  24  dem  Aussehen  nach 
verschiedene  Integrale  von  (55)  in  der  Form  ic^(l  —  xyF{a,  ß',  y,  z) 
erhält,  sofern  keine  der  Größen  y,  y  —  a  —  ß,  ß  —  a  eine  ganze  Zahl 
ist  oder  verschwindet,  da  dann  logarithmenbehaftete  Integrale  auf- 
treten. Durch  Vergleichung  der  Potenzreihen  ergibt  sich,  daß  von  den 
24  Integralen  ^^^)  je  vier  einander  gleich  sind,  so  daß  sechs  verschie- 
dene Integrale  übrig  bleiben,  von  denen  je  zwei  ein  zu  den  singulären 
Stellen  0,  1  und  oo  gehöriges  Fundamentalsystem  bilden.  Natürlich 
besteht  zwischen  je  dreien  der  Integrale  eine  lineare  Relation,  welche 
man  entsprechend  den  erwähnten  Untersuchungen  von  Gauß  aufstellen 

251)  Kummer,   De  generali  quadam  aequatione   differentiali  tertii  ordinis. 

Oster- Progr.  des  Gymn.  Liegnitz  1834,  wiederabgedruckt  J.  f.  Math.  100  (1886), 

a  ■  ß 
p.  1 — 9  und  Über  die  hypergeometrische  Reihe  1 -j-       ^  x-\-  ■  ■  ■.    J.  f.  Math. 

15  (1836),  p.  39—83  u.  127—172. 

252)  Vgl.  Stüclcel,  Über  Transformationen  von  Differentialgleichungen.    J.' 
Math.   111  (1893),  p.  290—302. 

253)  Thomae,  Elementare  Behandlung  der  hypergeometrischen  Funktion. 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  26  (1881)  leitet  die  24  Darstellungen  in  ganz  elemen- 
tarer Weise  her. 
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kann,  da  die  darstellenden  Reihen  gemeinschaftliche  Konvergenzgebiete 
haben.  Ebenso  vollständig  behandelt  Kumtner  die  Transformationen, 
wenn  von  den  Größen  «,  ß,  y  nur  zwei  unabhängig  veränderlich  sind, 
dagegen  gibt  er  nur  Spezialfälle,  wenn  eine  dieser  Größen  allein  un- 
abhängig veränderlich  ist. 

Jacohi^^)  leitet  die  24  Integrale  von  Kummer  aus  der  Integration 
der  Differentialgleichung  vermittels  bestimmter  Integrale  der  Form 
(56)  her,  indem  er  als  Grenzen  je  zwei  der  Größen  0,  1,  oo,  —  wählt, 

sofern  die  bestimmten  Integrale  zwischen  diesen  Grenzen  einen  Sinn 
haben. 

Einen  grundsätzlichen  Fortschritt  und  gleichzeitig  die  Verwirklichung 
der  Gauß  vorschwebenden  Auffassung  erreicht  Riemann^^^)  durch  Ein- 
führung komplexer  Veränderlicher  auf  Grund  der  in  seiner  Inaugural- 
dissertation aufgestellten  Prinzipien,  nach  denen  er  die  Funktionen 
durch  ihre  Grenzbedingungen  und  Unstetigkeiten  definiert  und  alle 
anderen  Eigenschaften,  insbesondere  die  für  die  Funktionen  geltenden 
Formeln  und  Darstellungen  daraus  ableitet.  Riemann  bezeichnet  die 
hypergeometrische  Funktion  durch 

/  a      h      c        \ 
f{   a      ß     y     x\ 

ya      ß'    y         ) 

und  versteht  darunter  die  Gesamtheit  aller  aus  irgendeinem  ihrer  Zweige 
erhaltenen  Fortsetzungen.  Diese  Funktion  soll  1.  für  alle  Werte  von 
X  außer  a,  h,  c  einändrig  und  stetig  sein,  d.  h.  in  heutiger  Ausdrucks- 
weise, sie  soll  außer  a,  h  und  c  keinen  singulären  Punkt  besitzen. 
2.  zwischen  je  drei  Zweigen  soll  eine  homogene  lineare  Relation  mit 
konstanten  Koeffizienten  bestehen;  3.  die  Funktion  soll  sich  in  die 
Formen 

setzen  lassen,  wo  die  c  Konstanten  sind  undP"(x  —  «)~",  P"'(x  —  a)""' 
in  a  weder  einen  Verzweigungspunkt,  noch  einen  Pol  oder  Nullstelle 
besitzen.  Analoge  Bedeutung  haben  P'^  und  P.^'  bezüglich  h,  P^  und 
Py'  bezüglich  c.     Um   das  Auftreten  logarithmenbehaf teter  Integrale 


254)  Jacöbi,  Untersuchungen  über  die  Differentialgleichungen  der  hyper- 
geometrischen Reihe  (1843),  aus  dem  Nachlaß  veröffentlicht  in  J.  f.  Math.  56 
und  Ges.  Werke  3;  vgl.  auch  Goursat,  Sur  requation  differentielle  lineaire  etc. 
Ann.  ec.  norm.  (2)  10  (1881),  Supplement  p.  3—142. 

255)  Siemann,  Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gaußsche  Reihe 
F{a,  ß,  y,  x)  darstellbaren  Funktionen.  Gott.  Abh.  7  (1857),  Ges.  Werke,  2.  Aufl., 
p.  67—83. 
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zu   verhindern,    sollen    a  —  a,   ß  —  ß' ,  y  —  y'  keine    ganzen   Zahlen 
sein  und  nicht  verschwinden.     Übrigens  soll 

(63)  a  +  a'  +  /3  +  ^'  +  j.  4-  /  =  1 

sein.^^ß)  Durch  diese  Definition,  welche  zu  modifizieren  ist,  wenn  ein 
Zweig  in  der  ganzen  Ebene  sich  rein  multiplikativ  verhält,  sind  die 
Funktionen  P«,  P"',  .  .  .,  P»-'  nur  bis  auf  konstante  Faktoren  bestimmt. 
Drückt  man  also,  um  die  Übergangssubstitutionen ^")  und  damit  die 
Monodromiegruppe  zu  erhalten,  P«,  P«'  durch  P*  und  W  bezüglich 
P>'  und  P/  linear  aus,  so  kann  man  von  den  8  konstanten  Koeffi- 
zienten 5  willkürlich  festlegen,  die  übrigen  3  Konstanten  bestimmt 
Biemann  auf  Grund  der  Tatsache,  daß  nach  einer  Umkreisung  aller 
3  singulären  Stellen  die  Funktionen  keine  Änderung  erlitten  haben 
dürfen.  Von  der  so  gewonnenen  Monodromiegruppe  zeigt  Biemann, 
daß  sie  sich  nicht  ändert,  wenn  man  zu  verwandten  Funktionen 
übergeht,  d.  h.  wenn  man  die  Größen  a,  a,  ß,  ß',  y,  y  derart  um 
ganze  Zahlen  vergrößert  bzw.  verkleinert,  daß  ihre  Summe  sich  nicht 
ändert.  Auf  diese  Weise  erhält  Biemann  dann  sofort  die  Beziehuno-en 
zwischen  verwandten  Funktionen  und  speziell  die  Differentialgleichung  2"^), 
der  die  Funktionen  genügen,  und  aus  dieser  die  Darstellung  der  hyper- 
geometrischen Funktion  durch  Potenzreihen  und  bestimmte  Inteo-rale. 
Wie  in  Nr.  14  ausgeführt  wurde,  führt  dieser  Ansatz  bei  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  mit  mehr  als  3  singulären  Stellen 

256)  Vgl.  die  Verallgemeinerung  dieser  Bedingung  durch  Fuchs  Nr.  7, 
Formel  (34). 

257)  Eine  Ableitung  der  Übergangssubstitutionen  auf  ganz  anderem  Wege 
gibt  Perron,  Münch.  Ber.  1913,  p.  372.  Besonders  elegant  und  übersichtlich 
werden  die  Übergangssubstitutionen  durch  Einführung  der  Normierung  nach 
Papperitz,  Untersuchungen  über  die  algebraische  Transformation  der  hyper- 
geometrischen Funktion.  Math.  Ann.  27  (1886),  p.  315 — 357;  vgl.  auch  5o/^a,  Über 
die  linearen  Relationen  zwischen  den  zu  verschiedenen  singulären  Punkten  ge- 
hörigen Fundamentalsystemen  von  Integralen  der  interna«» sehen  Differentialglei- 
chung.    Math.  Ann.  42  (1893),  p.  52G— 536. 

258)  Differentialgleichungen,  für  welche  die  rechte  Seite  in  (63)  eine  von  1  ver- 
schiedene ganze  Zahl  ist,  enthalten  noch  Nebenpunkte.  Der  Verwandtschaftsbegriff 
ist  also  in  Nr.  11  weiter  gefaßt.  Bezüglich  des  Einflusses  von  Nebenpunkten  in  dem 
vorliegenden  Fall  vgl.  Thomae,  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  durch  öaw^sche  Reihen.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  19  (1874), 
p.  273 — 286;  Biemann,  Über  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener  Be- 
grenzung (veröff.  1876),  Ges.  Werke  2.  Aufl.,  p.  323;  Klein,  Vorlesungen  über  die 
hypergeometrische  Funktion  p.  231;  Pitter,  Über  die  hypergeometrische  Funktion 
mit  einem  Nebenpunkt.  Math.  Ann.  48,  p.  1 — 36;  Schilling,  Geometrisch  analy- 
tische Theorie  der  symmetrischen  s-Funktionen  mit  einem  einfachen  Nebenpunkt 
Nova  Acta  Leop.  Gar.  Ak.  71,  p.  207—300,  Math.  Ann.  61,  p.  481—522. 
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der  Bestimmtheit  oder  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  nicht 
mehr  zum  Ziele.  Doch  bildete  diese  Arbeit  Riemanns  die  Grundlage 
und  den  Ausgangspunkt  für  die  Arbeiten  von  Fuchs,  der  andererseits 
durch  eine  Vorlesung  von  Weierstraß  und  die  Arbeit  von  Briot  und 
Bouquet^''^)  auf  den  Gedanken  einer  funktionentheoretischen  Behand- 
lung der  linearen  Differentialgleichungen  hingewiesen  worden  war.  Je- 
doch knüpft  Fuchs,  wie  in  Nr.  2  und  3  ausgeführt  wurde,  abweichend 
von  Riemann  direkt  an  die  Differentialgleichungen  an. 

Daß  schon  Gauß  und  von  ihm  beeinflußt  auch  Riemann  das 
Hilfsmittel  der  konformen  Abbildung  durch  den  Quotienten  zweier 
Zweige  der  hypergeometrischen  Funktion  benutzten  und  zu  weit- 
gehenden Resultaten  kamen,  die  dann  unabhängig  durch  H.  A.  Schwarz 
wiedergefunden  und  weitergeführt  wurden,  soll  hier  nicht  ausgeführt 
werden,  weil  wir  schon  an  früheren  Stellen  dieses  Referates  (vgl. 
Nr.  9)  darauf  zu  sprechen  kamen  und  sich  andererseits  im  Ref.  II  B  4 
{Friclie),  Nr.  4  eine  ausführliche  diesbezügliche  Darstellung  findet. 

Bei  dem  jetzt  folgenden  Referat  über  die  Weiterentwicklung  der 
Theorie  der  hypergeometrischen  Funktion  woUen  wir  die  einzelnen 
Fragen  getrennt  behandeln.^^'') 

a)  Behandlung  der  hypergeometrischen  Funläion  von  der  Darstellung 
durch  bestimmte  Integrale  aus.  Im  §  7  seiner  grundlegenden  Arbeit 
weist  Riemann  darauf  hin,  daß  man  eine  vollständige  Theorie  der 
hypergeometrischeu  Funktion  unter  ausschließlicher  Benützung  ihrer 
Darstellung  durch  bestimmte  Integrale  erhält,  sofern  man  nur  die 
Integrationswege  geeignet  wählt,  um  ein  Unendlichwerden  der  Inte- 
granden  auf  denselben  zu  verhüten.  Eine  Durchführung  dieses  Pro- 
grammes  gab  Thomae.^^^)  Aus  den  1902  veröffentlichten  Vorlesungen 
von  Riemann^^^)  geht  hervor,  daß  dieser  in  seiner  Vorlesung  vom  Winter- 
semester 1858/59  von  der  Darstellung  durch  bestimmte  Integrale  aus- 
gehend Ansätze  zur  Aufstellung  der  Monodromiegruppe  vermittels  der 
Methode    der    veränderlichen   Integrationswege    gab.      Diese    Methode 

259)  Briot  et  Bouquet,  ifitude  des  fonctions  d'uue  variable  imaginaire 
J.  6c.  pol.  Cah.  36  (1856). 

260)  Als  wichtigste  Monographien  kommen  in  Betracht  die  in  254)  zitierte 
Arbeit  von  Goursat,  die  Vorlesungen  von  Klein  über  die  hypergeometrische 
Funktion  und  die  einschlägigen  Teile  des  Handbuchs  von  Schlesinger. 

261)  Thomae,  Beitrag  zur  Theorie  der  Funktion  P  (^ ,  t  ''',  x)  •     Zeitschr. 

\cc    ß    y      / 

für  Math,  und  Phys.  U  (1869),  p.  48-61;  vgl.  auch  ScMäfli,  Über  die  Gaußsche 
hypergeometrische  Reihe.     Math.  Ann.  3  (1870),  p.  286—295. 

262)  Nachträge  zu  Riemanns  Ges.  Werken,  herausgegeben  von  Noetlier  u. 
Wirtinger  p.  61) f.;  vgl.  auch  Ges.  Werke  p.  428. 
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bestellt  darin,  daß  man  den  Integrationsweg  in  geeigneter  Weise  aus- 
weichen läßt,  wenn  x  einen  Umlauf  um  eine  singulare  Stelle  macht. 
Dieselbe  fanden  dann  unabhängig  Fuchs^^^)  und,  wie  aus  einer  Bemer- 
kung bei  Jordan^^^)  hervorgeht,  3Iathieu  wieder.  Aus  der  Darstellung 
durch  Doppelumlaufintegrale  (vgl.  Anm.  101  im  Ref  II  B  1  {Osgood)^ 
p.  51)  folgt  unmittelbar,  daß  die  durch  sie  definierten  Funktionen  in 
bezug  auf  die  Parameter  a,  a,  ß,  ß',  y,  y  ganze  transzendente  Funk- 
tionen sind.  Asymptotische  Darstellungen  für  große  Werte  dieser 
Parameter  gibt  Horn^^^).  Eine  besonders  symmetrische  und  elegante 
Ableitung  der  Eigenschaften  der  hypergeometrischen  Funktion  ergibt 
sich  nach  Einführung  homogener  Variabein  in  die  bestimmten  Inte- 
grale, wie  sie  von  Sdiellenherg^'^^)  auf  Anregung  von  Klein  durch- 
geführt wurde.  Bezüglich  der  Darstellung  der  hypergeometrischen 
Funktionen  als  eindeutitjer  Modulformen  vermittels  der  Integ-raldar- 
Stellungen  vgl.  das  Ref.  II  B  4  {FricJie),  Nr.  34  und  Nachtrag. 

b)  Algebraische  Integrale  der  Differentialgleichung.  Die  Frage, 
wann  ein  einziges  Integral  der  Differentialgleichung  (55)  algebraisch 
sei,  wird  von  Schivarz"^'^)  und  auf  andere  Weise  von  3Iarlwff'^^^)  und 
Klein-^^)  vollständig  erledigt.  Bez.  der  invarianten  Fixierung  der  im 
Endlichen  abbrechenden  hypergeometrischen  Reihen  durch  Hilhert 
vgl.  das  Ref.  I  B  2  {Meyer),  p.  370.  Ferner  sei  bezüglich  der  Fälle, 
in  denen  alle  Integrale  alcrebraische  Funktionen  sind,  auf  das  Ref. 
(I  B  3f  {Wiman).  Nr.  2,  3  u.  4)  und  das  vorliegende  Ref.  Nr.  15  ver- 
wiesen. Eine  von  der  /Sc/m'ar^schen  abweichende,  elementare  Ableitung 
gab  Goursat}'-^)     Landau^"'^)  behandelt   die  Frage  nach  notwendigen 


263)  Fuchs,  Die  Periodizitätsmoduln  der  hyperelliptischen  Integrale.  J.  f. 
Math.  71  (1870),  Ges.  Werke  1,  p.  241  f. 

264)  Jordan,  Traitö  des  substitutions  (1870),  p.  338. 

265)  Hörn,  Über  lineare  Differentialgleichungen  mit  einem  willkürlichen 
Parameter.     Math.  Ann.  52  (1899),  p.  340—362. 

266)  Schellenberg,  Neue  Behandlung  der  hypergeömetrischen  Funktion  auf 
Grund  ihrer  Definition  durch  das  bestimmte  Integral.     Diss.  Göttingen  1892. 

267)  Vgl.  die  in  137)  zitierte  Arbeit  von  H.  A.  Schwarz,  p.  293  —  297. 

268)  Markoff,  Sur  l'equation  differentielle  de  la  a6ne  hypergeometrique. 
Math.  Ann.  28  (1887),  p.  586—593,  29,  p.  247—258. 

269)  Klein,  Ausgewählte  Kapitel  aus  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen 1891,  p.  139  f. 

270)  Landau,  Eine  Anwendung  des  Eisenstein  sehen  Satzes  auf  die  Theorie 
der  Gaußschen  Differentialgleichung.  J.  f  Math.  127  (1904),  p.  92—102,  Über 
einen  zahlentheoretischen  Satz  und  seine  Anwendung  auf  die  bypergeometrische 
Reihe.  Sitzungsber.  der  Heidelberger  Akad.  1911,  18.  Abb.;  vgl.  Stridsberg,  Sur 
le   theoreme  d' Eisenstein  et  l'equation  differentielle  de  Gauß.     Arkiv  för  Math., 
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Bedingungen  für  die  algebraische  Integrierbarkeit  direkt  von  der  hypev- 
geometrischen  Reihe  aus  vermittelst  des  Eisensteinschen  Satzes. 

c)  Das  TransformationsproUem.     In  überaus  einfocher  und  über- 
sichtlicher Weise   behandelt   Riemann  a.  a.  0.  Xr.  5   spezielle   Trans- 
formationen, unter  anderem  die  der  Kugelfunktionen,  welche  sich  als 
im  Endlichen  abbrechende  hypergeometrische  Reihen  darstellen  lassen. 
(Vgl.  das  Ref  II  A  10  ( Wangerin)).    In  allgemeiner  Weise  nimmt  dann 
Goursat'^'^)   die  Frage  nach  allen  rationalen,  PapperUz^^^)   nach  allen 
algebmischen  Transformationen  in  Angriff.     Besonders   klar  wird  die 
ganze  Fragestellung  durch  die  geometrische  Deutung,  die  ihr  Biemanii^''^) 
in  der  obenerwähnten  Vorlesung  gab.    (Vgl.  auch  Papper itz^^^)).    Da- 
nach ist   die  Frage   der  algebraischen   Transformation   zweier  hyper- 
geometrischer   Differentialgleichungen   mit    der  Frage    äquivalent,    ob 
man   durch   eine  endliche   Zahl   Wiederholungen   der  Fundamentalbe- 
reiche,   welche    aus    beiden    Differentialgleichungen    entspringen,    zu 
demselben  Bereich  kommen  kann.     Papperitz  leitet  zur  analytischen 
Behandlung    ein    System    diophantischer    Gleichungen    her,    das    für 
den  Fall  rationaler  Transformationen  in  das  entsprechende  von  Gour- 
sat    aufgestellte    System    übergeht.      Es    ergibt    sich    nun    aus    den 
Goursat^ohen  Untersuchungen,   daß  man  in   dem  von  Kummer  nicht 
erschöpfend   behandelten  Fall,  in   dem  nur  ein  Parameter  unabhängig 
veränderlich  ist,  alle  algebraischen  Transformationen  durch  KombinatFon 
der  seit  Kummer  bekannten  rationalen  Transformationen  erhält.     Für 
den  von  Kummer  nicht   behandelten  Fall  aber,   daß  keiner  der  Para- 
meter mehr   frei   beweglich   ist,   erhält    Goursat   den    Satz:   Es    seien 
l:x,  11%,  V7t  die  W^inkel  des  Kreisbogendreiecks  auf  der  7y-Kugel,  auf 
welches   die  Halbebene   der  x   durch   den  Quotienten   zweier  partiku- 
lärer Integrale  abgebildet  wird,   dann   müssen  zunächst  l,  ^,  v  rezi- 
proke ganze  Zahlen  sein;   ist  ihre  Summe  größer  als  1    (Fall  der  al- 
gebraischen Integrierbarkeit)  oder  gleich  1,  so  gibt  es  unendlich  viele 
rationale  Transformationen;  ist  die  Summe  kleiner  als  1,   so   gibt  es 
nur  endlich  viele.     Ein  ganz  entsprechender  Satz  gilt  nach  Papperitz 

Astr.  och  Fysik  6, 1910-1911;  iVrera,  Zahlentheoretische  Lösung  einer  funktionen- 
theoretischen Frage.     Palenno  Rend.  35,  1913. 

271)  Goursat,  vgl.  die  in  254)  zitierte  Arbeit,  p.  65f.,  ferner  sur  les  inte- 
grales rationelles  de  l'equation  de  Kummer,  Math.  Ann.  24  (1884);  Recherches 
sur  l'equation  de  Kummer,  Acta  Soc.  Scient.  Fennicae  15  (1885). 

272)  Papperitz,  Untersuchungen  über  die  algebraische  Transformation  der 
hypergeometrischen  Funktion.     Math.  Ann.  27  (1886). 

273)  Biemann,  Ges.  Werke,  Nachträge  p.  82 f. 

274)  Papperitz,  a.  a.  0.  347  f. 
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für  die  algebraischen  Transformationen,  wobei  aber  l,  ^,  v  nur  ratio- 
nale Zahlen  sein  müssen.  (Vgl.  das  Ref.  II  B  4  (Friclie),  Nr.  29,  wo- 
selbst auch  auf  die  einschlägigen  Untersuchungen  von  0.  Fischer  hin- 
gewiesen ist.) 

d)  NiiUstellen  der  hypergeometriscJwn  Funktion.  Stieltjes,  Posse, 
Hubert  und  Gegenbauer^'^^)  berechnen  zunächst  die  Diskriminante  für 
die  gleich  0  gesetzte,  nach  endlich  vielen  Gliedern  abbrechende  hyper- 
geometrische Reihe.  Desgleichen  geben  für  diesen  Fall  Stieltjes  und 
Hubert  einige  Sätze  über  die  Natur  und  Verteilung  der  Nullstellen. 
In  einer  durch  Methode  und  Resultat  gleich  bemerkenswerten  Arbeit 
bestimmt  dann  Klein^"'^)  vermittels  der  Ergänzungsrelationen  für  die 
Kreisbogendreiecke  die  Anzahl  der  reellen  Nullstellen  der  hyper- 
geometrischen Funktion,  welche  den  reellen  Werten  von  x  zwischen 
0  und  1  entsprechen.  Sind  nämlich  i/j  und  y^  zwei  im  Intervall  0,  1 
durchaus    reelle    Lösungen,    so     entspricht    diesem     Intervall,    wenn 

ri  =  ~    gesetzt  wird,  auf  der  •^;-Kugel  ein  Kreisbogen,  dessen  Über- 

Schlagungsanzahl  die  Zahl  der  Nullstellen  von  y^  sofort  angibt.  Da 
nun  die  Nullstellen  irgend  zweier  reeller  Integrale  der  Differential- 
gleichung nach  einem  Satze  von  Sturm  sich  trennen,  so  kann  man  auch 
die  Anzahl  der  Nullstellen  irgendeiner  Lösung,  welche  aus  y^  und  y^ 
linear  mit  reellen  Koeffizienten  zusammengesetzt  ist,  unschwer  angeben. 
Hurwitz,  Gegenbauer  und  Porfer^"''^)  leiten  dieses  Resultat  später  auf 
analytischem  Wege  ab.  Hurwitz^"''^)  gibt  als  erster  eine  Bestimmung 
der  Anzahl  der  komplexen  Nullstellen  irgendeiner  hypergeometrischen 
Funktion  vermittels  einer  sehr  verallgemeinerungsfähigen  analytischen 
Methode    an.     Schon    früher   hatte    van   Vleclc^''^)    in   Verfolgung    des 


275)  Stieltjes,  Sur  quelques  theoremes  d'Algebre.  Paris  C.  ß.  100  (1885), 
p.  439—440,  Sur  les  polynomes  de  Jacohi  ebd.  p.  620— Ü22;  Posse,  Über  Funk- 
tionen, welche  den  Legendreschen  ähnlich  sind,  Chark.  Ges.  1885,  2,  p.  155—169; 
Hubert,  Über  die  Diskriminante  der  im  Endlichen  abbrechenden  hypergeometri- 
schen Reihe.  J.  f.  Math.  103  (1888),  p.  337—345;  Gegenbauer,  Zur  Theorie  der 
hypergeometrischen  Reihe.     "Wien.  Ber.  100,  p.  225 — 244. 

276)  Klein,  Über  Nullstellen  der  hypergeometrischen  Reihe.  Gott.  Nachr. 
1890,  p.  382—83,  Math.  Ann.  37,  p.  573—590. 

277)  Hurivitz,  Über  die  Nullstellen  der  hypergeometrischen  Reihe,  Gott. 
Nachr.  1890,  p.  557—564;  Gegenbauer,  a.  a.  0.  und  Über  die  Wurzeln  der  hyper- 
geometrischen Reihe.  Monatsh.  Math.  2  (1891),  p.  125—130;  Porter,  Note  on  the 
enumeration  of  the  roots  of  the  hypergeometric  series  between  zero  and  one. 
Bull.  American  M.  S.  (2)  6  (1900),  p.  280-282. 

278)  Hurwitz,  Über  die  Nullstellen  der  hypergeometrischen  Funktion.  Math. 
Ann.  64  (1907),  p.  517—560, 

279)  Van  Vlecl; ,   A   determination   of  the  number  of  real    and   imaginary 
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Kleinschen  Gedankenganges  untersucht,  wie  oft  ein  Kreisbogendreieck 
sich  über  eine  Ecke  hinwegzieht;  aus  dem  allgemeinen  von  HuriviU 
erledigten  Probleme  ergibt  sich  die  Anzahl,  wie  oft  das  Kreisbogen- 
dreieck sich  über  irgendeine  Stelle  der  Kugel  hinwegzieht. 

19.  Verallgemeineningen  der  hypergeometrischen  Beitie.  a)  Die 

flemeschen  Reihen  2^°)  sind  definiert  als  Funktionen  von  fünf  Argu- 
menten   9p (a,  h,  c,q,z)  =1  -^  y  -  3  liL- «  ^  g» 

U  -  2)  (1  —  (f) 

Setzt  man  g  =  1  +  £,  ^  =  Iga;,  so  geht  die  Reihe  für  5  =  0  in 
die  hypergeometrische  Reihe  über.  Die  Differenzengleichung,  der  die 
Reihe  als  Funktion  von  z  genügt,  geht  bei  dem  Grenzübergang  in 
die  hypergeometrische  Differentialgleichung  über. 

b)  Die  allgemeine  hypergeometrische  Beihe  w**''  Ordnung 

wird  durch  die  Reihe 

-^  ic>.  •  •  •  9,_,   -^  1 . 2 ,, . (e,  + 1) . . . p;_, (o„_;+ 1)  ^  +  •  •  • 

definiert;  sie  findet  sich  wohl  zuerst  bei  Clausen^^^)  anläßlich  der 
Frage,  wann  eine  Reihe  dieser  Art  mit  dem  Produkte  zweier  gewöhn- 
licher hypergeometrischer  Reihen  identisch  ist.    Thomae^^^)  zeigt,  daß 

roots  of  the  hypergeometric  series.  Trans,  of  Am.  Math.  Soc.  4  (1902);  vgl.  auch 
ScJiafheitlein,  Die  Nullstellen  der  hypergeometrischen  Funktion.  Berl.  Math.  Ges. 
7  (1908),  p.  19—28. 

280)  Heine,  Untersuchungen  über  die  Reihe  1  4- —  --  ~  x  -\-  •  •  • 

^   (l-g)(l-9)')        ^ 

J.  f.  Math.  32  (1847),  p.  310f.;  34,  p.  285f.  Handbuch  der  Kugelfunktionen, 
2.  Auflage,  p.  97 f.;  vgl.  auch  TTxomae,  Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die 
Heineschen  Reihen  darstellbaren  Funktionen.  J.  f.  Math.  70  (1869),  p.  258 — 281; 
Thomae  behandelt  in  dieser  Arbeit  die  j^emeschen  Reihen  nach  den  von 
Rieniann  für  die  hypergeometrische  Reihe  geschaffenen  Prinzipien. 

281)  Clausen,   Über   die  Fälle,    in    denen   die  Reihe  y^F{a,  ß,  y,  x)  ein 

Quadrat  von  der  Form  z  =  1  -\-  -.-—,    x  -\ hat.  J. f. Math.  3  (1828),  p.  89 f.  und 

Beitrag  zur  Theorie  der  Reihen  daselbst,  p.  92. 

282)  Thoviae,  Über  die  höheren  hypergeometrischen  Reihen.    Math.  Ann.  2 

1870),   p.  427 — 444;    vgl.   auch    Thomae,    Über   die   Funktionen,   welche   durch 

pp'  p" 
Reihen  von  der  Form   1  +  —,--„  -| dargestellt  werden.  J.  f.  Math.  87  (1879), 

p.  26—74. 
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die  Reihe  der  Differentialnfleichung 

+  ((  -  D"  Ä„  —  B,^x) !/  =  0 

genügt,  in  der  A  und  JB  einfache  Funktionen  der  Größen  a  und  q 
sind.  Umgekehrt  zeigt  Thomae  die  Integration  von  (64)  durch  hyper- 
geometrische Reihen  höherer  Ordnung,  die  mit  geeigneten  Potenzen 
von  X  und  1  —  x  multipliziert  sind,  und  stellt  für  die  hypergeome- 
trische Reihe  dritter  Ordnung  die  Monodromiegruppe  sowie  die  Be- 
ziehungen zwischen  verwandten  Funktionen  auf.  Goursat^^^)  leitet  die 
Differentialgleichung  aus  dem  postulierten  Verhalten  in  der  Umgebung 
der  drei  singulären  Stellen  0,  1  und  oo  ab,  behandelt  aufs  neue  die 
Theorie  der  benachbarten  Funktionen ^®^)  und  erledigt  in  einfechster 
Weise  die  von  Claiisen  angeregte  Frage.  Dann  zeigt  er,  daß  die  hy- 
pergeometrischen Funktionen  w*^'  Ordnung  sich  abgesehen  von  kon- 
stanten Faktoren  durch  w-fache  Integrale  der  Form^^^) 
1  1 
f  ■  ■  -/w/i'Xl  —  Mi)?i""i~^-  •  -«{[iV-^  (1  —  M„_i)?„_i-«"-i-i 

0  0 

(1  XU^  ■  •  •  Mrt-i)-''"  ^%  •  •  •  Cl^n-X 

darstellen  lassen.  Von  diesen  Integralen  aus  behandelt  Goursat  in 
einer  anderen  Arbeit^**®)  die  hypergeometrischen  Funktionen  dritter  Ord- 
nung, indem  er  ähnlich  wie  bei  der  gewöhnlichen  hypergeometrischen 
Reihe  die  Gesamtheit  der  in  Betracht  kommenden  Integralgrenzen 
heranzieht.  Pocliliammer^^'^)  gibt  dann  in  dem  von  Goursat  behandelten 
Fall  den  Integralen  eine  so  übersichtliche  Anordnung  und  Form, 
daß  auch  die  Behandlung  hypergeometrischer  Funktionen  beliebiger  Ord- 
nung von  der  Darstellung  durch  bestimmte  Integrale  aus  verhältnis- 
mäßig einfach  gelingt.    Goursat  und  Fochliammer^^^)  behandeln  ferner 


283)  Goursat,  Memoire  sur  les  fonctions  hypergeometriques  d'ordre  sup^rieur. 
Ann.  de  l'ec.  nor.  (2)  12  (1883),  p.  261— 28G  und  p.  395—430. 

284)  Vgl.  auch  Forsyth,  On  linear  diiferential  equations.  Quart.  Journ.  19 
(1883),  p.  292—337. 

285)  Vgl.  Tliomae,  a.  a.  0.  Math.  Ann.  2,  p.  429  f. 

286)  Goursat,  Sur  une  classe  de  fonctions  repr^sentees  par  des  integrales 
definies.    Acta  math.  2  (1883). 

287)  Pochhammer,  Über  die  DiflFerentialgleichung  der  allgemeinen  hypergeo- 
metrischen ßeihe  mit  zwei  endlichen  singulären  Punkten.  J.  f.  Math.  102  (1888), 
p.  76—159. 

288)  Pochhammer,  Über  die  Differentialgleichung  der  allgemeinen  J'-Reihe. 
Math.  Ann.  38,  p.  586—597.    Über  eine  lineare  Differentialgleichung  /«*«  Ord- 
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den  Grenzfall,  daß  zwei  singulare  Punkte  der  Differentialgleichung  zu- 
sammenrücken. RajewsM^^^)  stellt  für  die  Integrale  der  ursprüng- 
lichen sowie  der  ausgearteten  Differentialgleichung  die  Übergangssub- 
stitutionen auf. 

c)  HypergeometrischeFunJdionen mehrerer  Variäbeln.  Podihammer^^^), 
der  als  erster  diese  Funktionen  studierte,  betrachtet  sie  nur  erst  als 
Funktionen  einer  einzigen  Variabein   und    definiert    sie    als    das    all- 

gemeine  Integral  H.n\r,  /      )  einer  Differentialgleichung  w^^'^Ord- 

nung  mit  den  singulären  Stellen  a^,  a^,  .  .  .,  a„  und  oo.  Die  zu  der 
singulären  Stelle  a^  gehörige  determinierende  Gleichung  hat  die  Wur- 
zeln 0,  \,  ...,n  —  2,  ßj-\-  X  —  1,  die  Differentialgleichung  besitzt  also 
n  —  1  in  ttj  holomorphe  Integrale  (vgl.  Nr.  3  c)  und  ein  daselbst  ver- 
zweigtes Integral,  sofern  ß^  -\-  l  keine  ganze  Zahl  ist.  Ein  ent- 
sprechendes Verhalten  zeigt  x^'^-H^  im  Unendlichen.    Ist  dann 

so  genügt  n  der  Pochhammereehen^^^)  Differentialgleichung 

(65)  ^'C^)  ~J  -  [eT")T'(^) + H^)]  j^Ä +'"+ i-^r  [^70  <p^"K^) 

_|_g-y^(.-i)(^)j^_0, 


nung  mit  einem  endlichen  singulären  Punkte.  J.  f.  Math.  108  (1891),  p.  50—87. 
Über  die  Differentialgleichuugen  der  Reihen  F{q,  ö,  x)  und  F{q,  ff,  r,  x).  Math. 
Ann.  41  (1892)  p.  197—218,  und  Über  die  Reduktion  der  Differentialgleichungen 
der  Reihe  F(c>i ,  Pa,  •  •  •  e„-i,«)-    J-  f-  Math.  110  (1893),  p.  188—197. 

289)  Bajewski,  Über  die  hypergeometrischen  Funktionen  höherer  Ordnung 
und  deren  Degeneration.  Krakau.  Abh.  1901,  p.  423—440.  Krakau.  Abh.  41, 
p.  505—552. 

290)  Pochhammer,  Über  hypergeometrische  Funktionen  «ter  Ordnung.  J.  f. 
Math.  71  (1870),  p.  316—352,  Notiz  über  die  Herleitung  der  hypergeometrischen 
Differentialgleichung.  J.  f.  Math.  73,  p.  85—87,  Über  Relationen  zwischen  den 
hypergeometrischen  Integralen  «ter  Ordnung.    J.  f.  Math.  73,  p.  185 — 159. 

291)  Eine  ähnliche  Differentialgleichung  findet  sich  bei  Tissot,  Sur  un 
determinant  d'integrales  definies.  J.  de  math.  17,  doch  scheint  mir  die  Benen- 
nung Tissot- Pochhammer  sehe  Differentialgleichung  in  keiner  Weise  berechtigt; 
vgl.  Pochhammer,  a.  a.  0.  J.  f.  Math.  73,  p.  144,  Anmerkung.  Die  als  Tissotsahe 
zu  bezeichnende  Differentialgleichung  behandelt  Pochhammer  in  seiner  Arbeit: 
Über  die  Tissot  sehe  Differentialgleichung.  Math.  Ann.  37  (1890),  p.  512 — 543. 
Vgl.  bez.  der  PochhammerschQn  Differentialgleichung  auch  Hermite,  Lettre  si 
M.  L.  Fuchs,  3.  f.  Math.  79  (1875),  p.  324—338. 

Encyklop.  d.  math.  Wisiougch.     II  2.  8$ 
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welche  die  Integrale 

(66)  f{u  —  «i)'^-^  (u  —  «2^-^  . . .  (w  —  ajn--'  (u  —  xy-'du, 

zwischen  geeigneten  Grenzen  genommen,  besitzt. 

PocJthammer  und  Hossenfelder^^^) ,  der  letztere  vermittels  der 
Methode  der  veränderlichen  Integrationswege,  stellen  die  Monodromie- 
gruppe  auf,  von  der  sich  ergibt,  daß  sie  von  den  Verzweigungspunk- 
ten unabhängig  ist.^^^)  Die  Lösungen  genügen  daher  (vgl.  Nr.  8)  in 
bezug  auf  jeden  der  Parameter  a^  einer  ganz  analogen  Differential- 
gleichung, wie  in  bezug  auf  x,  worauf  schon  der  in  x,  a^,  .  .  .,a„ 
symmetrische  Bau  von  (66)  hinweist.  AppelV^^)  kommt  als  erster 
auf  die  Behandlung  dieser  Reihen  als  Funktionen  zweier  Veränder- 
licher, indem  er  in  Verallgemeinerung  der  hypergeometrischen  Reihe 

vier  Reihen 

F.(a,  a,  ß,  ß',  y,  x,  y)         {j  =  1,  2,  3,  4) 

einführt,  von  denen  etwa 

(67)  F,{a,ß,ß,y,x,y)  =  2j  "(y7m +  n)(i,m)(i,^  ^  ^ 
ist,  wenn  allgemein 

(z,7.-)  =  a(;l  +  i).-.(^  +  ^-i),      (a,o)  =  i 

darstellt. 

Jede  dieser  Funktionen  genügt  einem  Systeme  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen. Doch  zeigte  erst  Picard^^^)  explizite  den  Zusam- 
menhang mit  der  Pochhammer sehen  Differentialgleichung  durch  die 
Darstellung  der  Funktionen  vermittelst  bestimmter  Integrale.  Von 
dieser  ausgehend  überträgt  Goursat^^^)  die  Jaco&ischen  Untersuchungen 
für  die  gewöhnliche  hypergeometrische  Reihe  und  stellt  entsprechend 
den  24  Zwmmer sehen  Integralen  60  Integrale  auf.  Picard^^^)  ge- 
winnt die  hypergeometrische  Funktion  F^  durch  Ausdehnung  des 
Biemmmschen  Verfahrens  auf  zwei  Veränderliche,  Goursat^^^)  macht 


292)  Hossenfelder,  Über  die  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung 
7itor  Ordnung.  Math.  Ann.  4  (1871),  p.  195—212;  vgl.  ferner  Badike,  Über  die 
Fundamentalwerte  des  allgemeinen  hypergeometrischen  Integrals.  Zeitschr.  Math. 
Phys.  22  (1877),  p.  87— *J9;  Jordan,  Cours  d' Analyse  III;  Sddesinger,  Integration 
linearer  Differentialgleichungen  durch  Quadraturen.  J.  f.  Math.  116  (1896),  p.  130, 
Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  J.  f.  Math.  124  (1902),  p.  318, 
Handbuch  II  1,  p.  455  f. 

293)  Schlesinger,  Zur  Theorie  der  J^JwZer  sehen  Transformierten.  J.  f.  Math.  117 

(1897),  p.  162. 

294)  Goursat,  Sur  les  fonctions  hypergeometriques  de  deux  variables.  Paris 
C.  R.  95  (1882),  p.  717—719;  vgl.  auch  die  in  126  zitierte  Arbeit  von  Le  Vavasseur. 
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die  entsprechenden  Untersuchungen  für  F^  und  F^.  Die  Relationen 
zwischen  benachbarten  Funktionen  leitet  Le  Vavasseur^^^)  ab.  Wäh- 
rend diese  letzteren  Arbeiten  sich  alle  auf  den  Fall  w  =  3  beschrän- 
ken, leitet  Pochhammer'^^)  für  beliebiges  n  das  System  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  ab,  eine 
weitere  Ausdehnung  auf  beliebig  viele  unabhängige  Veränderliche 
gibt  Lauricella^^'').  Pincherle-^^)  weist  auf  die  genaue  Analogie  hin 
zwischen  den  in  b)  besprochenen  hypergeometrischen  Funktionen  mit 
drei  singulären  Punkten  und  den  hypergeometrischen  Funktionen 
mehrerer  Variabein. 

In    allgemeiner    Weise     bezeichnet    Harn^^^)     eine     Potenzreihe 
^A.   x^-y^  als  eine  hypergeometrische  Reihe  von  zwei  Veränderlichen, 

wenn  die  Quotienten  — -,^  '''    und  —-!-'' —  rationale   Funktionen   von  X 

A.^  A. 

und  ^  sind.  Diese  Funktionen  genügen  einem  Systeme  partieller 
Differentialgleichungen,  mittels  dessen  Hörn  die  Natur  der  singulären 
Gebilde  an  der  Grenze  des  Konvergenzgebietes  untersucht. 

20.    Differentialgleichungen  für   die    Periodizitätsmoduln.    Die 

Periodizitätsmoduln  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gat- 
tung führen  auf  spezielle  hypergeometrische  Differentialgleichungen 
(vgl.  das  Ref.  II  B  3  (Fricke),  Nr.  8  und  59).  In  entsprechender  Weise 
führen  die  Periodizitätsmoduln  der  hyperelliptischen  Integrale  auf 
Pochhammersch.e  Differentialgleichungen.  Nachdem  zunächst  Koenigs- 
herger^^'^)  für  die  Perioden  der  ultraelliptischen  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  ein  System  von  linearen  Differentialgleichungen  auf- 
gestellt hat,  nimmt  Fuchs^^^)  die  Aufgabe  für  die  allgemeinen  hyper- 


295)  Le  Vavasseur,  Sur  les  fonctions  contigues  relatives  ä  la  serie  hyper- 
geometrique  de  deux  variables.  Paris  C.  R.  115  (1802),  p.  1255 — 1258;  vgl. 
ferner  Anmerkung '"*). 

296)  Püchhammer,  Über  gewisse  partielle  Differentialgleichungen,  denen 
hypergeometrische  Integrale  genügen.    Math.  Ann.  33  (1889),  p.  353 — 371. 

297)  Lauricella,  Sülle  funzioni  ipergeometriche  a  piu  variabili.  Palermo 
Rend.  7  (1893)  p.  111—158. 

298)  Pincherle,  Sülle  funzioni  ipergeometriche  generalizzate.  Rom.  Acc. 
L.  Rend.  (4)  4^   (1888),  p.  694-700,  792—799. 

299)  Hörn,  Über  die  Konvergenz  der  hypergeometrischen  Reihen  zweier 
und  dreier  Veränderlicher.    Math.  Ann.  34  (1889),  p.  577 — 600. 

300)  Koenigsherger,  Die  Differentialgleichung  der  Perioden  der  hyperellip- 
tischen Perioden  Iter  Ordnung.    Math.  Ann.  1  (1869),  p.  165—167. 

301)  Fuchs,  Die  Periodizitätsmoduln  der  byperelliptischen  Integrale  als 
Funktionen  eines  Parameters.  J.  f.  Math.  71  (1870),  p.  91 — 127.  Ges.  Werke  1, 
p.   241 — 281.      Die    Periodizitätsmoduln    der    hyperelliptischen    Normalintegrale 

36* 
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elliptischen  Integrale  in  Angriff.  Es  sei  s^  =  q)(3,  x)  eine  ganze 
rationale  Funktion  von  z  und  x,  und  zwar  in  s  vom  Grade  2p  -}-  1, 
g{/)  sei  rational  in  bezug  auf  z  und  x  und  werde  nur  für  die 
Nullstellen  von  q){s,x)  unendlich.    Dann  genügen  die  Perioden  eines 

Integrals  erster  oder  zweiter  Gattung  der  Form  /  ^^^^  dz  als  Funk- 
tionen von  X  im  allgemeinen  einer  Differentialgleichung  2p *°'  Ord- 
nung, und  zwar  gehören  alle  Differentialgleichungen,  welche  einer 
willkürlichen  Wahl  der  rationalen  Funktion  g{z)  entsprechen,  zu  der- 
selben Art.  ^"2^  Entsprechend  genügen  die  Periodizitätsmoduln  eines 
^&eZ  sehen  Integrals  ^"5)  als  Funktionen  eines  Verzweigungspunktes 
oder  eines  Klassenmoduls  des  zugrunde  gelegten  algebraischen  Ge- 
bildes einer  linearen  Differentialgleichung  2p*"  Ordnung,  deren  Koef- 
fizienten als  Funktionen  des  Parameters  demselben  Rationalitätsbereiche 
angehören  wie  der  Integrand  und  die  Koeffizienten  der  Grundgleichung, 
also  im  allgemeinen  mehrdeutig  sind.  Es  gilt  nun  nach  Fuchs  der 
bemerkenswerte  Satz,  daß  die  (2p  —  2)*®  Assoziierte  der  Differential- 
gleichung 2p*"  Ordnung,  welcher  die  Periodizitätsmoduln  der  Integrale 
erster  Gattung  genügen,  reduzibel  ist,  indem  sie  eine  dem  Rationalitäts- 
bereiche angehörige  Lösung  besitzt,  die  man  unmittelbar  aus  den  von 
Fachs  für  die  Koeffizienten  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
aufgestellten  Formeln  gewinnt.^"*)  Die  Relationen,  welche  die  Redu- 
zibilität  der  (2p  — 2)*^^  Assoziierten  ausdrücken,  führen  zu  denRiemann- 

dritter  Gattung  behandelte  E.  Ullrich,  Die  Periodizitätsmoduln  der  hyperellipti- 
schen Normalintegrale  dritter  Gattung.     Diss.  Heidelberg  1884. 

302)  Fuchs,  Zur  Theorie  der  linearen  DifFerentialgleichupgen.  BerlinBer.  1888, 
Ges.  Werke  3,  p.  30.  Betreffend  die  Differentialgleichung  der  hyperelliptischen 
Perioden  vgl.  Pick,  Jahresber.  d.  deutsch.  Math.-Ver.  19  (1910),  p.  99;  Pick  gibt 
dem  Systeme  von  Differentialgleichungen,  denen  die  Perioden  der  hyperelliptischen 
Integrale  als  Funktionen  der  Verzweigungspunkte  genügen ,  für  den  Fall  p  =  2 
durch  die  Wahl  geeigneter  unabhängiger  Veränderlicher  und  Einführung  zweier 
Differentiationsoperatoren  eine  invariante  Gestalt,  aus  der  sich  alle  anderen  Dar- 
stellungen der  Differentialgleichungen  leicht  gewinnen  lassen. 

303)  Fuchs,  Über  die  linearen  Differentialgleichungen,  welchen  die  Perio- 
dizitätsmoduln der  J.6eZschen  Integrale  genügen.  J.  f.  Math.  73  (1871),  p.  324 — 339. 
Ges.  Werke  1,  p.  343—360,  Zur  Theorie  der  Abelschen  Funktionen.  BerlinBer.  1897. 
Ges.  Werke  3,  p.  249—264.  In  der  letzteren  Arbeit  gibt  Fuchs  zur  Ableitung 
der  Differentialgleichung  drei  verschiedene  Methoden,  von  denen  besonders  die 
dritte  ihres  allgemeinen  Charakters  wegen  hervorzuheben  ist.  Vgl.  auch  für 
binomische  Gleichungen  die  Dissertation  von  Hermann  Broecker,  Die  Periodizi- 
tätsmoduln der  J.fceZschen  Integrale.    Berlin  1893. 

304)  Fuchs,  Zur  Theorie  der  J.&eZ8chen  Funktionen.  Berlin  Ber.  1898.  Ges. 
Werke  3,  p.  283 — 293.  Der  Satz  wurde  zuerst  von  Fuchs  für  die  ultraelliptischen 
Integrale  unter  Zuhilfenahme   der  bekannten  Monodromiegruppe   der  Ursprung- 
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sehen  Relationen  zwischen  den  Periodizitätsmoduln  der  Äbelschen  Inte- 
grale erster  und  zweiter  Gattung. '°^) 

20.  Die  Laplacesche  Differentialgleichung: 

(t  CO  (t  oc 

Euler  ^^^)  behandelt  die  Aufgabe,  in  dem  Integrale 
(68)  y  =Je'='v{z)dz 

die  Funktion  v{z)  und  die  Grenzen  so  zu  bestimmen,  daß  das  Integral 
als  Funktion  von  x  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung genügt.  In  allgemeinerer  Weise  nahm  Laplace^^'^)  diesen  Ansatz 
auf  und  zeigte,  wie  man  vermittelst  desselben  die  Lösungen  der  nach 
ihm  benannten  Differentialgleichung  n^''^  Ordnung  erhalten  kann.  In  der 
folgenden  Zeit  wurde  die  Integration  spezieller  Differentialgleichungen 
dieser  Art  vermittelst  bestimmter  Integrale  wiederholt  aufs  neue  ge- 
funden. Liouville  ^^)  behandelt  die  Differentialgleichung  u"  ==  u  •  x,  in- 
dem er  sie  durch  unendliche  Reihen  integriert  und  diese  dann  durch  be- 
stimmte Integrale  summiert.  Auf  demselben  Wege  bestimmt  Scherk^^^) 
die  Integrale  der  Differentialgleichung  y^"^  =  (a  -\-  ßx)y.  Es  sei  ferner 
in  diesem  Zusammenhang  auf  die  Arbeiten  von  Kununer^^^)  und  Liou- 
ville^^^)  hingewiesen.  Dann  sind  noch  neben  den  zahlreichen  Unter- 
suchungen über  Besselsche  Funktionen  (vgl.  das  Ref.  II  A  10  {Wan- 


lichen  Differentialgleichung  bewiesen;  siehe  Fuchs,  Zur  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen.  Berlin  Ber.  1889.  Ges.  Werke  3,  p,  35  u.  36  vgl.  ins- 
besondere auch  Schlesinger ,  Handbuch  II,  1,  p.  491  f.  Für  die  hyperelliptischen 
Integrale  bei  beliebigem  p  gibt  Richard  Fuchs  in  seiner  Dissertation,  Über 
die  Periodizitätsmoduln  der  hyperelliptischen  Integrale,  Diss.  Berlin  1897  u. 
J.  f.  Math.  119,  p.  1 — 24  den  entsprechenden  Nachweis  sowie  den  expliziten  Aus- 
druck für  die  rationale  Funktion. 

305)  L.  Fuchs,  a.  a.  0.  Ges.  Werke  3,  p.  290—293;  vgl.  auch  Richard  Fuchs, 
a.  a.  0.,  p.  12—17. 

306)  Euler  Institutiones  calcuH  integralis  2,  Opera  omnia  I,  Bd.  12,  Kap  X, 
§  1053  f. 

307)  Laplace,  Sur  une  nonvelle  methode  d'approximation,  Histoire  de 
Facademie  royale  des  sciences  1782;  vgl.  auch  Lacroix,  Traite  du  calcul  diffe- 
rentiel  III. 

308)  Liouville,  21.  Bd.  von  Gergonne  Ann.  1830—1831. 

SOd)  ScherJc,  Über  die  Integration  der  Gleichung  j/^"' =  (a -|- ^a;)j/.  J.  . 
Math.  10  (1833). 

310)  Kummer,  Note  sur  Tintegration  de  l'equation  j/'"' =  a;"'j/  par  des  in- 
tegrales definies.    J.  f.  Math.  19  (1839). 

311)  Liouville,   J.  de  l'ec.  pol.  15,  (cah.  24),  p.  51. 
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gerin))  die  Untersuchungen  von  Tetzval,  Spitzer  und  Winlcler  hier  zu 
erwähnen,  die  aber  nichts  Wesentliches  zur  Förderung  des  Problems 
beitrugen  und  deren  zum  Teil  polemische  Schriften  nur  mehr  ein  ge- 
wisses nichtmathematisches  Interesse  erwecken.^^^) 

Eine  systematische  Integrationstheorie  mit  komplexen  Integra- 
tionswegen, wurde  von  Poincare  für  das  in  der  nächsten  Nummer  zu 
besprechende  allgemeinere  Problem  gegeben  und  von  Jordan,  Picard 
und  Scldesinger^^^)  ausführlich  für  den  vorliegenden  spezielleren  Fall 
entwickelt.     Es  sei 

9^1  (^)  =  c^o^"  H h  «n;     9'o(^)  =  ^0^"  H h  an- 
setzt man  y  aus  (68)  in  die  linke  Seite  der  Xop^aceschen  Diiferential- 
gleichung  ein,  so  erhält  man 

/[9'o(^)  +  X(p^{ß)\ve^'dz', 
man  bestimmt  dann  v{z)  so,  daß 


cp,(z)v(z)  =  ^  {v(0)q>,iz)),   also  t;(.)  =  ^^'^-^  e^  '^^''^ 
wird,  und  den  Integrationsweg  l  derart,  daß 

fd{v{z)(p^{z)e''')  =  0  wird. 

Sind  a,  h,  .  .  .,  w  voneinander  verschiedene  Nullstellen  von  (pi{z),  so 
erhält  man  7)1  —  1  Lösungen,  wenn  man  als  Integrationsweg  die  m  —  1 
Doppelumläufe  um  a,  &;  a,c  usf.  wählt.  Ist  ferner  a  eine  ^-fache 
Wurzel,  so  erhält  man  /i.  —  1  neue  Lösungen  durch  Integrationswege, 
die  in  geeigneter  Richtung  von  a  ausgehen  und  daselbst  endigen. 
Ist  q)i  {z)  vom  in  —  A)*'^''  Grade,  so  erhält  man  auf  diöse  Weise  n  —  k  —  1 
linear  unabhängige  Lösungen,  die  fehlenden  Lösungen  erhält  man 
durch  Wahl  von  Integrationswegen,  die  von  oo  in  bestimmter  Rich- 
tunor  aussrehen  und  dahin  zurückkehren. 

22.  Die  Laplacesche  und  Eulersche  Transformierte.  Die  eben 
angeführte  Laplacesche  Methode  führt,  wie  schon  in  Nr.  5  angegeben 
wurde,  bei  Differentialgleichungen  m**""  Ordnung  vom  Range  1,  deren 
Koeffizienten  Polynome  von  m*®''  Grade  sind,  zu  bemerkenswerten  Re- 
sultaten, ^^^)    Es  sei  die  gegebene  Differentialgleichung 


312)  Vgl.  etwa  Spitzer,  Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen. 
Wien,  Gerold  1878,  und  Differentialgleichungen  von  Winkler,  Wien,  Holder  1879. 

313)  Jordan,  Cours  d' Analyse  III,  p.  252 f.;  Picard,  Traite  d'Analyse  III, 
p.  394 f.,  Schlesinger,  Handbuch  I,  p.  409 f. 

314)  Vgl.  neben  den  in  (76)  zitierten  Arbeiten  von  Poincare  hierzu  Picard, 
Traite  d'Analyse  III,  p.  405f.,  Schlesinger,  Handbuch  I,  p.  414f.,  II,  1  p.  505f.; 
femer  die  in  (84)  zitierte  Arbeit  von  Hörn,  p.  511—513. 
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(69)  p.pi+p.f^  +  ---+p.y  =  o, 

dx  dx 

wobei 

und  C^^^'>  =4=  0  ist.  Bezeichnet  [f{z)J  die  Differenz  der  Werte  von  f{z) 
an  den  beiden  Enden  eines  Weges  l,  so  denken  wir  uns  in  (68)  den 
Weg  l  und  die  Funktion  v  so  gewählt,  daß  für  ii  =  0,  1,  .  .  .,  n 


d 


=  0: 


(70)    [^."t-e-],  =  0,  ]Jj  (^."t;)e-J^  =  0, 

dann  folgt  durch  partielle  Integration  ans  (68)  unmittelbar 

so  daß  die  Funktion  y  in  (68)  der  Gleichung  (69)  genügt,  wenn  v  ein 
Integral  der  Differentialgleichung 

m 

(71)    V  (_  1).  [c«  ^::::i?>->  +  c.<')  ^-:(^- ">  + . . . 


r=0 


+  c^'-' 


dz"'-" 


=  0 


ist.  (71)  heißt  dann  die  Laplacesche  Transformierte  von  (69)  (vgl. 
das  Ref.  Pincherle  II  A  11,  Nr.  16),  sie  ist  von  m*"  Ordnung,  ihre 
Koeffizienten  sind  Polynome  n^^''  Grades.  Die  singulären  Stellen  er- 
hält man  als  Wurzeln  «.  der  Gleichung 

(72)  Oo^«"  +  C^C)««-!  H [-  CS>  =  0, 

die  mit  (24)  identisch  ist,  wenn  in  (22)  Je  =  0,  h  =  m  gesetzt  wird. 
3  =  oo  ist  für  (71)  eine  Unbestimmtheitsstelle  vom  Range  1,  da- 
gegen sind  die  Punkte  a^  singulare  Stellen  der  Bestimmtheit,  wenn 
die  Wurzeln  von  (72)  voneinander  verschieden  sind.  Die  Wurzeln 
der  zu  a-  gehörigen  determinierenden  Gleichungen  sind  0,  1,  .  .  . 
n>  —  2,  Xj,  wobei  die  Größen  Xj  keine  ganzen  Zahlen  sein  mögen,  um 
das  Auftreten  von  Logarithmen  zu  vermeiden.  Dann  wählt  man  als 
Funktion  v  die  im  Punkte  a^  zum  Exponenten  Xj  gehörige  Lösung 
von  (71)  und  zieht  durch  a^  einen  Halbstrahl  nach  oo,  der  durch 
keinen  andern  singulären  Punkt  geht  und  mit  der  positiven  ic-Achse 
den  Winkel  a  einschließt.  Wählt  man  nun  als  Integrationsweg  l 
einen  Weg,  der  auf  diesem  Radiusvektor  den  Punkt  oo  verläßt,  a  ■  um- 
kreist  und   dann   auf  demselben  Radiusvektor  nach   oo   zurückkehrt, 
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so  ist  nach  dem  zweiten  Hilfssatz  in  Nr.  5  i 1  <  e^^,  also  sind  für 

I  ^^^  '. 
den  gewählten  Integrationsweg  die  Bedingungen  (70)  erfüllt,  wenn 
der  reelle  Teil  von  xe''"  kleiner  ist  als  ( —  a).  Aus  den  n  singulären 
Stellen  der  Laplaceschen  Transformierten  erhält  man  auf  diese  Weise 
n  linear  unabhängige  Lösungen  ^i^)  von  (69).  Fallen  jedoch  einige 
der  singulären  Stellen  zusammen,  so  sind  die  Integrationswege  analog 
wie  in  dem  in  der  letzten  Nummer  behandelten  Spezialfälle  entspre- 
chend zu  modifizieren.  Ist  die  Ordnung  n  von  (69)  größer  als  der 
Grad  m  der  Koeffizienten,  so  kann  man  n  —  m  Lösungen  von  (69) 
durch  bestimmte  Integrale  ausdrücken,  deren  Integrationsweg  ganz 
im  Endlichen  verläuft,  so  daß  (69)  n  —  m  ganze  transzendente  Funk- 
tionen als  Lösungen  besitzt,  einen  Satz,  den  man  auch  direkt  be- 
weisen kann.^^®) 

Um   die  Laplacesche  Transformierte  auf   Differentialgleichungen 
vom  Range  h  -\-  1  auszudehnen,  macht  BirMoff^^'')  den  Ansatz 

(73)  y  =/e-*  +  ^K(^)  +  0:7?,  (^)  +  .  .  .  +  x^r],i,)]  dz 

und  bestimmt  die  Funktionen  ri  aus  einem  Systeme  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen, deren  singulare  Stellen  Unbestimmtheitsstellen  Tom 
Range  li  sind;  jede  einzelne  dieser  singulären  Stellen  kann  aber  ver- 
mittels einer  ihr  entsprechenden  Transformation  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung  durch  eine  singulare  Stelle  der  Bestimmtheit  er- 
setzt werden.  Es  empfiehlt  sich  dabei  nach  dem  Vorgang  von  Birlxhoff 
von  vornherein  von  einem  Systeme  linearer  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  auszugehen.  Sind  die  Koeffizienten  der  Differential- 
gleichung (69)  ganze  transzendente  Funktionen,  ist  also  w  =  oc,  so 
wird  die  iapZacesche  Transformierte  von  unendlich  boher  Ordnung,  Mit 
linearen  Differentialgleichungen  unendlich  hoher  Ordnung  hat  sich  schon 
Euler^^^)  beschäftigt;  in  neuerer  Zeit  hat  Lalesco^^^)  von  ihnen  be- 
wiesen, daß  sie  sich  auf  FbZferrasche  Integralgleichungen  (vgl.  das 
Ref.  n  A  11  (Pincherle),  Nr.  31b)   zurückführen  lassen.     Andererseits 


315)  Poincare,  a.  a.  0.    Am.  Journ.  7,  p.  230. 

316)  Poincare,  a.  a.  0.,  p.  225;  vgl.  ferner  die  in  49)  und  G4)  zitierten  Ar- 
beiten von  Perron,  Math.  Ann.  66,  p.  475,  70,  p.  23. 

317)  Vgl.  hierzu  die  Zitate  81,  82,  84. 

318)  Euler,  Institutiones  calculi  integralis,  2,  Opera  omnia  I,  Bd.  12, 
§  1195—1224. 

319)  Lalesco,  Sur  l'äquation  de  Volterra.  J.  de  Math.  (6)  4  (1908)  p.  125— 2U2, 
vgl.  auch  Bourlet,  Sur  les  Operations  en  general  et  les  equations  differentielles 
lineaires  d'ordre  infini.     Ann.  ec.  norm.  (3)  14  (1897)  p.  133 — 190. 
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hat  Horn^^^)  gezeigt,  daß  man  bei  diesen  Integralgleichungen  die 
Lösungen  durch  asymptotische  Reihen  darstellen  kann.  Neuerdings 
hat  Schlesinger^^^)  in  einem  linearen  Differentialsystem 


dz 


n 


i  =  l 


einen  ähnlichen  Grenzübergang  ausgeführt,  wie  der,  mit  Hilfe  dessen 
man  von  einem  Systeme  von  n  linearen  Gleichungen  zu  einer  Integral- 
gleichung (vgl.  das  Ref.  II  A  11  (Pincherle)  Nr.  29,  30)  gelangt  °und 
kommt  so  zu  linearen  Integro-Biff'erentialgleicliungm  der  Form 

0 

bzw. 

1 

0 

wo  ^  eine  komplexe,  j,  7c,  X  reelle  Veränderliche  bedeuten.  Von  andern 
Gesichtspunkten  aus  hatte  VoUerra^^^)  von  1910  ab  spezielle  Fälle  von 
Gleichungen  dieser  von  Schlesinger  betrachteten  Form  behandelt. 

Neben  die  Laplacesche  stellt  sich  die  von  Schlesinger  ^^^)  sog. 
Eulersche  Transformation,  bei  welcher  in  (68)  e^'  durch  (2  ~  x)^-'^ 
ersetzt  wird.  Sei  nun  D^{t/)  ein  linearer  homogener  Differentialaus- 
druck w*«'  Ordnung  in  x  mit  ganzen  rationalen  Koeffizienten  w*«°  Grades, 
so  ist 

(74)  D^((^  —  x)^--')  =  ®^((^  —  ^)?  +  --i), 

wobei  ®^  ein  linearer  Differentialausdruck  (w  +  wi)'«'  Ordnung  mit 
ganzen  rationalen  Koeffizienten  in  2  ist.    Aus  diesem  Satze  erhält  man 

320)  Hörn,  Volterrasche  Integralgleichungen.  J.  f.  Math.  140,  p.  120  f 
und  159  f. 

321)  Schlesinger,  Sur  les  equations  integro-diflfe'rentielles,  Paris  C.  R.  158 
(1014),  p.  1872—1875. 

322)  Siehe  etwa  Volterra,  Le^ons  sur  les  fonctions  de  lignes,  Paris  1913, 
p   199,  Rom.  Acc.  L.  Rend.  23  (1914),  p.  394. 

323)  Schlesinger,  Handbuch  II  1,  12.  Abschnitt,  über  die  Integration  linea- 
rer Differentialgleichungen  durch  Quadraturen.  J.  f.  Math.  116,  p.  97—132,  Zur 
Theorie  der  ^«Zerschen  Transformierten.  J.  f.  Math.  117,  p.  148—167.  Pincherle, 
Integrazione  delle  equaz.  diff.  lin.  mediante  integrali  definiti;  Bologna  Mem.  (5) 
2  (1892),  p.  523—546;  Sur  la  transformee  d'Euler.  J.  f.  Math.  119,  p.  347—349. 
Vgl.  auch  Mellin,  Über  gewisse  durch  bestimmte  Integrale  vermittelte  Beziehungen. 
Acta  Soc.  sc.  Fennicae  21,  Nr.  6  (1896). 
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durch  Spezialisierung  den  in  Nr.  16a  erwähnten  Satz  über  die  Ver- 
tauschung von  Parameter  und  Argument.  Genügt  dann  v  der  ad- 
jungierten  Differentialgleichung  ®^'  =  0  von  ©^  =  0,  so  ist 

y  ==  f  {z  —  xy~'^vd2 
i 

eine  Lösung  von  D^ij/)  =  0,  wenn  der  Integrationsweg  l  geeignet 
gewählt  ist.  2)/  ist  die  Eulersche  Transformierte  von  D^  (vgl.  das 
Ref.  PincJierle  11  All,  Nr.  17 &).  Ist  umgekehrt  iv  ein  Integral  der 
zu  Dx{y)  =  0  adjungierten  Differentialgleichung,  so  genügt  bei  ge- 
eignet gewähltem   Integrationsweg  y/   die   Funktion 

u  =  Jw{2  —  xY  +  '^-^dx 

A 

der  Differentialgleichung  2)^(u)  =  0,  („Reziprozitätssatz").  Die  ur- 
sprüngliche Differentialgleichung  und  ihre  jB^Zersche  Transformierte 
gehören  gleichzeitig  dem  J7i<c/isschen  Typus  an,  oder  keine  von  beiden 
tut  dieses.  Ist  oo  für  D^iy)  =  0  eine  singulare  Stelle  der  Bestimmt- 
heit, so  kann  in  (74)  der  lineare  Differentialausdruck  (n  -\-  w)*®"^  Ord- 
nung durch  einen  solchen  m^^^  Ordnung  E  ersetzt  werden,  so  daß 

(75)  D,({z  —  x)^-')  =  EX(^  —  a:)^'  +  "-«-i) 

wird.  Ist  speziell  D^  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  des 
FucJisschen  Typus,  so  kommt  man  durch  die  Eulersche  Transforma- 
tion auf  die  in  Nr.  19  besprochene  Pochhammer  sehe  Differential- 
gleichung. 

Die  Aufstellung  der  Monodromiegruppe  für  Differentialglei- 
chungen, deren  Lösungen  sich  als  bestimmte'  Integrale  darstellen 
lassen,  geschieht  am  einfachsten  vermittelst  der  in  Nr.  18  a  erwähnten 
Methode  der  veränderlichen  Integrationswege.^^*) 

23.  Differentialgleich-ungen  des  Fuchs  sehen  Typus,  deren  In- 
tegrale in  der  Umgebung  eines  jeden  Punktes  einer  Riemann  sehen 
Fläche  vom  Geschleehte  1  eindeutige  Funktionen  sind.  Damit  die 
Integrale  einer  Differentialgleichung  auf  einer  Riemann Bchen  Fläche 
von  beliebigem  Geschlechte  die  in  der  Überschrift  angegebeneu  Be- 
dingungen erfüllen,  müssen  die  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  zu 
dem  der  Riemannschen  Fläche  zugrunde  liegenden  algebraischen  Gebilde 
aehören  und  ferner  noch  so  beschaffen  sein,  daß  die  Integrale  an  den 


324)  Vgl.  neben  den  in  262—264,  292  und  323  zitierten  Arbeiten  Nekrassoff, 
Über  lineare  Differentialgleichungen,  weiche  mittelst  bestimmter  Integrale  inte- 
griert werden.  Math.  Ann.  38  (1891);  ferner  Goursat,  Sur  une  classe  de  fonc- 
tions  representties  par  des  integrales  definies.    Acta  Math.  U  (1883),  p.  1 — 71. 
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singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  nur  Pole  besitzen.  Sind 
diese  Bedingungen  erfüllt,  so  erleiden  die  Integrale  nur  beim  Über- 
schreiten der  Querschnitte  der  zerschnittenen  Riematinschen  Fläche 
lineare  Substitutionen,  die  aber  im  allgemeinen  nur  für  p  =  1  ver- 
tauschbar sind.  Daher  wird  die  Theorie  für  p  =  \  besonders  einfach. 
Drückt  man  in  diesem  letzteren  Falle  zum  Zwecke  der  Uniformi- 
sierung  x  und  y  als  doppelperiodische  Funktionen  eines  als  neue  unab- 
hängige Veränderliche  eingeführten  Parameters  u  aus,  so  erhält  man 
eine  Differentialgleichung  mit  eindeutigen  doppelperiodischen  Koeffi- 
zienten und  in  u  eindeutigen  Integralen,  die  nur  Pole  als  singulare 
Stellen  besitzen.  Vermehrt  man  u  um  eine  der  Perioden  2c3  oder 
2a)',  so  erleiden  die  Integrale  lineare  Substitutionen;  es  gibt  aber  zum 
mindesten  ein  Integral,  das  sich  bei  Vermehrung  von  u  um  irgend- 
welche Perioden  nur  mit  konstanten  Faktoren  multipliziert  ^^^),  also 
eine  doppelperiodische  Funktion  zweiter  Art  ist.  Allgemein  kann 
man  ein  beliebiges  Integral  einer  derartigen  Differentialgleichung 
wi'"  Ordnung  als  ein  Polynom  höchstens  (m  —  1)*"''  Grades  in  u  und 
■:[n)  mit  doppelperiodischen  Koeffizienten  zweiter  Art  darstellen. ^^^) 
Von  besonderer  Bedeutung  ist  die  zuerst  von  Hermite^^"')  untersuchte 
verallgemeinerte  iawesche  Differentialgleichung 

^'^^)  0  =  [>K'^  +  l)vH«)  +  ^]?/, 

welche   Grundlage  und   Ausgangspunkt  für   die  Theorie  der  eben  be- 
sprochenen allgemeineren  Differentialgleichungen  bildete.    Damit  m  =  0 


325)  Pkard,  Sur  une  ciasse  d'equations  differentielles  lineaires.  Paris  C. 
K.  90  (1880),  p.  128—131.  Sur  les  equations  differentielles  lineaires  ä  coefficients 
doublement  periodiques.  J.  f.  Math.  90,  p.  281—303;  vgl.  auch  die  unter  dem- 
selben Titel  erschienene  Arbeit  von  Mittag -Leff'ler.  Paris  C.  R.  90,  p.  299—300. 
Ferner  sind  zu  nennen,  Traite  des  fonctions  elliptiques,  Bd.  II,  von  Halphen; 
Jordan,  Cours  d'Analyse  III,  p.  276 f.;  Pieard,  Traite  d'Analyse  III,  p.  437f.; 
Krause,  Theorie  der  doppelperiodischen  Funktionen  II,  p.  179  f.  Besonders  sei 
;iuf  den  ausführlichen  Literaturbericht  am  Schlüsse  dieses  Buches  verwiesen. 

326)  Floquet,  Sur  les  equations  differentielles  lineaires  ä  co(5fficients  double- 
ment periodiques.  Paris  C.  li.  98,  p.  38—39,  82—8.5.  Ann.  ec.  norm.  (3)  1  (1884), 
p.  181—239,  405—408. 

327)  Vgl.  II B  3,  Anm.  428,  ferner  II  A  10,  Nr.  39.  Es  sind  dann  noch  zu 
nennen  die  Untersuchungen  von  Fuchs,  Extrait  d'une  lettre  adressee  ä  Hermite. 
Paris  C.  R.  85,  p.  947  —  50,  Ges.  Werke  2,  p.  145—148,  Über  eine  Klasse  von 
Differentialgleichungen,  welche  durch  Äbelsche  oder  elliptische  Funktionen  inte- 
grierbar sind.  Gott.  Nachr.  1878,  Ges.  Werke  2,  p.  151—160.  Sur  les  equations 
differentielles  lineaires,  qui  admettent  usf.  J.  de  math.  pures  et  appl.  (3)  4  (1878), 
p.  125—140,  Ges.  Werke  2,  p.  161—174. 
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kein  Verzweigungspunkt  ist,  muß  n  eine  ganze  Zahl  sein.  Dann  bat 
(76)  stets  zwei  Integrale,  deren  Produkt  eine  doppelperiodische  Funk- 
tion erster  Art  ist.  Sind  die  beiden  Integi-ale  identisch,  d.  b.  ist  das 
Quadrat  eines  einzigen  Integrals  von  (76)  eine  doppelperiodiscbe 
Funktion  erster  Art,  so  hat  man  den  Fall  der  iameschen  Polynome. 
Klein^^^)  hat  in  seinen  Vorlesungen  vermittelst  oszillationstheoretiscber 
Betrachtungen  und  Heranziehung  der  Kreisbogenvierecke  eine  ausführ- 
liche Diskussion  über  die  Einordnung  der  Lameschen  Polynome  in 
den  allgemeinen  Fall  gegeben  und  die  Nullstellen  dieser  Polynome 
einer  eingehenden  Diskussion  unterzogen. 


328)  Klein,  Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen,  Winterse- 
mester 1890—91,  p.  162 f.,  Sommersemester  1894,  p.  323 f.;  vgl.  auch  die  in  14(5 
zitierte  Arbeit  von  van  Vleck. 


(Abgeschlossen  Dezember  1913.) 
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L.  Schlesinger,  Einführung  in  die  Theorie  der  Differentialgleichungen.    Sammlung 
Schubert,  XIII.    Leipzig.    1.  Aufl.  1900.    2.  Aufl.  1903. 
Zur  Ergänzung  des  vorliegenden  Referates  sind  die  folgenden  Referate  heran- 
zuziehen : 

IIA  4a,  P.  Painleve,  Gewöhnliche  Differentialgleichungen;  Existenz  der  Lösungen. 
In  diesem  Referate  ist  die  Frage  der  Existenzbeweise  bei  gewöhnlichen  und 
singulären  Anfangsbedingungen  sowie   die  Theorie  der  singulären  Integrale 
behandelt. 
IIA  4  b,  E.Vessiot,  Gewöhnliche  Differentialgleichungen;  elementare  Integrations- 
methoden. 
H  B  5,  E.  Hüb,  Lineare  Differentialgleichungen  im  komplexen  Gebiet. 
III  D  8,  H.  Liebmann,  Geometrische  Theorie  der  Differentialgleichungen. 

Ferner  sei,  was  die  Behandlung  der  in  der  analytischen  Mechanik  ein- 
schließlich des  Drei-  und  «-Körperproblems  auftretenden  Differentialgleichungen 
anbetrifft,  auf  die  Referate  IV  12  von  C.  Müller  und  IV  13  von  G.  Prange  sowie 
auf  das  Referat  VI  2, 12  von  Whittaker  verwiesen. 


Im  Referate  IIA 4a  (P.  Painleve)  wurden  die  Integrale  gewölin- 
liclier  Differentialgleichungen  in  der  unmittelbaren  Umgebung  eines 
festen  Wertes  der  komplexen  unabhängigen  Veränderlichen  x  unter- 
sucht, und  zwar  bei  gewöhnlichen  Anfangsbedingungen  in  Nr.  1 — 16, 
bei  gewöhnlichen  singulären  Anfangsbedingungen  in  Nr.  17—23  und 
bei  außergewöhnlichen  Anfangsbedingungen  in  Nr.  24—37.  In  dem 
vorliegenden  Referate  wird  nun  das  Verhalten  der  allgemeinen  Lösungen 
bei  beliebigen  Wegen  der  unabhängigen  Veränderlichen  in  der  kom- 
plexen ic-Ebene  besprochen  werden;  die  Hauptaufgäbe  wird  aber  in  der 
Bestimmung  und  Untersuchung  solcher  nichtlinearer  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  bestehen,  deren  allgemeine  Lösungen  einen  mög- 
lichst einfachen  funktionentheoretischen  Charakter  haben,  z.  B.  ein- 
deutige Funktionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  sind  oder  sonst 
in  bezug  auf  die  Lage  ihrer  singulären  Stellen  und  ihr  Verhalten  in 
der  Umgebung  derselben  besonderen  Forderungen  genügen. 


Einleitung.        '  555 

Um  solche  im  Wesen  der  Aufgabe  begründete  Forderungen  an- 
geben zu  können,  müssen  zunächst  einige  vorbereitende  Bemerkungen 
über  die  singulären  Stellen  der  Lösungen  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen w*®'  Ordnung  gemacht  werden.  Es  sei  y  eine  in  der  Um- 
gebung von  Xq  analytische  Lösung  einer  Differentialgleichung  w^®'  Ord- 
nung, und  es  sei  auf  einem  von  Xq  ausgehenden  Wege  l  in  der  kom- 
plexen ic- Ebene  x^  die  erste  singulare  Stelle,  welche  getroffen  wird. 
Konvergieren  dann  y  und  seine  n  —  1  ersten  Ableitungen  bei  Annähe- 
rung an  X-^  nach  festen  endlichen  oder  unendlich  großen  Werten,  so  hat 
man  in  x^  eine  Singularität  von  der  Art,  wie  sie  im  Referat  II  A  4a 
(P.  Painleve)  wenigstens  für  die  einfachsten  Fälle  besprochen  sind; 
wenn  aber  entweder  y  oder  mindestens  eine  seiner  n  —  1  ersten  Ab- 
leitungen bei  Annäherung  an  x^  auf  dem  Wege  l  nach  keinem  be- 
stimmten Wert  konvergiert,  so  kennt  man  in  x^  weder  gewöhnliche 
noch  außergewöhnliche  Anfangsbedingungen;  x^  ist  dann  für  y  eine 
Unbestimmtheitsstelle.  Des  weiteren  unterscheidet  man  bei  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  zweierlei  Arten  von  singulären  Punkten 
der  Lösungen,  nämlich: 

a)  feste  singulare  Stellen,  das  sind  singulare  Stellen,  welche  von 
den  Integrationskonstanten  nicht  abhängen; 

b)  verschiebbare  singulare  Stellen,  d.  h.  solche  singulare  Stellen, 
welche  durch  Änderung  der  Integrationskonstanten  verschoben  werden 
können. 

Die  singulären  Stellen  der  Lösungen  von  linearen  Differential- 
gleichungen sind  fest,  vgl.  das  Ref.  II  B  5  (£".  Rilb),  Nr.  2.  Einfache 
Beispiele  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  verschieb- 
baren singulären  Punkten  sind  die  folgenden: 

■ö^  -\-  y^=0,  diese  hat  als  allgemeine  Lösung  y  = ,  also 

Xq  als  verschiebbaren  Pol, 

y-f^  -\-  oc  =  0,   diese   hat  als  allgemeine  Lösung  y  =  Yxq^  —  x^, 

also  +  Xq  als  verschiebbare  algebraische  Verzweigungspunkte. 

Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  deren  allgemeine  Lösung 
_  1  _ 

y  =  c^~'o  ist,  hat  x^  als  verschiebbaren  Unbestimmtheitspunkt.  Wäh- 
rend in  den  angeführten  Beispielen  die  verschiebbaren  singulären 
Punkte  isoliert  lagen,  können  bei  algebraischen  Differentialgleichungen 
dritter  Ordnung,  wie  das  Beispiel  der  Differentialgleichung  für  die 
polymorphen  Funktionen  zeigt,  die  verschiebbaren  singulären  Stellen 
eine  analytische  oder  nichtanalytische  Linie  oder  eine  diskontinuier- 
liche perfekte  Punktmenge  bilden  (vgl.  das  Ref.  II  B  4  (Fricke)). 
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I.  Differentialgleichuugeu  erster  Ordnung. 
1.  Die  Sätze  von  Fuchs  und  Painleve.    Wir  betrachten  zunächst 
die  Differentialgleichung: 

in  welcher  F{x,  y)  und  Q{x,  y)  Polynome  von  y,  eindeutige  analytische 
Funktionen  von  x  sind. 

Die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  (1)  sind  dann 
(vgl.  das  Ref.  II  A  4a  (Painleve),  Nr.  20,  21,  24—31): 

1.  Die  singulären  Stellen  der  von  x  abhängigen  Koeffizienten  der 
Potenzen  von  y  in  den  Polynomen  P  und  Q,  ferner  allenfalls  a;==cx). 

2.  Die  Nullstellen  Xq,  y^  von  Q{x,  y),  für  welche  P{x,  y)  von  Null 
verschieden  ist.     Hierbei  sind,  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Q(xQ,y)  verschwindet  nur  für  isolierte  Werte  von  y  =  y^] 
dann  besitzt  die  Lösung,  welche  für  Xq  den  Wert  y^  annimmt,  in  a;„ 
einen  algebraischen  Verzweigungspunkt.  Die  Werte  Xq,  für  die  dieses 
eintreten  kann,  erfüllen  im  allgemeinen  zweifach  ausgedehnte  Bereiche 
der  a;-Ebene;  innerhalb  dieser  Bereiche  ist  dann  der  algebraische  Ver- 
zweigungspunkt Xq  verschiebbar. 

b)  Q{Xq,  y)  verschwindet  für  x^  unabhängig  von  dem  Werte  von  y. 
Dann  ist  x^^  eine  feste  singulare  Stelle,  und  einfache  Beispiele,  wie 
etwa  die  Differentialgleichung 

äy^  ^^ y 

dx        ix  —  aJo)*' 
1 
deren  allgemeines  Integral  y  =  Ce    *~*°    ist,    zeigen,    daß   die  allge- 
meine Lösung   eine   solche   singulare  Stelle   als  Unbestimratheitsstelle 
besitzen  kann. 

3.  Die   gemeinsamen   NullsteUen  Xq,  y^  von  P{x,  y)   und  Q(x,  y). 

4.  Diejenigen  singulären  Stellen,  welche  man  für  2  =  0  erhält, 
wenn  man  z  =  —  setzt. 

y 

Die  in  1,  2  b  und  3  aufgezählten  singulären  Stellen  sowie  die 
entsprechenden,  die  von  4  herrühren,  sind  feste  singulare  Stellen  der 
Differentialgleichung;  diese  festen  singulären  Stellen  sollen  weiterhin 
mit  I  bezeichnet  werden.  In  jedem  Pimkte  x,  der  mit  keinem  |  zu- 
sammenfällt, ist  jede  Lösung  von  (1),  die  daselbst  einen  bestimmten 
endlichen  oder  unendlichen  Wert  annimmt,  algebroid.  Diesen  von 
Fuchs^)    herrührenden    Satz    erweitert   Painleve^)    zu    dem    folgenden 

1)  L.  FucJis,  Über  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  feste  Verzwei- 
gungäpvinkfce  besitzen,  Berlin  Ber.  1884,  p.  699.    Ges.  Werke  2,  p.  355.     Die  Be- 
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ersten  Fundamentalsatz:  Die  sämtlichen  nicht  algebraischen  singulären 
Stellen  eines  Integrals  von  (1)  sind  unter  den  festen  singulären  Stellen  ^ 
enthalten,  indem  er  zeigt,  daß  jede  Lösung  von  (1)  nach  einem  be- 
stimmten endlichen  oder  unendlich  großen  Wert  konvergiert,  wenn 
sich  X  nach  irgendeinem  von  den  Punkten  |  verschiedenen  Punkt  x^ 
auf  einem  Wege  L  bewegt,  der  durch  keinen  der  Punkte  ^  geht. 
Daraus  folgt  unmittelbar  als  Analogon  zu  dem  bekannten  Satze  von 
Picard  (vgl,  das  Ref.  II  B  1  (Osgood),  Nr.  29)  der  Satz 3):  Sind  in  der 
Differentialgleichung  (1)  P(x,  tj)  und  Q{x,  y)  auch  rationale  Funk- 
tionen von  X  und  ist  y  =  (p{x)  eine  Lösung  von  (1),  deren  Umkehr- 
funktion x  =  '4f(y)  unendlich-vieldeutig  ist,  so  hat  die  Gleichung 
y{x)  =  Ä  unendlich  viele  Wurzeln,  wenn  Ä  eine  feste  Zahl  ist,  die 
nicht  mit  einem  der  aus  der  Differentialgleichung  bestimmbaren,  in 
endlicher  Anzahl  vorhandenen  Ausnahmewerte  zusammenfällt. 

Das  zweite  Haupttheorem  von  Painleve  beschäftigt  sich  mit  der 
analytischen  Abhängigkeit  eines  Integrals  von  (1)  von  der  Integra- 
tionskonstante. Man  betrachte  zwei  von  den  |  verschiedene  Punkte  Xq 
und  x^-^  y  ==  (p{x,  y^,  Xq)  sei  das  Integral  von  (1),  welches  in  Xq  den 
Wert  t/o  hat,  und  dieses  Integral  nehme  in  x^  den  Wert  y^  an,  wenn 
X  von  Xq  nach  x^^  auf  einem  bestimmten  Wege  L  geht,  der  weder 
einen  der  Punkte  ^  noch  einen  der  bei  Änderung  von  «/(,  verschieb- 
baren Verzweigungspunkte  enthält,  so  daß  also  L  sich  mit  i/ß  unter 
Umständen  ändern  muß.  Dann  sagt  der  zweite  Fundamentalsatz  von 
Painleve*'),  daß  y^  als  Funktion  von  y^  überall  algebroid  ist.  Dieser 
Satz  gilt  aber  nur  so  lange ^),  als  der  Weg  nicht  durch  das  Aus- 
weichen   vor    mit   y^    beweglichen    Verzweigungspunkten    gezwungen 

uerkung,  daß  bei  nichtlinearen  Differentialgleichungen  verschiebbare  Verzwei- 
gungspunkte auftreten,  scheint  zum  ersten  Mal  explizite  von  M.  Hamburger,  J.  f. 
Math.  83  (1877),  p.  186  ausgesprochen  worden  zu  sein. 

2)  P.  Painleve,  Sur  les  lignes  singulieres  des  fonctions  analytiques,  These, 
Paris  1887,  p.  38,  abgedruckt  Toulouse  Ann.  1888;  vgl.  auch  die  in  der  Literatur- 
übersicht erwähnten  Vorlesungen  von  P.  Painleve,  p.  23 ;  ferner  E.  Picard,  Traite  II, 
p.  326. 

3)  P.  Painleve,  Vorlesungen,  p.  234.  Vgl.  auch  G.  Eemoundos,  Sur  les  z^ros 
des  integrales  d'une  classe  d'equations  diff^rentielles ,  Paris  C.  R.  147  (1908), 
p.  416  und  Rom.  4.  Math.  Kongr.  (1909)  2,  p.  69. 

4)  P.  Painleve,  Vorlesungen,  p.  36. 

5)  Vgl.  L.  Zoretti,  Sur  les  fonctions  analytiques  uniformes,  J.  de  Math. 
(6)  1  (1905),  p.  38,  P,  Painleve,  Anhang  zu  den  in  der  Literaturübersicht  auf- 
geführten Vorlesungen  von  P.  Botitroux  (fernerhin  als  „Painleve  bei  Boutroux" 
bezeichnet),  p.  141;  P.  Boutroux,  Sur  les  singularites  des  equations  diff^ren- 
tielles  rationnelles  du  premier  ordre  et  du  premier  degr^,  J.  de  Math.  (6)  6 
(1910),  p.  140. 
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wird,  durch  einen  Punkt  |  zu  gehen  oder  sich  um  einen  oder  mehrere 
Punkte  I  unendlich  oft  herumzuwinden.  Es  besitze  etwa  das  Integral 
y  ==  <p{x,  h,  Xq)  als  Funktion  von  x  p  Zweige;  verbindet  man  dann 
Xq  mit  iCj  durch  p  Wege  L^,  .  .  .,  L^,  die  durch  keinen  der  Punkte  | 
und  keinen  der  Verzweigungspunkte  von  q)(x,  h,  Xq)  gehen,  derart  daß 
man  auf  diesen  p  Wegen  mit  p  verschiedenen  Werten  cpi,  (p^,  •  ■  ■,  q>„ 
in  Xi  ankommt,  so  sind  die  ^  Funktionen  (pi(x^,  y^,  Xq),  (p^{x^f  y^,  a^^), 
.  .  .,  (ppix^y  I/o,  x^  als  Funktionen  von  y^  für  yQ=b  algebroid.  Besitzt 
aber  g}(x,  y^,  x^  für  zu  &  benachbarte  Werte  von  y^  noch  andere 
Zweige,  also  etwa  (p^^iix,  y^,  Xq),  so  kann  (Pp^i(Xj^,  ^o;  ^o)  ^^^  Stelle 
yQ=b  als  Unbestimmtheitsstelle  besitzen. 

Die  beiden  Fundamentaltheoreme  von  Painleve  gelten  unverändert 
für  algebraische  Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 

(2)  F{y',y,x)  =  0, 

wenn  F  ein  Polynom  von  y'  und  y  ist,  dessen  Koefffzienten  analy- 
tische Funktionen  von  x  sind. 

2.  Differentialgleichungen  ohne  verschiebbare  Verzweigungs- 
punkte. Damit  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 
eindeutig  sei,  darf  die  Differentialgleichung  überhaupt  keine,  also  auch 
keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte  besitzen;  es  entsteht  so  durch 
Verallgemeinerung  die  Aufgabe,  alle  Differentialgleichungen  (1)  und 
(2)  zu  bestimmen,  welche  keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte 
besitzen.  Aus  dem  ersten  Fundamentaltheorem  folgt  dann,  daß  alle 
singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  (1),  welche  nicht  mit  den 
festen  Punkten  |  zusammenfallen,  Pole  sein  müssen.  Damit  nun  die 
Differentialgleichung  (1)  keine  verschiebbare  singulare  Stelle  des 
Typus  2a)  besitzt,  muß  Q(x,  y)  von  y  unabhängig,  also  (1)  von  der 
Form : 

(3)  il  =  Pi-'  y) 

sein,  wobei  P{x,  y)  ein  Polynom  in  y  ist.  Setzt  man  y  =  —,  so  er- 
hält man: 

damit  nun  z  =  0  kein  Pol  der  rechten  Seite  von  (4)  sei,  darf  der 
Grad  von  P  in  bezug  auf  y  Zwei  nicht  übersteigen.  Die  allgemeinste 
Differentialgleichung  der  Form  (1)  mit  festen  Verzweigungspunkten 
ist  also^)  die  JRicca^ische ^)  Differentialgleichung: 

(5)  .     %  =  A,+  A,y-{-A,f, 

6)  Vgl.  wegen  dieser  Bezeichnung  das  Ref.  H  A  4b  iVessiot),  p.  241. 
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in  welcher  die  A  analytische  Funktionen  von  x  sind.  Wie  nun  im 
lief.  II  A  4b  (Vessiot)  p.  241  ausgeführt  wurde,  läßt  sich  das  allge- 
meine Integral  der  Riccatischen  Differentialgleichung  als  Funktion  der 
Integrationskonstanten  y^  in  der  Form: 

darstellen.  Diese  Darstellung  ergibt  sich  aber^)  auch  unmittelbar  aus 
der  Tatsache,  daß  die  Differentialgleichung  (5)  keine  verschiebbaren 
Verzweigungspunkte  besitzt.  Denn  seien  x^  und  x^  zwei  feste  Punkte, 
die  durch  einen  festen  Weg  L  verbunden  sind,  der  durch  keinen 
Punkt  I  geht,  dann  gehört  zu  jedem  Wert  y^  von  y  in  Xq  ein  ganz 
bestimmter  endlicher  oder  unendlich  großer  Wert  y^,  den  y  in  iCj  an- 
nimmt. Es  ist  also,  da  (5)  keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte 
hat,  nach  dem  zweiten  Fundamentalsatz  von  Painleve,  y^  eine  ratio- 
nale Funktion  von  y^.  Umgekehrt  folgt  ebenso,  daß  y^  eine  rationale 
Funktion  von  y^  ist,  so  daß,  wenn  wir  statt  y^  und  x^  allgemein  y 
und  X  schreiben,  y  eine  linear  gebrochene  Funktion  von  y^  ist. 

Fetrowitch^)  und  Malmquist^^)  untersuchen  die  Frage,  wann  die 
Differentialgleichung  (1),  in  der  P{x,  y)  und  Q{x,  y)  auch  rationale 
Funktionen  von  x  sind,  einzelne  eindeutige  Integrale  besitzen  können. 
Petrowitch  bedient  sich  bei  der  Untersuchung  des  schon  oben  er- 
wähnten Picardschen  Satzes  aus  der  Funktionentheorie,  Malmquist  der 
von  Boutroux  (vgl.  das  Ref.  II  15  (Painleve),  p.  45  der  franz.  Enc.) 
gewonnenen  Resultate  über  das  Verhalten  der  Integrale  bei  Annähe- 
rung an  singulare  Stellen.  Nach  Malmquist  ist  jedes  eindeutige  In- 
tegral von  (1)  eine  rationale  Funktion,  sofern  (1)  keine  Biccatische 
Differentialgleichung  ist. 

Setzt  man  in  (5)  y  =  —  -j ,  so  erhält  man  für  u  eine  lineare 

Differentialgleichung  zweiter  Ordnung;  die  Frage  nach  den  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen,  damit  das  allgemeine  Integral  einer 
Riccatischen  Differentialgleichung  eine  eindeutige  Funktion  sei,  läßt 
sich  somit  auf  eine  Frage  aus  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen zurückführen. 


7)  H.  Poincare,  Sur  un  theoreme  de  M.  Fuchs,  Acta  Math.  7  (1885),  p.  1. 
Vgl.  auch  E  Ficard,  Traite  II,  p.  329. 

8)  M.  Petrowitch,  Sur  les  z^ros  et  les  infinis  des  integrales  des  ^qnations 
differentielles  algebriques.  These,  Paris  1894,  p.  43;  vgl.  auch  E.Picard,  Traite 
lU,  p.  356. 

8  a)  /.  Malmquist,  Sur  les  fonctions  ä  un  nombre  fini  de  branches  definies 
par  les  equations  differentielles  du  premier  ordre.  Acta  math.  36  (1913),  p.  310. 
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Wir  wenden  uns  jetzt  zu  den  algebraischen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  (2)  und  bezeichnen  als  Diskriminantengleichung  diejenige 
Gleichung,  welche  man  erhält,  wenn  man  y  zwischen  der  Gleichung  (2) 

und  der  Gleichung  — ~|^,^--- =  0  eliminiert.   Dann  sind  nach  i^wcÄs^) 

die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  daß  die  Diffe- 
rentialgleichung (2)  keine  verschie})baren  Yerzweigungspunkte  besitze, 
die  folgenden: 

1.  Die  Gleichung  (2)  hat  die  Form: 

(7)  y'n^J^^^y'rn-lJ^ h  t^',«  =  0, 

worin  4'^,  ijj^  .  .  .  ^^^  ganze  rationale  Funktionen  von  y  mit  von  x  ab- 
hängigen Koeffizienten  von  der  Beschaffenheit  bedeuten,  daß  ^-^  höch- 
stens vom  Grade  2h  in  bezug  auf  y  ist. 

2.  Ist  ?/  =  7j  eine  Wurzel  der  Diskriminantengleichung,  für  welche 
die  durch  (7)  definierte  algebraische  Funktion  y  von  y  sich  verzweigt, 
so  ist  ri  ein  Integral  der  Gleichung  (7).  In  der  y  als  algebraische 
Funktion  von  y  darstellenden  liiemann^cheia.  Fläche  hat  y  in  sämtlichen 

über  y  =  t]  liegenden  Verzweigungsstellen  den  Wert  y'  =  t  =  j    ' 

3.  Je  a  Blättern,  welche  sich  in  y  =  i^^  y'  =  ^  =z  p  verzweigen, 

entsprechen  mindestens  a  —  1  mit  y  =  rj  zusammenfallende  W^urzeln 
der  Gleichung: 

F(t,  y,x)  =  0 
mit  der  Unbekannten  y. 

4.  Setzt  man  w  =  — ,  so  müssen  für  die  transfor^nierte  Differential- 
gleichung auch  die  Bedingungen  2.  und  3.  erfüllt  sein. 

Speziell  ergibt  sich^'*),  daß  das  Geschlecht  p  der  algebraischen 
Gleichung  (7)  zwischen  y  und  y'  nicht  (m  —  1)'  übersteigen  darf. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Charakterisierung  der  Integrale  der- 
jenigen Differentialgleichungen  (7),  für  welche  die  Bedingungen  1.  bis 
4.  erfüllt  sind. 

Es  sei  y  =  (p(T,  y^,  y^,  x^) 

ein  Integral  von  (7),  welches  in  x^  den  Wert  y^,,  und  dessen  erste  Ab- 


9)  L.  Fuchs,  1.  c,  Ges.  Werke  2,  p.  364.  Bezüglich  der  Bedingung  4.  vgl. 
M  J.  M.  Hill  und  A.  Berry,  On  differential  equations  with  fixed  brauch  points, 
London  M.  S.  Proc.  (2)  9  (1911),  p.  231. 

10)  G.  Wallenberg ,  Beitrag  zum  Studium  der  algebraischen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung.  Zeitschr.  Math.  Phys.  36  (1890),  p.  193,  267,  321, 
insb.  p.  340. 
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leituug  daselbst  den  Wert  y^    annimmt,  so  daß 
(H)  F{y^,  t/o,  x^)  =  0 

ist.  Einen  anderen  mit  keinem  Punkte  h,  zusammenfallenden  Punkt  x 
verbinden  wir  mit  cc^  durch  einen  festen,  durch  keinen  Punkt  |  gehen- 
den Weg.  Dann  sind  für  irgendeinen  Punkt  (t/^,  t/^')  der  durch  (8) 
festgelegten  7?/emawwschen  Fläche  die  beiden  Größen: 

(9)  y=<p(x,  Vo,  yo,  ^o);      rfl  =  ^'(^,  Vo,  Vo,  ^o) 

eindeutige  Funktionen  von  y^  und  y^,  also  nach  dem  zweiten  Funda- 
mentalsatz von  Painleve  rationale  Funktionen  von  i/o  und  y^  und  folg- 
lich in  der  Form  darstellbar: 


(10) 

W=  ^m-i{x,  Vo,  ^M"~'-\ h  ^o(^.  y^y  «0)» 

wobei  die  y  und  d  rationale  Funktionen  von  y^  sind.    Da  man  in  den 

Gleichungen    (10)   x^   und   y^   mit   x   und   y    vertauschen    kann,    so 

stellen  ^^)   diese  Gleichungen  eine  birationale  Beziehung  zwischen  den 

durch  die  Gleichungen 

(8a)  F{y^,  y^,  x^)  =  0 

und 

(8  b)  F{y',y,x)  =  Q 

dargestellten    JRie/w«wwschen    Flächen    dar;    x^^   und   x   sind    dabei    als 

Parameter  aufzufassen.    Ist  nun  p  bei  unbestimmtem  x  das  Geschlecht 

der  in  y  und  y  algebraischen,  irreduzibeln  Gleichung  F{y',  y,  x)  =  0, 

so  sind  drei  FäUe  zu  unterscheiden: 

1.  p>l;  dann  gibt  es  nur  eine  endliche  Anzahl  birationalei 
Transformationen,  die  (8a)  in  (8b)  überführen;  dieselben  lassen  sich 
algebraisch  berechnen  (vgl.  das  Ref.  II  B  2  (Wirtinger),  Nr.  31  und  53). 
Jede  dieser  Transformationen  liefert  das  allgemeine  Integral  von  (2), 
da  sie  aus  (9)  hervorgeht,  indem  man  auf  y^  und  y^  eine  birationaio 
Transformation  anwendet,  die  (8  a)  in  sich  überführt.  Das  allgemeine 
Integi-al  ist  also  in  diesem  Falle  eine  algebraische  Funktion  der  Koeffi- 
zienten von  y  und  y    in  (2)^^*). 

2.  p  =  1;  dann  läßt  sich  die  Differentialgleichung  algebraisch  auf 
die  Differentialgleichung^^): 


11)  H.  Poincare,  1.  c,  p.  23. 

IIa)  Vgl.  auch  bezüglich   der  Ableitung  dieses  Satzes  E.  Picard,   Traite 
d'Änalyse  U  (1.  Auflage),  p.  436  und  UI  p.  83;  P.  Painleve,  Vorlesungen,  p.  93. 

12)  H.  Poincare,  1.  c,  p.  7;  vgl.  auch  G.  Wallenberg,  1.  c,  Abschnitt  III. 
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wobei  k^  eine  KoDstante  ist^^),  oder  auf  eine  Riccatische  Dififerential- 
gleichung  zurückführen.  Man  zeigt  dieses,  indem  man  y  und  y'  als 
rationale  Funktionen  eines  Parameters  t  und  eines  Radikals 


&  ==yt{t—l)(t-2){t  —  g{x)) 

ausdrückt  und  die  Diflferentialgleichung,  der  t  als  Funktion  von  x  ge- 
nügt, so  bestimmt,  daß  t  und  &  keine  beweglichen  Verzweigungs- 
punkte besitzen.  Eine  andere  Ableitung  dieses  Resultates  erhält  man 
durch  Heranziehung  der  Eigenschaften  der  birationalen  Transforma- 
tionen. ^*) 

3.  p  =  0;  dann  kann  man  y  und  y'  als  rationale  Funktionen  eines 
Parameters  t  darstellend^);  indem  man  ausdrückt,  daß  y'  die  Ableitung 
von  y  ist,  erhält  man  für  t  als  Funktion  von  x  eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  ersten  Grades  in  der  Ableitung,  welche 
keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte  besitzt,  also  eine  Riccatische 
Differentialgleichung  ist. 

Besonders  einfach  werden  die  Resultate  für  algebraische  Differen- 
tialgleichungen der  Form: 
(11)  F(y',y)  =  0, 

d.  h.  für  die  sogenannten  Briot  und  Bouqiietscheji  Differentialglei- 
chungen^^), welche  x  nicht  explizit  enthalten.  Da  diese  Differential- 
gleichungen X  =  oo  als  einzigen  festen  singulären  Punkt  haben,  so 
ist  ihr  allgemeines  Integral,  wenn  keine  verschiebbaren  Verzweigungs- 
punkte auftreten,  eine  eindeutige  Funktion  von  x.  In  diesem  Falle  ^'') 
ist  das  allgemeine  Integral  von  (11)  entweder  eine  doppeltperiodische 
Funktion  von  x  oder  eine  rationale  Funktion  von  e*%  wo  Je  eine  Kon- 
stante ist,  oder  eine  rationale  Funktion  von  x.  Das  Geschlecht  p  von 
(11)  ist  dabei  notwendigerweise  1  oder  0. 


13)  P.  Painleve,  Vorlesungen,  p.  66 f.  und  L.  Schlesinger,  Differentialglei- 
chungen, p.  285  f.,  p.  296  f. 

14)  H.  Poincare,  1.  c,  p.  21. 

16)  L.  Fuchs,  1.  c,  p.  366;  IL  Poincare,  1.  c,  p.  i. 

16)  Briot  und  Bouquet,  Recherches  sur  les  fonctions  doublement  periodiques, 
Paris  C.  R.  40  (1855),  p.  342;  Memoire  sur  l'intögration  des  equations  differen- 
tielles  au  moyen  des  fonctions  elliptiques,  Joum.  de  l'^fic.  pol.  21  (cah,  36)  (1856), 
p.  199. 

17)  Vgl.  hierzu  Ch.  Hermite,  Cours  lithographid  de  l'ßc.  pol.  (1873);  L.  Fuchs, 

Sur  une  equation  difförentielle  de  la  forme  /"(«,  t~)  =  0,  Paris  C.  R.  93  (1881), 

p.  1063;  Ges.  Werke,  p.  283;  W.  Baschke,  Über  die  Integration  der  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  durch  eindeutige  Funktionen,  Dissertation  Heidelberg 
1883,  Acta  math.  14,  p.  31;  E.  Picard,  Traitd  III,  p.  61;  L.  Schlesinger,  Diffe- 
rentialgleichungen, S.  271. 
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Petrowitch^^)  stellt  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür  auf,  daß  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  (2)  keine  mit 
den  Anfangswerden  verschiebbaren  NullsteUen  oder  Pole  besitzen. 

Historische  Bemerkungen.  Die  Bestimmung  eindeutiger  analytischer 
Funktionen,  welche  durch  algebraische  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  definiert  sind,  geht  auf  die  Arbeiten  Abels  und  Jacohis  über 
die  Differentialgleichung: 

zurück.  Den  Satz,  daß  jede  eindeutige  doppeltperiodische  Funktion, 
welche  im  Endlichen  nur  Pole  als  singulare  Stellen  besitzt,  einer 
algebraischen  Differentialgleichung  (11)  genügt,  hat  Meray'^^)  ausge- 
sprochen. 

Brioi  und  Bouquet,  die  ebenso  wie  Meray  Schüler  von  Liouville 
sind,  sowie  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  untersuchten  dann  die- 
jenigen algebraischen  Differentialgleichungen  der  Form  (11),  deren 
allgemeines  Integral  eine  eindeutige  Funktion  von  x  ist.  Hermite^"^) 
wies  als  erster  auf  die  Bedeutung  des  Geschlechtes  p  der  algebraischen 
Gleichung  (11)  für  das  Integrationsproblem  hin.  Fuchs^)  bestimmte 
dann  in  Verallgemeinerung  der  Fragestellung  von  Briot  und  Bouquet^^) 
aUe  algebraischen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  der  Form  (2) 
mit  festen  Verzweigungspunkten  und  integrierte  dieselben  im  Falle 
p  =  0  und  p  =  1.  Poincare'^)  zeigte,  daß  die  von  Fuchs  aufgestellten 
Differentialgleichungen  keine  neuen  Transzendenten  ergeben,  indem  er 
nachwies,  daß  sie  für  jp  >  1  algebraisch  integrierbar  sind.  Briot  und 
Bouquet  sowie  Fuchs  berücksichtigten  jedoch  nicht  das  an  sich  mög- 
liche Auftreten  von  verschiebbaren  UnbestimmtheitssteUen;  erst  Pain- 
leve  füUte  durch  den  in  Nr.  1  besprochenen  ersten  Fundamentalsatz 
diese  Lücke  aus.  In  ähnlicher  Weise  setzte  Poincare  den  zweiten 
Fundamen talsatz  von  Painleve'  unbewiesen  als  selbstverständlich  voraus. 

3.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  deren  allgemeines 
Integral  bei  Umkreisung  aller  singulärer  Stellen  oder  nur  der  ver- 
schiebbaren Verzweigungspunkte  allein  eine  endliche  Anzahl  von 
Zweigen  besitzt.  Nächst  denjenigen  Differentialgleichungen  (1),  deren 
allgemeines  Integral  eine  eindeutige  Funktion  von  x  ist,  bzw.  deren 
allgemeines  Integral  keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte  besitzt, 
sind  die  einfachsten  diejenigen,  deren  allgemeines  Integral  n  Werte 
annimmt,   oder  deren   allgemeines  Integral  die  Eigenschaft  hat,   daß 

18)  M.  Petrowitch,  1.  c,  p.  23. 

19)  Vgl.  Briot  und  Bouquet,  1.  c,  p.  129. 
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sich  bei  Umläufen  um  die  verschiebbaren  singulären  Stellen  allein  n 
Zweige  untereinander  vertauschen. 

Wir  behandeln  zuerst  die  Frage  nach  den  n  wertigen  Integralen 
und  machen  zunächst  die  Voraussetzung,  daß  y  =  <p{pc,yQ,x^  genau 
n  Zweige  besitze,  wenu  y^  nicht  einer  abzählbaren  Menge  E  angehört, 
für  die  y  auch  weniger  Zweige  haben  kann.  Wir  sagen  in  diesem 
Falle,  das  Integral  von  (1)  sei  im  allgemeinen  w- wertig. ^°)  Gehört 
dann  yo=h  der  Menge  E  nicht  an,  so  sind  die  symmetrischen  Funk- 
tionen der  n  Zweige  von  y  eindeutige  Funktion  von  y^  und  Xq  und 
haben  nach  dem  zweiten  Fundamentalsatz  von  Painleve  als  Funktionen 
von  t/o  in  b  höchstens  Pole.     Es  genügt  also  y  der  Gleichung: 

(14)  y"+  A-M  yoy  Xo)y"~'-\ h  A{^>  yo,  ^o)  =  o, 

wobei  die  Funktionen  Ä  eindeutige  analytische  Funktionen  von  Xq  und 
I/o  sind.  Alle  singulären  Stellen  der  Funktionen  Ä  in  bezug  auf  y^, 
welche  nicht  Pole  sind,  gehören  der  abzahlbaren  Menge  E  an,  und 
es  besitzen  daher  die  Funktionen  Ä,  wenn  sie  in  bezug  auf  y^  über- 
haupt singulare  Stellen  außer  Polen  haben,  mindestens  einen  isolierten 
w^esentlich  singulären  Punkt.  Dies  ist  aber  unmöglich.  Denn  ver- 
tauscht man  x  mit  Xq,  so  erhält  man: 

(15)  f/o"  +  A-i(^o;  y>  ^)yo''~'-i h  M^o,  y,  ^)  =  o, 

so  daß  zu  einem  festen  Wertesystem  von  x,  y  n  Werte  y^  gehören, 
was,  wie  man  leicht  zeigt,  im  Widerspruch  steht  mit  dem  Satz  von 
Weierstraß  über  das  Verhalten  einer  eindeutigen  Funktion  in  der  Um- 
gebung einer  isolierten  wesentlichen  singulären  Stelle  (vgl.  das  Ref. 
IIB  1  {Osgood),  Nr.  4).  Die  Funktionen  A{x,  y^,  x^  sind  also  rationale 
Funktionen  von  y^  und  eindeutige  Funktionen  von  x  und  x^.  Um- 
gekehrt ist  das  Bestehen  von  (14)  dafür  hinreichend,  daß  jedes  Inte- 
gral von  (1)  höchstens  w  Zweige  besitzt. 

Eine  analoge  Betrachtung  hat  man  anzustellen,  wenn  das  Inte- 
gral die  Eigenschaft  haben  soll,  daß  im  allgemeinen  (im  obigen  Sinn) 
sich  genau  n  seiner  Zweige  vertauschen,  wenn  x  Umläufe  um  die 
verschiebbaren  singulären  Stellen  allein  macht.     Man  kann  sich  dabei 


20)  In  den  früheren  Arbeiten  von  P.  Painleve,  Memoire  sur  les  ^quations 
diffe'rentielles  du  premier  ordre,  Ann.  de  l'fic.  norm.  sup.  (3)  8  (1891)  und  9 
(1892),  und  in  den  „Vorlesungen"  benützt  Painleve  für  das  Folgende  das  als 
zweiten  Fundamentalsatz  bezeichnete  Theorem  in  der  offenbar  ungenauen  Form, 
daß  allgemein  y  =  fp{x,  y^,  x^)  als  Funktion  von  y^  nur  algebraische  Singulari- 
täten besitzen  kann.  Richtig  dargestellt  sind  dagegen  die  Verhältnisse  bei 
JP.  Boutroux,  Vorlesungen,  p.  19,  und  speziell  in  der  dort  veröffentlichten  Note 
von  Painleve,  p.  145. 
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die  Punkte  |  durch  eine  Linie  verbunden  denken,  die  nicht  über- 
schritten werden  darf.^^)  Zweckmäßiger^*)  aber  ist  es,  festzusetzen, 
daß  X  dann  und  nur  dann  auf  einer  geschlosseneir  Kurve  C  keinen 
Umlauf  um  einen  Punkt  |  gemacht  hat,  wenn  die  Kurve  C  in  einen 
Punkt  zusammengezogen  werden  kann,  ohne  diesen  Punkt  |  zu  treffen. 
Wie  man  auch  diese  Festsetzung  treffen  mag,  so  genügt  y  einer 
Gleichung  (14),  in  der  die  Funktionen  A  rationale  Funktionen  von 
f/0  sind,  aber  als  Funktionen  von  x  die  Punkte  %  als  Verzweigungs- 
punkte und  Unbestimmtheitsstellen  besitzen  können.  Entsprechend 
gilt  für  die  Differentialgleichung  (2)  der  folgende  Satz:  Wenn  das  all- 
gemeine Integral  y  von  (2)  die  Eigenschaft  hat,  daß  sich  im  allgemeinen 
genau  n  seiner  Zweige  bei  Umläufen  um  die  verschiebbaren  singulare» 
Stellen  allein  vertauschen,  so  genügt  y  der  Gleichung: 

(16)     y"  +  ^„_i(a;,  !/„',  «/o,  x^)y^-^-] \-  Ä^^x,  y^,  y^,  x^)  =  0, 

in  der  die  Funktionen  A  rationale  Funktionen  von  y^  und  y^  sind, 
während  sie  als  Funktionen  von  x  die  festen  Punkte  i,  als  Verzwei- 
gungspunkte und  Unbestimmtheitsstellen  besitzen  können.  Umgekehrt 
besitzt  ein  Integral,  das  einer  Gleichung  der  Form  (16)  genügt,  die 
Eigenschaft,  daß  sich  höchstens  n  seiner  Zweige  vertauschen,  wenn  x 
Umläufe  um  die  verschiebbaren  siugulären  Stellen  allein  macht. 

AUe  diese  Fragen  werden  viel  komplizierter,  wenn  man  die  Vor- 
aussetzung fallen  läßt,  daß  nur  bei  abzählbar  vielen  Integralen  an  die 
Stelle  von  n  eine  kleinere  Zahl  treten  kann.  Einfache  Beispiele^'') 
zeigen,  daß  dann  schon  bei  der  Differentialgleichung  (1)  y  eine  tran- 
szendente Funktion  von  y^  sein  kann,  obschon  jedes  Integi*al  nur  einen 
oder  zwei  Zweige  besitzt.  Dagegen  geht  aus  dem  in  Nr.  4  zu  be- 
sprechenden Theorem  von  Malrnquist  der  Satz  hervor,  daß  in  dem 
FaUe,  in  dem  F{x,  y)  und  Q{Xy  y)  auch  rational  von  x  abhängen, 
y  eine  algebraische  Funktion  von  y^  ist,  wenn  kein  Integral  mehr 
als  w  Zweige  hat,  Painleve^)  führt  den  Beweis  hierfür  auf  funk- 
tionentheoretische Sätze  zurück,  die  zum  Teil  selbst  noch  unbe- 
wiesen sind,  zum  Teil  erst  noch  einer  schärferen  Fassung  bedürfen. 
Aus  den  Untersuchungen  von  Bouiroux^^)  über  das  Verhalten  der  Inte- 

21)  Diese  Festsetzung  findet  sich  bei  P.  Painleve,  1.  c,  Ann.  de  l'Ec.  norm. 
8up.  (8)  8  (1891),  p.  34,  und  in  den  Vorlesungen  von  P.  Poinleve,  p.  42. 

22)  P.  Painleve  bei  Boutroux,  p.  147,  159. 

23)  P.  Painleve  bei  Bouiroux,  p.  160. 

24)  P.  Painleve  bei  Boutroux,  p.  164,  vgl.  auch  L.  Zoretti,  1.  c.  Anm.  6),  p.  89. 

25)  P.  Boutroux,  Sur  les  singularites  des  equationa  differentielles  rationnelles 
du  Premier  ordre  et  du  premier  degre,  J.  de  Math,  (ß)  6  (1910),  p.  137,  insbes. 
p.  141. 
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grale  in  der  Umgebung  der  festen  singulären  Stellen  (vgl.  Nr.  5)  er- 
gibt sich  außerdem  der  entsprechende  Satz  in  ziemlich  umfassenden 
Fällen.  • 

4.  Differentialgleichungen,  deren  allgemeines  Integral  eine  alge- 
braische Funktion  der  Integrationskonstante  ist.  Es  seien  in  der 
Differentialgleichung  (1)  P  und  Q  Polynome  in  bezug  auf  y  vom 
Grade  v,  beziehungsweise  v  —  2. 

Ist  dann  das  allgemeine  Integral  von  (1)  eine  algebraische  Funk- 
tion von  X,   so   genügt  es  nach  Fuchs^^)  einer  Gleichung  der  Form: 

Riy,  X)  =  C, 

wo  R  eine  rationale  Funktion  von  y  ist.  Wir  nehmen  nun  entspre- 
chend (14)  allgemeiner  an,  es  werde  das  allgemeine  Integral  der 
Differentialgleichung  durch  die  bei  allgemeinen  x  und  x^  irreduzible 
Gleichung: 

(17)  •         y"  -f  R„_,{x,  I/o,  x,)y-'-{-  •  •  •  -f  B,ix,  y„  x,)  =  0 

gegeben,  wobei  die  Funktionen  JR  in  bezug  auf  y^  rationale  Funk- 
tionen sind  und  in  der  x  oder  ajQ-Ebene  mit  Ausnahme  der  Punkte  | 
nur  Pole  besitzen.  Yertauscht  man  x  mit  x^^,  y  mit  y^,  so  ergibt 
sich,  daß  die  Funktionen  ll{Xf^,  y,  x)  in  bezug  auf  y  höchstens  vom 
Grade  n  sind,  imd  als  symmetrische  Funktionen  der  n  Werte,  welche 
y^  in  Xq  annimmt,  von  y  und  x  unabhängige  Werte  besitzen.  Ist  also 
li  {x,yQ^x^  einer  der  Koeffizienten  von  (17),  welcher  y^  enthält,' so 
genügt ^^)  das  allgemeine  Integral  einer  Gleichung  der  Form: 

(18)  B^{x„  y,  x)  =  C. 

Da  (17)  irreduzibel  ist,  so  muß  (17)  mit  (18)  identisch  sein,  wenn  wir 
(18)  nach  Wegschaffen  des  Nenners  in  der  Form: 

K^^)  y   T        X{x)-{-Cn{x)       y        ^         ^    X{x)-\-Gil{x) 

schreiben.  Man  kann  durch  eine  lineare  Substitution  stets  erreichen, 
daß  in  (19)  der  letzte  Koeffizient  C  enthält.     Setzt  man  dann: 

(20)  'ii^:f=«w. 


26)  L.  Fuchs,  Über  eine  Form,  in  welche  sich  das  allgemeine  Integral  einer 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  bringen  läßt,  wenn  dasselbe  algebraisch  ist, 
Berlin  Ber.  (1884),  p.  1171,  Ges.  Werke  2,  p.  373,  insb.  p.  378. 

27)  P.  Painleve,  Sur  les  integrales  des  dquations  differentielles  du  premier 
ordre,  possädant  un  nombre  limite  de  valeurs,  Paris  C.  R.  114  (1892),  p.  107; 
Vorlesungen,  p.  43  und  143;  P.  Boutroux,  Vorlesungen,  p.  20;  P.  Painleve  bei 
Boutroux,  p.  149. 
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SO    ergibt    sicli    durch  Elimination    von   C  für  u^x)   eine  üiccathchQ 
Differentialgleichung : 

(21)  ^  =  G{x)u\x)  +  H{x)u{x)  +  K{xy, 

statt  der  Gleichung  (17)  erhält  man  dann: 


(22) 

^     ^  i      -\-{A,{x)  +  uB^{x))y-\-u  =  0 

oder 

C95^^  1,  =  —  y"  +  ^n-i(a^)r ~^ -^ h  ^1  {oc)y  _  Pi^y) 

^^  B„_,{x)yn-^^...  +  B,{x)y  +  \         q{x,y)' 

Wenn  also  das  allgemeine  Integral  von  (1)  einer  Gleichung  der  Form 
(17)  genügt,  so  läßt  sich  (1)  durch  eine  Transformation  der  Form  (23) 
in  eine  Miccatische  Differentialgleichung  (21)  überführen.  Die  Funk- 
tionen Ä,  B,  G,  H  und  K  ergeben  sich  durch  rationale  Operationen 
aus  den  Koeffizienten  der  gegebenen  Differentialgleichung  (1)  und 
ihren  Ableitungen. 

Malmquist^^)  behandelt  direkt  die  Frage,  wann  die  Differential- 
gleichung (1),  deren  rechte  Seite  eine  rationale  Funktion  von  x  und 
y  ist,  ein  nichtalgebraisches  Integral  mit  einer  endlichen  Anzahl  von 
Zweigen  besitzt.  Zu  diesem  Zwecke  untersucht  er  ein  System  von 
Differentialgleichungen,  dem  die  aus  diesen  Zweigen  gebildeten  ele- 
mentaren symmetrischen  Funktionen  genügen  und  kommt  zu  dem 
schönen  Satz:  Besitzt  eine  solche  Differentialgleichung  (1)  ein  nicht- 
algebraisches Integral  mit  endlich  vielen  Zweigen,  so  läßt  sie  sich 
durch  eine  Transformation  der  Form  (23)  in  eine  Biccatische  Diffe- 
rentialgleichung überführen. 

Um  nun  durch  eine  endliche  Anzahl  algebraischer  Operationen 
zu  entscheiden,  wann  sich  eine  vorgegebene  Differentialgleichung  (1), 
deren  rechte  Seite  eine  rationale  Funktion  von  x  und  y  ist,  in  eine 
Biccatische  Differentialgleichung  durch  eine  Transformation  (23)  über- 
führen läßt,  hat  man  eine  obere  Schranke  für  die  Zahl  n  zu  bestimmen. 
Um  eine  solche  zu  erhalten,  führt  man  in  (23)  für  u  den  durch  (20) 
gegebenen  Wert  ein  und  erhält: 

(24)  c  =  ^^^,, 

2i(a;,  2/)' 

wobei  p^  und  q^  teilerfremde  Polynome  von  y  des  Grades  n  sind,  aber 
im  Gegensatz  zu  p  und  q  im  allgemeinen  nicht  in  algebraischer  Weise 
von  X  abhängen.     Durch  Differentiation  nach  x  erhält  man: 

dPi  _      dgu 

(25)  ^  =  ^'  ^^      ^'  ^^  =  Pil^yl 

dx  dq^  dpi         qA^.y)' 
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wobei  man  zeigen  kann''^*),  daß  p^(x,  y)  tatsächlich  vom  Grade  2n 
ist.    Hat  nun  Pi{x,  y)  mit  q^{x,  y)  keinen  Faktor  der  Form  y  —  ®{x) 
gemeinsam,  so  ergibt  sich: 
(26)  2n  =  v, 

und  man  erhält  die  Funktionen  A,  B,  G,  H,  K,  indem  man  die  Koeffi- 
zienten von  y  in  P{x,y)  und  Pi{x,y)  sowie  in  Q(x,y)  und  qf{x,y) 
einander  gleichsetzt.  Haben  jedoch  p^{x,y),  q^^x,  y)  einen  Faktor 
y  —  0(x)  gemeinsam,  so  genügt  y^^  ®(x)  der  Differentialgleichung  (1). 
Der  zu  diesem  Integrale  gehörige  Wert  C^  von  C  heißt  ein  „aus- 
gezeichneter Wert"  von  C]  y  =  ®{x)  ist  eine  mehrfache  Wurzel  von 

(24)  und  genügt  der  Gleichung  w~  (~)  =  ^i  ^^^  ^^^^  ®^^®  algebraische 
Funktion  von  x,  und  ebenso  ist  das  entsprechende  Integral  der  Biccati- 
schen  Differentialgleichung  eine  algebraische  Funktion.  Gibt  es  nun 
nicht  mehr  als  zwei  ausgezeichnete  Werte  von  ü,  so  kann  man  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  algebraischen  Operationen  die  gestellte  Frage 
entscheiden.  Gibt  es  aber  mehr  als  zwei  ausgezeichnete  Werte  von 
C,  so  ist  das  allgemeine  Integral  der  Riccatischen  Differentialgleichung 
und  damit  das  allgemeine  Integral  von  (1),  sofern  es  einer  Gleichung 
der  Form  (17)  genügt,  eine  algebraische  Funktion  von  x.  Ist  daher 
das  allgemeine  Integral  von  (1)  keine  algebraische  Funktion  von  x,  so 
kann  man  durch  eine  endliche  Anzahl  algebraischer  Operationen  ent- 
scheiden, ob  dasselbe  einer  Gleichung  der  Form  (17)  genügt.  Weit 
schwieriger  und  überhaupt  noch  nicht  vöUig  gelöst  ist  dagegen  die 
Frage,  wann  das  allgemeine  Integral  einer  vorgegebenen  Differential- 
gleichung (1)  eine  algebraische  Funktion  ist,  also  eine  Gleichung  der 
Form  (24)  befriedigt,  wo  p^  und  q^  auch  rationale  Funktionen  von  x 
sind.  Die  Hauptschwierigkeit  für  eine  Bestimmung  einer  oberen  Schranke 

von  n  rührt  daher,  daß  auch  jede  rationale  Funktion  von  ^'  „'   ,   einen 

konstanten  Wert  hat,  und  man  bisher  kein  allgemeines  Kriterium  da- 
für kennt,  daß  (24)  irreduzibel  ist.  Immerhin  gelingt  es,  aus  der 
Differentialgleichung  selbst  Beziehungen  zwischen  der  Ordnung,  der 
Klasse  und  dem  Geschlechte  der  Kurven  des  Büschels 

aufzustellen  und  so  in  gewissen  Fällen  die  gestellte  Aufgabe  zu  lösen.'*) 

27  a)  P.  Painleve,  Vorlesungen  p.  144. 

28)  G.  Darhoux,  Memoire  sur  les  equations  differentiellea  algebriques  du 
premier  ordre  et  du  premier  degre,  Bull.  sc.  math.  (2)  2  (1878),  p.  60  (vgl.  lu 
dieser  Arbeit  das  Ref.  II 16  [Vessiot)  der  franz.  Encyklop.,  p.  72);  P.  Painleve, 
Sur  les   integrales   algebriques   des   Equations   differentielles   du  premier  ordre, 
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Ä.  Korkine,  P.  Painlevc,  A.  Cahen^^)  beschäftigen  sich  umgekehrt 
mit  der  Aufgabe,  alle  Differentialgleichungen  (1)  zu  bestimmen,  deren 
allgemeines  Integral  einer  Gleichung  der  Form  (17)  genügt. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Differentialgleichung  (2),  von  der 
wir  annehmen,  daß  ihre  linke  Seite  auch  rational  von  x  abhängt,  und 
daß  ihr  allgemeines  Integral  einer  Gleichung  der  Form  (16)  genügt, 
wobei  die  Funktionen  Ä  rationale  Funktionen  von  i/o  und  ?/„  sind  und 
als  Funktionen  von  x  und  Xq  nur  die  festen  Stellen  |  als  Unbestimmt- 
heitsstellen und  Verzweigungspunkte  besitzen.  Vertauscht  man  x  mit 
Xq,  y  mit  t/ß,  so  ergibt  sich  ähnlich  wie  bei  (18)  für  das  allgemeine 
Integral  von  (2)  eine  Gleichung  der  Form: 

(27)  r{x^,  y'j  y,  x)  =  r{y,  x)  =  C, 

wobei  r  als  Funktion  von  x  nur  in  den  Punkten  |  Unbestimmtheits- 
stellen und  Verzweigungspunkte  haben  kann.  Man  kann  nun  stets '") 
eine  zweite  Funktion,  etwa 

(27a)  ?!Äi|i!^-)  =  ,,(y,^)  =  C. 

wählen,  so  daß  C  und  C^  durch  eine  Xq  als  Parameter  enthaltende 
algebraische  Gleichung: 

(28)  6{C,  C,)  =  0, 

die  bei  allgemeinem  Xq  vom  Geschlecht  gj  sei,  verbunden  sind,  und  daß 
alle  Integrale  der  Form  (27),  also  speziell  die  Funktionen  Ä(xQ,i/,y,x) 
sich  rational  durch  r  und  ^ —  ausdrücken  lassen.      Setzt  man  dann: 

(29) ti  =  r{x,  y,\  y„  x,),       u  =  ^I^2^^^»l , 

Paris  C.  R.  110  (1890),  p.  945;  Bericht  über  die  Preisarbeiten  von  L.  Äutonne 
und  P.  Painleve,  Paria  C.  R  111  (1890),  p.  1021.  —  Die  Arbeit  von  L.  Autonm 
ist  unter  dem  Titel  Sur  la  theorie  des  öquations  differentielles  du  premier  ordre 
et  du  Premier  degre,  Joum  de  l'lilc.  pol.  61  (1891),  p.  35;  62  (1892),  p.  47,  Ann. 
univ.  Lyon  III  1  (1892)  veröffentlicht;  vgl.  femer  die  Arbeiten  des  gleichen  Ver- 
fassers Joum.  de  l'fic.  pol.  63  (1893),  p.  79;  64  (1894),  p.  1,  (2)  2  (1897),  p.  51; 
3,  p.  1.  Die  diesbezüglichen  Untersuchungen  von  P.  Painleve  finden  sich  in  der 
unter  *")  zitierten  Arbeit,  insbes.  Ann.  de  l'Ec.  norm.  sup.  9,  p.  288;  ferner  in 
den  Vorlesungen,  p.  173.  Vgl.  ferner  H.  Poincare,  Sur  Integration  algöbrique 
des  dquations  diffärentielles  du  premier  ordre  et  du  premier  degre,  Parit  C.  R. 
112  (1891),  p.  761,  Pal.  Rend.  5  (1891),  p.  161  und  11  (1897),  p.  193. 

29)  A.  Korkine,  Sur  les  equations  differentielles  ordinaires  du  premier  ordre, 
Paris  C.  R,  122  (1896),  p.  1183;  Math.  Ann.  48  (1896),  p.  317;  P.  Painleve,  Paria 
C.  R.  122  (1896),  p.  1319;  Toulouse  Ann.  10  G  (1896);  Vorlesungen,  p.  151; 
Ä.  Cohen,  Sur  la  formation  explicite  des  equations  differentielles  du  premier 
ordre,  These  Paris  1899,  Toulouse  Ann.  (2)  1,  p.  239;  vgl.  auch  Paris  C.  R.  117 
(1898),  p.  1196. 

30)  P.  Painleve,  1.  c,  Ann.  de  l'Äc.  norm.  (3)  8,  p  41;  Vorlesungen,  p.  T8. 

BncyUop.  d.  m»th.  Wiisenich.    II  3.  S8 
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80  folgt  aus  (28)  nach  Vertauschung  von  x^  mit  x,  daß  sich  die  Diffe- 
rentialgleichung unter  den  obigen  Voraussetzungen  auf  algebraischem 
Wege  in  die  algebraische  Differentialgleichung: 
(30)  6{u,  u)  ==  0 

überführen  läßt,  welche  im  allgemeinen  x  explizite  enthält,  aber  keine 
verschiebbaren  Verzweigungspunkte  besitzt.  Haben  die  algebraischen 
Gleichungen  (2)  und  (28)  das  gleiche  Geschlecht  und  ist  dieses  >  0, 
so  hat  die  Differentialgleichung  (2)  nur  feste  Verzweigungspunkte.  ^^) 
Um  nun  die  Frage  zu  entscheiden,  wann  umgekehrt  das  allge- 
meine Integral  einer  gegebenen  Differentialgleichung  (2)  eine  Gleichung 
der  Form  (16)  befriedigte^),  ohne  daß  n  vorgegeben  sei,  hat  man  drei 
Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  das  Geschlecht  der  noch  unbe- 
kannten algebraischen  Gleichung  (28)  ^  2,  1  oder  0  ist.  Nach  den 
Transformationsgleichungen   (27)  und  (27  a)  entspricht  jedem  zu  der 

Gleichung  {29:)  gehörigen  -4&eZschen  Integrale  erster  Gattung  1  ^»1-L,-*'' 

ein  zu  der  algebraischen  Gleichung  F{y',  y,x)  =  0  gehöriges  Ähelsches 

Integral  erster  Gattung.    Ist  p  das  Geschlecht  von  -F(y',  y,  x)  =  0  bei 

allgemeinem  x,  das  als  Parameter  aufzufassen  ist,  so  läßt  sich  dieses 

rPÄy\  y,  X) 
letztere  Integral  linear  aus  p  Integralen  /  -^^^v dy  zusammensetzen 

vermittelst  Koeffizienten  A^,  die  analytische  Funktionen  von  x  sind, 
so  daß  also  Q{G,  CJ  er  _  Mj  Htlll±AÄ 

ist.     Die  nach  y'  aufgelöste  Differentialgleichung  (2) 

f 

dy  —  fiy,  oc)dx  =  0         ' 

hat  nun   W-  und  damit  -   '  '  '_',"t-^— ^  als  Multiplikator,  und  es  ent- 
dy  F^. 

steht   die  Aufgabe,    die    Funktionen    A^    entsprechend    zu    bestimmen. 
Man  erhält  auf  diese  Weise  ein  System  von  linearen  homogenen  Re- 
def- 
lationen zwischen  den  Größen  A,  und  -~-  •  Besitzt  dieses  System  zwei 

wesentlich    verschiedene   Lösungssysteme    Xj,  fi^.,    so    genügt   das    all- 
gemeine Integral  von  (2)  tatsächlich  einer  Gleichung  der  Form: 

^1  Pt  (y'i  y»  ^)  +  •  •  '-^^pPpiy,  y>  ^) 


fi^  Pi  {y\  y,x)-{ \-  iipPp  (y',  y,  x) 

und  das  Geschlecht  o  von  (28)  ist  ^2. 


-C, 


81)  P.  Painleve,  1.  c,  Ann.  de  Vtc.  norm.  (3)  8,  p.  211;  Vorlesungen,  p.  120. 

32)  P.  Painleve,  1.  c,  Ann.  de  Vtc.  norm.  (3)  8,  p.  201;  9,  p.  288;  ferner: 
Sur  lee  integrales  des  ^quations  du  premier  ordre  qui  n'admettent  qu'un  nombre 
fini  de  valeurs,  Paris  C.  R.  114  (1892),  p.  280;  Vorlesungen,  p.  111,  166. 
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Existiert  nur  ein  einziges  Lösungssystem,  so  läßt  sich  die  Frage 
auf  die  entsprechende  für  eine  Briot  und  ^OM^we^sche  Differential- 
gleichung zurückführen;  auf  die  Schwierigkeiten,  welche  bei  der  Be- 
antwortung dieser  Frage  für  diese  letztere  auftreten,  soll  weiter  unten 
eingegangen  werden. 

Existiert  kein  gemeinschaftliches  Lösungssystem,  so  bleibt  zu 
untersuchen,  ob  nicht  eine  algebraische  Gleichung  der  Form  (28)  vom 
Geschlechte  0  existiert,  und  diese  Untersuchung  geht  ziemlich  analog 
wie  oben  für  den  Fall  der  Differentialgleichung  (1).  Existiert  näm- 
lich kein  oder  nur  ein  ausgezeichneter  Wert  C,  so  läßt  sich  für  n 
eine  obere  Schranke  angeben.  Existieren  zwei  ausgezeichnete  Werte, 
so  läßt  sich  entweder  ebenfalls  eine  obere  Schranke  für  n  angeben, 
oder  es  läßt  sich  die  Frage  auf  die  entsprechende  bei  einer  Briot  und 
Bouquetschen  Differentialgleichung  zurückführen;  existieren  mehr  als 
zwei  ausgezeichnete  Werte,  so  ist  das  allgemeine  Integral  von  (2) 
algebraisch,  und  es  entstehen  dieselben  Schwierigkeiten  wie  bei  der 
Differentialgleichung  (1). 

Indem  wir  uns  nun  speziell  zu  den  Briot  und  BouqueiBchen  Diffe- 
rentialgleichungen wenden,  wollen  wir  kurz  die  Eigenschaften  ihrer 
Integrale  ableiten,  wenn  das  allgemeine  Integral  bei  Umläufen  um  die 
verschiebbaren  singulären  Stellen  n  Werte  annimmt  ^^).  Da  diese 
Differentialgleichungen  nur  x  =  oo  als  festen  singulären  Punkt  be- 
sitzen, so  ist  in  diesem  Fall  das  allgemeine  Integral  w- wertig  ur.d 
genügt  einer  Gleichung  der  Form: 

(31)  yn^A„_,{x)y^-'+  •  . .  +  Mx)y  +  A,{x)  =  0, 

wo  die  Ä  eindeutige  Funktionen  von  x  sind.  Aus  (11)  ergibt  sich  x 
als  Ahehch.es  Integral: 

(32)  x=ffiy)dy  =  J(y), 

und  die  Funktionen  Ä{x)  dürfen  sich  nicht  ändern,  wenn  man  x  um 
eine  Periode  o  dieses  Integrals  vermehrt.  Es  sind  dann  folgende  drei 
Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  J(y)  hat  keine  Periode;  dann  ist  x  eine  w- wertige  Funktion 
von  y,  genügt  also   einer   algebraischen  Gleichung  G^x,  y)  =  0  vom 

33)  Briot  und  Bouquet,  1.  c,  p.  205;  vgl.  auch  E.  Phragmen,  Zur  Theorie 
der  Differentialgleichungen  von  Briot  und  Bouquet,  Stockh.  öfv.  48  (1891),  p.  623 
und  P.  Koebe,  Über  diejenigen  analytischen  Funktionen  eines  Arguments,  welche 
ein  algebraisches  Additionstheorem  besitzen.  Mathematische  Abhandlungen 
H.Ä.Schuarz  zu  seinem  fünfzigjährigen  Doktorjubiläum  gewidmet  1914,  p.  209. 
Die  folgende  Darstellung  achließt  sich  an  die  von  P.  Painleve,  Vorlesungen, 
p.  130  gegebene  an. 

38* 
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Grade  m  m  x,  vom  Grade  n  iu  y,  wobei  m  der  Grad  der  irreduziblen 
algebraischen  Gleichung  (11)  in  bezug  auf  y   ist. 

3rtt 

r 

2.  J{if)  hat  nur  eine  Periode  gj;  dann  ist  tt  =  e  "*  =  <p{y)  eine 
»n-wertige  Funktion  von  y.  Damit  nun  (p  keine  wesentlichen  singulären 
Stellen  besitze,  muß  J{y)  ein  Integral  erster  oder  dritter  Gattung  sein. 
Ferner  müssen  die  zu  den  Polen  von  f{y)  bzw.  zu  y  =  oo  gehörigen 
Residuen  a  untereinander,  und  die  nicht  zu  den  logaritümischen  Stellen 
gehörigen  Perioden  mit  2nia  rationale  Verhältnisse  haben,  y  ist 
dann  eine  algebraische  Funktion  von  u. 

3.  J(y)  hat  zwei  Perioden;  ihr  Verhältnis  muß  komplex  sein, 
da  die  eindeutigen  Funktionen  Ä(x)  diese  Größen  als  Perioden  be- 
sitzen. Das  Integral  y  ist  dann  eine  algebraische  Funktion  von 
u  ==  ank'^gx,  wo  g  und  k  geeignete  Konstanten  sind.    Setzt  man 

dx  =  ■ — ; =  f(y)dy, 

so  folgt,  daß  J  ein  Integral  erster  Gattung  sein  muß,  das  nur  zwei 
Perioden  besitzen  darf. 

Es  entsteht  nun  umgekehrt  die  Frage,  wann  eine  vorgegebene 
Briot  und  Boiiquetsche  Differentialgleichung  sich  in  der  angegebenen 
Form  integrieren  läßt.  Während  sich  im  ersten  Falle  leicht  eine 
obere  Schranke  für  n  angeben,  also  die  Frage  durch  eine  endliche 
Anzahl  algebraischer  Operationen  entscheiden  läßt,  ist  die  Frage  im 
zweiten  Fall  außerordentlich  schwierig,  wenn  nicht  alle  Perioden,  die 
nicht  zu  logarithmischen  UnstetigkeitssteUen  von  J(y)  gehören,  von 
vorneherein  verschwinden,  was  sicher  der  Fall  ist,  wenn  das  Ge- 
schlecht der  Gleichung  (11)  NuU  ist.  Schon  im  Falle  2?=1  kommt 
man  auf  zahlentheoretische  Schwierigkeiten**),  und  Analoges  gilt  im 
allgemeinen  im  dritten  Falle,  sobald  p'>  1  ist. 

5,  Untersuchung  der  Integrale  in  der  Umgebung  eines  singu- 
lären Punktes,  in  dessen  Umgebung  sich  unendlich  viele  Zw^eige 
eines  Integrales  untereinander  vertauschen.  Grenzlösungen.  Es 
handelt  sich  im  folgenden  um  die  von  P.  Boutroux^^)  in  Angriff  ge- 
nommene Aufgabe,  die  Gesamtheit  der  Zweige  eines  Integrals  von  (1), 

34)  Vgl.  das  Ref.  II  B  3  (Fricke),  p.  343,  Anm.  436,  437. 

36)  P.  Boutroux,  Sur  une  classe  d'equationa  differentiellea  ä  integrales 
multiformes,  Paris  CR.  138  (1904),  p.  1479;  139  (1904),  p.  258;  ferner  Paris  C.  R. 
147  (1908),  p.  1390;  148  (1909),  p.  25,  274;,  613;  außerdem  Vorlesungen  und 
3^]quations  diff'drentielles  et  fonctions  multiformes.  Pal.  Rend.  29  (1910),  p.  265; 
Sur  les  singularitäs  des  equations  diff^rentielles  rationnelles  du  premier  ordre  et 
du  Premier  degre',  J.  de  Math.  (6)  6  (1910),  p.  137. 
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die  in  der  Umgebung  einer  festen  singulären  Stelle  zusammenhängen, 
zu  betrachten  und  den  „Mechanismus"  festzustellen,  nach  welchem  ihre 
Vertauschungen  vor  sich  gehen.  Wir  greifen  von  allen  möglichen 
von  Boutroux  untersuchten  Typen  den  einfachsten  heraus,  bei  dem  die 
Differentialgleichung  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  0,  y  =  0  die 
Form 86)  hat: 

(33)  y  ^  =  ax  +  ßy -\-  fi[a^^x^  +  a.^xy  +  a^^^  -\ ]. 

Dabei  ist  n  ein  von  Boutroux  eingeführter  Parameter,  der  von  0  nach 
1  wächst.     Für  fi  =  0  ist  das  allgemeine  Integral  in  der  Form  8'): 

(34)  y  =  xw 
darstellbar,  wobei 

Cx  =  (w  —  w.y^  (w  —  WaY^  = ( -]^^ 

ist.     Dabei  sind  w^  und  w^  Wurzeln  der  Gleichung: 

—  2w^-\-ßw-\-a  =  0, 
ferner  ist  C  eine  Konstante  und 

^■=-2  +  /,_,     A,=  -2  +  /^_,     also{^  +  A  =  -l. 

Von  den  neun  möglichen  Fällen  greifen  wir  den  heraus,  in  welchem 
Aj  und  Aj  komplex  sind  und  der  reelle  Teil  von  -  ,  also  auch  von 
Aj  positiv  ist.  Nehmen  wir  ferner  beispielshalber  an,  daß  der  reelle 
Teil  von  .  zwischen  1  und  2  liegt,  dann  nimmt  y  in  x  =  0  zwei 
Serien  von  Werten  an: 

—  iin  irti 

a)  ...C-'e  ^«    ,    C-\    C-^e^,... 

die  entsprechenden  Zweige  sind  in  a;  =  0  analytisch,  wir  bezeichnen 
Bie  mit  .  .  .,  y_„  y^,  y^  .  .  .- 

b)  ...0,     0,     0..., 

die  entsprechenden  Zweige  vertauschen  sich  bei  Umläufen  um  x  =  0, 
wir  bezeichnen  sie  mit  .  .  .,  y_j,  y^,  y^,  .... 

Die  verschiebbaren  Verzweigungspunkte  sind  Gx  == (~)^'  ? 


36)  Auf  diese  Form  läßt  sich   die  Differentialgleichung  (1)  stete  bringen, 

wenn  P(0,  0)  =  ^(0,  0)  -=  0,    (^^^^\x=o^O  ist.    P.  Boutroux,  Vorlesungen, 

Kap.  IV,  nennt  einen  solchen  Punkt  Briot  und  JBoMguetschen  Punkt.    Wir  nehmen 
noch  a  »^  0  an. 

37)  P.  Boutroux,  Vorleiungen,  p.  67,  70. 
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ist  also  Xq  einer  von  ihnen,  so  sind  die  anderen 

—  2jä  2ni  fSfii 

Beschreibt  dann  x  von  0  ausgehend  eine  Schleife  um  Xq  bzw.  iUj  usf., 
so  geht  i/o  in  y^  bzw.  i/^  in  y^  über  usf.  Verbindet  man  daher  x  =  0 
mit  a:  ==  oo  durch  eine  Gerade,  die  durch  keinen  der  Punkte  Xj  geht, 
und  konstruiert  eine  oo -blättrige  Riemannsche  Fläche,  deren  Blätter 
längs  dieses  Schnittes  zusammenhängen,  so  besitzt  y  in  jedem  dieser 
Blätter  einen  einzigen  Verzweigungspunkt  Xj,  in  dem  zwei  Zweige  y 
und  yfj  zusammenhängen.  Nachdem  Boutroux  dann  bei  allgemeinem, 
zwischen  0  und  1  gelegenem  Werte  von  ft  das  Verhalten  der  „Charak- 
teristiken", d.  h.  nach  Boutroux  das  Verhalten  eines  Zweiges  des  Inte- 
grals längs  einer  geraden  Linie,  die  von  einem  festen  Punkt  ausgeht, 
in  welchem  der  betreffende  Zweig  einen  bestimmten  Anfangs  wert  hat, 
in  der  Umgebung  von  a;  =  0  näher  untersucht  hat,  zeigt  er  durch 
stetigen  Übergang  von  ^=0  zu  ^=1,  daß  auch  für  |u- =  1  das 
gleiche  Schema  für  die  Vertauschung  der  Zweige  in  der  Umgebung 
von  X  =  0  gilt.  Entsprechend  untersucht  Boutroux  alle  bei  Differen- 
tialgleichungen (1)  vorkommenden  Singularitäten  und  gewinnt  so  einen 
sehr  allgemeinen  Satz^^),  aus  dem  sich  die  in  Nr.  3  angegebenen 
Schlußfolgerungen  ziehen  lassen.  Ahnliche  Stetigkeitsbetrachtungeu 
lassen  sich  auch  bei  der  Frage  der  Vertauschung  der  Zweige  bei  Um- 
läufen um  mehrere  singulare  Punkte  anwenden. 

Wir  betrachten  nun  wieder  die  Integrale  in  der  jganzen  komplexen 
x-Ebene  und  nehmen  an,  ein  Integral  von  (1)  besitze  unendlich  viele 
Zweige.  Dann  kann  man  aus  diesem  Integral  ein  neues  Integral, 
eine  sogenannte  Grenzlösung ^^),  die  in  gewisser  Hinsicht  eine  Verall- 
gemeinerung der  sogenannten  Grenzzykeln  aus  der  Theorie  der  reellen 
Integralkurven  (vgl.  das  Ref.  III  D  8  {Liehmann),  Nr.  6)  darstellt,  in 
folgender  Weise  ableiten: 

Es  sei  x^  keiner  der  Punkte  |,  es  seien  ferner  yi(x^),  2/2(^1);  •  •  • 
die  Werte  der  verschiedenen  Zweige  von  y(x)  in  x^,  z  ein  Grenzwert 
dieser  Größen,  y{x,  x^,  0)  das  Integral  von  (1),  das  in  x^  den  Wert  n 
annimmt.  Dann  liegen  für  jeden  von  den  Punkten  §  verschiedenen 
Punkt  x^  in  beliebiger  Nähe  des  auf  irgendeinem  Wege  erhaltenen 
Wertes  y{x^,  x^,  z)  von  y{x,x^,z)  unendlich  viele  der  Werte  y^{x^\ 


88)  P.  Boutroux,  1.  c,  J.  de  Math.  (6)  6,  p.  139,  140. 

39)  P.  Boutroux,  Fonetions  multiformes  ä  une  infinite  de  branches,  Ann.  Ec. 
norm.  (3)  22  (1906),  p.  441  f.;  Vorlesungen,  p.  26. 
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y^i^i),  •  ■  •;  man  hat  dann  in  y{x,  x^,  z)  eine  Grenzlösung.  J.  Slepian^^) 
zeigt  durch  Anwendung  eines  von  Birkhoff  gegebenen  Verfahrens,  daß 
es  stets  Folgen  von  Integralen  gibt,  die  die  Grenzlösungen  jedes  ihrer 
Glieder  enthalten,  und  von  denen  jedes  Glied  eine  Grenzlösung  eines 
der  Folge  angehörenden  Integrals  ist.  Eine  solche  Folge  nennt  Slepian 
ein  zyklisches  System. 

II.   Diiferentialgleicliungen  zweiter  und  höherer  Ordnung. 

6.  Abhängigkeit  der  Integrale  von  den  Integrationskonstanten. 
(Vgl.  hierzu  auch  das  Ref.  II A  4b  (Vessiot),  Nr.  32  und  den  ent- 
sprechenden Artikel  der  franz.  Enc.  II  16,  Nr.  36.)  Es  sei  die  linke 
Seite  der  Differentialgleichung: 

(35)  F(y",  ?/',  y,x)  =  0 

ein  Polynom  in  y,  y  und  y",  analytisch  in  x,  und  das  allgemeine 
Integral  von  (35)  sei  zunächst  eine  rationale  Funktion  der  Integrations- 
konstanten y^,  t/o',  yo",  die  durch  die  Gleichung: 

(36)  F{y,",y;,y„x,)  =  0 

verbunden  sind.     Ist  also  y  ein  Integral  von  (35),  für  welches 

ist,  und  setzen  wir 

y  =  (p{x,  yo".  I/o',  ?/o,  Xo),   -Ä  =  y'=  ¥{x,  y^'i  ydy  Vo,  a?o), 

-j^  =  y"=  (p'\x,  I/o",  yo,  yo,  ^o); 

so  sind  qp,  tp'  und  qp"  rationale  Funktionen  von  y^,  t/o',  t/o  •  Durch 
Vertauschung  von  x  mit  Xq  folgt: 

(38)        yo=^ (^o>  ?/";  y'>  yi  ^\  yo  =  <p'i^o,  y"y  y>  y>  ^); 

!/o"  =<)P"(^0' «/";/;  ^^^)- 
Die  Gleichungen  (37)  und  (38)  stellen  also  eine  birationale  Be- 
ziehung zwischen  den  Flächen  (35)  und  (36)  dar,  in  deren  Gleichungen 
X  und  Xq  als  Parameter  aufzufassen  sind.  Daraus  ergibt  sich  für  die 
von  X  abhängigen  Koeffizienten  der  in  (37)  auftretenden  Funktionen 
<Py  (p  und  (p"  ein  System  algebraischer  Bedingungsgleichungen,  die 
unter  den  geraachten  Voraussetzungen  miteinander  verträglich  sein 
müssen.  Besitzt  nun  dieses  System  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Lösungen,  gibt  es  also  nur  endlich  viele  birationale  Transformationen, 

40)  J.  Slepian,  The  functions  defined  by  differential  equations  of  the  ßrat 
Order,  Trans,  of  Am.  Math.  Soc.  16  (1916),  p.  71. 
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welche  die  durch  (86)  definierte  algebraische  Fläche  in  sich  über- 
führen, so  erhält  man  alle  birationalen  Transformationen,  die  (35)  in 
(36)  überführen,  auf  algebraische  Weise  aus  den  Koeffizienten  von 
(35)  und  jede  dieser  birationalen  Transformationen  stellt  das  allge- 
meine Integral  der  Differentialgleichung  dar.  In  der  Tat  lassen  sich 
aUe  birationalen  Transformationen,  die  (35)  in  (36)  überführen,  aus 
einer  von  ihnen,  also  etwa  aus  (37)  ableiten,  indem  man  auf  y^,  y^,  y^' 
birationale  Transformationen  anwendet,  die  (36)  in  sich  überführen, 
also  keinen  Parameter  enthalten.  Bleibt  aber  durch  das  obige  Gleichungs- 
system ein  Teil  der  von  x  abhängigen  Koeffizienten  der  (p  unbestimmt, 
so  gibt  es  eine  kontinuierliche,  algebraisch  von  den  Parametern  ab- 
hängende Gruppe  birationaler  Transformationen,  welche  die  algebrai- 
sche Fläche  (36)  in  sich  überführen.  Die  Flächen  von  dieser  Beschaffen- 
heit lassen  sich  aber  aUe  bestimmen  (vgl.  das  Ref  III  C  6b  {Casiel- 
nuovo  und  Enriques),  Nr.  39),  und  aus  ihren  speziellen  Eigenschaften 
folgt,  daß  sich  die  Differentialgleichung  (35)  dann  entweder  auf  alge- 
braischem Wege  integrieren  oder  auf  Quadraturen  oder  eine  Biccaii- 
sche  Differentialgleichung  oder  eine  lineare  homogene  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  zurückführen  läßt. 

Der  Fall,  daß  F  die  Veränderliche  x  nicht  explizit  enthält,  ferner 
derjenige,  in  dem  die  durch  (35)  dargestellte  Fläche  eine  hyperelliptische 
oder  ihr  Flächengeschlecht  (vgl.  das  Ref  II  B  2  (Wirtinger),  Nr.  56 
und  57)  ca  >  1  ist,  wurde  von  Picard^^)  behandelt;  eine  Behandlung 
des  allgemeinen  Falles  findet  sich  bei  Painleve.*^) 

Umgekehrt  kann  man,  wenn  das  Flächengeschlecht  w  von  F 
größer  ist  als  1,  vermittels  der  Doppelintegrale  erster  Art  analog  wie 
in  Nr.  4  durch  eine  endliche  Anzahl  von  algebraischen  Prozessen  ent- 
scheiden, ob  das  aDgemeine  Integral  einer  vorgegebenen  Differential- 
gleichung (35)  rational  von  t/^,  y^',  y^"  abhängt.  In  ähnlicher  Weise 
kann  man  die  allenfalls  vorhandenen  totalen  Differentiale  erster  Art 
ausnützen;  besitzt  aber  die  algebraische  Fläche  weder  Doppelintegrale 

41)  E.  Picard,  Sur  une  classe  d'equations  dilfärentielles ,  Paris  C.  R.  104 
(1887),  p.  41;  Memoire  sur  les  fonctions  algäbriques  de  denx  variables,  J.  de 
Math.  (4)  6  (1889),  p.  263,  294;  ferner:  Sur  une  classe  d'equations  differentielles 
dont  rintägrale  generale  est  uniforme,  Paris  C.  R.  110  (1890),  p.  877.  In  dieser 
letzteren  Arbeit  untersucht  Picard  unter  der  Voraussetzung,  daß  das  allgemeine 
Integral  eine  eindeutige  Funktion  von  x  ist,  Differentialgleichungen  beliebig  hoher 
Ordnung,  welche  x  nicht  explizite  enthalten. 

42)  P.  Painleve,  Sur  les  equations  differentielles  d'ordre  superieur  dont 
l'integrale  n'admet  qu'un  nombre  donne  de  determinations,  Paris  C.  R.  116 
(1893),  p.  173;  Sur  les  surfaces  algebriques  qui  admettent  un  groupe  continu  de 
transformations  birationnelles,  Paris  C.  R.  121  (1896),  p.  318;  Vorlesungen,  p.  360. 
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erster  Art  noch  totale  Diiferentiale  erster  Art,  so  ist  es  außerordent- 
lich schwierig,  die  Frage  zu  entscheiden.*^) 

Hängt  das  allgemeine  Integral  von  (35)  algebraisch  von  den 
durch  (36)  verbundenen  Werten  y^,  y^,  y^'  ab,  so  läßt**)  sich  (35) 
durch  eine  algebraische  Transformation: 

(39)  y-  +  ()„_i(w",  u,  u,  x)y-'+  •  •  •  +  q,{h",  m',  m,  x)  =  0, 

in  der  die  q  rationale  Funktionen  von  u,  u,  u"  sind,  in  eine  Dilfe- 
rentialgleichung: 

(40)  G{u",  u,  u,x)  =  0 

überführen,  deren  allgemeines  Integral  eine  rationale  Funktion  von 
Uq,  Uq,  Uq'  ist.  Dabei  ist  G  ein  Polynom  in  u",  u  und  m,  dessen 
Koeffizienten  sich  algebraisch  aus   denen  von  (35)  berechnen  lassen. 

Die  umgekehrte  Frage,  wann  das  allgemeine  Integral  von  (35) 
eine  algebraische  Funktion  von  i/q  und  y^^  ist,  hängt  auf  das  engste 
mit  dem  Flächengeschlecht  von  G  zusammen,  ist  aber  im  übrigen  sehr 
schwierig  zu  beantworten. 

Ahnliche  Verhältnisse  wie  bei  den  Difierentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  herrschen  bei  Differentialgleichungen  beliebig  hoher  Ordnung, 
deren  allgemeines  Integral  eine  algebraische  Funktion  der  Integrations- 
konstanten ist. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Fall,  wo  das  allgemeine  Integral 
von  (35)  keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte  oder  Unbestimmt- 
heitsstellen besitzt.     Dann  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1,  Das  allgemeine  Integral  hängt  algebraisch  von  zwei  geeignet 
gewählten  Integrationskonstanten  ab.  Dieser  Fall  läßt  sich  unmittel- 
bar auf  den  eben  behandelten  zurückführen. 

2.  Das  allgemeine  Integral  ist  bei  geeignet  gewählten  Integrations- 
konstanten eine  algebraische  Funktion  der  einen  Integrationskonstanten, 
aber  eine  transzendente  Funktion  der  anderen,  und  bei  keiner  Wahl 
der  Integrationskonstanten  eine  algebraische  Funktion  von  beiden. 
Dann  ist  das  allgemeine  Integral  nach  Painleve^^)  eine  „semitranszen- 

43)  P.  Painleve,  Vorlesungen,  p.  383. 

44)  P.  Painleve,  Sur  les  transformations  simplement  rationnelles  des  surfaces, 
Paris  C.  R.  110  (1890),  p.  226;  Sur  les  eqnations  diffärentielles  d'ordre  supärieur, 
dont  l'integrale  n'admet  qu'un  nombre  fini  de  determinations,  Paris  CR.  116 
(1893),  p.  88. 

46)  P.  Painleve,  Sur  les  transcendantes  definies  par  lei  equations  difiFeren- 
tielles  du  second  ordre,  Paris  C.  R.  116  (1893),  p.  666;  Sur  les  Equations  du 
second  ordre  ä  points  critiquea  fixes  et  aur  la  correspondence  univoqne  entre 
deux  Burfaces,  Paris  C.  R.  117  (,1893),  p.  611.     Es  finden  lich  hier  auch  Kiiterien» 
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dente"  Funktion  der  Integrationskonstanten  und  genügt  einer  algebrai- 
schen Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  festen  Verzweigungs- 
punkten, welche  algebraisch  von  einem  Parameter  abhängt,  gehört  also 
in  die  Gruppe  der  im  ersten  Abschnitt  behandelten  Funktionen, 

3.  Das  allgemeine  Integral  ist  eine  transzendente  Funktion  der 
beiden  Integrationskonstanten,  wie  man  auch  diese  wählen  mag.  Dann 
ist  die  Differentialgleichung  in  dem  von  Painleve^^)  vom  Standpunkte 
der  Funktionentheorie  aus  festgelegten  Sinne  irreduzibel. 

Ein  einfaches  Beispiel^'^)  einer  Differentialgleichung,  deren  all- 
gemeines Integral  eine  transzendente  Funktion  der  beiden  Integrations- 
konstanten ist,  ist: 

y"  =  ,/2  ^y-  2y(a:-l)-f  X  r_  1_         _J £-1 

wobei  X(x)  eine   algebraische  Funktion    von  x  ist.     Das  allgemeine 

Integral  von  (41)  ist: 

(42)  y  =  (p,{u), 

wo 

<lie  durch 

0 
definierte  elliptische  Funktion  ist,  während  u{x)  das  allgemeine  Inte- 
gral der  linearen  Differentialgleichung: 

dx^  "1"  x(ä;  — 1)  dx    ■"  i^{x^—  1)  ~  ^^^J 
bedeutet. 

7.  Auftreten  von  verschiebbaren  Unbestinuatheitsstellen  bei 
Differentialgleichungen  zweiter  und  höherer  Ordnung.  Die  Diffe- 
rentialgleichungen von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  können,  wie 
schon  in  der  Einleitung  an  Beispielen  gezeigt  wurde,  Unbestimmtheits- 
steUen  besitzen,  die  mit  den  Anfangswerten  der  Integrale  verschiebbar 

um  zu  erkennen,  ob  das  allgemeine  Integral  einer  vorgegebenen  Differential- 
gleichung eine  „semitranszendente"  Funktion  der  Konstanten  ist. 

46)  P.  Painleve,  Vorlesungen,  p.  487;  Memoire  sur  les  equations  differen- 
tielles  dont  l'integrale  generale  est  uniforme,  S.  M.  F.  Bull.  18  (1900),  p.  243. 

47)  E.  Picard,  Memoire  sur  les  fonctions  algebriques  de  deux  variables, 
J.  de  Math.  (4)  6  (1889),  p.  299;  P.  Painleve,  Sur  les  Equations  differentielles  du 
second  ordre  ä  points  critiques  fixes,  Paris  C.  R.  117  (1893),  p.  686;  Vorlesungen, 
p.  501. 
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sind.  Doch  müssen,  damit  dieses  eintreten  kann,  die  Koeffizienten  der 
Differentialgleichung,  wie  Painleve^)  zuerst  bemerkte,  gewisse  Be- 
dingungen erfüllen.  Um  dieses  für  die  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  näher  auszuführen,  betrachten  wir  die  Differentialgleichung: 

in  welcher  P  und  Q  ganze  rationale  Funktionen  von  y,  y  und  x  sind, 
und  denken  uns  durch  eine  vorhergegangene  lineare  gebrochene  Trans- 
formation erreicht,  daß  y  =  oo  ein  gewöhnlicher  Punkt  der  Differen- 
tialgleichung sei^^),  und  daß,  wenn  p  der  Grad  von  P,  q  der  Grad 
von  Q  in  bezug  auf  y'  ist,  i>  ^  2  +  2  sei.  Dann  hat  man  vier  Fälle 
zu  unterscheiden: 

1.  Es  ist  j)  >  g  -f-  2,  und  es  gibt  keine  Funktion  y  =  G{x),  so 
daß  die  rechte  Seite  von  (43)  für  y  =  G{x)  bei  beliebigem  y'  einen 
Pol  hat'*®*).  Dann  besitzt  das  allgemeine  Integral  von  (43)  keine  ver- 
schiebbaren UnbestimmtheitssteUen,  d.  h.  nähert  sich  x  irgendeinem 
von  den  festen  singulären  Stellen  von  (43)  verschiedenen  Punkte  Xq, 
so  nähern  sich  y  und  y  bestimmten  endlichen  oder  unendlich  großen 
Werten. 

2.  Es  gibt  eine  Funktion  y  =  G{x),  so  daß  die  rechte  Seite  von 
(43)  für  y  =  G{x)  unabhängig  von  y  einen  Pol  hat,  aber  es  ist 
^>g'+2.  Dann  kann  es  mit  den  Anfangswerten  verschiebbare 
Punkte  Xq  geben,  so  daß  y  bei  Annäherung  an  x^  nach  keinem  be- 
stimmten Werte  konvergiert,  d.  h.  daß  y  in  Xq  eine  Unbestimmtheits- 
stelle besitzt;  y  nähert  sich  dagegen  unbegrenzt  einem  der  Werte 
von  G{x^. 

3.  Es  \Bi  p  =  q  -\-  2,  aber  es  existiert  keine  Funktion  y  ==  G(x). 
Dann  kann  y  in  einem  Punkte  Xq  eine  verschiebbare  Unbestimmtheits- 
stelle besitzen,  y  konvergiert  dagegen  bei  Annäherung  an  x^  nach  oo. 


48)  P.  Painleve,  Sur  les  singularites  essentielles  des  equations  differentielles 
d'ordre  superieur,  Paris  C.  R.  116  (1893),  p.  362;  Sur  les  transcendantes  definies 
par  les  equations  differentielles  du  second  ordre,  Paria  C.  R.  116  (1893),  p.  566; 
Vorlesungen,  p.  394,  speziell  auch  p.  413. 

49)  Setzt  man  in  der  Differentialgleichung  (43)  y  =  — ,  so  daß  (43)  übergeht 

z 

in  z"==  Ti'-y-/— -— (t  30  soll  Qi{z',  0,  x)  nicht  identisch  verschwinden,  ferner  sollen 

P,  (0,  0,  a;),  Qi  (0,  0,  x)  nicht  beide  identisch  verschwinden. 

49  a)  Ist  y  =  oo  kein  gewöhnlicher  Punkt,  und  ist  nach  der  Transformation 

y  =  — ,  ^i («',  0,  .t)  ^  0 ,  so  ist  y  =  oo  auch  als  eine  Punktion  y=G{x)  an- 
zusehen. 
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4.  Es  ißt  j9  =  g  -f  2,  und  es  existieren  Funktionen  y  =  G(x) 
Dann  können  ij  und  y'  verschiebbare  Unbestimmtlieitsstellen  besitzen- 
ist Xq  eine  solche,  so  konvergiert  bei  Annäherung  an  x^  der  kleinere 
der  absoluten  Beträge  von    r  und  y  —  G{x)  nach  Null. 

Das  allgemeine  Integral  von  (43)  kann  also  nur  dann  verschieb- 
bare Unbestimmtheitsstellen  besitzen,  wenn  wenigstens  eine  der  beiden 
Bedingungen  erfüllt  ist: 

1.  Es  ist  i>  =  g  +  2. 

2.  Es  existiert  eine  Funktion  G{x),  daß  Q{y',  G{x),  x)  für  jeden 
Wert  von  y   identisch  verschwindet. 

Painleve-'^)  stellt  ferner  den  Satz  auf,  daß  das  allgemeine  Inte- 
gral einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  die  algebraisch  in 
'^>  y,  y  und  y"  ist,  keine  singulare  Linie  besitzen  kann;  es  ist  auch 
unwahrscheinlich,  daß  die  verschiebbaren  singulären  Punkte  eine  per- 
fekte diskontinierliche  Menge  bilden  können. 

Ahnliche  Bedingungen  für  das  Auftreten  verschiebbarer  Unbe- 
stimmtheitsstellen lassen  sich  bei  Systemen  algebraischer  Differential- 
gleichungen beliebiger  Ordnung  angeben.  Aus  diesen  Bedingungen 
folgert  Painlevc^^),  daß  man  bei  jedem  Systeme  algebraischer  Diffe- 
rentialgleichungen durch  Einführung  einer  geeigneten  unabhängigen 
Veränderlichen  das  Auftreten  verschiebbarer  UnbestimmtheitssteUen 
verhindern  kann;  steht  aber  wie  bei  den  in  der  Mechanik  auftreten- 
den Differentialgleichungen  die  Wahl  der  unabhängigen  Veränderlichen 
nicht  mehr  frei,  so  kann  man  von  einem  reellen  System  algebraischer 
Differentialgleichungen  zu  einem  anderen  System  (Jurch  eine  alge- 
braische Transformation  unter  Beibehaltung  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen so  übergehen,  daß  das  neue  System  keine  verschiebbaren 
Unbestimmtheitsstellen  besitzt, 

8.  Differentialgleichungen  zweiter  und  höherer  Ordnung  ohne 
verschiebbare  Verzvireigungspunkte  und  Unbestimmtheitsstellen. 
Um  die  Differentialgleichungen  zweiter  und  höherer  Ordnung  aufzu- 
stellen, deren  allgemeines  Integral  eine  eindeutige  Funktion  von  x  ist, 
wird  man  nach  dem  von  Fuchs  bei  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung angewendeten  Verfahren  zunächst  versuchen,  notwendige  und 
hinreichende  Bedingungen  dafür  aufzustellen,  daß  jedes  Integral  in  der 
Umgebung  der  festen  singulären  Stellen  sowie  in  der  Umgebung  irgend- 
eines Punktes,  in  dem  dasselbe  ebenso  wie  seine  Ableitungen  bestimmte 


60)  Vgl.  die  oben*')  zitierten  Arbeiten. 

51)  P.  Painleve,   Vorlesungen,   p.  429;  Sur  les   eingularit^s  eßsentielle»  des 
^quationB  difförentiellee,  Paris  C.  R.  133  (1901),  p.  910. 
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endliche  oder  unendliche  Werte  annimmt,  eindeutig  ist.  Picard^^)  sagt 
in  diesem  Falle,  das  allgemeine  Integral  sei  „ä  apparence  uniforme". 
Damit  nun  die  Differentialgleichung  (43)  keine  verschiebbaren  Ver- 
zweigungspunkte besitze,  muß  sie  von  der  Form: 

(45)  y"  =  L{x,  y)y"-\-  M{x,  y)y  +  N{x,  y) 

sein,  wobei  die  Funktionen  L,  M,  N  rationale  Funktionen  von  y, 
analytische  Funktionen  von  x  sind.  Daraus  folgt  aber^^),  daß  für  (45) 
jede  der  beiden  Bedingungen,  welche  für  das  Auftreten  von  verschieb- 
baren Unbestimmtheitsstellen  notwendig,  aber  nicht  hinreichend  waren, 
erfüllt  ist,  so  daß  man  jedenfalls  mit  der  Möglichkeit  des  Auftretens 
solcher  verschiebbarer  Unbestimmtheitsstellen  rechnen  muß.  Dasselbe 
gilt  entsprechend  für  die  Differentialgleichungen: 

(46)  F{y",y,y,x)  =  0, 

wo  F  ein  Polynom  von  y,  y',  y"  mit  in  x  analytischen  Koeffizienten 
ist.  In  vielen  Fällen  schränkt  aber  die  Ausschließung  verschiebbarer 
Verzweigungspunkte  die  Differentialgleichung  oder  das  System  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  so  ein,  daß  die  Integration  vermittels 
bekannter  Funktionen  in  expliziter  Form  gelingt  und  man  sich  nach- 
träglich von  dem  Fehlen  verschiebbarer  Unbestimmtheitsstellen  über- 
zeugen kann.  Dieses  trifft  in  dem  von  S.  KowalevsJci^)  behandelten 
Fall  der  Bewegung  eines  unsymmetrischen  Kreisels  von  spezieller 
Massenverteilung  zu,  ebenso  für  die  von  Picard^'"),  Mittag-Leffler^^), 
Painleve^'') ,    Fransen^^),    Wallenherg^^)    und   Forsyth^^)   untersuchten 

52)  E.  Picard,  Theorie  des  fonctions  alg^briques  de  deux  variables,  J.  de 
Math.  (4)  6  (1889),  p.  278;  Remarques  sur  les  equations  diff^rentielles ,  Acta 
Math.  17  (1893),  p.  297. 

53)  P.  Painleve,  Vorlesungen,  p.  462  Fußnote. 

54)  S.  Kotcalevski,  Sur  le  probleme  de  la  rotation  d'un  corps  solide  autour 
d'un  point  fixe.  Acta  math.  12  (1889),  p.  177;  ferner:  Sur  une  propri^t^  d'un 
Systeme  d'^quations  differentielles,  qui  däfinit  la  rotation  d'un  corps  autour  d'un 
point  fixe,  Acta  Math.  14  (1890),  p.  81. 

66)  E.  Picard,  Sur  une  propriete  de  fonctions  uniformes  d'une  variable, 
Paris  C.  R.  91  (1880),  p.  1058;  ferner  1.  c,  J.  de  Math.  (4)  5,  p.  263. 

56)  G.  Mittag  -  Leffler ,  Sur  une  equation  differentielle  du  second  ordre, 
Paris  C.  R.  117  (1893),  p.  92;  Sur  l'integration  de  l'equation  difi"erentielle 

y"=Ay'^By^  +  Cy  +  B^{Ey  +  F)y\ 
Acta  Math.  18  (1894),  p.  233. 

57)  P.  Painleve,  Sur  les  equations  du  second  degre  dont  l'int^grale  generale 
est  uniforme,  Paris  CR.  117  (1893),  p.  211. 

58)  A.  E.  Fransen,  Stockh.  Oefv.  52  (1895),  p.  223. 

59)  G.  Wallenberg,  Über  nicht  lineare  homogene  Diiferentialgleichungen 
zweiter    Ordnung,    J.    f.    Math.    119    (1898),     p.   87;     Über    eine    Klasse    nicht 
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Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  x  nicht  explizit  ent- 
halten oder,  wie  in  der  ersten  Arbeit  von  Wallenherg,  homogen  in 
X,  y,  y  und  y"  sind. 

Um  also  die  Gesamtheit  der  Differentialgleichungen  (45)  ohne 
verschiebbare  ünbestimmtheitsstellen  zu  erhalten,  müssen  an  Stelle  der 
in  dem  letzten  Abschnitt  betrachteten  hinreichenden  Bedingungen,  welche 
das  Auftreten  verschiebbarer  Unbestimmtheitsstellen  verhindern,  not- 
wendige Bedingungen  treten.  Paifdeve'^^)  erhält  diese  auf  folgende 
Weise:  Soll  die  Differentialgleichung  (45)  weder  verschiebbare  Ycr- 
zweigungungspunkte  noch  verschiebbare  Unbestimmtheitsstellen  be- 
sitzen, so  muß  dieses  auch  für  die  Differentialgleichung  der  Fall  sein, 
welche  sich  aus  (45)  ergibt,  wenn  man 

(47)  a;  =  a-o+aX 

setzt  und  «  nach  Null  konvergieren  läßt^^),  also  für  die  Differential- 
gleichung: 

(48)  y"==L(x„y)y'=l{y)y'K 

Die  Differentialgleichung  (48)  heißt  die  „vereinfachte  Differentialglei- 
chung" von  (45).  Da  sie  x  nicht  explizit  enthält,  so  muß  ihr  all- 
gemeines Integral  eine  eindeutige  Funktion  von  x  sein. 

Zunächst  ergibt  sich,  daß  l{y)  nur  einfache  Pole  mit  reellen  ra- 
tionalen Residuen  besitzen  darf,  und  es  läßt  sich  daher  die  Aufgabe, 
alle  Differentialgleichungen  (48)  zu  bestimmen,  auf  das  von  JBriot  und 
Bouquet^^)  gelöste  Problem  zurückzuführen,  alle  Differentialgleichungen: 

(49)  y'=Q{y) 

zu  bestimmen,  in  denen  q  eine  rationale  Funktion,  und  deren  aUge- 
gemeines  Integral  eindeutig  ist;  v  ist  dabei  der  kleinste  gemeinschaft- 
liche Nenner  der  Residuen  von  l{y).  Man  erhält  so  neun  elementare 
Funktionen  Z(t/)  und,  indem  man  die  darin  auftretenden  Konstanten 
durch  Funktionen  von  x  ersetzt,  neun  mögliche  Ausdrücke  für  L{x,  y). 


linearer     Differentialgleichungen     zweiter    Ordnung,    J.    f.    Math.    120    (1899), 
p.  113. 

60)  Ä.  B.  Forsyth,  Theory  of  diflferential  equationa,  Part  III. 

61)  P.  Painleve,  Sur  les  equations  du  second  ordre  ä  points  critiques  fixes, 
Paris  C.  R.  126  (1898),  p.  1186;  ferner:  p.  1329,  1697;  127  p.  541,  945;  129  (1899), 
p.  750,  949;  130  (1900),  p.  767,  879,  1112;  speziell:  Memoire  sur  les  equations 
diff^rentielles  dont  l'integrale  gänörale  est  uniforme,  S.  M.  F.  Bull.  28  (1900), 
p.  201;  Sur  lea  equations  diflferentielles  du  second  ordre  et  d'ordre  superieur 
dont  l'integrale  generale  est  uniforme.  Acta  Math.  25  (1902),  p.  1. 

62)  Bezüglich  der  Anwendbarkeit  dieser  Methode  auf  andere  Probleme  vgl. 
P.  Painleve,  Sur  les  systemes  diff^rentiels  ä  integrale  generale  uniforme,  Paris 
C.  E.  131  (1900),  p.  497. 
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Vermittels  derselben  Methode  zeigt  dann  Painleve  zunächst,  daß  die 
in  y  rationalen  Funktionen  M  und  N  dieselben  Pole  besitzen  müssen 
wie  L,  und  daß  diese  Pole  einfache  sein  müssen.    Die  Transformation 

V  =    -  liefert  dann  Schranken  für  den  Grad  von  L  und  M.     Durch 

Weiterführuug  der  Diskussion  unter  wiederholter  Anwendung  des  Pain- 
leveschen  Kunstgriffes^^)  erhält  man  dann  nach  Gambier^),  der  eine 
Lücke  bei  Painleve  ausfüllte,  eine  Tabelle  (T)  von  50  Differential- 
gleichungen der  Form: 

y"  =  F{y,y,x), 

wobei  F  rational  in  y  und  y    ist.     Alle  Differentialgleichungen: 

(43a)  r"  =  J2(r,  r,  X), 

in  denen  jB  eine  rationale  Funktion  von  Y  und  Y',  analytisch  in  X 
ißt,  und  welche  weder  vorschiebbare  Verzweigungspunkte  noch  Un- 
bestimmtheitsstellen besitzen  soUen,  gehen  aus  dieser  Tabelle  durch 
die  Transformation: 

/KA\  Z(X)Y-f  m(X)  ^-r^-s 

hervor,  wenn  Z,  m,  p,  q,  cp  analytische  Funktionen  von  X  sind.  Dar- 
aus folgt  dann  der  Satz:  Wenn  eine  Differentialgleichung  (43)  keine 
verschiebbaren  Verzweigungspunkte  und  ünbestimmtheitsstellen  hat,  so 
läßt  sie  sich  entweder  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter, 
dritter  oder  vierter  Ordnung  oder  auf  eine  durch  Quadraturen,  eUip- 
tische  Funktionen  und  deren  Ausartungen  integrierbare  Differential- 
gleichung zurückführen  oder  sie  läßt  sich  durch  eine  Transformation 
der  Form  (50)  in  eine  der  sechs  Differentialgleichungen: 


I. 

y"=Qtß-\-X, 

II. 

y"  =  2?/3  -{-xy-\-a, 

[IL 

"           y          X     ''          X              '"     '     y 

68)  Vgl.  hierzu  auch  P.  Boutroux,  Recherches  sur  les  transcendantes  de 
M.  Painleve,  Ann.  de  l'fic.  norm.  sup.  (3)  31  (1914),  p.  109. 

64)  B.  Gambier,  Sur  les  equations  differentielles  du  second  ordre  dont 
l'intögrale  generale  est  uniforme,  Paris  C.  R.  142  (1906),  p.  266;  femer  p.  1403, 
1497;  143,  p.  741;  144  (1907)  p.  827,  962;  Sur  les  equations  differentielles  du 
second  ordre  et  du  premier  degre  dont  l'integrale  generale  est  ä  points  critiques 
fixes,  These,  Paris  1909  und  Acta  Math.  33  (1909),  p.  1;  P.  Painleve,  Sur  les 
Equations  du  second  ordre  ä  points  critiques  fixes,  Paris  C.  R.  143  (1906),  p.  1111. 
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transformieren,  in  denen  a,  ß,  y  und  8  Konstanten  sind. 

Die  so  gewonnenen  Bedingungen  sind  aber  auch  hinreichend. 
Natürlich  liegt  bei  denjenigen  Fällen,  die  sich  nicht  explizit  integrieren 
lassen,  also  bei  den  Differentialgleichungen  I — VI,  die  Hauptschwierig- 
keit des  Beweises  in  dem  Nachweis  der  Unmöglichkeit  des  Auftretens 
von  verschiebbaren  Unbestimmtheitsstelleu.  Für  die  Differential- 
gleichung I  führt  Painleve^^)  diesen  Nachweis  vermittels  einer  Me- 
thode, die  sich  unmittelbar  auf  die  anderen  Fälle  übertragen  läßt.^^) 
Weitere  Ausführungen  über  die  Eigenschaften  der  durch  die  Diffe- 
rentialgleichungen I — VI  definierten  Funktionen,  welche  man  als  die 
Painleve sehen  Transzendenten  bezeichnen  kann,  folgen  in  dem  näch- 
sten Abschnitt. 

Um  andererseits  zu  erkennen,  wann  eine  vorgegebene  Differential- 
gleichung der  Form  (43)  keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte 
oder  Unbestimmtheitsstellen  hat,  muß  man  versuchen,  die  gegebene 
Differentialgleichung  durch  eine  Transformation  (50)  in  eine  in  der 
Tabelle  (T)  von  Gambier  vorkommende  Differentialgleichung  überzu- 
führen. Doch  ist  es  nach  Gamhier^'^)  für  diesen  Zweck  vorteilhafter, 
eine  umfassendere  Tabelle  {&)  heranzuziehen,  welche  gestattet,  die  Funk- 
tionen l,  m,  p,  q,  (p  aus  den  Koeffizienten  der  gegebenen  Differential- 
gleichung auf  algebraischem  Wege  zu  berechnen. 

Ist  in  der  rechten  Seite  von  (43)  R  rational  in  y,  algebraisch 
in  y,  so  läßt  sich  (43)  in  der  Form: 

(51)  y"=Q{y,y,u,x) 

darstellen,  wobei   q  rational  in  y,  y'  und  u  ist,  und  y  und  w  durch 
eine  algebraische  Gleichung: 

(52)  J?(m,  2/,  ic)  ==  0 


66)  P.  Painleve,  1.  c,  S.  M.  F.  Bull.  29  (1900),  p.  231;  vgl.  auch  /.  Hörn, 
Gewöhnliche  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung  1905,  p.  380. 

66)  P.  Painleve,  1.  c,  Paris  C.  R.  143  (1906),  p.  1113;  vgl.  auch  W.  Gohibev, 
Zur  Theorie  der  Gleichungen  von  Painleve,  Mosk.  Math.  Samml.  28  (1912),  p.  323 
(russisch). 

67)  B.  Gambier,  1.  c,  p.  19. 
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verbunden  sind,  die  analytisch  in  x  ist.  Damit  dann  (51)  keine 
verschiebbaren  Verzweigangspunkte  besitze,  muß  das  Geschlecht  der 
algebraischen  Gleichung  (52),  in  der  x  wieder  als  Parameter  aufzu- 
fassen ist,  0  oder  1  sein.  Ist  das  Geschlecht  0,  so  haben  wir  den 
oben  behandelten  Fall,  ist  das  Geschlecht  1,  so  muß  man  die  Differen- 
tialgleichung (43)  durch  eine  elementare  algebraische  Transformation 
in  eine  der  von  Painleve^^)  aufgestellten  drei  Typen  überführen  können, 
die  durch  bekannte  Punktionen  integrierbar  sind,  und  von  denen  die 
ersten  beiden  keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte  besitzen,  wäh- 
rend dieses  für  die  dritte: 


(53) 


^         2 


4- - 


in  der  g^,  g^  und  a  Konstanten  sind,  nur  der  Fall  ist,  wenn  die  trän- 
szendente  Bedingung  erfüllt  ist,  daß eine  Periode  von  <p(ii,  g^,  g^)  ist. 

Die  ialle,  in  denen  y"  eine  algebraische  Funktion*^)  von  y  und 
y'  ist,    sind  noch  nicht  einer  erschöpfenden  Diskussion   unterworfen. 

Es  kann  übrigens  bei  Differentialgleichimgen  von  höherer  als  der 
ersten  Ordnung  vorkommen,  daß  das  allgemeine  Integral  eindeutig  ist, 
während  ein  singuläres  Integral  feste  Verzweigungspunkte  hat,  und  es 
lassen  sich  ferner  Beispiele  angeben,  in  denen  das  allgemeine  Integral 
eindeutig  ist  oder  nur  feste,  das  singulare  Integral  aber  verschieb- 
bare Verzweigungspunkte  hat.''*)  Als  bemerkenswert  sei  noch  hervor- 
gehoben, daß  bei  Systemen  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung  es 
vorkommen  kann,  daß  eine  besondere  Klasse  von  Lösungsystemen  ver- 
schiebbare Unbestimratheitsstellen  besitzt,  während  dieses  für  das  all- 
gemeine LöBungssystem  nicht  der  Fall  ist.'^) 

Bei  der  Frage,  wann  die  Differentialgleichung: 

(54) y"'=ii(.y",y',y.x), 

68)  P.  Painleve,  Acta  Math.  25,  p.  48. 

69)  P.  PainJeve,  1.  c,  Acta  Math.  25,  p.  65;  vgl.  J.ühazy,  Sur  les  ^quationa 
differentielles  du  second  ordre  ä  points  critiques  fixes,  Paris  C.  R.  148  (1909), 
p.  1381. 

70)  J.  Chazy,  Sur  les  equations  difiFerentielles  du  troisieme  ordre  et  d'ordre 
Buperieur  dont  l'intögrale  a  ses  points  critiques  fixes,  These,  Paris  1910,  p.  43; 
Acta  Math.  34  (1911),  p.  817,  insbes.  p.  300;  vgl,  auch  J.  Chazy,  Sur  les  equa- 
tions differentielles  dont  l'integrale  generale  est  uniforme,  Paris  C.  R.  148  (1909), 
p.  157;  B.  Gambier,  Sur  les  integrales  singuliöres  de  certaines  Equations  differen- 
tielles algebriques,  Paria  C.  R.  149  (1909),  p.  21. 

71)  P.  Painleve,  Vorlesungen,  p.  432. 

Kacyklop.  d.  nikth.  WisMOSch.    II  2.  39 
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in  der  R  rational  in  y"  und  y',  algebraisch  in  t/,  analytisch  in  x  ist, 
keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte  und  Unbestimmtheitsstellen 
besitzt,  hat  man  wie  oben  die  „vereinfachte  Differentialgleichung"  zu 
bilden  und  zu  untersuchen,  wann  das  allgemeine  Integral  dieser  Diffe- 
rentialgleichung eine  eindeutige  Funktion  von  x  ist.  Die  vereinfachte 
Differentialgleichung  muß'^^)  die  Form: 

(55)  y"  =  (l  -  I)  ^'  +  l{y,  z)y"y  +  c{y,  z)y'^ 

besitzen,  wo  n  eine  ganze  von  0  und  —  1  verschiedene  Zahl  oder  oo 
ist,  wo  ferner  h{y,  z)  und  c(y,is)  rationale  Funktionen  zweier  Variabein 
y  und  z  sind,  die  eindeutige  Funktionen  von  x  sein  soUen  und  durcli 
eine  algebraische  Gleichung  f(y,  js)  ==  0  vom  Geschlecht  p  verbunden 
sind.  Painleve  gibt  die  Lösung  dieser  Aufgabe  an,  die  Chazy'^^)  und 
Garnier''^)  im  einzelnen  durchführen.  Ist  n  ==  —  2,  so  muß  h{y,  z) 
identisch  verschwinden,  die  Integrale  sind  die  polymorphen  Funktionen 
(vgl.  das  Ref.  II  B  4  {Fricle),  Nr.  32).  Ist  n  4=  —  2,  so  darf  p  nur 
die  Werte  0  und  1  besitzen.  In  diesem  FaUe  lassen  sich  die  Integrale 
als  Ausartungen  der  polymorphen  Funktionen  darstellen,  genauer  aus- 
gedrückt, durch  rationale  Funktionen,  Exponentialfunktionen,  ellip- 
tische Funktionen,  Logarithmen,  die  Weierstraßschen  t,-  und  (?-Funk- 
tionen  und  die  Kombinationen  dieser  Funktionen.  Chazy''^)  gewinnt 
überdies,  von  den  vereinfachten  Differentialgleichungen  ausgehend,  eine 
große  Anzahl  von  Typen  nicht  vereinfachter  Differentialgleichungen 
ohne  verschiebbare  Verzweigungspunkte  und  ünbestimmtheitsstellen, 
ohne  jedoch  bisher  genau  feststellen  zu  können,  ob  eine  dieser  Diffe- 
rentialgleichungen auf  wesentlich  neue  transzendente  Funktionen  führt. 
Was  nun  die  Differentialgleichungen  von  höherer  als  der  dritten  Ord- 
nung ohne  verschiebbare  Verzweigungspunkte  und  Unbestimmtheits- 
stellen anbetrifft,  so  genügt  die  Methode  von  Painleve,  um  notwendige 


72)  P.  Painleve,  Acta  Math.  25,  p.  69,  S.  M.  F.  Bull.  29,  p.  256. 

73)  /.  Chazij,  Sur  les  ^quations  ditferentielles  du  troisieme  ordre  ä  points 
critiques  fixes,  Paris  C.  R.  145  (1907),  p.  305,  1263.  Ferner  These  und  Acta  Math. 
34  (1911),  p.  317. 

74)  R.  Garnier,  Sur  les  equations  differentielles  du  troisieme  ordre  dont 
l'integrale  est  uniforme,  Paris  C.  R.  145  (1907),  p.  308;  147  (1908),  p.  916;  Sur 
les  equations  differentielles  du  troisieme  ordre  dont  l'integrale  generale  est  uni- 
forme et  sur  une  classe  d'equations  nouvelles  d'ordre  superieur,  These  1911, 
Ann.  de  l'^c.  norm.  (3)  29  (1912),  p.  1. 

75)  /.  Chazy,  These,  p.  17;  ferner:  Sur  les  equations  differentielles  dont 
l'integrale  generale  est  uniforme  et  admet  des  singularites  essentielles  mobiles, 
Paris  C.  R.  149  (1909),  p.  563;  160  (1910),  p.  456;  Sur  une  equation  differentielle 
du  troisieme  ordre  qui  a  ses  points  critiques  fixes,  Paris  C.  R.  161  (1910),  p.  203. 
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Bedingungen  hierfür  aufzustellen.  Speziell  gilt  der  Satz'^):  Soll  das 
allgemeine  Integral  der  Dijfferentialgleicliung: 

(56)  !/('')=  P(t/(«-i),...,t/',i/,a:), 

in  welcher  P  ein  Polynom  in  y,y',  .  .  .,  ?/(''- 1)  ist,  keine  verschiebbaren 
Verzweigungsstellen  und  Unbestimmtheitsstellen  besitzen,  so  darf  das 
Gewicht  von  P  n-\-l  nicht  überschreiten,  wenn  man  y  das  Gewicht  1, 
^(*)  das  Gewicht  Tc  -\-  \  gibt.  Hingegen  ist  die  Frage  nach  hinreichen- 
den Bedingungen  eine  außerordentlich  schwierige,  und  zwar  wachsen 
die  Schwierigkeiten  mit  der  Ordnung  der  Gleichung. 

Es  ist  daher  von  großer  Bedeutung,  daß  die  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  auf  Systeme  nichtlinearer  Differentialgleichungen, 
beliebig  hoher  Ordnung  führt,  die  keine  verschiebbaren  Verzweigungs- 
punkte und  Unbestimmtheitsstellen  besitzen.  Wie  nämlich  in  dem 
Referat  II  B  5  (Hüb),  p.  504  ausgeführt  wurde ^'),  führt  die  neuerdings 
auch  als  ScMesingersches  Problem  bezeichnete  Frage,  wann  die  Mono- 
dromiegruppe  eines  schlechthin  kanonischen  Differentialsystems  von 
einer  als  Parameter  aufgefaßten  singulären  Stelle  ax  unabhängig  sei, 
auf  ein  von  Schlesinger  angegebenes  Differentialsystem  zweiten  Grades: 


(57) 


da,  .^  .^  a,  —  a^ 


/»  =  l,2,...,w\ 

-5 —  =    >,  — - — ?— ^    wenn  v=l,2,. .  .ö,  außer  v==X, 

da,  ^LJ  a„  —  a,  '  7    ;  7  y 

das  keine  mit  den  Anfangs  werten  verschiebbaren  Verzweigungspunkte 
und  Unbestimmtheitsstellen  hat,  und  dessen  allgemeine  Lösung  in  der. 

»i  i)fc\ll'  '        nn] 

darstellbar  ist,  wo  die  A[j  Konstante,  die  W^^  ganze  transzendente 
Funktionen  der  -4,  aber  im  allgemeinen  mehrdeutige  Funktionen  von 
ax  sind. 

Bildet  man  entsprechend  den  früheren  Ausführungen  das  „ver- 
einfachte System"  von  (57),  so  ist  dasselbe  durch  J^fceZsche  Funk- 
tionen und  TÄefafunktionen  integrierbar.''^)    Wie  Schlesinger  mir  mit- 

76)  /.  Chazy,  Sur  la  limitation  du  degre  des  coefficients  des  equations  diffe- 
rentielles  algäbriquea  ä  points  critiques  fixes,  Paris  C.  R.  166  (1912),  p.  132. 

77)  Vgl.  auch  die  dort  angegebene  Literatur. 

78)  jR.  Garnier,  Sur  les  simplifies  d'une  classe  de  systemes  differentiels  dont 
l'integrale  generale  a  ses  points  critiques  fixes,  Paris  C.  R.  163  (1911),  p.  1449;  Sur 
une  classe  de  systemes  Äbeliens  deduits  de  la  theorie  des  Equations  differentiellea 
Unfaires,  Paris  C.  R.  160  (1915),  p.  331,  ferner  These,  p.  90. 
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teilt,  wird  hierdurch  eine  von  Eiemann''^)  geraachte  Andeutung  be- 
stätigt. 

Speziell  führte  die  Frage,  wann  eine  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  mit  den  singulären  Stellen  der  Bestimmtheit  0,  1, 
t  und  oo  sowie  dem  Nebenpunkte  X  eine  Monodromiegruppe  besitzt, 
die  von  t  unabhängig  ist,  R.  Fuchs,  dessen  erste  Arbeit  denen  von 
Schlesinger  unmittelbar  vorherging,  zuerst  auf  die  Gleichung  VI  mit  t 
als  unabhängiger,  X  als  abhängiger  Veränderlichen,  Man  erhält  also 
die  Integrale  von  VI  in  der  Form: 

aus  der  Bedingung,  daß  die  Substitutionen  der  Monodromiegruppe  von 
dem  Parameter  unabhängig  sind.  Umgekehrt  erhält  Garnier''^*)  aus 
seinen  in  Nr.  9  zu  besprechenden  Untersuchungen  über  das  Verhalten 
der  Integrale  von  VI  in  der  Umgebung  der  singulären  Stellen  für 
diesen  Fall  einen  neuen  Beweis  für  die  Lösbarkeit  des  Riemannschen 
Problems. 

Die  Differentialgleichungen  I  bis  V  entstehen  nun  nach  Paiv- 
leve^)  aus  VI  durch  wiederholten  Grenzübergang,  dem  ein  Zusammen- 
fallen von  singulären  Stellen  der  linearen  Differentialgleichung  ent- 
spricht.^^) Garnier^^)  untersucht  speziell  auch  die  Differentialgleichung: 


(58)  2'=  2"^^ +  2' 


3 


(x-lj)*   '   x-Xj 


mit  einer  einzigen  UnbestimmtheitssteUe  im  Unendlichen  und  den 
scheinbar  singulären  Stellen  A^,  X^, .  .  .,  X^,  in  der  die  a,  X  und  q  analy- 
tische Funktionen  von  n  Parametern  t^,  ^2>  •  •  •  •;  ^n  ^^^^^  während  die 
Monodromiegruppe  von  den  Größen  t  unabhängig  ist.  Es  ergibt  sich, 
daß  die  symmetrischen  Funktionen  der  X  als  Funktionen  eines  dieser 


79)  B.  Biemann,  Ges.  Werke,  Fragment  21  (1876),  2.  Aufl.,  p.  386. 

79  a)  B.  Garnier,  Sur  une  methode  nouvelle  ponr  r<i80udre  le  problöme  de 
Riemann,  Paris  C.  R.  163  (1916),  p.  198. 

80)  P.  Painleve  1.  c,  Paris  C.  R.  143  (1906),  p.  1114. 

81)  B.  Garnier,  These,  p.  61;  ferner:  Sur  les  limites  des  substitutions  du 
groupe  d'une  equation  lint^aire  du  second  ordre,  Paris  C.  R.  154  (1912),  p.  1208, 
1336;  Sur  la  representation  des  inte'grales  des  equations  irr^ductibles  du  second 
ordre  Ä  points  critiques  fixes  au  moyen  de  la  th^orie  des  equations  lin^aires, 
Paris  C.  R.  165  (1912),  p.  137;  159  (1914),  p.  795,  1096.  Vgl.  auch  B.  Fuchs, 
Über  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  einer  Unbestimmt- 
heitsstelle, Sitzber.  der  Berl.  Math.  Ges.  (13)  24.  Juni  1914. 

82)  B.  Garnier,  Sur  les  equations  differentielles  lineaires  et  les  transcendantes 
uniformes  du  second  ordre,  Paris  C.  R.  148  (1909),  p.  1308;  149,  p.  23;  These,  p.  39. 
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Parameter  t  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  genügen  und  nur 
dann  keine  verschiebbaren  Verzweigungspunkte  besitzen  können,  wenn 
»i  ^  4  ist. 

9.  Eigenschaften  der  Painleveschen  Transzendenten.  Die  all- 
gemeinen Integrale  der  Differentialgleichungen  T,  II  und  IV  sind  mero- 
morphe  Funktionen,  die  der  Differentialgleichungen  III,  V  und  VI 
sind  im  allgemeinen  unendlich  vieldeutige  Funktionen  und  zwar  sind 
für  die  Integrale  von  III  und  V  0  und  oo,  für  die  von  VI  0,  1  und 
c»  Unbestimmtheitsstellen  und  Verzweigungspunkte  unendlich  hoher 
Ordnung^*").  Ersetzt  man  in  III  und  V  x  durch  e^,  so  sind  auch 
die  Integrale  von  III  und  V  meromorphe  Funktionen  von  X.  Garnier^^) 
untersucht  das  Verhalten  der  Integrale  von  VI  in  der  Umgebung  der 
singulären  Stellen  0,  1  und  oo  vermittelst  der  Methode  der  successiven 
Approximationen.  Die  erste  Approximation  in  der  Umgebung  von 
a;  =  0  zeigt,  daß  man  lg  —  =  X  als  unabhängige  Veränderliche  ein- 
zuführen hat.  Garnier  erhäß  so  zwei  verschiedene  Arten  von  Ent- 
wicklungen, welche  bei  genügend  kleinem  \Xq\  in  der  X-Ebene  inner- 
halb von  Sektoren  konvergieren,  die  sich  vom  Koordinatenanfangs- 
punkt in  das  Unendliche  erstrecken.  Man  kann  dann  für  jedes  Inte- 
gral von  VI  die  ganze  Halb  ebene  der  X  mit  negativem  reeUen  Teile, 
nach  Ausschluß  der  imaginären  Achse  durch  zwei  beliebig  kleine 
Sektoren,  in  eine  endliche  Anzahl  von  Sektoren  zerlegen,  die  sich 
stets  teilweise  überdecken  und  abwechselnd  zu  den  beiden  Arten  von 
Entwicklungen  gehören. 

Das  allgemeine  Integral  von  I  ist  eine  „wesentlich  transzendente" 
Funktion  der  beiden  Integrationskon stanten^*),  also  ist  die  Differential- 
gleichung nach  einem  in  Nr.  7  angeführten  Satze  in  dem  von  Pain- 
leve  festgesetzten  Sinne  vom  funktionentheoretischen  Standpunkte  aus 
irreduzibel.  Das  gleiche  ergibt  sich  für  alle  anderen  Differential- 
gleichungen unmittelbar  daraus,  daß  sie  auseinander  durch  wiederholte 
Grenzübergänge  hervorgehen.  Aber  auch  vom  formalen  Standpunkte 
aus  sind  die  Differentialgleichungen   III,  IV,   V,  VI   bei   allgemeinen 


82  a)  B.  Gambier,  These,  p.  4. 

83)  S.  Garnier,  ßtude  de  Fintögrale  gän^rale  de  l'equation  VI  de  M.  Pain- 
leve  dans  le  voisinage  de  ses  singulai-it^s  transcendentes,  Paris  C.  R.  162  (1916), 
p.  939;  163,  p.  8,  118.  Die  Methode  und  Ergebnisse  der  hier  einschlägigen  Ar- 
beiten von  B.  Fuchs,  Über  die  analytische  Natur  der  Lösungen  von  DiflFerential- 
gleichungen  zweiter  Ordnung  mit  festen  kritischen  Punkten,  Math.  Ann.  75  (1914), 
p.  469;  Gott.  Nachr.  20,  Dez.  1913  sind,  wie  Garnier  1.  c.  richtig  bemerkt,  nicht 
einwandfrei. 

84)  P.  Painleve,  S.  M.  F.  Bull.  28  (1900),  p.  240. 
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Werten  der  Parameter  unter  Zugrundelegung  der  schärfsten  Defini- 
tion, nämlicli  der  von  J.  Brach  gegebenen,  irreduzibeP*)  (vgl.  hierzu 
das  Ref.  II  16  der  franz.  Enc.  (Vessiot),  p.  155  und  170),  I  und  II  be- 
sitzen jedoch,  da  sie  y  nicht  enthalten,  einen  bekannten  letzten  Mul- 
tiplikator, gehören  aber  vom  Standpunkt  der  formalen  Irreduzibilität 
zur  selben  Klasse  wie  die  allgemeinste  Differentialgleichung: 

y"=R(y,x), 

in  der  R  eine  rationale  Funktion  von  y  und  x  ist. 
Setzt  man^^)  in  I: 

(60)  y  =  --^, 

so  ist  M  eine  ganze  transzendente  Funktion  der  Ordnung^^)  y  und 
des  Geschlechtes  2  und  genügt  einer  algebraischen  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung.  BoreP^)  weist  auf  den  Zusammenhang  der  linken 
Seite  dieser  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  mit  den  Invarianten 
gewisser  binärer  Formen  hin.  Analog  kann  man  das  allgemeine  Inte- 
gral ^^)  y  von  II  durch  zwei  ganze  transzendente  Funktionen  m^  und 
Mg,  welche  Lösungen  je  einer  algebraischen  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  sind,  in  der  Form: 

(61)  y  _  <  _  < 

darstellen.  Die  ganzen  transzendenten  Funktionen  u^  und  u^  haben 
dabei  die  Ordnung  und  das  Geschlecht  3.  Entsprechend  läßt  sich  das 
allgemeine  Integral  von  IV  durch  ganze  transzendente  Funktionen 
des  Geschlechtes  und  der  Ordnung  4  darstellen.  Die  ganzen  tran- 
szendenten Funktionen,  durch  welche  das  allgemeine  Integral  von  III  und 
V  sich  darstellen  läßt,  nachdem  x  durch  e^  ersetzt  wurde,  haben  da- 
gegen unendlich  hohes  Geschlecht.^®). 


85)  P.  Painleve,  Sur  l'irröductibilite  äea  transcendantes  uniformes,  Paris  C.  R. 
135  (1902),  p.  411;  ferner  p.  641,  757,  1020. 

86)  P.  Painleve,  1.  c,  Acta  math.  26,  p.  14. 

87)  P.  Boutroux,  Sur  la  croissance  des  fonctions  entieres,  Paris  C.  R.  134 
(1902),  p.  153;  Sur  quelques  propriötes  des  fonctions  entieres,  Acta  Math.  28 
(1904),  p.  174;  P.  Painleve,  Remarques  sur  la  communication  precedente,  Paris 
C.  R.  134  (1902),  p.  155. 

88)  E.  Borel,  Remarques  sur  les  equations  diffe'rentielles  dont  Tintögrale 
generale  est  uniforme,  Paris  CR.  138  (1904),  p.  337;  vgl.  auch  /.  Chazy,  Sur 
les  equations  difförentielles  deduites  de  certains  invariants  des  formes,  Paris  C.  R. 
150  (1910),  p.  1104;  These,  p.  65. 

89)  P.  Boutroux,  Sur  les  fonctions  entieres  de  genre  infini,  Paris  C.  R.  134 
(1902),  p.  619;  Acta  Math.  28,  p.  202. 
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Ein  tieferes  Eindringen  in  den  Bau  der  zu  I  gehörigen  Painleve- 
schen Transzendenten  gestattet  die  Bemerkung  von  Boutroux^),  daß 
diese  Transzendenten  sich  nach  'einer  einfachen  algebraischen  Trans- 
formation „asymptotisch"  wie  doppeltperiodische  Funktionen  yerhalten 
und  also  zu  diesen  Funktionen  in  einem  ähnlichen  Verhältnisse  stehen, 
wie  die  Bessehchen  Funktionen  für  große  Werte  von  |  x '  zum  Sinus. 
Genauer  wird  die  Bedeutung  dieses  Verhaltens  weiter  unten  ausein- 
andergesetzt.    Setzt  man  in  der  Differentialgleichung: 

(62)  y"=Qy^—6x", 

welche  für  ^  =  1  sich  nur  unwesentlich  von  I  unterscheidet, 

(63)  y  =  x^Y,     X  =  ^/^\ 
so  erhält  man 

(64)  r'=6r«-6_^-?^L,5  +  f^i 

eine  Differentialgleichung,  die  sich  für  große  Werte  von  X  asympto- 
tisch verhält  wie  die  Differentialgleichung: 

(65)  ^"=6^2—6, 
deren  allgemeines  Integral  sich  aus 

(66)  Z'»=4Z3— 12^  +  D 
als 

(67)  Z=p^{X-{-C) 

ergibt.  Entsprechend  kann  man  die  Differentialgleichung  für  sn(X) 
mit  den  durch  die  Differentialgleichung  II  definierten  Transzendenten 
in  Verbindung  bringen.®^) 

Es  sei  nun  f  eine  beliebig  kleine  Größe,  X^  >  —  ,  Y  ein  Inte- 
gral von  (64),  welches  für  Xq  den  Wert  rj  annimmt  und  für  welches 
Y'  =  Tj'  ist.  Setzt  man  dann  t]'- —  '^V^ -\-  12rj  =  D,  so  sei  {^^^  das 
Integral  von  (66),  das  in  X^  den  Wert  rj  annimmt.  Dann  ist  inner- 
halb eines  X^  enthaltenden,  zu  p^^  gehörigen  Periodenparallelogramms 

mit  Ausnahme  der  unmittelbaren  Umgebung  eines  innerhalb  dieses 
Periodenparallelogramms  gelegenen  Punktes  Xj,  in  welchem  Y  un- 
endlich wird  wie  ^y_  ^ ., ,  aber  bei  allgemeinem  ^  einen  Verzwei- 

90)  P.  Boutroux,  Recherches  sur  les  transcendantes  de  M.  Painleve  et  l'etude 
asymptotique  des  equations  differentielles  du  second  ordre,  Ann.  de  l'Ec.  norm. 
(3)  30  (1913),  p.  255;  31  (1914),  p.  99. 

91)  P.  Boutroux,  1.  c,  Ann.  de  l'Ec.  norm.  (3)  31,  p.  100;  vgl.  auch  p.  104. 
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gungspunkt  unendlich  hoher  Ordnung  hat.")  Es  tritt  dann  für  Y 
an  die  Stelle  des  Periodenparallelogramms  ein  offenes  Kurvenviereek, 
das  sich  mit  abnehmendem  s  einem  Periodenparallelogramm  unbegrenzt 
nähert.  Man  kann  nun  die  ganze  Ebene  mit  solchen  von  „Perioden- 
linien" gebildeten  Periodenvierecken  derart  überdecken,  daß  das  ins 
Auge  gefaßte  Y  in  jedem  dieser  Periodenvierecke  nur  eine  einzige 
isolierte  singulare  Stelle  hat.  Für  fi  =  1  besitzt  Y  in  X^  einen 
Pol  zweiter  Ordnung,  also  hat  auch  y  in  dem  entsprechenden  Punkte 
a*,  einen  solchen,  und  es  läßt  sich  y  in  der  Form: 

darstellen,  wo  die  folgenden  Koeffizienten  Funktionen  von  x^  und  q 
sind.  Boutroux  nennt  q  den  Parameter  des  Integrals  im  Pole  x^. 
Da  also  für  ft  =  1  das  Perioden viereck  geschlossen  ist,  so  folgt  un- 
mittelbar, daß  in  diesem  Falle  Y  und  also  auch  y  meromorphe  Funk- 
tionen sind. 

Der  Wert  von  D  ändert  sich  aber  beim  Übergang  von  einem 
Periodenviereck  zum  anderen  derart,  daß,  wenn  X  auf  einem  beliebigen 
Radiusvektor  in  das  Unendliche  geht,  D  im  allgemeinen  unbestimmt 
bleibt,  und  man  nur  aussagen  kann,  daß  D  unterhalb  einer  endlichen 
Schranke  bleibt.  Geht  man  jedoch  längs  einer  Periodenlinie  in  das 
Unendliche,  so  konvergiert  D  nach  einem  der  Werte,  für  welche  das 
Integral 


fy4Y^-  V2Y-\-D  dY 


eine  verschwindende  Periode  hat.     Geht  die  Periodenlinie  von  einem 
singulären  Punkte  aus,  also  für  ft  =  1  von  einem  Pole,  so  nennt  sie 

Boutroux  eine  Linie  der  Unendlichkeits- 
stellen, für  jLt  ==  l  eine  Pollinie.  Bewegt 
sich  X  im  Falle  /x.  =  1  längs  einer  Pol- 
linie in  das  Unendliche,  so  konvergiert 
auch  der  Parameter  q  nach  einer  bestimmten 
Grenze.  In  der  a;-Ebene  verlaufen  die  Pol- 
linien asymptotisch  zu  Parallelen  der  Ge- 
raden OÄ^,  OA^  bezüglich  OÄ^,  OA^  usf. 
Ein  Integral  von  (62)  für  ^  =  1  ist 
^,    .  nun  bestimmt,  wenn  man  einen  Pol  x,  und 

Fig.  1.  '  ^ 

den  zugehörigen  Parameter  q  kennt.  Ist  x^ 
ein  zweiter  Pol,  so  ist  x^  eine  Funktion  (p{x^,  cj  von  x-^^  und  c^.  Wird 
fp{x^,  Cj)  für  ein  Wertsystem  x^,  q  unendlich,  so  heißt  das  Integral 

92)  P.  Boutroux,  1.  c,  30,  p.  307. 


1).  EigenBchaften  der  Painleveschen  Transzendenten.  603 

verstümmelt,  „tronque'".  Es  gibt  nun  stets  fünf  verstümmelte  Integrale, 
welche  in  einem  Punkte  x^,  der  auf  keiner  der  fünf  Halbgeraden 
OA^,  .  .  .,  OJ5  liegt,  einen  Pol  haben,  und  femer  gibt  es  eine  Pol- 
linie, die  z.  B.  asymptotisch  zu  zwei  Parallelen  der  Halbachsen,  etwa 
zu  OA^  und  0^2,  vom  Unendlichen  zum  Unendlichen  derart  geht, 
daß  auf  jedem  Wege,  der  rechts  dieser  Linie  in  das  Unendliche  geht' 
eines  dieser  fünf  verstümmelten  Integrale  nach  Multiplikation  mit  x~'' 
nach  +  1  konvergiert.  Links  der  Pollinie  ist  das  Integral  nicht  ver- 
stümmelt, d.  h.  die  Verteilung  der  Pole  für  große  Werte  von  \x\  ist 
normal.  Das  Integral  heißt  in  diesem  speziellen  Falle  in  der  Richtung 
OA^  verstümmelt.  Sei  c„  der  Wert  von  q,  für  welchen  das  Integral 
in  der  Richtung  OA^  verstümmelt  ist,  dann  ist  c^  eine  eindeutige  Funk- 
tion von  x^,  welche  die  Rückwärts  Verlängerung  von  OA^  von  einem 
bestimmten  Punkte  A^  bis  —  00  als  singulare  Linie,  aber  sonst  keine 
Singularitäten  besitzt.  Es  gibt  nun  genau  fünf  dreifach  verstümmelte 
Integrale,  von  denen  also  jedes  nach  drei  Richtungen,  also  etwa  nach 
OAr,,  OA^  und  OA^  verstümmelt  ist.  Ein  solches  nach  den  er- 
wähnten drei  Richtungen  verstümmeltes  Integral  hat  also  für  genügend 
große  Werte  von  \x\  nur  Pole  im  Winkel  A^OA^. 

Geht  man  von  der  Theorie  dieser  verstümmelten  Integrale  aus, 
so  kann  man  ohne  weitere  Rechnung  eine  systematische  Theorie  der 
durch  T  definierten  meromorphen  Funktionen  aufbauen ^^^^  ^„^  -^  ^^^_ 
loger  Weise  kann  man  die  durch  II  und  IV  definierten  Pam?eyeschen 
Transzendenten  behandeln. 

93)  P.  Boutroux,  1.  c,  31,  p.  131. 
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I.  Das  Jacobische  Umkehrproblem  in  der  Zeit  vor  Biemann. 

1.  Das  Jacobische  Umkeh.rproblera.  Es  bedeute  G  ein  alge- 
braisches Gebilde  von  einer  Dimension,  das  ist  die  Gesamtheit  aller 
Wertepaare  zweier  durch  eine  algebraische  Gleichung  miteinander  ver- 
knüpften komplexen  Veränderlichen.  Wir  wollen  uns  G  zunächst 
durch  eine  mehrblättrige  Biemannsche  Fläche  T  dargestellt  denken, 
werden  es  im  weiteren  Verlaufe  aber  auch  als  allgemeine  Biemannsche 
Mannigfaltigkeit  oder  auch  als  Kurve  in  einem  Gebiete  von  zwei  oder 
mehr  Dimensionen  unserer  Anschauung   zugrunde  legen  (vgl.  II  B  2). 

Die  Biemannsche  Fläche  T  sei  durch  p  Querschnittpaare  a,,  &^ 
{v  =  1,2,  .  .  .  p)  und  p  Linien  c^  in  eine  einfach  zusammenhängende 
T'  verwandelt  und  es  mögen  Mi(^),  u^i^z),  .  .  ■  Up(z)  p  linearunabhängige 
Integrale  1.  Gattung  bezeichnen,  deren  Integrationskonstanten  durch 
die  Angabe  der  Integralwerte  an  einer  bestimmten  Stelle  von  T'  fest- 
gelegt seien. 

Bezeichnen  dann  frj",  z^'^,  .  .  .  z^  und  z^,  z^,  .  .  .  z^  zwei  Systeme 
I  von  je  p  Stellen  der  l??'ewanwschen  Fläche,  so  sind  die  Werte  der 
p  Summen 
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(1)  ^  2  f^^'u  =  J(^(^;  -  ^ (O),        (/*  =  1,  2, . .  .p) 

V 

solange  die  Integrale  alle  in  T'  erstreckt  sind,  unabhängig  von  den 
Integrationswegen,  aber  auch,  wie  die  rechte  Seite  zeigt,  unabhängig 
von  der  Zuordnung  der  oberen  zu  den  unteren  Grenzen. 

Werden  die  z  (dasselbe  gilt  für  die  s^,  die  wir  uns  aber,  um  die 
Vorstellung  nicht  zu  verwirren,  jetzt  als  fest  gegeben  denken  wollen) 
nicht  mehr  auf  T'  beschränkt,  sondern  wird  ihnen  freie  Bewegung  in 
der  ursprünglichen  JRiemann&ahen  Fläche  T  gestattet,  so  gehören  zu  den 
nämlichen  Stellen  z^,  z^,  .  .  .  z  ^e  nach  den  durchlaufenen  Integratious- 
wegen  unendlich  viele  verschiedene  Werte  der  Integralsummen  (1). 
Bezeichnet  man  nämlich  mit  o^^,  o^^,  .  .  .  G}p^{a  =  1,  2,  .  .  .  2p)  die 
2p  Periodizitätsmodulen  der  Integrale  Wj,  Mg,  .  .  .  u^  an  den  2p  Quer- 
schnitten a,  6,  so  geht  bei  irgendeiner  Veränderung  der  Integrations- 
wege, wenn  man  zunächst  die  Bedingung  festhält,  daß  die  Integra- 
tionswege in  den  p  verschiedenen  Gleichungen  die  nämlichen  sein 
sollen,  das  ursprüngliche  Wertesystem  w^y  w,^, .  .  .  w^  in  ein  Werte- 
system 

ip  3p  ip 

(2)  w/=  w^  +^m„ajj„,  w^'=  w^  +^»»««3«,  •  •  •  V=  ^%  +^X»;.« 

a=l  a=l  a=l 

über,  wo  die  m  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Nennt  man  zwei  solche 
Wertesysteme  {w)  =  w^,  w^,  .  .  .  w^  und  {w')  =  w^',  w^',  ■  •  .w^  einander 
kongruent, 

(3)  {w)^{w), 

so  kann  man  durch  passende  Abänderung  der  Integrationswege  an 
Stelle  von  (w)  aUe  dazu  kongruenten  Wertesysteme  erzeugen  und 
zwar  jedes  von  ihnen   auf  mannigfache  Art. 

Man  wird  dabei  noch  bemerken,  daß  die  Bedingung  der  Gleich- 
heit der  lutegrationswege  in  den  verschiedenen  Gleichungen  von  (1) 
nicht  eine  für  das  Auftreten  kongruenter  Wertesysteme  notwendige 
ist,  was  man  schon  daraus  erkennt,  daß  eine  einzelne  der  p  Integral- 
summen  ihrem  Werte  nach  ungeändert  bleibt,  wenn  man  z.  B.  in  ihr 
die  Integrationswege  zweier  der  Variablen  e  dadurch  abändert,  daß 
man  diese  den  gleichen  geschlossenen  Integrationsweg  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  durchlaufen  läßt. 

Das  Ja^o&tsche  Umkehrproblem   verlangt,  aus  den  Kongruenzen 


(4) 


2  jäu^^w^  (^=l,2,...i)) 

»-=1*/ 
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bei  gegebenen  Stellen  0/,  z^^,  . .  .  z^  und  gegebenen  Werten  u\,  w^, 
.  .  .  w^  die  Stellen  z^,  z^,  .  .  .  z^  zu  bestimmen.  Dabei  sind  die  auf  der 
linken  Seite  stehenden  Integrale  als  in  der  einfach  7Aisammenhängenden 
Fläche  T'  erstreckt  gedacht,  es  ist  aber  nach  dem  Vorigen  nicht  nur 
jede  Änderung  in  der  Zuordnung  der  unteren  Grenzen  zu  den  oberen, 
sondern  auch  jede  solche  Abänderung  der  Integrationswege  gestattet, 
welche  die  Kongruenzen  (4)  bestehen  läßt. 

Man  kann  das  Jaco&rsche  Umkehrproblem  auch  dahin  aussprechen, 
daß  das  System  der  p  Differentialgleichungen 

p 

(5)  2d%{^^)  =  ^«^>  (/^  =   1,  2,  .  .  .  p) 

bei  gegebenen  Anfangsbedingungen  zu  integrieren  sei;  in  dieser  Form 
erscheint  das  Problem  insbesondere  bei   Weierstraß  (s.  Nr.  7  u.  48). 

2.  Abelsohe  Punktionen.  Die  rationalen  symmetrischen  Funk- 
tionen der  p  Punkte  Zi,z^,  ...0p  erweisen  sich  als  Funktionen  von 
iVj^jtv^,  .  .  .  ti'p  betrachtet  im  allgemeinen,  d.  h.  von  gewissen  Aus- 
nahmewerten der  tv  abgesehen,  als  einwertige  meromorphe  Funktionen 
dieser  j)  Veränderlichen;  als  solche  werden  sie  Äbehche  Funktionen 
genannt. 

Etwas  allgemeiner  nennt  man  auch  eine  algebraische  symmetrische 
Funktion  der  j)  Punkte  0  eine  Äbehche  Funktion  der  iv,  wenn  sie  eine 
einwertige  Funktion  dieser  Größen  ist.^) 

Aus  der  Vielwertigkeit  der  Integrale  u^,  w,,  •  •  •  w    folgt   sofort, 
daß  jede  Äbehche  Funktion  eine   22)-fach  periodische  Funktion  von 
w^,  w^,  .  .  .  Wp  ist,  deren  Periodensysteme  die  2p  Systeme  öj„,  g3jj„,  • . .  o 
(k  =  \,2y  .  .  .2  p)   der   Periodizitätsmodulen   der  Integrale  u  an  den 
Querschnitten  a,  b  der  Miemann^chen  Fläche  T'  sind. 

Über  die  weiteren  Eigenschaften  der  Äbehchen  Funktionen  s. 
Nr.  113. 

3.  Jacobi.  Jacobi  hat  von  zwei  verschiedenen  Gesichtspunkten 
ausgehend  das  Problem  einer  Verallgemeinerung  der  elliptischen  Funk- 
tionen in  Angriff  genommen. 

In  seiner  ersten  Arbeit  über  diesen  Gegenstand,  vom  Jahre  1832, 
geht  Jacobi^)  von  der  Bemerkung  aus,  daß  ans  dem  EulerscheVi 
Theorem,  nach  welchem  die  Summe  zweier  elliptischer  Integrale  erster 

1)  So  bei  Weierstraß  [„Vorl."  Math.  W.  4  (1902),  p.  462]  uud  jetzt  allge- 
mein; spezieller  nennt  Riemann  [„Vorl."  Ges.  math.  W.  Nachtr.  (1902),  p.  lOj 
Abelscha  Funktionen   die  Wurzeln  y/cp  (s,  z)  ans  den  in  p  —  1  Punkten  der  Rie- 

n-  2  m  -  J 
»fannschen  Fläche  0*  werdenden  Funktionen  9  (s,     z). 

2)  J.  f.  Math.  9  (1832),   p.  .394  =  Ges.  W.  2  (1882),  p.  5. 
Knoyklop.  d.  math.  Wissenach.    II  2.  40 
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Gattung  stets  gleich  ist  einem  einzelnen  solchen  Integrale,  dessen  obere 
Grenze  eine  algebraische  Funktion  der  oberen  Grenzen  jener  ist  (IIB 3, 
Nr.  2),  für  die  inverse  Funktion  ein  algebraisches  Additionstheorem 
folge,  und  fragt,  in  dem  Ähelschen  Theorem  die  Verallgemeinerung 
jenes  Eulerschen  erkennend,  welches  die  inversen  Funktionen  der  hier 
auftretenden  Integrale  seien  und  was  für  diese  das  Ähehche  Theorem 
aussage.^)  Das  Ergebnis  seiner  Untersuchungen  legt  Jacohi  in  dem 
folgenden  „Theorema  generale"  nieder. 

Man  setze,  indem  X  ein  Polynom  2  7n  —  1**"*  oder  2w**"  Grades 
in  X  bezeichnet,  x 

(6)  0,(x)=p~^^        ik  =  0,l,2,...m-2) 

0 

und  fasse  auf  Grund  der  m  —  1  Gleichungen 

(7)  u,  =  O,  W  +  ^,  M  -f-  •  •  •  +  ^*  (^.-2)  (/.-=0,l,2...m-2) 
die  X  umgekehrt  als  Funktionen  der  u  auf,  setze  also 

(8)  ^>t=='^*(Wo,Wn---W^-2); 
dann  lassen  zieh  die  Funktionen 

algebraisch  ausdrücken  durch  die  2  (m  —  1)  Funktionen 

und  ,  /    ,      ,  f       K 

In  seiner  zweiten  Arbeit,  vom  Jahre  1834,  legt  Jacohi^)  den 
Grund  zur  Untersuchung  mehrfach  periodischer  Funktionen  über- 
haupt. Wenn  eine  Funktion  einer  Veränderlichen  zwei  Perioden  be- 
sitzt, so  kann  auf  Grund  der  Tatsache,  daß  beim  Vorhandensein 
mehrerer  Perioden  auch  jede  ganzzahlige  lineare  Kombination  dieser 
wieder  eine  Periode  ist,  das  Verhältnis  der  beiden  Perioden  nicht 
reell  sein,  da  sonst,  wenn  es  rational  wäre,  die  beiden  Perioden  sich 
auf  eine  einzige  reduzieren  ließen,  wenn  es  aber  irrational  wäre,  sie 
eine  unendlich  kleine  Periode  nach  sich  ziehen  würden  (II B  1,  Nr.  24). 
Wären  nun  weiter  drei  Perioden  vorhanden,  so  würden  diese,  wie 
Jacohi  auf  die  gleiche  Weise  dartut,  unter  allen  Umständen  sich  ent- 


3)  Hier  gibt  Jacohi  dem  Äbehch&rx  Theorem  zum  erstenmal  diesen  Namen 
und  schlägt  für  die  darin  auftretenden  Integrale  den  Namen  „transcendentes 
Abelianae"  vor,  wobei  er  allerdings  nur  jene  speziellen  Integrale  heraushebt, 
die  man  heute  hyperelliptische  nennt.  Der  Name  der  ^fteZschen  Transzen- 
denten ist  später  auf  die  Umkehrfunktionen  übergegangen. 

4)  J.  f.  Math.  13  (1836),  p.  55  =  Ges.  W.  2  (1882),  p.  23;  Osücalds  Klass. 
Nr.  64  (II  B  2,  Nr.  43). 
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weder  auf  weniger  reduzieren  lassen,  oder  aber  eine  unendlich  kleine 
Periode  nach  sich  ziehen.  Das  Vorkommen  unendlich  kleiner  Perioden 
aber  bezeichnet  Jacobi  als  absurd  und  er  erklärt  daher  die  periodi- 
schen Funktionen  einer  Veränderlichen  mit  den  einfach  periodischen 
und  den  doppeltperiodischen  mit  nichtreeUem  Periodenverhältnis  für 
erschöpft,  Funktionen  einer  Veränderlichen  mit  drei  oder  mehr  Pe- 
rioden aber  für  unmöglich. 

Da  nun  eine  Funktion  x  =  A(w),  welche  durch  Umkehrung  eines 
hyperelliptischen  Integrals  1.  Ordnung 

(9)  u^f%^ 

entsteht,  d.  h.  eines  solchen,  bei  dem  das  Polynom  X  vom  ö*®**  oder 
6**"  Grade  ist,  wie  Jacohi  durch  Entwicklung  des  Integranden  nach 
trigonometrischen  Funktionen  in  Verbindung  mit  dem  AbehoheTi 
Theorem  dartut,  vier  unabhängige  Perioden  besitzt  (die  durch  Um- 
kehrung eines  hyperelliptischen  Integrals  beliebiger  Ordnung  ent- 
stehende 2  m  —  2,  wenn  X  vom  2  m  —  1*®°  oder  2m^''  Grade  ist)^), 
eine  Funktion  einer  Veränderlichen  aber  schon  mit  drei  unabhängigen 
Perioden  im  Vorigen  als  absurd  abgewiesen  wurde,  so  konnte  eine 
solche  Umkehrfunktion  für  Jacobi  nicht  in  Betracht  kommen.  Das 
hypereUiptische  Integral  hat  eben,  wie  Jacobi  mit  aller  Schärfe  her- 
vorhebt, eine  so  starke  Vielfachheit  von  Werten,  daß  sich,  bei  ge- 
gebenen Grenzen,  unter  ihnen  immer  einer  befindet,  der  einem  will- 
kürlich vorgeschriebenen  Werte  beliebig  nahe  kommt. 

Der  gegen  die  Funktion  x  ==  X{u)  gemachte  Einwurf  trifft  nicht 
mehr  die  Funktionen  der  beiden  Veränderlichen  x  und  y,  wenn  man 
X,  y  aus  den  Gleichungen 

*{a-\-ßx)dx 

=  u. 


ria-\-ßx)dx  I 

rio)  «  * 


r(a'+ß^)dx     .       /»(o^ 


y    . 

-\-ßx)dx  , 

=  u 


Vx 


definiert,  in  denen  a,  b,  a,  ß,  u,  ß'  Konstanten  bezeichnen.  Dabei 
[  denkt  sich  Jacobi  die  Werte  je  zweier  zwischen  den  nämlichen  Grenzen 
erstreckter,  durch  Werte  a,  ß  und  a',  ß'  unterschiedener  Integrale  in 

5)  Auf  diese  mehrfache  Periodizität  der  inversen  Funktion  eines  hyper- 
elliptiechen  Integrals  hat  zuerst,  und  zwar  längst  vor  Jacobi,  Abel  in  einer 
Bchon  vor  seiner  Reise  (1825)  verfaßten  Abhandlung  hingewiesen  [OEuv.  Nout. 
Ed.  2  (1881),  p.  40]. 

40* 
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der  Weise  miteinander  verknüpft,  daß  er  den  Wert  des  Integrals  zu- 
nächst bei  unbestimmt  gelassenen  a,  ß  auf  irgendeine  der  möglichen 
Weisen  festgesetzt  denkt  und  aus  diesem  Integralwerte,  der  linear 
von  a  und  ß  abhängt,  die  speziellen  Werten  a,  ß  entsprechenden 
durch  Einsetzen  dieser  ermittelt.  Diese  Vorschrift,  die  später,  als 
man  die  Vorstellung  von  der  Integration  im  komplexen  Gebiete  ge- 
wonnen hatte ^),  in  der  Gestalt  ausgesprochen  wurde,  daß  die  Integrale 
auf  gleichem  Wege  zu  erstrecken  seien,  hat  zur  Folge,  daß  bei  ge- 
gebenen X,  y  neben  einem  Wertepaare  u,  u  nur  Wertepaare  von 
der  Form  ^  -\-  m^G)^-\-  m^co^  -\-  WgCJj  +  m^cj^, 

u-\-  m^o^-j-  WgOj'-f-  mgojg'-f-  w^co/ 

auftreten,  wo  die  o3,  o'  Konstante,  die  m  aber  ganze  Zahlen  bezeichnen, 
die  für  die  beiden  Ausdrücke  die  gleichen  sind. ')  Die  symmetrischen 
Funktionen  von  x  und  y  sind  jetzt  einwertige  Funktionen  der  beiden 
Veränderlichen  u,  u,  welche  bei  solchen  Änderungen  von  m,  u  un- 
geändert  bleiben.  Diese  Art  der  Periodizität  hat  aber  nichts  Absurdes 
mehr,  da  die  ganzen  Zahlen  m  nicht  so  bestimmt  werden  können,  daß 
beide  Werte  u,  u  gleichzeitig  zwei  willkürlich  vorgegebenen  Werten 
80  nahe  kommen,  als  man  will. 

Aus  dem  Vorstehenden  erhellt,  daß  Jacöbi  das  nach  ihm  benannte 
Umkehrproblem  für  den  speziellen  Fall  der  hyperelliptischen  Funk- 
tionen, aber  bereits  bei  beliebigem  Geschlecht  p  erstmals  1832  aufge- 
stellt hat  und  daß  er  dabei  durch  das  J.&e?sche  Theorem  darauf  hin- 
gewiesen wurde,  daß  die  Einführung  von  p  Summen  von  je  p  Inte- 
gralen notwendig  sei,  wenn  man  die  Analogie  mit  den  trigonometrischen 
und  elliptischen  Funktionen   wahren   wolle.     1834  ist   er  sodann   zu 

6)  Diese  Vorstellung  war  1834  Jacdbi  noch  fremd;  sie  findet  sich  bei  ihm 
erstmals  in  dem  1847  geschriebenen  Aufsatz:  Zur  Geschichte  der  elliptischen 
und  Aheläch^n  Transcendenten  [s.  Ges.  W.  2  (1882),  p.  516];  näheres  darüber  bei 
Krazer,  Bibl.  math.  IO3  (1909/10),  p.  250.  In  dem  genannten  Aufsatze  wendet 
Jacobi  auch  zum  ersten  Male  für  die  gleichzeitigen  Änderungen  der  beiden 
Variablen  m,  u  den  später  allgemein  üblichen  Namen  „Simultanperioden"  an, 
der  aber  schon  1814  von  Hermite  in  einem  Briefe  an  Jacobi  benutzt  worden  war 
[Hermite,  J.  f  Math.  32  (1846),  p.  293  =  (Euv.  1  (1905),  p.  30;  Jacobi,  Ges.  W.  2 
(1882),  p.  107]. 

7)  Dadurch  wird  der  von  Eisenstein  [J.  f.  Math.  27  (1844),  p.  189;  auch 
J.  de  Math.  10  (1845),  p.  449]  erhobenen  Forderung,  daß  man  jedem  der  unend- 
lich vielen  Werte,  die  n  infolge  der  Viel  Wertigkeit  der  Integrale  annehmen 
kann,  einen  ganz  bestimmten  Wert  von  u  zuordne,  genügt,  und  Jacobi  hat  da- 
her den  Einwand  Eisensteins  gegen  seinen  Ansatz  mit  Recht  zurückgewiesen 
[Petersb.  Bull.  2  (1843),  p.  96  =  J.  f.  Math.  30  (1846),  p.  184  =  Ges.  W.  2  (1882), 
p.  86]. 
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demselben  Gedanken  durch  die  Untersuchung  mehrfach  periodischer 
Fanktionen  geführt  worden.*) 

4.  Umkohrung  eines  einzelnen  Abelschen  Integrals.  Gegen  die 
JacohiBche  Behauptung  der  Absurdität  von  Funktionen  einer  Ver- 
änderlichen mit  mehr  als  zwei  Perioden  hat  schon  Göpel^)  Einspruch 
erhoben;  es  ist  aber  weder  aus  dem,  was  Göpel  sagt,  zu  entnehmen, 
wie  er  sich  die  dreifach  periodischen  Funktionen  einer  Veränderlichen 
gedacht  hat,  noch  ist  Jacohi^^)  bei  der  Zurückweisung  des  Göpehchen 
Einwurfs  sachlich  auf  diesen  eingegangen.  Und  doch  hatte  Göpel 
insofern  recht,  als  der  Joco&^'sche  Satz  von  der  Unmöglichkeit  drei- 
und  mehrfach  periodischer  Funktionen  einer  Veränderlichen  seine 
Gültigkeit  verliert,  sobald  man  unendlich  vielwertige  Funktionen  zu- 
läßt ^^),  und  unter  Zuziehung  solcher  Funktionen  kann  man  auch  beim 
einzelnen  hyperelliptischen  Integral  die  obere  Grenze  x  recht  wohl 
als  Funktion  x=X(u)  des  Integralwertes  u  ansprechen. 

Die  Natur  dieser  außerhalb  des  Gesichtskreises  von  Jacobi  liegen- 
den Funktion  x  =  k{u)  wurde  erst  in  der  J?/ewawwschen  Abhandlung 
über  die  ^&c7schen  Funktionen  1857  durch  Heranziehung  der  kon- 
formen Abbildung  der  Hiemannsch&a.  Fläche  durch  ein  Integral  1.  Gat- 
tung (IIB  2,  Nr.  31)  erschlossen  und  ist  zum  erstenmal  mit  voller  Klarheit 

8)  Die  Vermutung  Schlesingers  [Bibl.  math.  6g  (1905),  p.  88],  Jacobi  habe 
doch  wohl  nicht  durch  das  Abelsche  Theorem,  sondern  durch  die  Erkenntnis 
von  der  Unmöglichkeit  der  Umkehrung  eines  einzelnen  hyperelliptischen  Inte- 
grals den  ersten  Anstoß  zur  Aufstellung  seines  Umkehrproblems  erhalten ,  eine 
Vermutung,  welche  allerdings  darin  eine  Stütze  findet,  daß  Jacobi  schon  1828 
in  einem  Briefe  an  Crelle  [J.  f.  Math.  3  (1828),  p.  310  =  Ges.  W.  1  (1881),  p.  262] 
die  Unmöglichkeit  von  mehr  als  zwei  Perioden  bei  einer  Funktion  von  einer 
Veränderlichen   erwähnt   hat,   wird   durch   die  Mitteilungen  Gundelfingers  [Bibl. 

[math.  Qj  (1908/9),  p.  211]  aus  den  /aco&tschen  Vorlesungen  vom  Jahre  1836/6 
["widerlegt. 

9)  J.  f.  Math.  35  (1847),  p.  302  Anm.;  Ostwalde  Klass.  Nr.  67,  p.  36. 

10)  Jacobia  Ges.  W.  2  (1882),  p.  516.  Es  ist,  wie  Weber  in  den  Anmer- 
rkungen  zu  OstwaldB  Klass.  Nr.  64,  p.  37  sagt,  schwer  jetzt  noch  festzustellen, 
[■welche  Vorstellung  Jacobi  über  diesen  Punkt  hatte.  Wohl  spricht  er  in  dem  in 
lAnm.  8  genannten  Briefe  an  Crelle  von  „analytischen"  Funktionen,  hat  aber 
[■weder  diesen  Begriff  dort  erläutert  noch  auch  diese  Einschränkung,  wenn  er  sie 
ifiberhaupt  als  solche  empfand,  in  der  Abhandlung  von  1834  wiederholt.  Her- 
\mite  spricht  Paris  C.  R.  68  (1864),  p.  206  seine  Überzeugung  aus,  daß  Jacobi  nur 
[an  eindeutige  Funktionen  gedacht  habe. 

11)  Vgl.  dazu  Casorati,  Paris  C.  R.  57  (1863),  p.  1018  und  58  (1864),  p.  127 
[nnd  204,  Ist.  Lomb.  Rend.  16,  (1883),  p.  816;  15,  (1882),  p.  623;  18,  (1885)  p.  879; 
kdann  Les  fonctions  d'une  seule  variable  et  ä  un  nombre  quelconque  de  periodes, 
|Milano  1886  =  Acta  math.  8  (1886),  p.  345;  siehe  auch  Anm.  318. 
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von  Prym  ^^)  auseinandergesetzt  worden.  Danach  wird  durch  ein  einzelnes 
Integral  1.  Gattung  vom  Geschlecht  p  die  einfach  zusammenhängende 
Fläche  T\  in  der  die  Ähehchen  Integrale  eindeutig  dargestellt  sind, 
oder,  mit  anderen  Worten,  in  der  ein  Zweig  jedes  Integrals  abgeson- 
dert ist,  auf  ein  ^-blättriges  durch  2p — 2  einfache  Verzweigungs- 
punkte zusammenhängendes  endliches  Flächenstück  abgebildet,  das  von 
p  Parallelogrammen  begrenzt  ist.  Dieses  Flächenstück  wird  bei  Ver- 
änderung des  Argumentes  ti  um  Perioden,  also  bei  Heranziehung  wei- 
terer Zweige  des  Integrals,  mit  sich  selbst  kongruent  wiederholt  und 
diese  Wiederholungen  bedecken,  sobald  ^  >  1  ist,  im  allgemeinen  die 
Ebene  unendlich  oft.  Die  Abbildung  der  Biemannschen  Fläche  T,  in 
welcher  das  Integral  mit  allen  seinen  Zweigen  ausgebreitet  ist,  ist 
also  im  allgemeinen  unendlich  vielblättrig  und  die  durch  Umkehrung 
des  Integrals  entstehende  Funktion  ist  eine  unendlich  vielwertige  2p- 
fach  periodische  Funktion  der  einen  Veränderlichen  u,  die  in  der  Um- 
gebung jedes  einzelnen  Punktes  dieser  unendlich  vielblättrigen  Fläche 
den  Charakter  einer  analytischen  Funktion  hat,  aber  nicht  zur  Bestim- 
mung der  Integralgrenze  x  aus  dem  Integralwerte  u  dienen  kann,  da 

2p 

die  unendlich  vielen  Werte  u  -\-^ni^G)^  (wo  die  co  die  2p  Perioden, 

«  =  1 

die  m  ganze  Zahlen  bezeichnen),  für  welche  x  einen  gegebenen  Wert 
annimmt,  zwar  abzählbar  sind,  die  ganze  w-Ebene  aber  überall  dicht 
bedecken. 

In  besonderen  Fällen  bekommt  die  Fläche,  in  welcher  das  Ahelsche 
Integral  mit  allen  seinen  Zweigen  ausgebreitet  ist,^  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Blättern  und  die  Umkehrung  des  Integrals  wird  dann 
dementsprechend  durch  eine  Funktion  von  endlicher  Wertezahl  ge- 
geben. Es  tritt  dies  dann  ein,  wenn  alle  2p  Perioden  ö„  linear  und 
ganzzahlig  durch  zwei  (mit  nichtreellem  Verhältnis)  darstellbar  sind. 
Das  gegebene  Integral  ist  in  diesem  Falle  algebraisch  auf  ein  ellipti- 
sches Integral  reduzierbar  (vgl.  Nr.  120),  die  Umkehrung  eines  einzelnen 
Integrals  führt  also  hier  nicht  über  die  bekannten  Funktionen  hinaus. 

Die  anschließende  Frage,  wann  p  Summen  von  je  p'  Integralen 
1.  Gattung  von  einem  Geschlecht  p>p  eine  endlich  vielwertige  Um- 
kehruns  zulassen,  ist  in  der  Literatur  bisher  nicht  behandelt  worden. 
Ihre  Erledigung  kann  aber  mit  Hilfe  der  Theorie  der  allgemeinen  2p- 
fach  periodischen  Funktionen  (s.  Nr.  112  f.)  geschehen. 

Die  oben  genannte  ^-blättrige,  von  p  Parallelogrammen  begrenzte 
Fläche,  auf  welche  die  Riemann sehe  Fläche  T'  durch  einen  Zweig  des 


12)  Wien.  Denkschr.  24  (1865),  II,  p.  16;  2.  Ausg.  1885. 
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A  + 


Integrals  1.  Gattung  u  abgebildet  wird,  hat  je  nach  der  Wahl  der 
Querschnitte  und  den  Werten  der  Periodizitätsmodulen  ganz  ver- 
schiedene Gestalten.  Bezeichnet  man  mit  Ä^,  B^,  Ät,  Bt  das  v'®  Par- 
allelogramm, so  daß  At  aus  Ä~  und  B^  aus  B^  durch  Parallelver- 
schiebung um  den  Periodizitätsmodul  von  u  am  Querschnitte  a^  bzw. 
b^  hervorgeht  (Klein  ^^)  nennt 
ein  System  von  4  solchen 
Linien  einen  parallelogram- 
matischen  Rahmen),  so  kön- 
nen neben  der  im  Falle^  =  2 
durch  die  Fig.  1  dargestell- 
ten Form  der  Abbildungs- 
fläche wesentlich  andere  auf- 
treten. Legt  man  z.  B.  den 
Querschnitt  b^  durch  die 
beiden  Punkte,  in  denen  der 
Integrand  von  u  verschwin- 
det (Kreuzungspunkte  von 
u),  so  erhält,  wie  Klein  angibt,  sowohl  B2  wie  Bt  zwei  Rückkehr- 
punkte und  es  entsteht  die  in  Fig.  2  angegebene  Gestalt  der  Abbil- 
dungsfläche, welche  man  als  Differenz  zweier  Parallelogramme  be- 
zeichnen kann.  Daß  eine  ein- 
blättrige Abbildungsfläche, 
etwa  bei  allgemeinem  p  ein 
Parallelogramm,  aus  wel- 
chem^ —  1  Parallelogramme 
ausgeschnitten  sind,  auftre-  ^ 
ten  kann,  hat  auch  Rie- 
"niann^^)  bemerkt.  Die  bei- 
den Grenzlinien  Ä^  und  Ä% 
können  infolge  des  Ver- 
schwindens  des  Periodizi- 
tätsmoduls  am  Querschnitte 
«2  zusammenrücken;  es  ent- 
steht dann  das  Parallelogramm  mit  2  Schlitzen,  wie  es  schon  Thomae^^) 
angegeben  hat.  Schieben  sich  A^  und  At  übereinander,  so  entsteht 
wieder  eine  der  Fig.  1  ähnliche.  Über  andere  Gestalten  dieser  parallelo- 


A,+ 


B* 


Fig.  2. 


13)  „Riem.  Fl."  I,  p.  70  f. 

14)  Riemanns  Ges.  math.  W.  Nachtr.  (1902),  p.  103. 

15)  „Formeln"  p.  21  und  Leipz.  Ber.  52  (1900),  p.  110, 
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gram m atischeu  Rahmen  bei  Klein  und  bei  Haupt^^),  der  auch  die 
allgemeinsten  Möglichkeiten  der  Periodizitätsmodulen  eines  Integrals 
1.  Gattung  diskutiert  hat. 

Wirtinger^'^)  hat  gezeigt,  daß  bei  passender  Zerschneidung  der 
JRi'emawwschen  Fläche  T  die  Abbildungsfläche  aus  einer  endlichen  An- 
zahl von  konvexen,  geradlinig  begrenzten  Polygonen  (vgl.  II  B  A,  Nr.  9) 
bestehen  kann,  deren  jedes  in  seinem  Innern  einen  Verzweigungspunkt 
enthält.  Für  den  Fall  p  =  2  läßt  sich  auf  solche  Weise  ferner  ein 
in  bestimmter  Weise  normiertes,  einfaches,  geradlinig  begrenztes  Sechs- 
eck mit  seiner  zentrisch-sjmmetrischen  Wiederholung  erhalten,  dessen 
Inneres  von  Verzweigungspunkten  frei  ist. 

In  ähnlicher  Weise  läßt  sich  auch  die  Umkehrung  eines  einzelnen 
Integrals  2.  oder  3.  Gattung  behandeln;  dann  erstrecken  sich  die  Be- 
reiche ins  Unendliche  und  man  erhält  z.  B.  ein  endliches  Parallelo- 
gramm an  einer  unbegrenzten  Ebene  (Integral  2.  Gattung)  oder  an 
einem  ins  Unendliche  sich  erstreckenden  ParaUelstreifen  (Integral 
3.  Gattung)  hängend  oder  aus  diesem  Gebilde  ausgeschnitten.^') 

Durch  das  Integral  2.  Gattung  mit  nur  einem  Unendlichkeits- 
punkt 1.  Ordnung  und  rein  imaginären  Periodizitätsmodulen  wird  bei 
geeigneter  Zerschneidung  der  RiemannsQhen  Fläche  diese  bei  belie- 
bigem p  auf  die  ganze  einfach  überdeckte  Ebene  mit  2p  einander 
paarweise  zugeordneten,  der  reellen  Zahlenachse  parallelen  Schlitzen 
abgebildete^).  Für  das  Integral  3.  Gattung  mit  nur  zwei  logarithmi- 
schen Un Stetigkeitspunkten  und  rein  imaginären  Periodizitätsmodulen 
findet  man  ebenso  einen  mit  2p  Schlitzen  versehenen  schlichten  Parallel- 
streifen. 

5.  Göpel.  In  den  „Fundamenta''  ist  Jacobi,  von  der  Betrachtung  der 
elliptischen  Integrale  ausgehend,  erst  am  Ende  seiner  Untersuchungen 
zu  den  Thetareihen  gelangt;  in  Vorlesungen  (II  B  3,  Nr.  32),  welche  er 
erstmals  1835/36  und  dann  wieder  1839/40  hielt  e^),  hat  er,  wie  er  sich 
selbst  ausdrückt ^°),  den  historischen  Gang  der  Entdeckung  der  ellip- 
tischen Funktionen  umkehrend  den  entgegengesetzten  Weg  einge- 
schlagen. Ohne  irgend  etwas  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Trans- 
zendenten vorauszusetzen,  hat  er  von  den  vier  Thetareihen  ausgehend 
mit  Hilfe  eines  einfachen  Prinzips  die  Relationen  aufgestellt,  welchen 

16)  Math.  Ann.  77  (1916),  p.  24;  Math.  Z.  6  (1920),  p.  219. 

17)  Wien.  Denkschr.  85  (1910),  p.  91. 

18)  Hilberth  Gott.  N.  1909,  p.  314;  Koehe,  Gott.  N.  1910,  p.  69. 

19)  GcB.  W.  1  (1881),  p.  497.  Vgl.  dazu  Kronecker,  Berl.  Ber.  1891,  p.  663 
=  J.  f.  Math.  108  (1891),  p.325. 

20)  Ges.  W.  1  (1881),  p.  499. 
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diese  Reihen  genügen,  aus  diesen  Relationen  dann  die  Additionstheo- 
reme  der  Thetaquotienten  und  aus  diesen  die  Differentialformeln  her- 
geleitet, welche  unmittelbar  zu  den  eDiptischen  Integralen  führen. 

Dieser  Weg  von  den  Thetafunktionen  zu  den  Integralen  wurde 
zur  Lösung  des  von  Jacöbi  aufgestellten  IJmkehrproblems  der  hyper- 
elliptischen Integrale  1.  Ordnung  gleichzeitig  von  GöpeP^)  und  Bosen- 
hain^^)  beschritten,  welche  beide,  den  4  Thetareihen  einer  Veränder- 
lichen JacobiB  entsprechend,  16  Thetareihen  zweier  Veränderlichen 
aufstellten  und  aus  diesen,  Rosenhain  in  enger  Anlehnung  an  Jacobi, 
Göpel  selbständiger,  die  Umkehrfunktionen  für  die  Summe  je  zweier 
der  eben  genannten  Integrale  bildeten. 

Bei  Göpel  haben  die  16  Thetareihen,  die  mit  JP,  P', .  .  .  >S"'  be- 
zeichnet sind,  von  dem  Faktor  g^"* +»•'«'*  abgesehen,  die  Form 

in  welcher  a  und  b  alle  ganze  Zahlen  von  —  oo  bis  -f-  oo  durch- 
laufen, M,  u  die  beiden  Veränderlichen,  r,  /,  K,  K',  L,  L'  Konstanten 
bezeichnen  und  die  16  verschiedenen  Thetareihen  erhalten  werden, 
wenn  man  an  Stelle  der  4  Größen  s^,  e^)  ^i'f  ^i  ^^^  ^^^®  möglichen 
Weisen  die  Werte  0  und  1  setzt.  Es  wird  von  Göpel  zunächst  die 
vierfache  Periodizität  der  Quotienten  dieser  16  Funktionen,  hierauf 
der  Übergang  der  16  Thetas  ineinander  durch  Änderung  ihrer  Argu- 
mente um  Viertel  dieser  Perioden  und  das  Verschwinden  der  Funk- 
tionen für  Werte  der  Argumente,  welche  solchen  Viertelperioden 
gleich  sind,  behandelt  und  sodann  zur  Aufstellung  der  algebraischen 
Relationen  zwischen  den  16  Thetafunktionen  übergegangen.  Mittels 
einer  Transformation  zweiten  Grades  werden  zuerst  die  Gleichungen 
gewonnen,  laut  welchen  alle  Thetaquadrate  linear  und  homogen  durch 
vier  unter  ihnen    ausgedrückt  werden  können,   und  zwischen  diesen 


21)  J.  f.  Math.  36  (1847),  p.  277;  Ostwalds  Klass.  Nr.  67. 

22)  Mem.  pr^s.  p.  div.  savantB,  t.  11  (1851),  p.  361;  Ostwalds  Klaes.  Nr.  66. 
Diese  Abhandlung  wurde  durch  ein  für  das  Jahr  1846  erfolgtes  Preisausschreiben 
der  Pariser  Akademie  [Paris  C.  R.  22  (1846),  p.  767]  veranlaßt  und  dieser  am 
30.  IX.  1846  eingereicht.  Bei  BosenJiain  finden  wir  den  Vorschlag,  die  Integrale 
solcher  algebraischen  Funktionen  von  x,  welche  von  dieser  Variable  nur  durch 
eine  quadratische  Gleichung  abhängen,  ultraelliptische  zu  nennen  und  den  Namen 
der  Abehchen  Integrale  den  Integralen  beliebiger  algebraischer  Funktionen  vor- 
zubehalten, und  ebenso  den  weiteren,  mit  dem  Namen  Äbehche  bzw.  ultraellip- 
tische  Funktionen  die  Umkehrfunktionen  der  Abehchen  bzw.  ultraelliptischen 
Integrale  zu  belegen.  Heute  pflegt  man  hyperelliptiach  statt  ultraelliptisch  zu 
sagen  und  die  Benennung  ultraelliptisch  nur  den  hyperelliptischen  Integralen 
bzw.  Funktionen  1.  Ordnung,  d.  h  den  zum  Geschlecht  /j  =  2  gehörigen,  vorzu- 
behalten. 
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vier  Grundfunktionen  selbst  wird  sodann  jene  homogene  Gleichung 
vierten  Grades  abgeleitet,  welche  heute  die  Göpehche  Relation  genannt 
wird  und  welche  nun  zusammen  mit  den  vorher  genannten  Relationen 
zwischen  den  Thetaquadraten  die  algebraischen  Beziehungen  zwischen 
den  Thetaquotienten  vollständig  bestimmt  (vgl.  dazu  Nr.  67).  Hier- 
auf stellt  Göpel  ebenfalls  auf  dem  Wege  einer  Transformation  zweiten 
Grades  die  Differentialrelationen  zwischen  den  16  Thetafunktionen  auf 
und  findet  aus  diesen  und  den  vorher  gewonnenen  algebraischen  Rela- 
tionen zunächst,  daß  die  Differentiale  zweier  linearen  Verbindungen  fi 
und  V  der  Variablen  u,  u'  sich  ausdrücken  lassen  durch  die  Differentiale 
zweier  Thetaquotienten  ^;,  q  mit  Koeffizienten,  die  algebraisch  von  j? 
und  q  abhängen.  Nachdem  er  in  diesen  Ausdrücken  durch  Einfüh- 
rung neuer  Veränderlichen  y,  z  an  Stelle  von  p,  q  die  Trennung  der 
Variablen  durchgeführt  hat,  gelingt  es  ihm  schließlich,  sie  in  jene 
symmetrische  Form  zu  bringen,  welche  der  Jaco&tsche  Ansatz  ver- 
langt, so  daß  (u.  und  v  als  die  Summen  von  je  zwei  gleichartigen 
hyperelliptischen  Integralen  1.  Ordnung  mit  verschiedenen  Grenzen 
erscheinen, 

6,  Bosenhain.  Bei  Rosenhain  gehen  der  erst  im  dritten  Kapitel 
beginnenden  Untersuchung  der  inversen  Funktionen  der  hyperellip- 
tischen Integrale  1.  Ordnung  zwei  Kapitel  voraus,  von  denen  das  erste 
eine  auf  Jacohis  Anregung  verfaßte  Lösung  eines  erweiterten  Umkehr- 
problems elliptischer  Integrale  enthält  (näheres  darüber  in  Nr.  105). 
Das  zweite  Kapitel  bringt  die  Definition  der  Thetareihe  zweier  Ver- 
änderlichen v,tv  in  der  Form  ,  ■ 

+« 
(11)  (p,,{v,  w)  =  ^r^' e'^'^''^,(tü  +  2mA,  q) 

m  =  —  00 

-f  00  +00 

^  X'gm'log/j  +  n»  log  2  +  4mn.i  + 2m»+2nu; 

m  =  — 00  n  =  — 00 

gibt  für  die  Konstanten  p,  q,  A  die  Konvergenzbedingung  an  und  be- 
handelt die  Periodizitätseigenschaften  der  Funktion,  Nun  folgt  der 
Übergang  von  reellen  zu  imaginären  Werten  der  Argumente  und  end- 
lich die  lineare  Darstellung  eines  Produktes  von  w  Thetafunktionen 
durch  n^  spezielle  Funktionen,  die  man  heute  als  Thetafunktionen 
w**'  Ordnung  bezeichnet  (vgl,  dazu  Nr,  17),  Fragen,  die  mit  dem  Um- 
kehrproblem der  hyperelliptischen  Integrale,  wie  es  dann  im  3,  Ka- 
pitel in  Angriff  genommen  wird,  nicht  in  unmittelbarem  Zusammen- 
hange stehen. 

In  diesem  3.  Kapitel  werden  die  16  Thetafunktionen  q^rii'^}'^^) 
(r,  s  =  0,  1,  2,  3)    definiert   und  für  sie  zunächst,  wie   es  Jacöhi  im 
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Falle  p  =  l  getan  hat,  jene  allgemeine  Formel  zwischen  Produkten 
Ton  je  4  Thetafunktionen  abgeleitet,  welche  später  als  Riemannsche 
Thetaformel  (Nr.  36)  für  beliebiges  ^;  verallgemeinert  wurde.  Aus  dieser 
werden  zunächst  die  Relationen  zwischen  den  Nullwerten  g>rsiO,  0)  der 
10  geraden  Thetafunktionen  abgeleitet,  kraft  welcher  sich  ihre  Quo- 
tienten durch  3  Parameter  x,  l,  ^  ausdrücken  lassen,  und  weiter  dann 
die  Relationen,  welche  zwischen  den  16  Funktionen  (pj.s('V>  ^)  bei  be- 
liebigen Argumenten  v,  w  bestehen.  Diese  würden  ausreichen  ihre  15 
Quotienten  durch  zwei  unter  ihnen  darzustellen;  statt  dessen  wählt  aber 
Rosenhain  aus   Symmetriegründen  die  Darstellung  aller   15  durch  2 

•  cp^  (v  w) 

Parameter   x,,  x^  und   erhält   schließlich   die    15    Quotienten   ^^*   ' 

^0  oV^i  '^) 

rational  durch  x^,  x^  und  y(x^,7cl^),  )/(ir,,  xAj»)  ausgedrückt,  wo 
zur  Abkürzung 

(12)  {x,xk^)  =  x(l~x)(l  —  a^x){l  —  Px){l  —  ^^x) 
gesetzt  ist.  Aus  der  vorher  genannten  allgemeinen  Formel  leitet 
Rosenhain  weiter  aber  auch,  wie  früher  Jacobi,  die  Additionstheoreme 
der  Thetaquotienten  und  aus  diesen  die  Darstellung  ihrer  partiellen 
DifFerentialquotienten  durch  die  Thetaquotienten  selbst  her.  Indem 
er  dann  in  den  letzten  Gleichungen  für  die  Thetaquotienten  allent- 
halben ihre  früher  gefundenen  algebraischen  Ausdrücke  in  x^yX2  ein- 
setzt, erhält  er  die  partiellen  Dififerentialquotienten  von  Yx^x^  und 
y(l  —  a^i)  (1  —  x^)  nach  v  und  w  durch  symmetrische  Funktionen  in  x^ 
und  x^  ausgedrückt  und,  indem  er  die  hieraus  für  d'^x^x^  und 
d'^iX  —  x^  (1  —  x^  sich  ergebenden  Gleichungen  nach  dv  und  dw 
auflöst,  für  dv  und  div  endlich  Ausdrücke  vo;i  der  Gestalt 

Damit  ist  der  Zusammenhang  mit  dem  Umkehrproblem  der  hyper- 
elliptischen Integrale  1.  Ordnung  hergestellt  und  zugleich  gezeigt,  daß 
die  Lösung  desselben  durch  jene  früheren  Gleichungen  geleistet  ist, 
in  denen  die  Quadrate  der  Thetaquotienten  durch  symmetrische  Funk- 
tionen von  rCj  und  x^  dargestellt  wurden,  indem  aus  ihnen  umgekehrt 
die  symmetrischen  Funktionen  x^^x^  und  x^-\-  x^  als  einwertige  Funk- 
tionen von  V  und  w  erhalten  werden. 

Den  Schluß  der  RosenJiainschen  Abhandlung  bildet,  ebenso  wie 
der  Göpelscherif  die  Bestimmung  der  in  den  Thetareihen  auftretenden 
Konstanten    durch  Integrale   zwischen   den  Verzweigungspunkten   des 
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hyperelliptischen  Gebildes;  hierbei  wird  jRosenhain  auf  eine  Gleichung 
zwischen  diesen  Integralen  geführt,  welche  nichts  anderes  ist  als  die 
liiemannsche  Bilinearrelation  zwischen  den  Periodizitätsmodulen  der 
Integrale  1.  Gattung  (II  B  2,  Nr.  17). 

Göpel  und  Rosenhain  weisen  auf  die  Möglichkeit  der  Bildung  von 
Thetafunktionen  beliebig  vieler  Veränderlichen  hin,  aber  Rosenhain^^) 
bemerkt  in  einem  Briefe  an  JacoM  vom  4.  September  1844  schon  die 
Schwierigkeiten,  welche  der  Ausdehnung  seiner  Theorie  der  hyper- 
elliptischen Funktionen  1.  Ordnung  auf  beliebiges  p  deshalb  entgegen- 
stehen, weil  bei  größerem  p  die  Anzahl  -^p(p  -\-  1)  der  Modulen  der 

Thetareihe  über  die  Anzahl  2p  —  1  der  wesentlichen  Konstanten  des 
hyperelliptischen  Gebildes  hinausgeht.^) 

7,  Weierstraß  (ältere  Arbeiten).  Von  den  Arbeiten  Göpels  und 
Rosenhains  grundverschieden  sowohl  im  eingeschlagenen  Verfahren  als 
in  den  benutzten  Hilfsmitteln  sind  die  Abhandlungen  von  Weierstraß 
zum  Umkehrproblem  der  hyperelliptischen  Integrale,  deren  erste,  das 
Braunsberger  Programm  vom  17.  Juli  1849,  noch  vor  der  Rosenhain- 
schen  Arbeit  erschien. 

Während  Göpel  und  Rosenhain  von  dem  eigentlichen  Ziele  der 
Untersuchung,  der  Thetafunktion,  ausgehen  und  von  ihr  aus,  mit  den 
elementarsten  Hilfsmitteln  der  formalen  Rechnung  ihr  Auskommen 
findend,  schließlich  zu  den  Differentialgleichungen  des  Umkehrpro- 
blems gelangen,  geht  Weierstraß,  der  Natur  der  Aufgabe  folgend,  von 
diesen  Differentialgleichungen  aus  und  bahnt  sich  von  ihnen,  aber 
nun  seinerseits  weitreichender  Sätze  der  allgemeinen  Funktionentheorie 
bedürfend,  den  Weg  zur  Thetafunktion. 

Weierstraß  stellt  ^^)  das  Umkehrproblem  in   folgender  Form  auf: 
„Es  bedeute 
(14)  Rix)  =  Aoix  —  «i)  (a;  —  aj)  . . .  (a:  —  a^^^^) 

eine  ganze  Funktion  (2q  -\-  1)'^"  Grades  von  x,  wobei  angenommen 
werde,  daß  unter  den  Größen  a,,  «2?  •  •  •  %e+i  keine  zwei  gleiche  sich 
finden,  während  sie  im  übrigen  beliebige  (reelle  und  imaginäre)  Werte 
haben    können.*^)     Femer    seien    Mj,  «j,  .  .  .  m^    q   unbeschränkt    ver- 


23)  J.  f.  Math.  40  (1850),  p.  327 ;  vgl.  dazu  Jacobis  Bemerkungen  J.  f.  Math. 
35  (1847),  p.  316  =  Ges.  W.  2,  p.  151  auch  J.  de  Math.  16  (1850),  p.  361;  ferner 
Ges.W.  2,  p.521. 

24)  Wegen  der  im  hyperelliptischen  Falle  zwischen  den  Modulen  der  Theta- 
reihe bestehenden  Beziehungen  siehe  Nr.  74. 

25)  J.  f.  Math.  62  (1856),  p.  285  =  Math.  W.  1  (1894),  p.  297. 

26)  In    den    früheren    Arbeiten    [Braunsb.   Progr.   1849    und   J,  f.  Math.  47 


7.  Weierstraß.  goß 

änderliche  Größen  und  zwischen   diesen  und  ebenso  vielen  von  ihnen 
abhängigen   x^,  x,^,  .  .  .  x^   die    nachstehenden    DifFerentialdeichuncren 

•  1  DO? 

m  denen 

P{x)  das  Produkt  {x  —  a^)  (x  —  a^)  .  .  .  {x  —  a) 
bedeutet,  gegeben: 

«"         2ar,-a,    >/22(a:,)  ^  2  a;,  -  a,  |/^)  "f    " '^  2  x,  -  a,'y^^> 

mit   der  Bestimmung,  daß  x,,x^,...x^  die  Werte  a^,  o^,, .  .  .  a    an- 
nehmen soUen,  wenn  ii^,u^,  .  .  .  u^  sämmtlich  verschwinden."        ^ 

Weierstraß  zeigt  zunächst,  daß  für  Werte  u^,  u,,  .  .  .  u  ,    deren 
absolute  Beträge  hinreichend  klein  sind,  die  Größen  ^' 

^^^^       ''=y^  <■''•-''')•  (»=1,2,...,) 

in  denen 

(17)  1^  =  Ä,(x  -  a^^,)  {x-a^^,)...{x-  a,^^,) 

=^Q(x)und^==P'(x) 
gesetzt  ist,  und  ebenso  die  Größen 

(18)  _?^  _  /^(^ 
sich  in  Reihen  von  der  Form 

entwickeln  lassen,  in  denen  mit  {u„u„...  u^\  eine  ganze  homogene 
Funktion  w*«°  Grades  von  m„  «„  . . .  m^  bezeichnet  ist.  und  daß  sich 
so,   unter   der   gemachten  Voraussetzung,   x^,X2,...x^  und  VR^, 

y^M>  •  •  •  V-R(^p)  als  vollständig  bestimmte  eindeutige  Funktionen 
von  Wi,M2,  .  .  .  u^  ergeben. 

Nun  gestattet  aber  das  Äbchche  Theorem,  aus  den  Gleichungen 

(19)  2^  y  i-^   .  _f<_  _   y  1  I^    J^ 

(1854)  p.  289  -  Math.  W.  1,  p.  m  u.  133,  vgl.  auch  Math.  W.  3  (1903),  p.  289] 
sind  die  a  noch  durchaus  als  reelle  Größen  vorausgesetzt. 
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in  denen  ^  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  die  symme- 
trischen Funktionen  der  Xa  rational  durch  die  q  Paare  x'a,  yB{x'a) 
und  sodann  jede  der  Größen  yB{Xa)  rational  durch  diese  Größen 
und  Xa  auszudrücken.  Denkt  man  sich  dabei  die  x'a  denselben  Anfangs- 
bedingungen unterworfen  wie  die  Xa,  so  daß  die  Gleichungen 

(20)  2^u'a  =  Ua 

bestehen,  so  läßt  sich  bei  beliebig  gegebenen  u  durch  geeignete  Wahl 
von  ^  immer  erreichen,  daß  in  den  u  die  obigen  Entwicklungen 
gültig  sind,  und  man  erhält  dann  die  symmetrischen  Funktionen  der  x 
durch  die  u  und  also  endlich  durch  die  u  als  Quotienten  von  Potenz- 
reihen  dargestellt,  welche  sicher  bei  passender  Wahl  von  ^  konver- 
gieren. Diese  Quotienten  (nicht  ihre  Zähler  und  Nenner  für  sich) 
sind  aber  von  /i  unabhängig,  da  ihnen  diese  Eigenschaft  für  genügend 
kleine  u  zukommt  und  konvergieren  also  allenthalben. 
Wird 

(21)  (p {x)  =  {x  —  x^) {x  —x^)  . ..  (x  —  x^) 

gesetzt,  so  sind  speziell  auch  die  Ausdrücke 

(22)  l/^=  «'(«.,».,■■•«,). 

für  alle  Werte  der  u  als  Quotienten  zweier  konvergenten  Potenz- 
reihen darstellbar.  Die  mit  ihnen  gebildete  Gleichung  hat  die  ge- 
suchten Werte  x.^,x^,  .  .  .x^  als  Wurzeln  und  die  Formel 


(23)  YR^Xa)  =  -Zj 


h 


2     du^ 


gibt  nach  Bestimmung  von  Xi,  x^,  .  .  .  x  die  zugehörigen  Wurzel- 
größen Vrm,  vrm,  . . .  vw^- 

Mit  denselben  Mitteln  läßt  sich  sodann  der  Satz  erweisen,  daß 
es  eine  eindeutige  Funktion  %l(ui,u^,  .  .  .  u^)  der  unbeschränkt  ver- 
änderlichen Größen  m^,  Mg,  •  •  •  w^  gibt,  welche  der  Differentialgleichung 

/o.N         1^1       orr/  ^         ^iV^W     ^^^a)  ^^a 

(24)   ^diogm{u,, u,r-- ^) =2 2  p(ar * ^=^ ■  vm 

genügt  und,  wenn  diese  Veränderlichen  sämtlich  verschwinden,  den 
Wert  1  annimmt  Auf  diese  Funktionen  S(I(mi,  %,  •  •  •  m^)  und  ihre 
Differentialquotienten  läßt  sich  jedes  ^feeZsche  Integral  von  der  Form 


t,/         a 


wo  F{x)  eine  beliebige  rationale  Funktion  von  x  bezeichnet,  zurück- 
führen. 
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Durch  die  bisherigen  Untersuchungen  ist,  wie  Weierstraß  selbst 
am  Beginne  des  zweiten  Kapitels  sagt,  für  die  Funktionen  al(ii^,u^,. . .  u) 
und  %i(Ui,U2,  •  ■  •  u)  zwar  eine  völlig  bestimmte  Erklärung  gefunden, 
auch  ist  die  analytische  Form  dieser  Funktionen  festgestellt,  aber  es 
sind  diese  Funktionen  bis  jetzt  nicht  in  einer  ihrem  wahren  Charakter 
entsprechenden,  für  alle  Werte  der  ti  unverändert  geltenden  Form 
dargestellt.  Dies  sollte  im  weiteren  V'erlaufe  der  Abhandlung  ge- 
schehen und  es  sollte  dazu  insbesondere  ein  Satz  dienen,  der  die  not- 
wendigen und  hinreichenden  Bedingungen  dafür  angibt,  daß  aus  einer 
Differentialgleichung 

(25)    .  d\ogf(Xi,  X^,"-  X^)  =  ^faipc^,  ^2;  •  •  •  ^n)  ^Xa 

a. 

die  Funktion  /"  als  ganze  Funktion  bestimmt  werden  kann  (s.  p.  701). 
Aber  dieser  Satz*'')  ist  hier  nur  für  den  Fall  einer  Variable  mitgeteilt 
und  es  ist  auch  die  in  Aussicht  genommene  Darstellung  nur  für  die 
elliptischen  Funktionen  durchgeführt;  die  den  hyperelliptischen  Funk- 
tionen zugedachte  Fortsetzung  der  Abhandlung  ist  nicht  erschienen. 
In  der  früheren  Abhandlung  ^^)  (ebenso  wie  in  seinen  späteren 
Vorlesungen,  s.  Nr.  48)  schlägt  Weierstraß,  indem  er  denselben  Grund- 
gedanken der  Zerspaltung  der  logarithmischen  Derivierten  der  Funktion 
al{u^,  u^, .  .  .  u^  in  zwei  vollständige  Differentiale  verfolgt,  aber  von 
Anfang  an  die  Integrale  2.  und  3.  Gattung  heranzieht,  einen  ein- 
facheren Weg  zur  Thetafunktion  ein.    Durch  die  Gleichung 


(26)       siiu, ,  M„ . . .) = y  /  '-  ^^  •  -^^  .  -^ 

^     ^  ^  1'    2;        j       j^    I    2.    F{a)      x—a    yit{x) 

werden   Summen    von   Inte";ralen  3.  Gattung  und  hieraus   durch  Dif- 
ferentiation  nach  einem  Parameter  Integralsummen  2.  Gattung 

eingeführt,  und  es  zeigt  sich,  daß,'  wenn  man  unter  K  und  J  gewisse 
bestimmte  Integrale  1.  bzw.  2.  Gattung  versteht,  der  Ausdruck 

(28)     dlo^Aliu,,  u„  .  .  •)  =  -  ^{^ä  +  SI{u,-k',  .  • .)}  dii, 

a 

ein  vollständiges  Differential  ist.    Die  durch  diese  Gleichung  und  die 
Bestimmung,  daß  Äl(0, 0, . . .)  =  1  sei,  definierte  Funktion  Äl{u^,u^, . . .) 

27)  Abb.  a.  d.  Functionenlehxe  1886,  p.  139;  Math.  W,  2  (1896),  p.  165. 

28)  J.  f.  Math.  47  (1854),  p.  298  =  Math.  W.  1  (1894),  p.  142. 
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ist  eine  ganze  Funktion,  läßt  sich  also  in  eine  für  alle  endlichen 
Werte  der  u  konvergente  Reihe  entwickeln;  die  Koeffizienten  dieser 
Entwicklung  sind  rationale  Funktionen  der  üa-  Die  aZ-Funktionen 
erscheinen  jetzt  als  Quotienten  je  zweier  ^Z-Funktionen. 

Mit  dieser  J.^Funktion  ist  das  eigentliche  Ziel  der  Weierstraß- 
Bchen  Untersuchung  erreicht.  Es  werden  (immer  unter  Beschränkung 
auf  reelle  Werte  der  a)  ihre  Periodizitätseigonschaften  in  den  Glei- 
chungen 

(29)  Al{u,  +  2K„  •••)  =  (-  lYe--S^"^'-"'''^Uli:u,,  •  •  •) 

zum  Ausdruck  gebracht,  aus  denen  sich  ohne  Mühe  jene  Bilinearrela- 

a  a 

tionen  zwischen  den  Perioden  1.  und  2.  Gattung,  K  und  J,  ergeben, 
welche  Weierstraß  im  Braunsberger  Programm  auf  elementarem  Wege 
hergeleitet  hatte. 

Durch  Einführung  neuer  Variablen  v  und  unter  Hinzufügung 
eines  Faktors  ge^^"^'"""'\  in  dem  g  eine  Konstante,  E{u^,  Mj,  .  .  .)  eine 
ganze  homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  u  bezeichnet,  entsteht 
die  Jaco&ische  Funktion 

(30)  Jc(v,,  v„  •  .  .)  =  ^/^""  "--^Äliu,,  u„  .  •  •), 

welche  sich  auf  Grund  ihres  Charakters  als  ganze  Funktion  und  ihrer 
Periodizitätseigenschaften 

Jc{v^  +  2m^7t,  Vg  +  2m,jr,  •  •  •)  =  Jc(v^,v^,  •  •  •), 

Jc(vi  +  28^i,  Vg  +  2d^i, .  .  .)  =  J'^^v^,  t?g,  . .  .)e_,    "  , 

wobei 

\      /  a  lal'2a2'  <       n    a  q 

gesetzt  ist,  in  eine  für  alle  endlichen  Werte  der  v  konvergente  Reihe 
von  der  Form 

(33)    Jc(v^,  v^,...)  =  S{e  "'^  co8(n,  Vi  +  v,v^  -\ f-  n^v^)  ] 

entwickeln  läßt. 

Mit  der  Gewinnung  der  Jacoft/schen  Funktion,  aus  der  sich  nun 
rückwärts  alle  im  Laufe  der  Untersuchung  aufgetretenen  Funktionen 
darstellen  lassen,  ist  das  Umkehrproblem  der  hyperelliptischen  Funk- 
tionen vollständig  gelöst  und  auf  eine  Funktion  zurückgeführt,  welche 
in  der  Tat  die  von  JRosenhain  vermutete  Gestalt  hat;  zugleich  hat 
aber  Weierstraß,  indem  sich  bei  ihm  die  ^()(()  -|-  1)  Größen  dac  =  ^ca 
mit  Hilfe  der  bestimmten  Integrale  K  ausdrücken  und  also  nur  von 
den  in  diesen  enthaltenen  2  p  —  1  wesentlichen  Konstanten  des  hyper- 
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elliptischen    Gebildes    abhängen,   jene    Schwierigkeit    aufgeklärt,    auf 
welche  gleichfalls  von  Üosenhain  hingewiesen  worden  war. 

Werden  die  d^c  keinen  anderen  Bedingungen  unterworfen  als  den 
für  die  Konvergenz  der  Reihe  erforderlichen,  so  ist  die  Funktion 
Jc{y^,  v^, .  .  .)  die  allgemeine  Thetafunktion  (Nr.  15). 

8.  Hermite.  Der  erste  Versuch,  das  Jacobische  Umkehrproblem 
für  allgemeine,  nicht  hyperelliptische,  Abehche  Integrale  aufzustellen, 
wurde  1844  von  Hermite  gemacht,  ^^j  Auch  er  knüpft,  wie  sein  Vor- 
bild Jacobi,  an  das  Abelsohe  Theorem  an  und  setzt  für  die  u  solche 
Integrale,  für  welche  sich  die  rechte  Seite  des  Äbelschen  Theorems 
auf  eine  Konstante  reduziert.  Man  wird  aber  dazu  bemerken,  daß 
diese  Bedingung,  wie  schon  Brill  und  Nöther ^^)  unter  Hinweis  auf 
Clebsch  und  Gordan^^)  angegeben  haben,  das  Integral  noch  nicht  zu 
einem  Integral  1.  Gattung  macht.  Weiter  erkennt  zwar  Hermite 
bereits,  daß  sich  die  Periodizitätsmodulen  seiner  Integrale  aus  Inte- 
gralen zwischen  Verzweigungspunkten  zusammensetzen,  kann  aber  zur 
Aufstellung  eines  vollständigen  Systems  unabhängiger  Perioden  so 
wenig  gelangen,  wie  später  Fuiseux^^)-^  auch  die  Lösung  dieser 
Aufgabe  blieb  Biemanns  Theorie  der  Äbelschen  Funktionen  vorbe- 
halten.^^) 

Von  größter  Bedeutung  für  die  Theorie  der  Äbelschen  Funktionen 
war  dagegen  die  1855  erschienene  Abhandlung  HermiteB^):  „Sur  la 
theorie  de  la  transformation  des  fonctions  abeliennes''.  Hier  knüpft 
Hermite  an  die  Untersuchungen  von  Göpel  und  Bosenhain  an  und 
steUt  zu  Anfang  seiner  Abhandlung  das  Transformationsproblem  der 
Äbelschen  Funktionen  in  folgender  Gestalt  auf: 

Bezeichnet  (p{x)  eine  ganze  rationale  Funktion  ö**""  oder  6*"" 
Grades  und  setzt  man 


29)  Paris  C.  R.  18  (1844),  p.  1133  =  J.  de  Math.  9  (1844),  p.  853  =  (Euv.  1 
(1905),  p.  49. 

30)  D.  M.  V.  Jaliresb.  3  (1894),  p.  217. 

31)  „A.  F.",  p.  47. 

32)  J.  de  Math.  15  (1850),  p.  365  u.  16  (1861),  p.  228;  deutsch  von  Fisdier 
(1861). 

33)  Daß  Golois  bereits  einen  tiefen  Einblick  in  die  Natur  der  Äbelschen 
Integrale  und  ihre  Perioden  gehabt  hat,  geht  aus  dem  Briefe  hervor,  den  er  am 
29.  Mai  1832  kurz  vor  seinem  Tode  an  A.  Chevalier  geschrieben  hat  und  der 
zuerst  in  der  Revue  encyclopedique  55  (1832),  p.  566  veröffentlicht  vnirde  (später 
J.  de  Math.  11  (1846),  p.  381   und  (Euv.  math.  d'Ev.  Galois  (1897)). 

34)  Paris  C.  R.  40  (1855),  p.  249  et  suiv.  =  (Euv.  1  (1905),  p.  444,  dazu 
Cayley,  Quart.  Journ.  21  (1886),  p.  142  =  Coli.  math.  pap.  12  (1897),  p.  358  und 
Brioschi,  Paris  C.  R    47  (1858),  p.  310  =  Op.  mat.  4  (19U6).  p.  323. 

Encyklop.  d.  math.  Wwsensoh.    II  2.  41 
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X  y 

/'    dx       ,      r_dy     _ 
V7^)     J  V^iy)  ~  **' 
(34) 


y 


/xdx     .    r      „    __ 


jfdy 

VViy) 

SO  lassen  sict,  wie  Göpel  und  Rosenhain  gezeigt  haben,  die  sym- 
metrischen Funktionen  von  x  und  y  als  einwertige  P'unktionen  von 
u  und  V  darstellen  und  zu  dieser  DarsteUung  dienen  insbesondere 
die  15  Quotienten  der  Thetaquadrate.  Nennt  man  diese  fi{u,  v), 
f^{u,  v), .  .  .  fi^{u,  v)  und  bezeichnet  mit  F^(u,  v),  F^(u,  v), .  .  .  F^^{u,v) 
die  nämlichen  Funktionen,  welche  den  Gleichungen 


(35) 


I/o 


I  ^- —  dx  -^  \  ~L=:^  dy 
J  VW)  J  V'^iy) 


entspringen,  in  denen  a,  ß,  y,  ö  Konstanten  sind  und  ^(a;)  wieder  eine 
ganze  rationale  Funktion  5**"  oder  6'"'^  Grades  bezeichnet,  so  stellt 
Hermite  die  Frage,  welche  Bedingungen  bei  gegebenem  (p{x)  die 
Konstanten  a,  ß,  y,  d  und  die  Koefüzienten  von  tfj(x)  erfüllen  müssen, 
damit  die  15  Funktionen  F{ti,  v)  sich  rational  durch  die  15  Funk- 
tionen /"(w,  v)  ausdrücken  lassen. 

Die  dann  von  Hermite  entwickelte  Theorie  der  Transformation 
der  Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen  läßt  sich  sofort  auf  beliebig 
viele  Variableu  ausdehnen  und  es  soll  über  diese  Theorie  jetzt  im 
Zusammenhang  berichtet  werden. 

II.  Die  Transformation  der  Perioden. 

9. Transformationsproblem.  Die.4&eZschen  Fimktionen  sind  22>-fach 
periodische  Funktionen  der  p  komplexen  Veränderlichen  Wj^,  w^,  .  .  .  w  , 
deren  2p  Periodensysteme  co^^,  Og«»  •  •  •  g)^«  (a  =  1,  2,  .  .  .  2p)  den 
^(p  —  l)p  Bedingungen 

(36)  ^  K.ß'nP+c  -  «.,.+0«.,)  =  0  \l<v'j 
genügen,  während  für  die  korrespondierenden  Änderungen 

(37)  ^a-Va+Üa  {u  ==  1,2,  .  .  .  2p) 
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irgendeiner  linearen  Verbindung  der  w 

p 
(38)  ^{\^p^,-%^,%)>^  ist. 

o  =  l 

Soll  nun  eine  Abehche  Funktion  von  den  Perioden  o  ,  für 
welclie  also  die  Bedingungen  (36)  und  (38)  erfüllt  sind,  mit  Ahel- 
schen  Funktionen  von  anderen  Perioden  gj^«,  welche  analogen  Be- 
dingungen genügen,  durch  eine  algebraische  Gleichung  verknüpft  sein 
(vgl.  II B  2,  Nr.  47),  so  daß  zu  einem  Wertesysteme  der  letzteren  Funk- 
tionen nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werten  der  ersteren  gehört,  so 
müssen  die  Perioden  a'  homogene  lineare  Funktionen  der  oj  mit  ratio- 
nalen Koeffizienten,  also  2p 

sein,  wo  die  c^,  rationale  Zahlen  bezeichnen. 

Durch  diese  Gleichungen  gehen  dann  die  zwischen  den  co'  be- 
stehenden bilinearen  Relationen  (36)  in  bilineare  Relationen  zwischen 
den  03  über,  und  wenn  man  voraussetzt,  daß  zwischen  diesen  keine 
anderen  bilinearen  Relationen  bestehen  als  die  Gleichungen  (36),  so 
ergeben  sich  für  die  Zahlen  c^^  die  p{2p — 1)  Bedingungen 

(f,£'=l,2,...2/>;f<0 

I  in  denen  n  eine  nicht  näher  bestimmte  rationale  Zahl  bezeichnet,  die 
aber  infolge  der  für  die  co  und  co'  geltenden  Ungleichungen  (38)  einen 

I     positiven  Wert  besitzen  muß.'^^) 

l  Der  Übergang  von  Perioden  co  zu  neuen  Perioden  co'  vermittelst 

linearer  Gleichungen  von  der  Form  (39),  in  denen  die  c„^  4cp^  ratio- 

I    nale  Zahlen   bezeichnen,   welche    den  p{2p- — 1)  Relationen   (40)   ge- 

35)  Es  muß  dazu  bemerkt  werden,  daß  die  Perioden  der  Äbelachen  Funk- 
tionen im  allgemeinen  keinen  -weiteren,  von  (86)  verschiedenen  bilinearen  Rela- 
tionen genügen.  Bestehen  aber  in  speziellen  Fällen  solche,  so  existieren  außer 
den  „ordinären"  durch  die  Bedingungen  (40)  charakterisierten  Transformationen 
noch  andere  „singulare",  die  bis  jetzt  nur  im  Falle  p  =  2  untersucht  worden 
sind  (Nr.  126). 

Ferner  mag  an  dieser  Stelle  darauf  hingewiesen  werden,  daß  für  die  all- 
gemeinen 2p-fach  periodischen  Funktionen  (Nr.  112),  bei  denen  an  Stelle  der 
Gleichungen  (36)  die  allgemeineren  (627)  treten,  eine  gleiche  Transformations- 
theorie  aufgestellt  werden  kann,  wobei  auch  wieder  für  solche  Funktionen,  deren 
Perioden  außer  den  Relationen  (627)  noch  andere  bilineare  Relationen  erfüllen, 
neben  den  „ordinären"  Transformationen  von  diesen  verschiedene  existieren  werden. 

41' 
L 
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nügen,  heißt  eine  Transformation  der  Perioden;  die  in  den  Glei- 
chungen (40)  auftretende  positive  rationale  Zahl  n  der  Grad  oder  die 
Ordnung  der  Transformation.  Sind  die  Trausformationszahlen  c^^ 
ganze  Zahlen,  so  heißt  die  Transformation  eine  ganzzahlige;  ist  die 
Ordnung  n  =  1,  so  wird  sie  eine  lineare  genanut.^^) 

Die  4p^  Transformationszahlen  c„,  genügen  weiter  den  p{2p —  1) 
Gleichungen 

{6,8^1,2,...  2p-    8<S') 

Diese  Relationen   sind   den  Relationen  (40)  äquivalent,  da  nicht  nur 
sie   aus  diesen,   sondern  auch  umgekehrt   diese   aus  ihnen  abgeleitet 
werden  können.    Bezeichnet  man  ferner  mit  C  die  aus  den  4jp^  Zahlen 
^ae  gebildete  Determinante,  so  ist 
(42)  G  =-  n>^ 

und  zwischen  den  Elementen  c^o  der  Determinante  C  und  ihren  Ad- 
junkten y^^  bestehen  die  Beziehungen 

(fi,v  =  l,2,...p) 
Auch  diese  Relationen  charakterisieren  die  Transfoi-mationszahlen  c„^ 
vollständig,   da   aus   ihnen   gleichfalls   die   Relationen   (40)   und   (41) 
folgen.^') 

Ist  die  Transformation  (39)  vom  n^"^  Grade,  so  ist  der  Inhalt  des 
den  Perioden  cj'  zukommenden  Periodenparallelotops  (s.  Nr.  112)  das 
M^-fache  des  den  Perioden  a  entsprechenden;  bei  linearer  Transforma- 
tion wird  also  der  Inhalt  des  Periodenparallelotops  nicht  geändert.  Die 
ganzzahlige  lineare  Transformation  ist  speziell  der  Übergang  von  einem 
Periodengitter  zu  einem  anderen  mit  denselben  Gitterpunkten. 

10.  Zusammensetzung  von  Transformationen.  Wendet  man 
auf  die  mittelst  der  Transformation  T 


36)  Nachdem  im  Falle  jp  ==  1  das  Transformationsproblem  schon  in  den  die 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  begründenden  Arbeiten  von  Jacdbi  und  Ahd 
(II  B  S)  behandelt  worden  war,  wurde  es  für  ^  —  2  von  Her  mite  [s.  o.  Anm.  84, 
vgl.  dazu  auch  Königsherger,  J.  f.  Math.  64  (1866),  p.  17  und  65  (1866),  p.  336], 
für  beliebiges  p  von  Thomae  [Diss.  Göttingen,  1864  und  J.  f.  Math.  75  (1873), 
p.  224],  Clcbsch  und  Gordan  („A.  F.")  und  Weber  [J.  f.  Math.  74  (1872),  p.  67  und 
Ann.  di  Mat.  9,  (1878/9),  p.  126]  aufgestellt. 

37)  Die  Bildung  von  Systemen  von  4j)*  Zahlen  c„^,  welche  den  Be- 
dingungen (40)  genügen,  lehrt  Frobenitis,  J.  f.  Math.  89  (1880),  p.  40. 
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m  a,,,-=2'=,,<o„  [ß^l,2,...2p, 

von  der  Ordnung  n  eingeführten  Perioden  co'  eine  neue  Transforma 
tion  r 

^AK\  "  V.'       '  (11^  1,2,... p 

(45)  <o,.=  2'.,a>,,  U=l,2,...2i> 

von  der  Ordnung  n  an,  so  definieren  die  aus  den  Gleichungen  (44)  und 

(45)  durch  Elimination  der  Größen  co'  entstehenden  Gleichungen 

..ß,  "         V  "  /ii  =  l,2,...p  \ 

(46)  «,„=.^^c.,co,„  [a^  1,2,.. .2p) 

in  denen  zur  Abkürzung 

2p 

(47)  C'ay  =  ^  Ca,i  C^y  («,  ^  =  1,  2, .  .  .  2p) 

gesetzt  ist,  eine  dritte  Transformation  T"  von  der  Ordnung  n"  =  nn' 
welche  die  aus  den  Transformationen  T  und  T'  zusammengesetzte 
Transformation 

(48)  T"=  TT' 

genannt  wird.  Da  aus  zwei  Transformationen  durch  Zusammen- 
setzung wieder  eine  Transformation  hervorgeht,  bilden  die  Transforma- 
tionen T  eine  Gruppe.  Man  kann  auf  die  angegebene  Weise  aus 
beliebig  vielen  Transformationen  T^,  T^,  ...  T^,  nachdem  man 
sie  in  eine  bestimmte  Reihenfolge  gebracht  hat,  durch  Zusammen- 
setzung eine  neue  Transformation  T^T^  .  .  .  T^  erzeugen.  Die  Ord- 
nung der  zusammengesetzten  Transformation  ist  dabei  stets  gleich 
dem  Produkte  der  Ordnungen  der  einzelnen  Transformationen.  Bei 
dieser  Zusammensetzung  der  Transformationen  gilt  das  Assoziations- 
gesetz, d.h.  es  ist  Ti{T„T^)  =^  {T^T^)T^=  T^T^T^,  nicht  aber  das 
Kommutationsgesetz,  d.h.  es  ist  im  allgemeinen  T^T^  von  T^T^  ver- 
schieden. 

Unter  aUen  Transformationen  T  gibt  es  eine  ausgezeichnete,  bei  der 

f^^l,2,...p 
,c^=l,2,...2i? 

ist;  diese  wird  die  identische  genannt  und  mit  J  bezeichnet.  Zu  einer 
gegebenen  Transformation  T  gibt  es  nun  immer  eine  und  nur  eine 
andere  Transformation  l'-\  welche  durch  die  Gleichung 

(50)  TT-^^J 

bestimmt   ist.     Ist  T  von  der  Ordnung  m,    so  ist  T'^  von  der  Ord- 


(49)  Ö,««=ß5/,a 
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nung  —  und  ihre  Tiaiisformationszahlen  c  sind  durch  die  Gleichungen 


(51) 


_     i_  _ 1^ 

^,uv  '^^P  +  v,p  +  fif  ^ft,P  +  v  l^^V,p  +  /il} 

1^  _  _  1^ 

^p  +  f't*  n"  ■?  +  ''' ^''  ^p  +  n,p  +  v        ^^^ft 


gegeben.  Die  Transformation  T~^  wird  die  zur  Transformation  T 
inverse  Transformation  genannt.  Es  ist  auch  umgekehrt  T~^  T  =^  J, 
also  auch  T  die  zu  T~^  inverse  Transformation.  Führt  die  Trans- 
formation T  auf  die  Perioden  co  angewandt  zu  den  Perioden  a,  so 
führt  umgekehrt  die  inverse  Transformation  T~^  auf  die  Perioden  o' 
angewandt  zu  den  Perioden  co  zurück. 

Unter  Benützung  der  zu  einer  vorliegenden  Transformation  in- 
versen  kann  man  eine  gegebene  Transformation  T  immer  aus  einer 
beliebigen  Anzahl  m  von  Transformationen  zusammensetzen,  von  denen 
m  —  1  beliebige  willkürlich  angenommen  werden  können,  während 
die  ^»*"  durch  diese  und  die  Transformation  T  eindeutig  bestimmt 
ist.  Dieses  Prinzip  der  Zusammensetzung  einer  gegebenen  Trans- 
formation aus  mehreren  ist  für  die  Transformationstheorie  fundamental, 
da  man  durch  seine  Anwendung  das  allgemeine  Transformations- 
problem auf  einfache  zurückführen  kann. 

11.  Multiplikation  und  Division.  Zu  jeder  ganzzahligen  Trans- 
formation T  von  der  Ordnung  n  gibt  es  immer  eine  andere  ganz- 
zahlige Transformation  2\,  welche  durch  die  Gleichung 

(52)  TI\  =  M, 

in  der  M  die  Transformation 

(11  =  l,2,...p  \ 

(53)  CO,«  =  ..«,„  \a  =  l,2,...2p) 

von  der  Ordnung  w^  bezeichnet,  vollständig  bestimmt  ist.  Die  Trans- 
formation T^  ist  gleichfalls  von  der  Ordnung  n  und  ihre  Trans- 
formationszahlen c^^]  sind  durch  die  Gleichungen 

/^i^N  '"■  >  +  '.P  +  /''  f',P+''  ^'.P+M'  ,  1     o  «\ 

(54)  (j)  (^,i'  =  l,2,...i>) 

p^ '       ■ — />  f  —  ß 

gegeben.  Die  Transformation  1\  wird  die  zur  Transformation  T 
supplementäre  genannt;  man  sieht,  daß  auch  umgekehrt  T^T  ==  M, 
also  auch  T  die  zu  T^  supplementäre  Transformation  ist.  Im  Falle 
n  =  \  wird  die  Transformation  M  zur  identischen  J",  die  supplemen- 
täre Tj  zu  inversen  T~^. 
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Die  Transformation  M  heißt  die  Multiplikation;   die  zu  ihr  in- 
3  M- 
formation 


verse  M~^   von  der  Ordnungszahl  -j  ist  die  nicht  ganzzahlige  Trans- 


(55)  ej^„=_(a^ 


£  /u  =  1, 2, . .  .^ 

welche  die  Division  genannt  wird. 

Mittelst  der  Division  kann  man  jede  nichtganzzahlige  Transfor- 
mation T  auf  eine  ganzzahlige  zurückführen.  Bringt  man  nämlich  die 
Transformationszahlen  c^^  von  T  auf  gemeinsamen  Nenner,  setzt  also 


(56)  ^a^  =  ^>  (a,ß=^,2,...2p) 


t 

wo  t  eine   positive   ganze  Zahl,   die  e„^  ganze  Zahlen   sind,   so   kann 
man  die  Transformation  T 

s  =  i  v«  =  1,2,...2/) 

aus  den  beiden  Transformationen 


(57)  c;:„  =  2-7^«. 


(o8)  ö^<«  =  7ö«a,        <ö/,«  =  ^  e„,a>^,,      V  =  1  2,  •  • .  2  J 

zusammensetzen,  von  denen  die  erste  eine  Division  (von  der  Ord- 
nung -7) ,  die  zweite  aber  eine  ganzzahlige  Transformation  (von  der 
Ordnung  t^n)  ist.'^) 

12.  Zusammensetzung  einer  linearen  gauzzahligen  Transforma- 
tion aus  einfachen.  Die  linearen  ganzzahligen  Transformationen 
bilden  für  sich  eine  Gruppe;  auch  ist  die  inverse  einer  linearen  ganz- 
zahligen Transformation  selbst  wieder  eine  solche.  Mau  kann  für  die 
Gruppe  der  linearen  ganzzahligen  Transformationen  auf  verschiedene 
Weisen  eine  endliche  Basis  angeben,  d.  h.  eine  endliche  Anzahl  line- 
arer ganzzahliger  Transformationen  aufstellen,  aus  denen  sich  jede 
beliebige  solche  zusammensetzen  läßt. 


38)  Borchardt  [Paris  C.  R.  88  (1879),  p.  886  u.  955  =  Ges.  W.  (1888), 
p.  445]  hat  für  den  Fall  p  =  2  eine  Transformation  zweiter  Ordnung  angegeben, 
welche  zweimal  nacheinander  angewendet  zur  Multiplikation  mit  2  führt.  Für 
beliebiges  p  bestimmen  p"  rationale  Zahlen  c^tv,  welche  den  ^(p  —  l)p  Bedin- 
gungen ü 
*     ^                                      .^^  ni,  wenn  ^  =  [i, 

>  Cu  ^c,  ,„  =  ,  -,^  (ft,  fl'  -=1,2,... p) 

genügen,  zusammen  mit  den  Sp*  Zahlen  c«, j^^.,  =  c^  +  u,r  =  0,  Cj,  +  ^,p^.r  =  c»-» 
eine  Transformation  T  von  der  Ordnung  »n,  für  welche  T^  =  M  ist  (vgl.  dazu 
I  ß  3f,  Nr.  1  und  I  B  2,  Nr.  3,  Anm.  42). 
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Zu  dem  Ende  denke  man  sich  die  Ap^  Transformationszahlen  c^^ 
in  ein  quadratisches  Schema  von  ^p  Horizontal-  und  2p  Vertikal- 
reihen angeschrieben,  so  daß  c^.  das  ß^  Element  der  a*^""  Horizontal- 
reihe oder  das  a^  Element  der  /3'^"  Vertikalreihe  ist,  und  definiere, 
indem  man  unter  g,  6  irgendwelche  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2, ...  p 
bezeichnet,  die  folgenden  vier  Prozesse: 

A.  Man  ersetzt  die  Elemente  der  q^^  Horizontalreihe  des  ge- 
nannten quadratischen  Schemas  durch  neue,  welche  aus  ihnen  durch 
Subtraktion  der  entsprechenden  Elemente  der  p  -\-  q^"^  Horizontal- 
reihe hervorgehen. 

B.  Man  vertauscht  die  Elemente  der  (j**""  Horizontalreihe  mit  denen 
der  p  -\-  Q^^,  nachdem  man  zuvor  die  letzteren  sämtlich  mit  —  1 
multipliziert  hat. 

C.  Man  ersetzt  die  Elemente  der  q^^  Horizontalreihe  durch  neue, 
welche  aus  ihnen  durch  Subtraktion  der  entsprechenden  Elemente  der 
^ten  Horizontalreihe,  gleichzeitig  aber  die  Elemente  der  p  -\-  d^^  Hori- 
zontalreihe durch  neue,  welche  aus  ihnen  durch  Addition  der  ent- 
sprechenden Elemente  der  p  -\-  q^^^  Horizontalreihe  hervorgehen. 

D.  Man  vertauscht  die  Elemente  der  q^°^  Horizontalreibe  mit 
denen  der  ö'***  und  gleichzeitig  die  Elemente  der  p  -{-  q^"^  mit  denen 
der  p  +  0**^ 

Durch  diese  vier  Prozesse  kann  man  jedes  einer  linearen  ganz- 
zahligen Transformation  T  entsprechende  Zahlenschema  c„^  auf  das 
der  identischen,  bei  welchem  c„„=  1,  c„^=  0  (a,  /3  ==•  1,  2,  .  .  .  2^; 
a^  ß)  ist,  reduzieren.  Nun  kann  man  aber  jeden  der  vier  genannten 
Prozesse  auch  durch  die  Zusammensetzung  von  T  mit  gewissen  line- 
aren ganzzahligen  Transformationen  erreichen  und  ^man  kann  daher 
umgekehrt  aus  diesen  bzw.  ihren  inversen  jede  beliebige  lineare  ganz- 
zahlige Transformation  zusammensetzen. 

So  erhält  man  zunächst  eine  Basis  von  -lp(ßp  +  1)  „einfachen" 
linearen  Transformationen  J.„(()  ==  1,  2,  .  .  .^),  B^j(q  =^  1,  2 ,  .  .  .  p\ 
C^a(Q,^^'^'^yP'i  9^^)^  -öpa((>,  ^=  1,2,  ...i);  Q<6),  aus 
denen  sich  jede  lineare  ganzzahlige  Transformation  zusammensetzen 
läßt. 

Die  auf  diese  Weise  gewonnenen  ^jp  (ßp  -\-  1)  erzeugenden  Trans- 
formationen können  aber  ohne  Mühe  auf  eine  geringere  Anzahl  redu- 
ziert werden.  Mit  Hilfe  der  '^(p —  l)p  Transformationen  D^  kann 
man  nämlich  alle  Transformationen  A  ,  B  ,  C,^„  auf  je  eine  einzige 
unter  ihnen,  z.  B.  Ä^,  B^  und  Ojg,  und  endlich  kann  man  die  ^{p  ■ —  l)p 
Transformationen  D     selbst  auf  p  —  1  unter  ihnen,  z.  B.  D^^,  Dg-,  .  .  . 
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■^p-hP  i'eduzieren  und  erhält  damit  schließlich  alle  linearen  ganzzah- 
ligen Transformationen  aus  ^  +  2  einfachen  zusammengesetzt.^^) 

Daß  man  diese  Anzahl  noch  weiter  reduzieren  kann,  haben  Krazer 
für  ^  >  3  und  Burhhardt  für  xo  =  2  gezeigt.^»^ 

13.  Reduktion  nichtlinearer  ganzzahliger  Transformationen. 
Bezeichnet  jetzt  T  eine  nichtlineare  ganzzahlige  Transformation  (bei 
der  also  die  c„^  ganze  Zahlen  und  die  Ordnung  n  >  1),  so  nennt  man 
jede  Transformation  T\  welche  aus  T  durch  Zusammensetzung  mit 
einer  linearen  ganzzahligen  Transformation  L  in  der  Form  T'  =  TL 
hervorgeht,  zu  T  äquivalent  und  von  der  Gesamtheit  der  zu  einer 
gegebenen  Transformation  T  äquivalenten  Transformationen  sagt  man, 
daß  sie  zu  einer  Klasse  gehören.  Wieder  durch  Anwendung  der  oben 
genannten  vier  Prozesse  A,  B,  C,  D  zeigt  man,  daß  auf  dFese  Weise 
alle  ganzzahligen  Transformationen  einer  gegebenen  Ordnung  n  in 
eine  endliche  Anzahl  von  Klassen  zerfallen,  derart,  daß  alle  Trans- 
formationen einer  Klasse  und  nur  diese  einander  äquivalent  sind,  und 
man  bezeichnet  in  jeder  Klasse  eine  möglichst  einfache  Transformation 
als  Repräsentanten  der  Klasse. 

Die  Bestimmung  der  Klassenanzahl  und  die  Aufstellung  von  Re- 
präsentanten der  Klassen  äquivalenter  Transformationen  ist  bis  jetzt 
nur  in  den  niedrigsten  Fällen  p  =  2*i)  und  p  =  ^^^)  und  in  letz- 
terem nur  für  einen  Primzahlgrad  durchgeführt  werden. 

Daß  man  eine  nichtlineare  ganzzahlige  Transformation  durch 
Zwischensetzen  zwischen  zwei  lineare  ganzzahlige  Transformationen  in 
der  Form  T  =  L^  TL^  auf  noch  weniger  und  noch  einfachere  Formen 
reduzieren  kann,  ist  ersichtlich  und  für  ^  =  3  von  Weber  a.  a.  0. 
näher  ausgeführt  worden. 

14.  Krazer-Prymsche  Zusammensetzung  einer  Transformation 
aus  elementaren.  Eine  von  der  vorher  betrachteten  durchaus  ver- 
schiedene Zusammensetzung  einer  gegebenen  Transformation  haben 
Krazer  und  Frym^^)   angegeben.     Sie   steUen  statt  der  ganzzahligen 

39)  Kronecker,  Berl.  Ber.  1866,  p.  610  =  J.  f.  Math.  68  (1868),  p.  284; 
Clehsch  und  Gordan,  „A.  F.",  p.  304;  Th(mae,  Z.  f.  Math.  12(1867),  p.  374  und 
J.  f.  Math.  75  (1873),  p.  230;  Jordan,  „Traite«,  p.  174;  Weher,  Ann.  di  Mat.  9, 
(1878/9),  p.  134;  s.  auch  Krause,  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  435. 

40)  Krazer,  Ann.  di  Mat.  12^  (18M),  p.  298;  Burkhardt.  Gott.  Nachr. 
(1890),  p.  38L  und   Wirtinger,  Wien.  Denkschr.  85  (1910),  p.  111. 

41)  Hcrmite,  Paris  C.  R.  40  (1855),  p.  253  ^  (Euv.  1  (1905),  p.  447;  Dorn, 
Math.  Ann.  7  (1874),  p.  481;  dazu  Krause,  Acta  math.  3  (1883),  p.  161  und 
„Transf",  p.  84. 

42)  Weher,  Ann.  di  Mat.  9,  (1878/9\  p.  139. 

43)  „N.  G.«,  2.  Teil. 
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die  lineare  Transformation  in  den  Mittelpunkt  der  Untersucliung,  in- 
dem sie  die  zu  einer  beliebigen  Ordnungszahl  w  =  ^  gehörige  Trans- 
formation T  aus  zwei  ganz  speziellen  zu  den  Ordnungszahlen  w^  und 
—  gehörigen  Transformationen  N^  undiVg"^  ^^"<i  ®i"®^  linearen  Trans- 
formation  L  zusammensetzen  in  der  Form 

(59)  T=N,LN,-K 

Zur  Zusammensetzung  einer  linearen  Transformation  L  aus  einfachen 
werden  aber  drei  Arten  „elementarer"  linearen  Transformationen 
Xj,  Zg,  ig  definiert  und  es  wird  zunächst  gezeigt,  daß  eine  jede 
„singulare"  lineare  Transformation  S,  das  ist  eine  solche,  bei  der  die 
p^  Transformationszahlen  c^^_^^,,  {^,  v=l,'2,...p)  sämtlich  den  Wert 
Null  haben**),  in  der  Gestalt 

(60)  S  =  L,L, 

aus  einer  elementaren  linearen  Transformation  1.  Art  und  einer  solchen 
2.  Art,  jede  beliebige  lineare  Transformation  L  aber  sodann  aus  zwei 
singulären  /S^,  S^  und  einer  elementaren  der  3.  Art  Lg  in  der  Gestalt 

(61)  L  =  S,L,S, 
zusammengesetzt  werden  kann. 

III.  Die  allgemeinen  Thetafunktionen  mit  beliebigen 
Cliaraltteristiken. 

15.  Allgemeine  Thetafunktionen.  Unter  einer  jd -fach  unendlichen 
Thetareihe  versteht  man  eine  ^-fach  unendliche  Reihe,  bei  welcher 
der  Logarithmus  des  allgemeinen  Gliedes  eine  ganze  rationale  Funk- 
tion zweiten  Grades  der  Summationsbuchstaben  ist.  Eine  solche  Funk- 
tion kann  man,  wenn  man diep Summationsbuchstaben  mit  mi,m^,...mp 
bezeichnet,  in  der  Gestalt 

darstellen  und  es  wird  daher  eine  p-f&ch  unendliche  Thetareihe  in  all- 
gemeinster Form  durch  die  Summe 


(63)  y'   g^  =  iM'  =  i 


«,...  +  =0      ^^«/./."V™/''  +  2    ^V^^"^ 


P       P  P 

2 

p 


44)  Diese  „singulären"  Transformationen   stehen  natürlich  in  keinerlei  Be- 
ziehungen zu  den  in  Anna.  35  erwähnten. 
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repräsentiert;,  bei  deren  Ausführung  jede  der  p  Größen  m  unabhängig 
von  den  anderen  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  -f-  oo 
durchläuft.^  5) 

Die  Reihe  (63)  konvergiert,  und  zwar  absolut  und  für  alle  end- 
lichen Werte  der  Größen  h,  c,  wenn  die  aus  den  reellen  Teilen  a^',^' 
der  Größen  a^^^/ =  aj,^,' -|- *ö'J../  gebildete  quadratische  Form 

p        p 

eine  negative  ist.^^) 

Setzt  man  c  =  0,  läßt  an  Stelle  der  6  unabhängige  komplexe 
Veränderliche  treten  und  betrachtet  den  Wert  der  Reihe  als  Funktion 
dieser,  so  erhält  man  die  Thetafunktion 

p       p  p 

(64)  K^,\<\---\v,)-     ^    e^'^''  =  '  ^  =  '         ; 


m  ,...m 


die  p  Veränderlichen  v  heißen  die  Argumente,  die  ^p(p  -\-  1)  an  die 
obengenannte  Konvergeuzbedingung  geknüpften  Parameter  a    >^=a; 
die  Modulen  der  Thetafunktion;  sie  werden  nur  dann  in  der  Funktions- 
bezeichnung zum  Ausdruck  gebracht,  wenn  gleichzeitig  Funktionen  mit 
verschiedenen  Modulen  auftreten. 

Die  Funktion  ^{v^\.  .  .\v^  genügt  den  ^p  Gleichungen 

(65)        K^^- ' •\'^r^ ^A'  ■  •\^^=- ^{yxV  ■  •\^vV •  •\v^, 

(v  =  l,2,...2>) 
oder,  was  dasselbe  sagt,  bei  beliebigen  ganzzahligen  x,  A  der  Gleichung 

45)  Die  einfach  unendliche  Thetareihe  findet  sich  zuerst  bei  Fourier  [Th.  anal, 
de  la  chaleur  1822,  p.  333  =  (Euv.  1  (1888),  p.  298;  deutsche  Ausg.  von  Wein- 
stein (1884),  p.  223];  in  die  Funktionentheorie  eingeführt  wurde  sie  von  Jacobi 
(II  B).  Die  zweifach  unendlichen  Thetareihen  haben  Göpel  1847  (vgl.  Nr.  6)  und 
Eosenhain  1851  (vgl.  Nr,  6),  die  ;p-fach  unendlichen  Weierstraß  1849  (vgl.  Nr.  7) 
und  Eiemann  1857  (vgl.  Nr.  46)  aufgestellt. 

46)  Daß  die  p-fach  unendliche  Thetareihe  unter  der  angegebenen  Bedin- 
gung für  alle  endlichen  Werte  der  v  konvergiert,  hat  zuerst  Eiemann  in  seiner 
Vorlesung  vom  W.-S.  1861/62  bewiesen  (vgl.  Ges.  math.  W.  1876,  p.  452,  2.  Aufl. 
1892,  p.  4»3,  Nachtr.  1902,  p.  1).  Über  weitere  Konvergenzbeweise  der  Thetareihe 
bei  Kraser,  Math.  Ann.  49  (1897),  p.  4u0  und  „Tehtaf.",  p.  17.  Der  dort  p.  410 
bzw.  p.  18  erwähnte  Weierstraßache  Konvergenzbeweis  ist  1903  im  3.  Bande  der 
Math.  Werke  p.  115  verötfentlicht  worden. 
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(P  P  \ 

v= 1  v=  1  ' 

(67)  ,      P 

In  den  2p  Gleichungen  (65),  (66)  treten  auf  den  linken  Seiten  die 
2p  Größensysteme 

7ti,    0,    ...    0  «11»    '^21;    •  •  •    %l 

/ggN  0,  ni,  ...  0  ai2,  a^^,  .  .  .  a^g 

0,  0,  .  . .  3ri  «ip,  cf2^,  . .  .  a^p 

als  Systeme  gleichzeitiger  Änderungen  der  Variablen  t'j,  Vg, .  .  .  v^  auf. 
Diese  2p  Systeme  von  je  p  Größen  werden  die  2p  Systeme  zusammen- 
gehöriger Periodizitätsmodulen  der  Thetafunktion  genannt. 

Außer  den  Gleichungen  (65),  (66)  genügt  die  Thetafunktion  den 
^j)  (p  -}"  1)  Differentialgleichungen 

(69)  i-^ld^jjKi^^i^MiHjvL,      (,„,^  =  i,2,...i,) 

bei  denen  n  ==  4  ist,  wenn  /i  =  v,  dagegen  n  =  2,  wenn  ft  ^  v . 

Die  hier  angegebenen  Eigenschaften  der  Funktion  d-{vj^  |  . . .  |  r^) 
charakterisieren  zusammen  mit  der  Bedingung,  daß  die  Funktion 
einwertig  und  im  Endlichen  nirgendwo  unstetig  sei,  diese  Funktion 
vollständig.  Erfüllt  nämlich  eine  einwertige  und  für  alle  endlichen  v 
stetige  Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  v^,  .  .<.  v^  die  2p  Glei- 
chungen (65),  (66)  oder,  was  dasselbe  sagt,  bei  beliebigen  ganzzah- 
ligen Werten  der  x,  X  die  Gleichung  (67),  so  kann  sie  sich  von  der 
Funktion  ^{v^  \-  •  '\v^  nur  um  einen  von  den  v  freien  Faktor  unter- 
scheiden; erfüUt  sie  außerdem  die  ^iP(p-\-  1)  Differentialgleichungen 
(69),  so  ist  dieser  Faktor  auch  von  den  Modulen  a  unabhängig. 

16.  Einführung  der  Charakteristiken.  Aus  den  2  p  Systemen  zu- 
sammengehöriger Periodizitätsmodulen  (68)  der  Thetafunktion  läßt 
sich  mit  Hilfe  reeller*')  Größen  g^,.  .  .9p,  h^,  .  .  .\  ein  jedes  System 
von  p  Größen  c^,  .  .  .  c  immer  und  nur  auf  eine  Weise  in  der  Form 
p  p 


47)  Es  folgt  daraus,  daß  man  keine  allgemeineren  Funktionen  erzielt,  wenn 
man  für  die  g,  h  komplexe  Werte  zuläßt  |  Craig,  Am.  J.  6  (1884),  p.  337];  übrigens 
bleiben  die  Formeln  (75)— (81)  auch  in  diesem  Falle  richtig. 
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linear  zusammensetzen.  Der  Komplex  (^  l'"'l^)  der  2p  so  bestimm- 
ten reellen  Größen  g,  h  wird  die  Periodencharakteristik  (Per.  Char.) 
des  Größensystems  Cj,.?.c    genannt. 

In  die  Thetareihe  (63)  führe  man  jetzt  an  SteUe  der  Größen  b 
Größen  ü^  +  c^  ein,  indem  man  unter  v^, ...  v^  wie  vorher  unab- 
hängige komplexe  Veränderliche,  unter  q, . . .  c^  willkürliche  Konstanten 
versteht.  Bringt  man  dann  das  Konstantensystem  q, .  .  .  r  mit  Hilfe 
reeller  Größen  g,  h  in  die  Gestalt  {10)  und  setzt  gleichzeitig  an  Stelle 
der  im  allgemeinen  Gliede  der  Thetareihe  noch  vorkommenden  Größe  c 
den  Ausdruck 

so  entsteht  die  allgemeinere  Tiaetafunktion*^) 

(72)  ^    ^  4, 

^  N'      /  =  !   /*'  =  !  ^t  =  l 

mi,...mp 

die  ihrer  Entstehung  gemäß  mit  der  einfacheren  Funktion  »(v^  \"-\v) 
durch  die  Gleichung 

(73)  /  ^  nT.  \ 
^        v=i                                  ^TT                     / 

verknüpft  ist  und  in  diese  übergeht,  wenn  die  Größen  g,  h  sämtlich 
den  Wert  Null  annehmen,  d,  h.  es  ist 

(^^)         ^[o:;:o]^^ii-->.)=^(^ii---i«p). 

Der  Komplex  ß'^*;^^]  der  2p  Größen  g,k  heißt  die  Charak- 
teristik der  Thetafunktion  oder  Thetacharakteristik  (Th.  Char.);  sie  wird 

auch  zur  Abkürzung  mit  [(]  bezeichnet.  Die  Th.  Char  P'  ±9i'---9p±  9p'1 
LAJ  L\±\'-.hp±  Ä/J 

48)  Die  Funktionen  (72),  bei  denen  die  g,  h  beliebige  reelle  Größen  sind, 
wurden  von  Prym  („Riem.  Tbetaf.«,  p.  25)  zuerst  aufgestellt.  Nur  in  der  Be- 
zeichnung von  ihnen  verschieden  sind  die  Funktionen  f-'>{u^, . .  .u,;  (i,  v\  welche 
Weierstraß  in  seinen  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  ^fteZschen  Transzen- 
denten [Math.  W.  4  (1902),  p.  566]  eingeführt  uud  von  denen  erstmals  Schottky 
(„Äbr.",  p.  1)  berichtet  hat. 
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wird  die  Summe  bzw.  Differenz  der  Th.  Char.  [^J  und  [^,]  genannt  und 
mit  ff  T?/ 1  bezeichnet. 

In  den  Fällen,  wo  die  Argumente  der  Thetafunktion  sich  nur 
durch  untere  Indices  unterscheiden,  wird  der  allgemeine  Ausdruck  für 
die  Argumente  mit  Weglassung  des  Index  in  doppelten  Klammern 
geschrieben,  also  ^[fjH  statt  9-[^]  (vj  •••  |  z;^);  in  Übereinstimmung 
damit  wird  das  Größen  System  v^\.  .  .  ,Vp  mit  (v)  und  ein  System 
^^J^c,\"-\Vp  +  Cp  mit  {v  +  c)  oder,  wenn  (^| ; ' '  ^^)  die  Per.  Char. 
des  Größensystems  q,  .  . .  Cp  ist,  mit  (v  +  {^})  bezeichnet. 

Die  durch  die  Gleichung  (72)  definierte  Funktion  ^[(j((4  ge- 
nügt den  2jp  Gleichungen 

oder  was  dasselbe  sagt,  bei  beliebigen  ganzzahligen  x,  A  der  Gleichung 

4a(KH))) 


p  p 


Außerdem  genügt  die  Funktion  ^[^]((4  den  ^p{p  +  1)  Differential- 
gleichungen 


(78) 


d'»[l\iv))         ^«■ßjw 


—  =  n 


{^,v=  \,2,--p) 


dvjn  dvv  da/UV 

bei  denen  w  =  4  ist,  wenn  ^  =  v,  dagegen  w  =  2,  wenn  fi^v. 

Die  Gleichungen  (75)  und  (76)  bestimmen  wiederum  die  Funk- 
tion 9  PI  ((v))  bis  auf  einen  von  den  Argumenten  v,  die  Gleichungen 
(75),  (76)  und  (78)  bis  auf  einen  auch  von  den  Modulen  a  freien  Faktor. 

'Bezeichnen  g,', .  .  .  g;,  K, ...  V  irgendwelche  reeUe  Konstanten, 
X  X  ,  Ai,  .  .  .  A    irgendwelche  ganze  Zahlen,  so  gelten  die  Formeln 


(19)  p      p  p 
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(81)  *g]((_„.j  =  <,^-^j((,j. 

Eine  Thetacharakteristik,  deren  Elemente  den  Bedingungen 

genügen,  wird  eine  Normalcharakteristik  genannt.  Zwei  Thetacharak- 
teristiken  j^y  und  j^^  heißen  kongruent,  wenn  ihre  entsprechenden 
Elemente  sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden.  Nennt  man  dann 
zwei  Punktionen  '^[f]((t'))  und  -^  [^  ((4  nicht  wesentlich  verschieden, 
wenn  sie  sich  nur  um  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden,  so  sind 
die  Charakteristiken  zweier  nicht  wesentlich  verschiedener  Funktionen 
wie  die  Gleichungen  (75),  (76)  zeigen,  notwendig  einander  kongruent 
und  umgekehrt  sind,  wie  die  Formel  (80)  zeigt,  die  zu  zwei  kon- 
gruenten Charakteristiken  gehörigen  Thetafunktionen  nicht  wesentlich 
verschieden. 

Mit  Röcksicht  hierauf  folgt  aus  der  Gleichung  (81),  daß  eine 
Funktion  ^[^JC«'))  dann  und  nur  dann  eine  gerade  oder  ungerade 
Funktion  ihres  Argumentensystems  (v)  ist,  wenn  die  sämtlichen  Cha- 
rakteristikenelemente g,  h  halbe  Zahlen  sind,  und  insbesondere  folgt 
für  ^j  =  •  •  •  =  ^r^  =  /ij  =  •  .  .  =  /t^  =  0  die  Gleichung 
(82)  ^(_^;^|...l__y^)_^(^J...,„^)^ 

welche  sagt,  daß  die  Funktion  ^(vi\...lVp)  eine  gerade  Funktion 
ihres  Argumentensystems  ist.*^) 

17.  Thetafunktionen  höherer  Ordnung.  Eine  Thetafunktion  w*«' 
Ordnung  (oder  Grades)  mit  der  Charakteristik  f^l    nennt    man    eine 

einwertige  und  für  endliche  v  stetige  Funktion  &„\j~\iv}  der  kom- 
plexen Veränderlichen  v^,  .  .  .  v^^,  welche  für  aUe  Werte  der  v  den  2p 
Gleichungen 

(^^)  ®«K]k:---  ^v+^^:---,v  =  ®nß]Kl--->^vi---!^^)«^^'n 

(84)  0„[(](v, +ai,!---|?;^+ V)=@„[(](!;J-..:i;p)e-»Sv-2«<-v-2A,«^ 

(v=^l,2,...p) 

49)  Eine  Ableitung  der  Formel  (79)  bei  Caylexj,  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  115 
=  Coli.  math.  pap  11  (1896),  p.  242.  Von  der  Verwendung  symbobscher  Bezeich- 
nungsweisen der  Invariantentheorie  bei  den  p-fach  unendlichen  Thetareihen 
handelt  Picl;  Leipz.  Ber.  66  (1S14),  p.  3. 
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oder,  was  dasselbe  sagt,  bei  beliebigen  ganzzahligen  x,  l  der  Gleichung 


(85) 


genügt. 

Ist  w  =  1,  so  gibt  es,  von  einem  konstanten  Faktor  abgesehen, 

nur  eine  einzige  solche  Funktion,  nämlich  0-kJ((ü));  ist  dagegen  w>  1, 

so  genügen  den  obigen  Gleichungen  unendlich  viele   wesentlich  ver- 
schiedene Funktionen,  z,  B.  alle  Funktionen 


■0- 


7/  +  e"i 

_    Ä    J 


^ 


_      W      J  n 


%'' 


L 


n 

*i    J 


C«L. 


wo  für  die  (>,  ö  beliebige  ganze  Zahlen  gesetzt  werden  dürfen;  es  gilt 
aber  bezüglich  dieser  Funktionen  der  Satz: 

Zwischen  w?  +  1  Thetafunktionen  w*^'  Ordnung  mit  der  nämlichen 
Charakteristik  f^l  findet  stets  eine  homogene  lineare  Relation   statt, 

deren  Koeffizienten  von  den  Variablen  v  frei  sind, 
oder  in  anderer  Fassung: 

Alle  Thetafunktionen  w*"  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [^J 
lassen  sich  durch  n^  linear  unabhängige  unter  ibn,en  linear  und  ho- 
mogen mit  Koeffizienten,  welche  die  Variablen  v  nicht  enthalten,  zu- 
sammensetzen. 

Man  kann  z.  B.  jede  Funktion  0„[^]W  aus  den  w^  Funktionen 

{nv\^  in  der  Gestalt 


-O- 


0,1,  ••    «-1 


<86)  @„ß]W=      2'     ^^i-P^ 


oder  auch  aus  den  n^  Funktionen  %■ 


. :  je«"».« 


9 
_     w    _ 


((ü))a   in  der  Gestalt 


0,1  ,-n-l 


(87) 


®.ß]H=  2"   S'.  ■^,*L" 


k.,...). 


9 

n 


Ha 


zusammensetzen    und   es   stellt   die   rechte   Seite    jeder   dieser   beiden 
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Gleichungen,  wenn  man  unter  den  A,  B  willkürliclie  Konstanten  ver- 
steht, die  allgemeinste  Lösung  der  Gleichungen  (83),  (84)  dar.'*") 

Aus  der  Darstellung  (86)  oder  (87)  folgt  für  beliebige  reelle 
Größen  ö',Ä'  rn-\//  in\\\ 

Man  sieht  daraus,  daß  man  wie  bei  den  gewöhnlichen  Thetafunktionen 
so  auch  bei  den  Thetafunktionen  höherer  Ordnung  die  Funktionen 
mit  beliebiger  Charakteristik  durch  die  Funktionen  mit  der  Charakte- 
ristik        ausdrücken  kann. 

Aus  der  Gleichung  (85)  folgt  weiter^^),  daß  auch  eine  Theta- 
funktion  w*®'  Ordnung  nur  dann  eine  gerade  oder  ungerade  Funktion 
ihrer  Argumente  sein  kann,  wenn  ihre  Charakteristikenelemente  g,  h 
sämtlich  halbe  Zahlen  sind. 

Auf  Grund  der  Formeln  (83),  (84)   sind   die  Quotienten   zweier 

zur  nämlichen  Charakteristik  ^  gehörigen  Thetafunktionen  w**'  Ord- 
nung (und  ebenso  ihre  zweiten  logarithmischen  Derivierten)  2ji?-fach 
periodische  Funktionen  mit  den  2p  Periodensystemen  (68). 

18,  Die  Transformation  der  Thetafunktionen.  Der  Übergang 
von  den  Integralen  m  mit  den  Feriodizitäismodulen  co  zu  Normal- 
integralen V  ,  welche  dadurch  charakterisiert  sind,  daß 

1"  +  -    1    js^  .s  f  1;  wenn  }i  =  v, 

längs  a.  :  v+  =  t;      -f-  d„,  tci,       o,,,  ==  {    '  ^ 

(89)  &     r     fi  ,u     I      ^,      ;        fn       |0,  wenn^^v, 

längs  b^ :  v/  =  v^-  +  a^^,,  (^,  v  =  1,  2,  •  •  •  p) 

ist,  geschieht  durch  die  Gleichungen 

(90)  xiu^ -.  2'^^'Q \  (/*  =  1,  2,  •  •  . p) 
oder  umgekehrt  durch  die  Gleichungen 

(91)  ^,-^^^%,%  (9  =  l,2,..-p) 


,H  =  1 


60)  Auf  Thetafunktionen  höherer  Ordnung  wurde  zuerst  Hermite,  Paris  CR. 
40  (1855)  =  (Euv.  1  (1905),  p.  455,  geführt;  über  sie  und  insbesondere  ihre  Dar- 
stellung durch  n^  linear  unabhängige  siehe  Thomae  (Diss.  Gott.  1864,  p.  7),  Schottky 
CAbr.«,  p.  9;  dazu   Weierstraß,  „Vorl.",  p.  611),  Prym  („Riem.  Thetaf.«,  p.  28). 

51)  Vgl.  Krazer,  „Thetaf.",  p.  867. 

Enoyklop.  d.  math.  Wiaaenaoh.    II  8.  48 
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und  es  sind  dann  die  Größen  a^^.  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

p 

^  =  1 

oder  explizite  durch  die  Gleichungen 

p  ' 

."  =  1 
es  bezeichnet  dabei  in  den  Gleichungen   (91)  und    (93)  a   den  stets 
von  Null  verschiedenen  Wert  der  Determinante  ^  +  «'n «322  ••  •  « 
und   0^^^   für  jedes   ^    und   v  von  1    bis  p   die  Adjunkte  von   o  ^    in 
dieser  Determinante. 

Definiert  man  nun  in  der  gleichen  Weise  zu  den  transformierten 
Perioden  ra^'„  (s.  Nr.  9)  Größen  v'  und  a    durch  die  Gleichungen 

(95)  V  =  I''2'V».'  («.-l,2,...p) 

P 

(96)  ^»«/,p  +  a  =  2<^V'^,  (/tt,  ö  =  1,  2,  •  •  -i)) 

(J=  1 

u  =  1 

so  sind  die  Größen  v'  mit  den  Größen  v  und  die  Größen  a   mit  den 
Größen  a  verknüpft  durch  die  Gleichungen 

(98)  "^.u-hS^^yr  (ft  =  l,2,...^) 

v  =  1 

oder  die  damit  äquivalenten 

(99)  <==I-2'^..^.<  (v=l,2,...p) 

^  u  =  l 

und 

(100)  5„,  =  ^  ^4"«;?        (^,  p  =  1,  2, . . .  p) 

1=1 
oder  die  damit  äquivalenten 

p 

(101)  <,  =  1^  2^.v^,.  (v,  p  =  1,  2,  ■ .  .  p)      i 

"■*  .a  =  1  ä 


I 


19.  Die  ganzzahlige  Transformation.  645 

In  diesen  Gleichungen  ist  zur  Abkürzung 

p 

gesetzt,  mit  A^  der  stets  von  Null  verschiedene  Wert  der  Determi- 
nante ^+ ^^^  ^22  ••  ^pp  und  mit  Ä^^^  die  Adjunkte  von  A^^^  in 
dieser  Determinante  bezeichnet. 

Auf  diese  Weise  werden  den  ursprünglichen  Perioden  co  Theta- 
funktionen  mit  den  Argumenten  v  und  den  Modulen  a,  den  transfor- 
mierten Perioden  co'  aber  Thetafunktionen  mit  den  Argumenten  v  und 
den  Modulen  a  zugeordnet  und  als  Transformationsproblem  der  Theta- 
funktionen bezeichnet  man  die  Aufgabe,  eine  Funktion  ■d^rflfv))  durch 

Funktionen  -ö-^^JM^'  auszudrücken.  Durch  die  Lösung  des  inversen 
Transformationsproblems  (Nr.  10)  wird  dann  umgekehrt  eine  Funktion 
^ß]((^'L'  durch  Funktionen  -^[^JW«  dargesteUt. 

19.  Die  ganzzaMlge  Transformation.  Ist  die  Transformation  T 
eine  ganzzahlige  und  n  ihr  Grad,  so  ist  die  Funktion 

(103)  mvl  =  ^[Qivhey, 

wobei 

p       p^  _p 

^  Ä.^    ^    2^r,P  +  M^M'r%''f^' 

^/L,=l    fl'=l   1  =  1 

ist,  als  Funktion  der  p  Veränderlichen  v/,  .  .  .  vj  betrachtet  eine 
Thetafunktion  n*«^'  Ordnung   mit  den  Argumenten  v,  den  Modulen  a' 


und  einer  Charakteristik 

p 

-  V 


i-A-l 

9 

A 


,  deren  Elemente  durch  die  Gleichungen 


C105)  ^''  ~  ,:^  ^^""^^  ~  ^"'^+'''^^'  "*"  ^^''-"^^ ?+.")» 


bestimmt  sind.^^j    Daraus  folgt,   daß  sich  iT((t;'))  linear  und  homogen 
52)  Hermtte,  Paris  C.  R.  40  (1856)  =  (Eeuv.  1  (i906),  p.  456. 


42' 


646     IIB?.  Krazer -Wirtinger.  Abeleche  Funktionen  u.  allgem.  Thetafunktionen. 

/  darstellen   läßt 


durch  nP  linear  unabhängige  Funktionen  ©„ 
in  der  Form  ^p-i 


r-A-i 


LhJ 


(106) 


f  =  0 


9 
\ 
h 


Wh 


und  es  ist  damit  das  Transformationsproblem  darauf  reduziert,  nP  linear 


unabhängige  Funktionen  0„ 


-A-i 

9 

\ 


fw'))' auszuwählen  und  hierauf  zu  ihnen 


die  Konstanten  c  zu  bestimmen. 

In  allgemeiner  Form  wurde  dieses  Problem  von  Thomae^^)  weiter- 

geführt,  der  die  nP  linear  unabhängigen  Funktionen  0„    ^    C^'L'  gemäß 

LhJ 
der  Formel  (86)  wählte  und  in  der  dann  aus  (106)  entstehenden  Glei- 
chung 

0,1,    -n  — 1 

(107)  ilM^Vc.,...,,^ 


"ifxp 


r  A 

4-x 

n 

h 

[nv 


die  Bestimmung  der  Koeffizienten  c^^...yp  folgendermaßen  durchführte. 
Zuerst  kann  man   mit  Hilfe   der  Differentialgleichungen  (69)  die 
Abhängigkeit  der  Koeffizienten  c  von   den  Thetamodulen  bestimmen; 
es  ergibt  sich,  daß 

(108)  c,^.. .xp  =  ,77"-- c'.^.-.^p      (xi,  .  .  .  Xp  =  0,  1,  .  .  .  w  —  1) 


VA, 


ist,  wo  die  c  nunmehr  auch  von  den  Modulen  a  unabhängige  Größen 
sind.  Die  Bestimmung  dieser  erfolgt  bei  Thomae  dadurch,  daß  für 
die  Thetamodulen  solche  spezielle  Werte  eingeführt  werden,  die  nach 

passender  Umformung  der  Funktion  •O-    ^    ((^))a  eine  Vergleichung  der 

Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  der  Größen  e^%  .  .  .  e^'p  auf  der 
linken  und  rechten  Seite  von  (107)  gestattet.^^) 

Die  TÄomöesche  Lösung  des  Transformationsproblems  ist  noch 
keine  vollständige,  da  auf  der  rechten  Seite  Thetafunktionen  mit  den 
Aro^umenten  nv  und  den  iVIodulen  na  auftreten,  die  erst  noch  durch 
solche  mit  einfachen  Argumenten  v    und  einfachen  Modulen  a   ausge- 


53)  Thomae,  Dies.  Göttingen,  1864. 

64)  Daß  die  von  Thomae  erhaltenen  Ausdrücke  für  die  Koeffizienten  c  nicht 
auf  die  einfachste  Form  gebracht  sind  und  insbesondere  im  allgemeinen  nicht 
alle  von  Null  verschieden  siod,  hat  sich  ergeben,  als  Krazer  und  Frym  („N.  G.", 
p.  123)  auf  andere  Weise  die  Formel  für  die  ganzzahlige  Transformation  abge- 
leitet haben. 
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drückt  werden  müssen.     Es  ist  dies  selbst  wieder  das  Problem  jener 
spezieUen  Transformation  «*"  Ordnung,  bei  welcher 

ist,    wahrend   aUe    übrigen  Transformationszahlen  c   den    Wert  Null 
haben  ^^). 

Es  tritt  aber  noch  ein  anderer  Umstand  hinzu.  Besteht  nämlich 
die  Charakteristik  [^^]  der  ursprünglichen  Thetafunktion  ^[l]iv))^ 
aus  rationalen  Zahlen  mit  dem  gemeinsamen  Nenner  r,  so  wird  man 
in  den  meisten  Fällen  verlangen,  daß  auch  die  Charakteristiken  der 
auftretenden  transformierten  Thetafunktionen  mit  den  Argumenten  v' 
und  den  Modulen  a'  von  derselben  Art  sind. 

Die  voUständige  Lösung  dieser  Aufgabe  beschränkt  sich  bisher 
auf  den  Fall  r  =  2  (halbe  Charakteristiken)  und  w  =  2  (quadratische 
Iransformation),  wo  sie  zuerst  von  Königsherger^^)  für  «  =  2  angegeben 
wurde. 

Mit  Transformationen  höherer  Ordnung  haben  sich  außer  Königs- 
herger^^%  gleichfalls  auf  den  Fall  r  =  2  und  p  ==.  2  sich  beschrän- 
kend, Bnoschi^^)  und  Krause^^)  beschäftigt. 

Die  Multiplikation  M  (Nr.  11),  für  welche 
(110)  v^  =  nv,,     a^y^a'^,         (^,^  ^  _  1^  2,  .  .  .  ;>) 

ist,  ist  eine  ganzzahlige  Transformation  vom  Grade  n\  Es  ist  daher, 
da  hier  weiter  sich  F  .^  0  ergibt,  ^[l]inv\  als  Funktion  der  Va' 
riablen  v  be^trachtet,  eine  Thetafunktion  w^'-  Ordnung  mit  der  Cha- 
rakteristik [ll~\  und  läßt  sich  als  solche  linear  und  homogen  durch 
w^P  linear  unabhängige  solche  Funktionen  darstellen ^9). 

56)  Über  die  Lösung  dieses  Problems  bei  Krazer,  „Thetaf.",  p.  168 
56)  J.  f.  Math.   67   (1867),  p.  58;    dazu  Pringsheim,    Math.  Ann.   9  (1876) 
p.  445  und  Hohn,  Diss.  München  1878  und  Math.  Ann.  15  (1879)    p   826  =  Hab - 
Sehr.  Leipzig  1879;  für  p  =  .3  bei   Wehir,  Ann.  di  Mat.  9,  (1878/9),  p    157-  für 
beliebiges  p  bei  Krazer,  Math.  Ann.  46  (1896),  p.  442  und  Baker,   „Ab   Tb  « 
§  364—370.  "  '  ' 

66  a)  J.  f.  Math.  67  (1867),  p.  97;  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  161 
67)  Acc.  Line  Rend.  1,  (1884/5),  p.  769  =  Op.  mat.  3  (1904),  p.  421-  Math 
Ann.  28  (1887),  p.  694  =  Op.  mat.  5  (1909),  p.  245;  Acc.  Line.  Rend.  1,  (1884/5) 
p.  315  ^  Op.  mat.  3  (11)04),  p.  407. 

58)  „Transf.",  schon  vorher  Math.  Ann.  16  (1880),  p.  83;  19  (1882)  p  103 
423  u.  489;  20  (1882),  p.  54  u.  226;  25  (1885),  p.  319  u.  323;  28  (1887)'  p!  697.' 
Acta  math.  3  (1883),  p.  153;  bezüglich  weiterer  Literatur  bei  Krazer,  Thetaf«' 
p.  407.  '  ' 

59)  Im  allgemeinen  Falle  bei  Krazer,  „Thetaf",  p.  196,  für  Thetafunk- 
tionen mit  halben  Char.  bei  Krause,  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  448  u.  „Transf«,  p.  146. 
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20.  Die  lineare  ganzzahlige  Transformation,  Ist  w  =  1 ,  d.  h. 
die  Transformation  eine  lineare  ganzzablige,  so  ist  I7((v'))  eine  Theta- 
funktion    1.  Ordnung  mit    den  Argumenten   v' ,    den  Modulen  a'  und 


der  Charakteristik 


9 


unterscheidet   sich   also   von   der   Funktion 


r- A- 
9 


LhJ 
((v'))^,  nur  um  einen  konstanten  Faktor.     Man  hat  also  jetzt 


(111)  ^[i]ivh=ce-y» 


r-  A 

9 


WO  c  eine  von  den  Variablen  v  unabhängige  Größe  bezeichnet. 

Die  Bestimmung  der  Größe  c  hat  Weher  ^'^)  auf  dem  Wege  der 
Integration  unter  Anwendung  der  Fouriersehen  Formel  vollständig 
durchgeführt.    Wenn  man  voraussetzt,  daß  die  Determinante 

-^11  ^"^  ^nl  ^l,p  +  1^2,p  +  2  ■  •  '  ^p,3p 

der  p^  Zahlen  Cj^^^^,,  von  Null  verschieden  ist,  so  tritt  als  Faktor  von 
c  eine  j)-fache  Gaußsche  Summe  auf,  d.  h.  eine  endliche  Summe,  bei 
der,  wie  bei  der  Thetareihe,  der  Logarithmus  des  allgemeinen  Gliedes 
eine  ganze  rationale  Funktion  zweiten  Grades  der  Summationsbuch- 
staben  ist*^^).  Weher  zeigt  ferner,  daß  im  Falle  des  Verschwindens 
der  Determinante  ^jj,  wenn  man  deren  Rang  mit  q  bezeichnet,  an 
Stelle  der  ^-fachen  Gaußächen  Summe  nur  eine  g»- fache  solche  auf- 
tritt, ein  Resultat,  zu  welchem  auf  anderem  Wege  auch  Krazer  und 
Prym  gelangt  sind^^).  Man  kann  statt  dessen  aber  auch,  wie  Krazer^'^) 
gezeigt  hat,  den  Fall  z:/jj  =  0  stets  in  einfacher  Weise  auf  den  Fall 
.^ji  =4=  0  zurückführen. 

21.    Zusammensetzung   von  Transformationsformeln.     Ist    das 

Transformationsproblem  der  Thetafunktionen  für  zwei  Transforma- 
tionen jTj  und  Tg  gelöst,  so  daß  also  für  jede  dieser  die  ursprüng- 
lichen Thetafunktionen  durch  die  transformierten  ausgedrückt  sind, 
so  erhält  man  aus  diesen  beiden  Formeln  durch  Zusammensetzung 
sofort  die  Lösung  des  Transformationsproblems  für  die  zusammenge- 
setzte Transformation  T^^T^. 

60)  Weber,  J.  f.  Math.  74  (1872),  p.  66;  Gott.  N.  1893,  p.  251;  auch  Krazer, 
„Thetaf.«,  p.  172.'  Man  vgl  Gordan,  Paris  C.  R.  60  (1865),  p.  925. 

61)  Bezüglich  der  Eigenschaften  und  der  Wertbestimmung  mehrfacher 
Gaußacher  Summen  bei  Weber,  J.  f.  Math.  7i  (1872),  p.  14;  Jordan,  Paris  C.  R. 
73  (1871),  p.  1316;  Krazer,  J.  f.  Math.  111  (1893),  p.  64  und  Weber -Festschr. 
1912,  p.  181. 

62)  Krazer  und  Prym,  „N.  G.",  p.  94. 

63)  Krazer,  „Thetaf",  p.  202. 
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Da  alle  gauzzahligen  Transformationen  eines  gegebenen  Grades  n 
aus  einer  endlichen  Anzahl  unter  ihnen,  den  Repräsentanten  der 
Klassen  äquivalenter  Transformationen,  durch  Zusammensetzung  mit 
linearen  ganzzahligen  Transformationen  erhalten  werden  können,  so 
folgt  jetzt,  daß  man  die  einer  beliebigen  ganzzahligen  Transformation 
y^ter  Ordnung  entsprechende  Transformationsformel  aus  der  dem  zu- 
gehörigen Repräsentanten  entsprechenden  Formel  und  der  Formel  für 
die  lineare  ganzzahlige^  Transformation  zusammensetzen  und  daß  man 
sich  also,  wenn  man  die  letztere  Formel  als  bekannt  ansieht,  hin- 
sichtlich der  Herstellung  von  Transformationsformeln  für  die  nicht- 
linearen ganzzahligen  Transformationen  auf  die  Repräsentanten  be- 
schränken kann.^^*) 

Ebenso  kann  man  in  jedem  speziellen  Falle  einer  linearen  ganz- 
zahligen Transformation  die  ihr  entsprechende  Formel  aus  jenen  For- 
meln zusammensetzen,  welche  den  einfachen  linearen  Transforma- 
tionen entsprechen,  aus  denen  sich  nach  Nr.  12  jede  beliebige  lineare 
ganzzahlige  Transformation  zusammensetzen  läßt. 

In  systematischer  Weise  haben  Krazer  und  Prym^)  dieses  Ver- 
fahren der  Zusammensetzung  von  Transformationsformeln  aus  ein- 
fachen angewandt  und  sind  mit  seiner  Hilfe  zu  ganz  allgemeinen 
Formeln  nicht  nur  für  die  ganzzahlige,  sondern  auch  für  die  nicht- 
ganzzahlige,  zur  beliebigen  Ordnungszahl  —  gehörigen  Transformation 
gelangt. 

IT.  Die  allgemeinen  Thetafunktionen  mit  halben 
Charakteristiken. 

22.   Thetafunktionen  mit  halben  Charakteristiken.     Unter  den 

Funktionen  m  ^    ((v))  spielen  wegen  ihrer  Verwendung  in  der  Theorie 

der  -46eZschen  Funktionen  diejenigen  die  wichtigste  Rolle,  bei  denen 
die  Charakteristikenelemente  g,  h  rationale  Zahlen  mit  dem  gemein- 
samen Nenner  2  sind,  also 

(112)  ^^  =  ^,    Ä^==f  i(i=l,2,...p) 

ist,  wo  die  s,  e'  ganze  Zahlen  bezeichnen.  In  diesem  Falle  sei  die 
Charakteristik  mit  [e],  die  zugehörige  Thetafunktion  mit  '9'[£]fv))  be- 
zeichnet. 

6Sa)  Vgl.  hierzu   Wiltheiß,  J.  f.  Math.  96  (1884),  p.  17. 
64)  Krazer  und  Prym,  „N.  G.",  2.  Teil;  siehe  auch  Krazer,  Math.  Ann.  43 
(1893),  p.  413  u.  467. 
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Die  Thetafunktion  '9'[£]((«^))  ist  also  definiert  durch  die  Gleichung 


^  p     p 

-  30,  ■       •  +  OO 


j'^>„'(»,+-^)(»,'+-'^^)+>^(»v+T)(v+-ir") 
(113) ^HH-^"  «"■"■-  ""  • 

sie  ist  mit  der  Funktion  ■O-ft?))  verknüpft  durch  die  Gleichung 

(114)  #[5]H=^^(.,  +^\a,^,  +  'h'\-'K+^'i%,-^'h') 

p    p         ^  J  ,       p  t'     \ 

Jl  =  1  in'=  1  llt  =1 


d.  h.  sie  geht  abgesehen  von  einem  Exponentialfaktor  aus  der  Funk- 
tion 'O'fv))  hervor,  wenn  man  deren  Argumenten  System  (v)  um  das 
System 

(115)  (^)=2'I«..  +  y«I--i2't«..  +  t='' 

zusammengehöriger  Halben  der  Periodizitätsmodulen  mit  der  Per.  Char. 
(a)  vermehrt.  So  entspricht  der  Th.  Char.  [e]  also  die  Per.  Char.  (s\ 
wenn  man  '9"[«]((v))  relativ  gegen  d-{v])  betrachtet. 

Die  durch  die  Gleichung  (113)  definierte  Thetafunktion  '9'[«]^v} 
genügt  den  2p  Gleichungen 

(116)  &[a]iv,\- . .  v^-j-^i\-  •>,)=-(- ly^H^m, 

(117)  H^](v,-{-a,J.  .  >^+  a^J  =  (-l)*;^[f]((t;|e-.v-«.ev 

(v=l,  2,  ...i,) 
oder,  was  dasselbe  sagt,  bei  beliebigen  ganzzahligen  x,  x  der  Gleichung 

(118)  ^[8]iv  +  {2z})) 

p     p  p  p 

in  welcher  {2x)  jenes  System  zusammengehöriger  Ganzen  der  Pe- 
riodizitätsmodulen bezeichnet,  welches  aus  (115)  für  a^  =  2x^, 
s'^  =  2x1,  (ft  =  1,  2,  .  .  .  p)  hervorgeht. 

Endlich  genügt  die  Funktion  ■9'[«]((«^))  den  Gleicbungeu 

p 
^    -' 

(119)  ^{a  +  2x]iv))  =  (-  1)"  =  ^       n^'M, 
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p     p        __  __         p 


(120)  * W((»  +  j ,)  I)  ==«■[«  +  ,i]iv}e  ■"="■-' 

P 

(121)  #[£]((-  v}  =  (-  1)"^  '"  '^W  W. 

Die  Formel  (119)  sagt  aus,  daß  zwei  Funktionen  '9^[«]((v))  und 
^[^]((^))?  ^^'  welche  die  Charakteristikenelemente  s,  e'  und  rj,  rf  den 
2p  Kongruenzen 

(122)  Sf,  ==-  tjf,,     EU  -  :^  ril,      (mod.  2)        {pb=  \,2,  ,  .  .  p) 

genügen,  nur  um  einen  Faktor  +  1  voneinander  verschieden  sind,  und 
man  schließt  daraus,  daß  es  im  ganzen  überhaupt  nur  2^p  wesentlich 
verschiedene  Funktionen  ^[«Jl'^j)  gibt,  als  welche  man  diejenigen 
wählen  wird,  bei  denen  die  Zahlen  £,  e'  nur  die  Werte  0  und  1  be- 
sitzen. 

Die  Formel  (120)  zeigt  weiter ,  daß  man  von  jeder  dieser  2^p 
Funktionen  zu  jeder  anderen  von  ihnen,  abgesehen  von  einem  Ex- 
ponentialfaktor,  gelangen  kann,  indem  man  ihr  Argumentensystem  {v) 
um  ein  passend  gewähltes  System  zusammengehöriger  Halben  der 
Periodizitätsmodulen  vermehrt.  Dadurch  erscheinen  die  2^p  Funk- 
tionen '0'[£]((v))  untereinander  als  gleichberechtigt. 

Die  Formel  (121)  endlich  zeigt,  daß  die  Funktion  '9-[f]((v))  eine 
gerade  oder  ungerade  Funktion  ihrer  Argumente  ist,  je  nachdem  der 
Ausdruck  p 

(123)  ^  f,.^;  =  0  oder  =  1  (mod.  2) 

ist;  man  nennt  daher  auch  eine  Th.  Char.  [e\  gerade  oder  ungerade, 
je  nachdem  ^s^  e^  ^  0  oder  ^  1  (mod.  2)  ist.    Beachtet  man  dann 

noch,  daß  eine  Thetafunktion  mit  einer  ungeraden  Th.  Char.  als  un- 
gerade Funktion  ihrer  Argumente  für  die  Null  werte  dieser  verschwin- 
det, so  erkennt  man  mit  Hilfe  von  (120),  daß  eine  Funktion  '9'[£]((t^)) 
verschwindet,  sobald  für  das  Argumentensystem  (v)  ein  System  zu- 
sammengehöriger Halben  der  Periodizitätsmodulen  mit  einer  solchen 
Per.  Char.  {ri)  gesetzt  wird,  für  welche  die  Th.  Char.  [f  -|-  i;]  un- 
gerade ist. 

23.  Periodencliarakteristiken.  Sind  coj  ^,  . . .  o^^  (a  =  1,  2, . . .  2p) 
die  2p  Periodensysteme  einer  ^fteZschen  Funktion  (s.  Nr.  2),  so  denke 
man  sich  ein  System  zusammengehöriger  Halben  dieser  Perioden  in 
der  Form 
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p  p 

V=\  1=1 

geschrieben  und  dessen  Per.  Char.  (vgl.  Nr.  16)  mit  («)  bezeichnet. 

Zwei  Systeme  (124),  bei  denen  die  Charakteristenelemente  s,  s' 
und  r],r}'  den  2p  Kongruenzen  (122)  genügen,  sind  einander  kongruent 
nach  den  Perioden;  zwei  solche  Per.  Char.  («)  und  (rf)  werden  im 
folgenden  als  nicht  verschieden  angesehen.  Es  gibt  dann  im  ganzen 
nur  2^P  verschiedene  Per.  Char.  (s),  als  welche  man  diejenigen  wählt, 
bei  denen  die  Zahlen  s,  s    nur  die  Werte  0  und  1  haben. 

Durch    jede    lineare    ganzzahlige    Transformation   (39)    geht    ein 
System  zusammengehöriger  Halben  der  Perioden  cj  in  ein  System  zu- 
sammengehöriger Halben  der  Perioden  to'  über,  dessen  Per.  Char.  («) 
in  ihren  Elementen  £„,  £^  durch  die  Kongruenzen 
p 
«,<  =^  (^,,r «..  +  c,„p  +  ,  f.')  (mod.  2), 

(125)  '-  (^.=  1,2,...^) 

«^'  =2^  (^^+,,,r  ^  +  c^+,,.,;,+„^.')    (mod.  2) 
1=1 

bestimmt  ist.  Man  sagt  dann,  daß  die  Per.  Char.  (s)  durch  die  Trans- 
formation (39)  in  die  Per.  Char.  (g)  übergeht.  Unter  den  2^^  Per. 
Char.  (f)  nimmt  dabei  die  Per.  Char.  (0),  bei  der  «1  =  •  •  •  =  fp  =  fi' 
=  •  •  •  =  e  '  =  0  ist,  den  2^^  —  1  anderen  gegenüber  eine  Ausnahme- 
stellung ein,  da  sie  und  nur  sie  bei  jeder  Transformation  in  sich  über- 
geht. Man  teilt  daher  die  2^^  Per.  Char.  (f)  in  zwei  Klassen;  die 
erste  Klasse  besteht  aus  der  einzigen  Per.  Char.  (0),  welche  die  un- 
eigentliche Per.  Char.  genannt  wird,  die  andere  aus  den  2^^  — -  1 
übrigen,  welche  die  eigentlichen  Per.  Char.  heißen.  Unter  der  Summe 
(0)  ==  (£7^^...)  mehrerer  Per.  Char.  («),  (ji),  {l),  .  .  .  wird  jene  Per. 
Char.  verstanden,  deren  Elemente  ö„,  ö^,  durch  die  Kongruenzen 

(126)  6^  '   :  5^.  +  ,;^  +  e^  -f  . .  ,    <  EE  .;  -f  ri,[  +  2:;  +  •  •  •     (mod.  2) 

(ft=^l,2,  ...i>) 

bestimmt  sind.  Man  nennt  gegebene  Per.  Char.  {e),  (rj),  .  .  .  unab- 
hängig, wenn  nicht  die  Summe  irgendeiner  Anzahl  derselben  der  un- 
eigentlichen Per.  Char.  (0)  gleich  ist.  Eine  Summe  von  v  unter  ge- 
gebenen Per.  Char.  (t^),  (fg),  .  .  .  wird  auch  eine  Kombination  v*®'  Ord- 

V 

nung  dieser  Per.  Char.  genannt  und  mit  f^c)  bezeichnet. 

Bezeichnen  weiter  (f)  und  (rf)  irgend  zwei  Per.  Char.,  (s)  und  (tj) 
die  daraus  durch  die  nämliche  lineare  ganzzahlige  Transformation  her- 
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vorgehenden,  so  ist  stets 

p  p 

(127)  ^(s,v;  -  e;%)  E  -2  i^,V;-^;%)        (mod.  2); 

U  =  l  l"  =  1  I  ' 

«3  bleibt  daher  der  Ausdruck 

p 

(128)  \e,rj\^{-ir' 

bei  jeder   linearen   ganzzahligen   Transformation  seinem   Werte   nach 
ungeändert. 

Zwei  Per.  Char.  («)  und  (rj)  heißen  syzygetisch  oder  azygetisch, 
je  nachdem  je,  rj|  =  -j-  1  oder  —  1  ist. 

Es  gelten  dann  die  Sätze: 

Die  uneigentliche  Per.  Char.  (0)  ist  zu  jeder  der  2^p  Per.  Char. 
syzygetisch:  jede  eigentliche  Per.  Char.  (s)  dagegen  ist  zu  2^^-^  der 
Per.  Char.  syzygetisch,  zu  den  2^p-^  anderen  azygetisch. 

Unter  den  2^p  Per.  Char.  sind  stets  2^^-'"  in  vorgeschriebener 
Weise  syzygetisch  und  azygetisch  zu  r  gegebenen  unabhängigen  Per. 
Char.;  durch  ihr  (syzygetisches  oder  azygetisches)  Verhalten  zu  2p 
unabhängigen  Per.  Char.  ist  also  eine  Per.  Cüar.  eindeutig  bestimmt. 

24.  Thetacharakteristiken.  Zwei  Funktionen  '9"[£]((w))  und -&•[?;]((«;)), 
bei  denen  die  Charakteristikenelemente  s,  £  und  r],  r(  den  2p  Kon- 
gruenzen (122)  genügen,  unterscheiden  sich,  wie  oben  bemerkt,  auf  • 
Grund  der  Formel  (119)  nur  um  einen  Faktor  +  1;  zwei  solche  Th. 
Char.  werden  im  folgenden  als  nicht  verschieden  angesehen.  Es  gibt 
dann  im  ganzen  nur  2^^  verschiedene  Th.  Char.,  als  welche  man  die- 
jenigen wählt,  bei  denen  die  Zahlen  £,  b  nur  die  Werte  0  und  1 
haben. 

Bei  jeder  linearen  ganzzahligen  Transformation  entspricht  nach  (111) 
einer  Funktion  ^[«]((4„  eine  Funktion  ^[«Ift'X',  ^ie  mit  ihr  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form 

(129)  ^WW.  =  ce-^^L^](KL', 

verknüpft  ist;  dabei  genügen  die  Elemente  £^,  %^  der  Th.  Char.  [«] 
den  2p  Kongruenzen: 

p 

K  =^  (c^ ,.  f ,.       -f  c^,p + ,  <      +  c^  V  c^,  p + v)  (mod.  2), 

(130)  '  =  1 

p 

V  — 2  (^P + ."."  ^*  +  ^P+^^,P  +  r  <  +('p  +  f,,v(^p+f„p+ r)       (mod.  2), 
{li=l,2,...p) 
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auf  Grund  deren  stets 


(131)  Zv;^^2'>'<    ("'»*■  2) 

ist:  es  bleibt  daher  der  Charakter 


(132)  |f|  =  (-l).=i 

einer  Th.  Char.  bei  jeder  linearen  ganzzahligen  Transformation  seinem 
Werte  nach  ungeändert. 

Nennt  man  wie  oben  eine  Th.  Char.  [«]  gerade  oder  ungerade, 
je  nachdem  |£|  = -f- 1  oder  =  —  1  ist,  so  zerfallen  die  2^^  Th. 
Char.  in  zwei  Klassen,  von  denen  die  eine  die  g  geraden,  die  andere 
die  Up  ungeraden  enthält;  die  Anzahlen  g^  und  u^  aber  sind®^) 

(133)  ^^==2^-^(2^+1),    Up==2p~^(2p-1). 

Unter  der  Summe  [(?]  =  [f^S  •  .  .]  mehrerer  Th.  Char.  [f],  [t^], 
[^],  .  .  .  wird  wieder  jene  Th.  Char.  verstanden,  deren  Elemente  €  ,  &  ' 
durch  die  Kongruenzen  (126)  bestimmt  sind.  Man  nennt  gegebene 
Th.  Char.  [«],  [?;],  .  .  .  wesentlich  unabhängig,  wenn  nicht  die  Summe 
einer  geraden  Anzahl  derselben  der  Th.  Char.  [0]  gleich  ist.  Eine 
Summe  von  v  unter  gegebenen  Th.  Char.  [fj],  [tg],  .  .  .  wird  auch  eine 

V 

Kombination  v^"^  Ordnung  dieser  Th.  Cbar.  genannt  und  mit  [^«j  be 
zeichnet.    Die  Kombinationen  ungerader  Ordnung  heißen  die  wesent- 
lichen Kombinationen  der  gegebenen  Th.  Char. 

Drei  Th.  Char.  [s\,  [i^],  [f]  heißen  sjzy gotisch  oder  azygetisch, 
je  nachdem  der  Ausdruck 

(134)  \B,ri,t\-^\8\-\ri\-\t,\-\Bril\ 

=  -}"  1  oder  =  —  1  ist,  je  nachdem  also  von  den  vier  Th.  Char.  [s\, 
\yi\7  [^]>  [ß'H^  ®i°^  gerade  oder  ungerade  Anzahl  gerade  (oder  unge- 
rade) ist. 

25.  Beziehungen  zwischen  den  Per.  Char.  und  Th.  Char.  Das 
verschiedene  Verhalten  der  Per.  Char.  und  der  Th.  Char.  bei  linearer 
ganzzahliger  Transformation  zeigt  sich  vor  allem  darin,  daß  die  Per. 
Char.  (0)  stets  in  sich  übergeht,  daß  also  symbolisch  geschrieben 
(Ö)  =  (0)  ist,  während  die  Th.  Char.  [0]  in  die  Th.  Char.  [oj  übergeht, 

65)  Zuerst  angegeben  von  Biematin  in  seiner  Vorlesung  von  W.-S.  61/62, 
vgl.  Ges.  math.  W.  Naclitr.  1902,  p.  7,  später  von  Frym,  „Riem.  Thetaf.",  III, 
p.  52,  auch  Borel,  S.  M.  F.  Bull.  26  (1898),  p.  89;  Moore,  Amer.  M.  S.  Bull.  1 
(1895),  p.  252. 
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deren  Elemente  o  ,  o  '  durch  die  Kongruenzen 

p  p 

(135)         o^=2^«v^^,p+v;     V  — 2s+,",vCp  +  ,„,p^.v  (mod.  2) 


r=l 


(^==1,2,...^) 

bestimmt  sind.  Für  eine  beliebige  Per.  Char.  (e)  und  die  aus  den- 
selben Elementen  gebildete  Th,  Char.  \ß\  erhält  man  die  Elemente 
s^,  E^  der  transformierten  Th.  Char.  [e]  aus  den  Elementen  i„,  i  '  der 
transformierten  Per.  Char.  («),  indem  man  zu  diesen  die  Größen  o  ,  o,' 
addiert;  es  ist  also  symbolisch  gesehrieben  [e]  =  [so].  Gehen  weiter 
die  Per.  Char.  (e),  (r]),  .  .  .  durch  eine  Transformation  in  die  Per.  Char. 
(i),  (17),  .  .  .  über,  so  geht  durch  diese  Transformation  die  Summe 
(srj  . . .)  stets  in  die  Summe  (e^  .  .  .)  über;  gehen  dagegen  die  Th.  Char. 
[a],  [tj],  ...  durch  eine  Transformation  in  die  Th.  Char.  [f],  [t]],  .  .  . 
über,  so  geht  die  Summe  einer  ungeraden  Anzahl  [f^  .  .  •]  von  ihnen 
in  [f^  .  .  .]  über,  die  Summe  [st]  .  .  .]  einer  geraden  Anzahl  dagegen 
in  {0£7j  .  .  .].  Die  Summe  einer  ungeraden  Anzahl  von  Th.  Char.  trans- 
formiert sich  also  wie  eine  Th.  Char.,  die  Summe  einer  geraden  An- 
zahl von  Th.  Char.  aber  wie  eine  Per.  Char.  Man  wird  daher  Th. 
Char.  als  Summen  einer  ungeraden.  Per.  Char.  als  Summen  einer  ge- 
raden Anzahl  gewisser  Fundamen talcharakteristiken  darstellen,  die  dann 
bei  einer  Transformation  als  Th.  Char.  behandelt  werden. 

Zwischen  den  für  Per.  Char.  definierten  Symbolen  \s,rj\  und  den 
für  Th.  Char.  definierten  [f]  und  j«,  iy,  g|  bestehen,  wenn  die  auftretenden 
Per.  Char.  und  Th.  Char.,  (s),  (rf),  (g)  und  [«],  [1^],  [S],  die  nämlichen 
Elemente  haben,  die  Gleichungen 

und  hieraus  ergeben  sich  die  weiteren 

(137)  \€ri,et:==\£,r},t\f         \^,>i£,  >''V   "^  ^^,  V, 

von  denen  die  erste  zeigt,  daß  mit  den  Th.  Char.  [e],  [rj\  [^]  immer 
gleichzeitig  die  Per.  Char.  (srf)  und  (s^)  syzygetisch  und  azygetisch 
sind,  die  zweite  aber,  daß  mit  den  Per.  Char.  (s)  und  (tj)  immer  gleich- 
zeitig die  Th.  Char.  [x],  [xa]  und  {xr}]  und  zwar  bei  beliebiger  Th.  Char. 
[x]  syzygetisch  und  azygetisch  sind;  woraus  noch  folgt,  daß  drei 
syzygetische  oder  azygetische  Th.  Char.  durch  Addition  einer  belie- 
bigen Th.  Char.  wieder  in  drei  syzygetische  oder  azygetische  Th.  Char. 
übergehen,  daß  also  stets 

(138)  xs,z7],xt=\s,7],t:         ist. 
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Wenn  zwischen  drei  Th.  Char.  [f],  [x],  [A]  die  Gleichung  [«]  =  [xA] 
besteht,  so  sagt  man  auch,  die  Per.  Char.  (s)  sei  in  die  beiden  Th.  Char. 
[x]  und  [A]  zerlegbar,  und  schreibt  (s)  =-=  [x]  +  [A|.  Bezüglich  dieser 
Zerlegungen  gelten  die  Sätze: 

Jede  eigentliche  Per.  Char.  läßt  sich  auf  2^^~^  Weisen  in  zwei, 
immer  verschiedene  Th.  Char.  zerlegen. 

Jede  eigentliche  Per.  Char.  läßt  sich  auf  ^^_i  =  2^-2(2^'-i -f- 1) 
Weisen  in  zwei  gerade,  auf  w  j  =  2^"^(2^~^ —  1)  Weisen  in  zwei 
ungerade,  endlich  auf  ^p_i  +  w^_i  =  2^^~^  Weisen  in  eine  gerade 
und  eine  ungerade  Th.  Char.  zerlegen. 

Die  uneigentliche  Per.  Char.  (o)  läßt  sich  auf  2^''  Weisen  in  zwei, 
immer  gleiche  Th.  Char.  zerlegen. 

Den  zweiten  Satz  kann  man  auch  so  aussprechen: 

Addiert  man  zu  den  sämtlichen  2^^  Th.  Char.  eine  beliebige  der 
22p  —  1  eigentlichen  Per.  Char.,  so  gehen  dadurch  von  den  g^  geraden 
Th.  Char.  2^^_j  =^  2^-'(2^-^ -|- 1)  wieder  in  gerade,  die  übrigen 
22p -2  jjj  ungerade  über,  während  andererseits  von  den  u^  ungeraden 
Th.  Char.  2m  j  =  2^~^(2p~^ — 1)  wieder  in  ungerade,  die  übrigen 
22i)-2  jjQ  gerade  übergehen.^") 

Betrachtet  man  von  den  Zerlegungen  einer  gegebenen  eigentlichen 
Per.  Char.  («)  nur  die  in  zwei  gleichartige  Th.  Char.,  also  die  g  ^ 
Zerlegungen  in  zwei  gerade  und  die  w^_i  Zerlegungen  in  zwei  un- 
gerade Th.  Char.,  so  sagt  man  von  den  darin  auftretenden  2^^_i  ge- 
raden und  2m^_j  ungeraden  Th.  Char.,  daß  sie  in  der  Gruppe  («) 
enthalten,  und  zwar  von  zwei  Th.  Char.  [x]  und  [AJ,  für  welche 
(f)  ==  [x]  -(-  [A]  ist,  daß  sie  in  der  Gruppe  (f)  gepaart  enthalten  seien. 
Es  gibt  dann  im  ganzen  2^^  —  1  Gruppen,  von  denen  jede  durch  eine 
der  eigentlichen  Per.  Char.  bezeichnet  wird,  und  bezüglich  der  in  zwei 
und  mehreren  Gruppen  gemeinsam  enthaltenen  Th.  Char.  gelten  die 
folgenden  Sätze"): 

Sind  die  beiden  Per.  Char.  («)  und  (if)  azygetisch,  so  enthalten 
je  zwei  der  drei  Gruppen  (e),  (rj),  {srf)  g^_y  gerade  und  w^_i  ungerade 
Th.  Char.  gemeinsam,  von  denen  aber  keine  zwei  gepaart  auftreten; 
alle  drei  Gruppen  haben  keine  Th.  Char.  gemeinsam  und  enthalten  zu- 
sammen 3^^_i  verschiedene  gerade  und  3m^_i  verschiedene  ungerade 
Th.  Char. 

66)  Zuerst  aber  ohne  Beweis  von  Biemaiin  in  seiner  Vorlesung  vom  W.-S. 
61/62  angegeben;  Beweis  von  Prym,  „Riem.  Thetaf.",  III;  siehe  aber  auch  Eie- 
mann,  Ges.  math.  W.  Nachtr.  19U2,  p.  61. 

67)  Zuerst  bei  Jordan,  „Traite",  §  821— .325,  wo  noch  weitere  solche  Sätze  sich 
finden;  hierzu  Krazer,  „Thetaf.",  p.  259;  vgl.  auch  CU/ford,  Math.  Pap.  1882,  p.  356. 
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Sind  die  beiden  eigentlichen  und  verschiedenen  Per.  Char.  (e)  und 
iv)  syzygetisch,  so  treten  in  den  drei  Gruppen  {s\  (rj),  {er])  alle  geraden 
und  alle  ungeraden  Th.  Cbar.  auf,  und  zwar  kommen  von  ihnen 
S  '  2^P-^  gerade  und  3  •  2-?-^  ungerade  Th.  Char.  nur  in  einer  der 
drei  Gruppen  vor,  während  die  übrigen  4^^_2  geraden  und  4m  _^  un- 
geraden Th.  Char.  allen  drei  Gruppen  gemeinsam  angehören.  Diese 
"^ffp-i  geraden  bzw.  4:Up_^  ungeraden  Th.  Char.  ordnen  sich  in  ^  _^ 
bzw.  Wp_g  Systeme  von  je  4  derart,  daß  die  4  Th.  Char.  eines  solchen 
Systems  in  jeder  der  drei  Gruppen  zwei  Paare  bilden.^^) 

26.  Fundamentalsysteme  von  Per.  Char.  Ist  für  jedes  Paar  ver- 
schiedener Zahlen  ft  und  v  von  1  bis  n  \a^,a^\  =  —  1,  so  heißt  die 
Reihe  der  Per.  Char.  (aj,  (a^),  .  .  .  (a„)  eine  azygetische;  ist  dann  n 
gerade,  so  ist  auch  (a„^i)  =  {a^a^  ...  aj  zu  allen  n  Per.  Char.  (a) 
azygetisch  und  man  nennt  (r/i),  (a^),  .  .  .,  (aj,  (a„  +  i)  eine  geschlossene 
azygetische  Reihe,  da  sie  nicht  erweitert  werden  kann.  Auch  folgt, 
daß  die  n  Per.  Char.  einer  azygetischen  Reihe  stets  unabhängig  sind, 
solange  sie  nicht  geschlossen  ist. 

Eine  geschlossene  azygetische  Reihe  von  2p  -{-  1  Per.  Char.  heißt 
ein  Fundamentalsystem  von  Per,  Char.  (F.  S.  von  Per.  Char.).  Die 
Anzahl  der  verschiedenen  F.  S.  von  Per.  Char.  beträgt 

(139)  N  =  (^l^^'-'-^-(f-^  2P.. 

^  (2jp-fl)! 

Die  Summe  aller  2p  -\-  1  Per.  Char.  eines  F.  S.  aber  nicht  die  Summe 

68)  Per.  Char.  und  Th.  Char.  sind  von  Riemann  in  seiner  Vorlesung  vom 
W.-S.  61/62  [Ges.  math.  W.  Nacbtr.  1902,  p.  6,  dazu  auch  Prym,  Schweiz.  Nat. 
Ges.  N.  Denkschr.  22  (1867)]  eingeführt  worden,  der  die  letzteren  schlechtweg 
„Charakteristiken",  die  ersteren  „Gruppencharakteristiken"  nennt,  insofern  als  jede 
von  ihnen  zu  einer  Gruppe  von  solchen  Produkten  je  zweier  Abehchen  Funk- 
tionen gehört,  welche  beim  Überschreiten  der  Querschnitte  der  liiemannschen 
Fläche  die  nämlichen  Faktoren  annehmen.  Da  diese  Faktoren  durch  die  Summe 
der  Th.  Char.  der  beiden  im  Produkte  vereinigten  ^fteZschen  Funktionen  bestimmt 
sind,  80  haben  die  Th  Char.  aller  Paare  einer  Gruppe  dieselbe  Summe.  In 
diesem  Sinne  bei  Weber  „p  =  3"  und  Noether  [Erl.  Ber.  10  (1878),  p.  87  und 
U  (1879),  p.  198;  Math.  Ann.  14  (1879),  p.  248  und  16  (1880),  p.  270],  der  die 
Th.  Char.  „eigentliche  Charakteristiken"  nennt.  In  der  BezeichLungsweise  folgen 
wir  Prym,  der  eine  Per.  Cbar.  mit  («),  eine  Th.  Char.  mit  [s]  bezeichnet,  wäh- 
rend Noether  gerade  umgekehrt  verfährt.  Die  Unterscheidung  zwischen  Per.  Char. 
und  Th  Char.  ist  schon  bei  Weber  in  der  Bezeichnung  unterlassen  und  wird  in 
der  Folge  ganz  verwischt,  bis  Noether  [Math.  Ann.  28  (1887),  p.  372]  wieder 
auf  deren  Notwendigkeit  hingewiesen.  Klein  [Math.  Ann.  36  (1890),  p.  34,  vorher 
schon  bei  Burkhardt,  Math.  Ann.  35  (1890),  p.  208  u.  246]  nennt  die  Per.  Char. 
„Elementarcharakteristiken",  die  Th.  Char.  aber  „Primcharakteristiken",  näheres 
in  Anm.  141. 
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von  weniger  unter  ihnen  ist  der  uneigentliclien  Per.  Char.  (0)  gleich. 
Jede  der  2^^  —  1  eigentlichen  Per.  Char.  läßt  sich  immer,  und  zwar 
auf  zwei  Weisen,  als  Summe  von  Per.  Char.  eines  gegebenen  F.  S. 
darstellen.  Die  beiden  Darstellungen  enthalten  zusammen  alle  2p  -{-  1 
Per.  Char.  des  F.  S.  und  zwar  jede  nur  eiumal;  die  eine  enthält  also 
stets  eine  gerade,  die  andere  eine  ungerade  Anzahl  von  Per.  Char.; 
die  erstere  werden  wir  (vgl.  Nr.  25)  als  die  kanonische  betrachten. 

Aus  einem  F.  S.  von  Per.  Char.  (aj,  {a^, . .  .  {a^p^^  geht  immer 
wieder  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  hervor,  wenn  man  irgendeine  gerade 
Anzahl  seiner  Per.  Char.  (a^),  (ag),  .  .  .  («2;)  durch  die  Per.  Char.  {sa^, 
(sa^), ...  (502;)  ersetzt,  wo  (s)  =  (a^a^  . .  .  a^^)  ist.  Man  kann  auf  diese 
Weise    von   einem  F.  S.  zu  jedem  beliebigen  anderen  gelangen. 

Durch  eine  lineare  ganzzahlige  Transformation  geht  aus  einem 
F.  S.  von  Per.  Char.  immer  wieder  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  hervor. 
Man  kann  auf  diese  Weise  von  einem  F.  S.  zu  jedem  beliebigen  an- 
deren gelangen. 

Sind  (aj,  (flg),  .  .  .  («'2^+1 )  ^^^  ^P  '\~  ^  P^^.  Char.  eines  F.  S. 
und  bezeichnet  man  mit  [n]  die  Summe  der  unter  den  2p  -j-  1  Th. 
Char.   [aj,  [a^],  .  .  .  [«ap+i]   vorkommenden   ungeraden  Th.  Char.,   so 

werden   von    den  Formen    [n  -f-  ^«J   und   ebenso   von   den   Formen 

r     p  +  i±^(j-\ 

[n  -\-  ^a  J,  ()  -=  0,  1,  2, .  .  .,  die  sämtlichen  g^  geraden  Th.  Char.  und 

jede  nur  einmal;  von  den  Formen  [n -\- ^a  J  und  ebenso  von  den 

r     p  +  3  +  4^-] 
Formen  [n  -\- ^a  J  die  sämtlichen  u^  ungeraden  Th.  Char.  und  jede 
nur  einmal  geliefert.    Von  den  2p  -j-  1  Th.  Char. 

(140)  [/«,]  -=  [waj,  [Ä2]  =  [nag],  .  .  .  [/^a^+i]  =  [wögp+il 

sagt  man,  daß   sie   eine   Hauptreihe  von  Th.  Char.  bilden,  und  man 

erhält,  je  nachdem  p  ^  0,  1  oder  ^£:  2,  3  (mod.  4)  ist,  von  den  For- 

r^t'  +  i-i 
men  L  2^]    die    sämtlichen    geraden    oder  ungeraden   Th.  Char.   und 

jede  nur  einmal,  von  den  Formen  l  ^h]  die  sämtlichen  ungeraden 
oder  geraden  Th.  Char.  und  jede  nur  einmal  geliefert,  während   die 

Kombinationen  gerader  Ordnung  X^h)  (x=  1,  2,  .  .  .,  p)  die  sämt- 
lichen 2^P  —  1  eigentlichen  Per.  Char.  und  zwar  jede  nur  einmal  lie- 
fern. Da  [n]  auch  die  Summe  aller  2p  -f  1  Th.  Char.  der  Hauptreihe 
und  daher  zugleich  mit  diesen  bekannt  ist,  so  kann  man  aus  (140) 
auch  die  Per.  Char.  des  F.  S.  aus  den  Th.  Char.  der  Hauptreihe  be- 
rechnen in  der  Form 

(141)  (aO  =  (wÄj,  («2   -=  (nÄg),  .  .  .  Kp+i)  =  (nh^p+x\ 
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27,  Fundamentalsysteme  von  Thetacliarakteristiken.    Ein  Fun- 

damentalsystem  von  Thetacharakteristiken  (F.  S.  von  Th.  Char.)  werden 
2p -{-2  Th.  Char.  [%'],  [a/],  .  .  .  [«'s^+il  genannt,  die  zu  je  dreien 
azygetisch  sind,  für  welche  also  die  Gleichungen  \ «/,  a^',  a/  ]  =  —  1 
bestehen,  sobald  A,  ft,  v  irgend  drei  verschiedene  der  Zahlen  0,  1,  .  .  . 
2})  -\-  1  bezeichnen.  Addiert  man  eine  der  2^;  +  2  Charakteristiken 
eines  F.  S.  von  Th.  Char.  zu  den  2p  +  1  übrigen  und  faßt  die  2p  +  1 
entstehenden  Charakteristiken  als  Per.  Char.  auf,  so  bilden  dieselben 
ein  F.  S.  von  Per.  Char.  Addiert  man  umgekehrt  zn  den  2p  -^  1  Cha- 
rakteristiken eines  F.  S.  von  Per.  Char.  und  der  uneigentlichen  Per. 
Char.  (0)  eine  willkürliche  Charakteristik  und  faßt  die  2p  -\- 2  ent- 
stehenden Charakteristiken  als  Th.  Char.  auf,  so  bilden  dieselben  ein 
F.  S.  von  Th.  Char.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  F.  S.  von  Th.  Char. 
beträgt 

( 142)  JS    —  ^  i'  (223  +  2) ! 

Die  Summe  der  2p -{- 2  Th.  Char.  eines  F.  S.  ist  [OJ;  dagegen  sind 
weniger  unter  ihnen  wesentlich  unabhängig.  In  jedem  F.  S.  von  Th. 
Char.  genügt  die  Anzahl  s  der  ungeraden  Th.  Char.  der  Kongruenz 
s^p  (mod.  4).     Ist  umgekehrt  s^EEp  (mod.  4),  so  gibt  es 

(143)  iV    —  j,i(22>4-2-^)!  "^ 

F.  S.  von  Th.  Char.,  welche  genau  s  ungerade  Th.  Char.  enthalten. 
Bilden  [a^'l  K'],  .  .  .  [a'o^+i]  ein  F.  S.  von  Th.  Char.  und  ist  [n]  die 
Summe  der  ungeraden  unter  ihnen,  so  läßt  sich  jede  beliebige  Th. 
Char.  [«]  immer  und   zwar  auf  zwei  Weisen   darstellen   in  der  Form 

ui  ^  Lw'  +  ^a  J  (»^  =^  0,  1,  2,  .  .  .)  und  es  ist  eine  in  dieser  Form 
seeebene  Th.  Char.  gerade  oder  ungerade,  je  nachdem  v  gerade  oder 

imgerade  ist,  d.  h.  es  werden  von  den  Formen  \_n'  +  <2'<*'  J  (?  ==  ö,  1, 
2,  .  .  .)   die  sämtlichen  g^^  geraden   Th.  Char.  und  zwar  jede   zweimal, 

r  ;j  +  4  j.  +  S-j 

von  den  Formen  in  +  ^a  J  die  sämtlichen  m^  ungeraden  Th.  Char. 
imd  zwar  jede  zweimal  geliefert. 

Durch  eine  lineare  ganzzahlige  Transformation  geht  aus  einem 
F.  S.  von  Th.  Char.  immer  wieder  ein  F.  S.  von  Th.  Char.  hervor  und 
zwar  eines  mit  der  gleichen  Anzahl  ungerader  Th.  Char.  Man  kann 
auf  diese  Weise  von  einem  F.  S.  von  Th.  Char.  mit  s  ungeraden  Th. 
Char.  zu  jedem  anderen  derartigen  gelangen.*^) 

69)  Das  Verfahren  von  Weierstraß  [zuerst  bei  Königsberger,  J.  f.  Math.  64 
(1865),  p.  20,  auch  bei  Pringsheim,  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  436],  die  Indize» 

Kncf  klop.  d.  math.  Wisseusoh.    II  2.  4** 
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28.  Gruppen  von  Periodencharakteristiken.  Alle  Kombinationen 
von  r  unabhängigen  Per.  Char.  (fj),  (fg),  .  .  .  (f^)  bilden  zusammen  mit 
der  uneigentlichen  Per.  Char.  (o)  eine  Gruppe  E  von  2*"  verschiedenen 
Per.  Char.  Die  Zahl  r  heißt  der  Rang,  die  Zahl  2'"  die  Ordnung  der 
Gruppe  E,  die  r  Per.  Char.  (sj),  (e^),  .  .  .  {s^)  oder  irgend  r  andere 
unabhängige  Per.  Char.  von  E  die  Basis  der  Gruppe  E. 

Diejenigen  unter  den  Per.  Char.  von  E,  welche  zu  den  sämtlichen 
2^  Per.  Char.  von  E  syzygetisch  sind''"),  bilden  die  syzygetische  Unter- 
gruppe Ä  von  E;  ist  7)1  ihr  Rang,  so  ist  stets  m^r  (mod.  2)  und 
zugleich  stets  m^p.  Sind  («j),  («g)»  •  •  •  ("».)  ^^^®  Basis  von  Ä,  so 
kann  eine  Basis  von  E  stets  in  der  Form  («j),  .  .  .  (a^),  (/3j),  .  .  .  (/SgJ 
{m  -]-  2n  =  r)  dargestellt  werden,  wo  die  Per.  Char.  (/3)  zueinander 
azygetisch  sind;  eine  solche  Basis  wird  eine  normale  genannt. 

Durch  eine  lineare  ganzzahlige  Transformation  der  Perioden  geht 
aus  einer  Gruppe  von  Per.  Char.  immer  wieder  eine  Gruppe  von  Per. 
Char.  hervor;  dabei  bleibt  nicht  nur  der  Rang  der  Gruppe  selbst, 
sondern  auch  der  Rang  ihrer  syzygetischen  Untergruppe  ungeändert. 

aller  2^^  Thetafunktionen  durch  Komposition  von  2^?  +  1  ausgezeichneten  zu 
bilden,  ist  das  früheste  Beispiel  eines  F.  S.  von  Per.  Char.  Weiter  erfuhr  man 
sodann  durch  Prym  [Schweiz.  Nat.  Ges.  N.  Denkschr.  22  (1867),  p.  11,  dazu  auch 
„Riem,  Thetaf.",  Einleitung  p.  VII]  und  später  genauer  durch  die  Veröffentlichung 
der  Vorlesung  Riemanns  vom  W -S.  1861/62  (Ges.  math.  W.  Nachtr.  1902,  p.  40), 
daß  Biemann  bereits  in  dieser  FS.  von  Per.  Char.  eingeführt  und  sich  ihrer 
nicht  nur  im  hyperelliptischen  Falle,  sondern  auch  im  allgemeinen  Falle  jo  =  3 
bedient  hat.  Prym  charakterisiert  sie  durch  die  Eigenschaft  [ebenso  SchoUky, 
„Abr.",  p.  18;  dazu  J.  f.  Math  139  (1911),  p.  13],  daß  es  zu  d^n  2p -}- 1  Per.  Char. 
eines  F.  S.   immer  eine  zunächst  noch   unbekannte  Th.  Char.   [n]   gibt,    derart 

r    p+f'i 

daß  eine  Th  Char.  von  der  Form  [n-j-^ctj  gerade  ist,  wenn  ft  =  0  oder 
1  (mod.  4),  ungerade,  wenn  ft^2  oder  3  (mod.  4)  ist,  und  zeigt  dann,  daß  die 
Th.  Char.  [n]  gleich  ist  der  Summe  der  ungeraden  unter  den  2p -\-  1  Charakteri- 
stiken [a].  Die  Eigenschaft,  daß  die  2p-\-l  Per.  Char.  eines  F.  S.  paarweise 
azygetisch  sind,  wurde  zuerst  von  Stahl  [J.  f.  Math.  88  (1880),  p.  273;  vgl.  dazu 
Biemann,  Ges.  math.  W.  Nachtr.  p.  60  Anm.  (10)]  angegeben. 

Bei  Weber  „J3  =  3"  bilden  die  7  ungeraden  Th.  Char.  [ft],  [ß^],  .  .  .  [ß^] 
eines  „vollständigen  Systems"  eine  Hauptreihe,  und  da  ihre  Summe  [p]  ist,  so 
bilden  die  7  Per  Char.  (pft),  ipß,_^,  .  .  .  (pß^)  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  Auch  die 
„ausgezeichneten"  Systeme  von  2p  -{-  1  Charakteristiken  bei  Noether  a.  a.  0.  sind 
Hauptreihen  von  Th  Char. 

Zur  Theorie  der  F.  S.  von  Per.  Char.  und  Th.  Char.  vgl.  weiter  Frobenius, 
J.  f.  Math.  89  (1880),  p.  185;  Prym,  ,,Riem.  Thetaf.",  IV;  Schottky,  „Abr.«,  J.  f. 
Math.  102   (1888),  p.  304  und  Acta  math.  27  (1903),  p.  235. 

70)  Man  wird  bemerken,  daß  eine  beliebige  eigentliche  Per  Char.  entweder 
zu  allen  2^"  Per.  Char.  einer  Gruppe  syzygetisch  ist,  oder  zu  2'"-^  von  ihnen 
syzygetisch,  zu  den  anderen  2'"^  azygetisch. 
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Man  kann  durcli  lineare  Transformation  von  jeder  Gruppe  zu  jeder 
anderen  von  gleichem  Range  und  gleichem  Range  der  syzygetisclien 
Untergruppe  gelangen. 

Zu  den  2'"  Per.  Char.  einer  Gruppe  E  vom  Range  r  gibt  es  2^^"' 
Per.  Char.,  welche  zu  allen  Per.  Char.  von  E  syzygetiseh  sind,  sie 
bilden  selbst  wieder  eine  Gruppe  Z  vom  Range  2p  —  r,  die  man  die 
zu  E  adjungierte  Gruppe  nennt;  es  ist  dann  auch  E  die  zu  Z  adjun- 
gierte  Gruppe.  Die  Gruppen  E  und  Z  haben  die  syzygetische  Unter- 
gruppe A  gemeinsam  und  es  ist  diese  zugleich  ihr  größter  gemein- 
samer Teiler.  Konjugiert  zu  einer  Gruppe  E  vom  Range  r  nennt  man 
weiter  eine  solche  Gruppe  H  vom  Range  2p  —  r,  deren  Basischarak- 
teristiken (rii),  {r}^),  .  .  .  (%p_,.)  zusammen  mit  den  Basischarakteri- 
stiken («i),  (£2),  •  •  •  (O  ^on  E  2p  unabhängige  Per.  Char.  bilden. 
Sind  je  zwei  Per.  Char.  einer  Gruppe  syzygetiseh,  so  heißt  die  Gruppe 
selbst  syzygetiseh.  Der  Rang  einer  syzygetischen  Gruppe  kann  nicht 
«rößer  als  p  sein.  Eine  syzygetische  Gruppe  vom  Range  p  heißt  eine 
Göpelsche  Gruppe.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Göpelschen  Gruppen 
beträgt 

(lU)  G=-{2P+  1) (2^-^  +  1)  ...  (2  +  1). 

Für  jede   Göpelsche  Gruppe  ist  die  adjungierte  Gruppe  mit  der  ur- 
sprünglichen identisch. 

29.  Systeme  von  Thetacliarakteristiken.  Addiert  man  zu  den 
sämtlichen  Per.  Char.  einer  Gruppe  E  eine  beliebige  Th.  Char.  [x] 
und  faßt  die  entstehenden  2'"  Charakteristiken  als  Th.  Char.  auf,  so 
sagt  man  von  ihnen,  daß  sie  ein  System  von  2'"  Th.  Char.  bilden. 
Man  kann  die  2'"  Th.  Char.  eines  Systems  auch  als  die  wesentlichen 
Kombinationen  von  r  -\-  1  wesentlich  unabhängigen  unter  ihnen  de- 
finieren. Aus  einer  Gruppe  E  vom  Range  r  entstehen  auf  diese  Weise 
im  ganzen  2'^p-''  verschiedene  Systeme  von  Th.  Char.,  welche  zusammen 
alle  2^P  überhaupt  existierenden  Th.  Char.  und  jede  nur  einmal  ent- 
halten; man  sagt  von  ihnen,  daß  sie  einen  Komplex  bilden.  Man  er- 
hält die  2'^^"'"  Systeme  des  Komplexes  und  jedes  nur  einmal,  wenn 
man  an  Stelle  von  [x]  der  Reihe  nach  die  2^^-'"  Per.  Char.  einer  zu 
E  konjugierten  Gruppe  iZ"  treten  läßt.  Man  nennt  daher  auch  die  2'^-'" 
Systeme  eines  Komplexes  zueinander  konjugiert.  Adjungiert  heißen 
zwei  Systeme  von  Th.  Char.,  wenn  jene  zwei  Gruppen  von  Per.  Char. 
es  sind,  aus  denen  sie  abgeleitet  sind. 

Die  aus  einer  Göpehchen  Gruppe  von  Per.  Char.  abgeleiteten 
Systeme  von  Th.  Char.  werden  Göpelsch.e  Systeme  genannt.  In  jedem 
Komplexe  von  2^  Göpdschen  Systemen  gibt  es  eines,  das  aus  2^  ge- 

43* 
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raden  Th.  Char.   besteht;  jedes  der  2-p —  1   anderen  enthält  2^~^  ge- 
rade und  2^"^  ungerade  Th.  Char. 

Ist  Ä  eine  syzygetische  Gruppe  von  Per.  Char.  vom  Hange  in,  so 
gibt  es  in  dem  zugehörigen  Komplexe  von  2-p~'"  Systemen  von  Th. 
Char.  2*'^  (q=^P — »0>  deren  2'"  Th.  Char.  jedesmal  sämtlich  von  dem- 
selben Charakter  sind,  und  zwar  ^^  =  2*~^  (2^  -{- 1)  Systeme,  die  aus  lauter 
geraden  und  m^=^  2^-^(22  —  1)  Systeme,  die  aus  lauter  ungeraden  Th. 
Char.  bestehen.  Sind  (a^J  (^  =  1,  2, .  .  .  2"»)  die  2"'  Per.  Char.  der 
Gruppe  A,  (a^&,,)  (jx  =-  1,  2, .  .  .  2'»;  v  --  1,  2,  .  .  .  2^?)  die  22^'-»*  Per. 
Char.  der  adjungierten  Gruppe  (vgl.  Nr.  36)  und  geht  eines  der  2^«  ge- 
nannten Systeme  aus  Ä  durch  Addition  der  Th.  Char.  [x]  hervor,  so 
erhält  man  alle  2^?  durch  Addition  der  2'^  Th.  Char.  [;c?>,,].  Diese  2^^ 
Systeme  von  je  2"'  Th.  Char.  gleichen  Charakters  verhalten  sich  wie  die 
2^2  5-reihigen  Th.  Char..  Sind  [xj,  ['2],  [^3]  drei  syzygetische  oder  azy- 
getische  Th.  Char.,  so  können  die  ihnen  entsprechenden  Systeme  K^, 
K^,  K^  selbst  zueinander  syzygetisch  oder  azygetisch  genannt  wer- 
den, da  es  irgend  drei  aus  ihnen  entnommene  Th.  Char.  sind.  Man 
kann  jetzt  weiter  aus  den  2^*  Systemen  auf  mannigfache  Art  2q  -\-  2 
zu  je  dreien  azygetische  herausgreifen;  diese  bilden  dann  ein  Fundamen- 
talsystem in  dem  gleichen  Sinne,  wie  die  2q  -\-  2  zu  je  dreien  azyge- 
tische g-reihigeTh.  Char,  indem  man  aus  ihnen  jedes  der  übrigen  Systeme 
zusammensetzen  kann  und  von  einer  Schar  von  Formen  die  sämtlichen 
geraden,  von  einer  zweiten  die  sämtlichen  ungeraden  Systeme  geliefert 
Averden.  Oder  man  kann  auch  Hauptreihen  von  2  g  -f-  1  Systemen  bilden, 
welche  von  gleichem  Charakter  und  zu  je  dreien  azygetisch  sind;  ihre 
Kombinationen  5.,  9.,  .  .  .  Ordnung  liefern  dann  jene  Systeme,  welche 
von  gleichem,  die  Kombinationen  3.,  7.,  ...  Ordnung  jene,  welche  von 
entgegengesetztem  Charakter    sind    wie   die   Systeme  der  Hauptreihe. 

Durch  die  beiden  Prozesse  der  linearen  Transformation  und  der 
Addition  einer  Th.  Char.  zu  den  sämtlichen  Th.  Char.  eines  Systems 
geht  ein  System  von  Th.  Char.  immer  wieder  in  ein  System  von 
Th.  Char.  über.  Man  kann  insbesondere  auf  diese  Weise  von  jedem 
Göpehchen  Systeme  zu  jedem  anderen  gelangen.''^) 

30.     Änderung    des    Querschnittsystenis    einer    Hiemannschen 
Fläclie.     Da    die   Periodizitätsmodulen    co^^^  {a  =  1,  2,  .  .  .  2p)    eines* 
Integrals   1.  Gattung  u     an  den  2p  Querschnitten  der  Riemannschen 

71)  Zu  Art.  29  u.  30:  Fröbenius,  J.  f.  Math.  96  (1884),  p.  81;  auch  Schottky, 
J.  f.  Math.  102  (1888),  p.  304  und  Acta  math.  27  (1903),  p.  236.  Zur  Charakte- 
ristikentbeorie  überhaupt  Brill  und  Noether,  D.  M.  V.  Jahresber.  8  (1894),  Ab- 
schnitt IX.  Eine  geometrische  Deutung  der  Charakteristikentheorie  bei  Cöble, 
Amer.  M.  S.  Trans.  14  (,1913),  p.  241. 
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Fläche  stets  die  Werte  dieses  Integrals  auf  gewissen  geschlossenen 
Wegen  sind,  so  müssen  sich  die  bei  irgendeiner  anderen  Wahl  der 
Zerschneidung  auftretenden  neuen  Periodizitätsmodulen  oj'  ^  homogen 
und  linear  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  aus  den  ursprünglichen  zu- 
sammensetzen lassen  und  diese  Koeffizienten  müssen  infolge  der  zwischen 
den  03  und  zwischen  den  co'  bestehenden  bilinearen  Relationen  den  Be- 
dingungen (40)  der  Transformationszahlen  genügen.'^*)  Es  entspricht 
also  jeder  Änderung  des  Querschnittsystems  eine  ganzzahlige  Trans- 
formation, und  da  sich  aus  demselben  Grunde  wie  vorher  auch  die  oj 
ganzzahlig  aus  den  o'  zusammensetzen  lassen  müssen,  so  ist  die  in 
Rede  stehende  Transformation  eine  lineare.  Daß  umgekehrt  aber  auch 
jeder  linearen  ganzzahligen  Transformation  eine  Änderung  des  Quer- 
schnittsystems der  Hiemannschen  Fläche  entspricht,  beweist  man,  in- 
dem man  es  von  jenen  einfachen  Transformationen  zeigt,  aus  denen 
sich  nach  Nr.  12  jede  beliebige  lineare  ganzzahlige  Transformation  zu- 
sammensetzen läßt.'^) 

31.  Die  Gruppe  der  med.  2  inkongruenten  Transformationen, 

Wenn  man  die  Wirkung  einer  Änderung  des  Querschnittsystems  oder, 
was  nach  Vorigem  dasselbe,  einer  linearen  ganzzahligen  Transformation 
auf  die  2^p  aus  halben  Zahlen  gebildeten  Per.  Char.  (f)  oder  Th.  Char. 
[f]  untersucht,  so  erscheinen  zwei  Transformationen  T  und  T',  deren 
Transformationszahlen  "c„^  und  c'^^  (a,  j3  =^  1,  2,  •  •  •  2p)  den  4p^  Kon- 
gruenzen c^ß^^c'a^  (mod.  2)  genügen,  als  äquivalent,  weil  sie  eine 
gegebene  Charakteristik  (e)  bzw.  [e]  in  die  nämliche  neue  («)  bzw.  \_e\ 
überführen.  Sieht  man  deshalb  zwei  solche  Transformationen  T  und 
T'  als  nicht  verscliieden  an,  so  reduziert  sich  die  unendliche  Gruppe 
der  linearen  ganzzahligen  Transformationen  auf  eine  endliche,  welche 
die  Gruppe  G  der  mod.  2  inkongruenten  linearen  ganzzahligen  Trans- 
formationen genannt  wird  und  die  auch  definiert  werden  kann  durch 
die  Gesamtheit  aller  jenen  Gleichungensysteme 


2p 


a  -^-  \,2,  •  •  •      p 
2  p 


deren  Koeffizienten  «,,  -;  ausschließlich  die  Werte  0,  1  besitzen  und  den 
p  (2p  —  1)  Kongruenzen 


72)  Daß  die  Bedingungsgleichungen  (40)  bei  jeder  Querschnittänderung 
zwischen  den  Koeffizienten  der  die  o  und  co'  verbindenden  linearen  Gleichungen 
bestehen,  hat  ohne  Hilfe  der  Integrale  mit  rein  geometrischen  Hilfsmitteln  der 
analysis  situs  Welhtein  bewiesen  [Math.  Ann.  52  (1899),  p.  4.33]. 

73)  TJiomae,  Z.  f.  Math.   12   (1867),  p.    372;  J.   f.   Math.  76   (1873),  p.  230. 
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(«,/S  =  l,2,.-.2i);cc<^) 
genügen. 

Die  Ordnung  der  Gruppe  G  ist 
(147)  Sl  =  (22^  —  1)  (2^-P-2  —  1)  ...  (22  _  1)  .  2/^'. 

Die  Gruppe  G  ist  holoedrisch  isomorph  zu  der  Gruppe  H  jener 
Substitutionen  der  Per.Char.,  durch  welche  je  zwei  syzygetische  Per.Char. 
wieder  in  zwei  syzygetische  und  je  zwei  azygetische  Per.  Char.  wieder 
in  zwei  azygetische  übergehen.  Als  erzeugende  Substitutionen  der 
Gruppe  H  können  die  2^p  Substitutionen  S^  dienen,  welche  eine  Per. 
Char.  (x)  ungeändert  lassen,  wenn  (x)  zu  (f)  syzygetisch  ist,  dagegen 
(x)  in  (sz)  überführen,  wenn  (x)  zu  (s)  azygetisch  ist.  Die  Gruppe  JET 
ist  als  Substitutionsgruppe  aller  2^^'  Per.  Char.  intransitiv,  da  die  uu- 
eigentliche  Per.  Char.  (o)  stets  in  sich  übergeht;  hinsichtlich  der  2^p  —  1 
eigentlichen  Per.  Char.  ist  sie  transitiv. 

Faßt  man  die  Th.  Char.  ins  Auge,  so  entspricht  der  Substitution 
S^  jetzt  eine  Substitution  der  Th.  Char.  S't,  welche  eine  gerade  (unge- 
rade) Th.  Char.  [z]  mit  [zs]  vertauscht,  wenn  auch  [ze]  gerade  (unge- 
rade) ist,  dagegen  [z]  ungeändert  läßt,  wenn  [zs]  ungerade  (gerade)  ist. 
Die  von  diesen  2^p  erzeugenden  Substitutionen  S^'  gebildete  Gruppe  H' 
ist  dann  gleichfalls  mit  G  holoedrisch  isomorph.  Sie  kann  auch  defi- 
niert werden''^)  als  die  Gruppe  jener  Substitutionen,  welche  1.  eine  ge- 
rade Th.  Char.  wieder  in  eine  gerade,  eine  ungerade'  Th.  Char.  wieder 
in  eine  ungerade,  2.  drei  syzygetische  Th.  Char.  wieder  in  drei  syzy- 
getische, drei  az;ygetische  Th.  Char.  wieder  in  drei  azygetische  über- 
führen und  bei  welchen  3.,  wenn  die  Summe  einer  geraden  Anzahl 
aus  den  ursprünglichen  Th.  Char.  =  [0]  ist,  dies  dann  auch  für  die 
Summe  der  entsprechenden  neuen  stattfindet.  Die  Gruppe  H'  ist  als 
Substitutionsgruppe  aUer  2^p  Th.  Char.  intransitiv,  da  die  geraden  Th. 
Char.  unter  sich  und  ebenso  die  ungeraden  Th.  Char.  unter  sich  per- 
mutiert werden.  Hinsichtlich  der  geraden  Th.  Char.  ist  sie  transitiv,  hin- 
sichtlich der  ungeraden  zweimal  transitiv. 

Im  Falle  p  =  2  ist  die  Gruppe  H'  holoedrisch  isomorph  mit  der 
Gruppe  der  720  Vertauschungen  von  6  Elementen;  in  Übereinstimmung 
damit  ergibt  für  diesen  Fall  die  Gleichung  (147)  den  Wert  Si  =  720. 
Man  weiß,   daß  diese  Gruppe  die  Gruppe   der  360  geraden  Permuta- 

74)  Frobenius,  J.  f.  Math.  89  (1880),  p.  187. 
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tionen   als  Normalteiler  enthält.    Daß  für  jo  >  2   die  Gruppe  G  eine 
einfache  ist,  hat  Jordan  bewiesen.'^) 

32.  Monodromie  der  Verzweigungspunkte.  Betrachtet  man  die 
Verzweigungspunkte  einer  Biemannschen  Fläche  als  veränderliche 
Größen,  so  werden  die  Periodizitätsmodulen  der  Integrale  Funktionen 
derselben,  welche  bei  stetiger  Änderung  der  die  Querschnitte  vor  sich 
herschiebenden  Verzweigungspunkte  sich  gleichfalls  stetig  ändern.  Ist 
schließlich  jeder  Verzweigungspunkt  wieder  an  eine  Stelle  gerückt, 
wo  früher  ein  Verzweigungspunkt,  er  selber  oder  ein  anderer,  gewesen 
ist,  so  ist  aus  dem  ursprünglichen  Querschnittsystem  ein  neues  her- 
vorgegangen, von  dem  man  sagt,  es  sei  aus  ihm  durch  Monodromie 
der  Verzweigungspunkte  entstanden. 

Im  Falle  p  =^  2  gilt  der  Satz,  daß  sich  alle  Querschnittsände- 
rungen auf  die  angegebene  Weise  durch  Monodromie  der  Verzweigungs- 
punkte erzielen  lassen.  Man  beweist  ihn,  indem  man  berücksichtigt, 
daß  allen  Querschnittsänderungen,  wie  oben  gezeigt,  lineare  ganzzahlige 
Transformationen  entsprechen,  und  nun  von  den  4  erzeugenden  Trans- 
formationen, aus  denen  sich  nach  Nr.  12  alle  linearen  ffanzzahligen 
Transformationen  zusammensetzen  lassen,  im  einzelnen  dartut,  daß  die 
durch  sie  erzielte  Querschnittsänderung  auch  durch  Monodromie  der 
Verzweigungspunkte  erreicht  werden  kann.'^^) 

Es  entsprechen  solchen  Monodromieänderungen,  welche  die  gleiche 
Permutation  der  G  Verzweigungspunkte  hervorbringen,  Transformationen, 
welche  einander  mod.  2  kongruent  sind,  solchen  Monodromieände- 
rungen also,  bei  denen  jeder  der  6  Verzweigungspunkte  wieder  an 
seine  alte  Stelle  kommt,  Transformationen,  welche  der  Identität 
mod.  2  kongruent  sind.  Den  720  Permutationen  der  6  Verzweigungs- 
punkte aber  entsprechen  die  720  mod.  2  inkongruenten  Transforma- 
tionen.'') 


75)  Zu  diesem  Paragraphen  Jordan,  „Traite",  Paris  C.  R.  88  (1879),  p.  1020 
u.  1068,  J.  de  TEc.  polyt.  46  (1879),  p.  35,  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  583.  Jordans 
„Groupe  abelien"  Art.  217—223  ist  die  Gruppe  G,  während  die  in  den  Art.  230 
bis  239  gegebene  „zweite  Definition"  sich  mit  der  Definition  der  Gruppe  H 
deckt;  endlich  ist  der  in  Art.  318 — 335  behandelte  „Groupe  de  Steiner"  mit 
der  Gruppe  H'  identisch;  vgl.  dazu  Dickson,  Amer.  M.  S.  Trans.  3  (1902),  p.  38 
u.  377;  Amer.  M.  S.  Bull.  4  (1898),  p.  495. 

Hinsichtlich  der  Wirkungen  der  i_Substitutionen  der  Gruppe  H  auf  die 
F.  S.  von  Per.  Char.  und  Gruppen  von  Per.  Char.  und  ebenso  der  Substitutionen 
der  Gruppe  H'  auf  die  F.  S.  \on  Th  Char.  und  Systeme  von  Th.  Char.  siehe  bei 
diesen. 

76)  Burkhardt,  Math.  Ann.  35  (1890;,  p.  213,  Jordan,  „Traite",  p.  360. 

77)  Man  wird  dazu  bemerken,  daß  die  von  Jordan  p.  360  angegebenen  Er- 
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Der  Satz,  daß  jede  Querschnittsimderung  durch  Monodromie  der 
Verzweigungspunkte  erzielt  werden  kann,  gilt  niclit  mehr  im  hyper- 
elliptischen  Falle  ^^  =  3.  In  diesem  Falle  verschwindet  für  (v)  =  (0) 
eine  der  36  geraden  Thetafanktionen  (Nr.  74).  Da  die  Gruppe  H'  in 
bezug  auf  die  geraden  Th.  Char.  transitiv  ist,  so  kann  man  durch 
passende  lineare  Transformation,  also  durch  passende  Wahl  des  Quer- 
schnittsystems, jede  der  36  geraden  Thetafunktionen  an  ihre  Stelle 
bringen.  Die  sämtlichen  möglichen  Querschnittsysteme  zerfallen  da- 
durch in  36  Klassen,  derart  daß  bei  allen  Querschnittsystemen  einer 
Klasse  die  nämliche  gerade  Thetafunktion  verschwindet.  Nur  solche 
Querschnittsänderungen,  welche  von  einem  Querschnittsystem  zu  einem 
anderen  der  nämlichen  Klasse  führen,  können  durch  Monodromie  der 
Verzweigungspunkte  erzielt  werden."^) 

Im  allgemeinen  Falle  ^  =  3  dagegen  kann  man  die  Koeffizienten 
der  Grundgleichung  von  irgendwelchen  Anfangswerten  beginnend  durch 
stetige  Änderung  so  zu  diesen  zurückführen,  daß  dabei  das  irgendeiner 
ursprünglichen  Zerschneidung  der  Biemannschen  Fläche  entsprechende 
System  von  Periodizitätsmodulen  o  in  das  irgendeiner  anderen  Zer- 
schneidung entsprechende  a'  übergeht.''^) 

33.  Thetafunktionen  höherer  Ordnung  mit  halben  Charakte- 
ristiken. Eine  Thetafunktion  n^^  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [s] 
ist  eine  einwertige  und  für  endliche  v  stetige  Funktion  ©„[f]  ([v])  der 
komplexen  Veränderlichen  v^,  v^,  ■  ■  .  v  ,  welche  bei  beliebigen  ganz- 
zahligen X,  x    der  Gleichung 

®»W((^'+  {2x})) 

P  P  P  P 

genügt.  Solche  Funktionen  gibt  es  zu  gegebenem  [f]  unendlich  viele, 
die  sich  aber  aus  n^  linear  unabhängigen  linear  zusammensetzen  lassen. 
Unter  ihnen  sind  die  wichtigsten  diejenigen,  die  gerade  oder  ungerade 
Funktionen  ihrer  Argumente  sind.    Bezüglich  dieser  gilt  der  Satz: 

Ist  n  gerade,  so  gibt  es  zu  der  Charakteristik  [o] 

g  =  -^-(wP-j-  2p)  linear  unabhängige  gerade  und 

^  U  =^=  V(wP —  2^)  linear  unabhängige  ungerade 


zeugenden  unter  diesen  Transformationen  nur  jene  liefern,  bei  denen  c^^^^li 
(mod.  4),  c^oE^O  (mod.  2)  ist,  also  nur  einen  Teil  der  die  Monodromiegruppe 
umfassenden  arithmetischen  Gruppe. 

78)  Jordan,  „Traite",  p.  .^64;  Klein,  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  48,  Thompson, 
Diss.  Göttingen  1892  =  Amer.  J.  1.5  (1893),  p.  91. 

79)  Khin,  a.  a.  0.  p.  47. 
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Thetafunktioneu  w*''' Ordnung,  während  für  jede  andere  Charakteristik  [f] 

g  =  -VwP  linear  unabhängige  gerade  und 

(150)  IT  1 , ..     • 

II  =  }nP  linear  unabhängige  ungerade 

solche  Funktionen  existieren.    Ist  n  ungerade,   so   gibt  es  zu  gerader 
Charakteristik  [e] 

g  =  ^  (w^'  -f-  1)  linear  unabhängige  gerade  und 

H  =  4^{nP — 1)  linear  unabhängige  ungerade, 

dagegen  zu  ungerader  Charakteristik  [s] 

g  =  ^  (m^ — 1)  linear  unabhängige  gerade  und 
(152^ 

U  =  |-(«^-)-  1)  linear  unabhängige  ungerade 

Thetafunktionen  7^*'''  Ordnung.^^) 

Eine  gerade  bzw.  ungerade  Thetafunktion  n**'  Ordnung  mit  der 
Charakteristik  [s]  läßt  sich  also  aus  g  bzw.  u  linear  unabhängigen 
solchen  Funktionen  linear  zusammensetzen  mit  Hilfe  von  Koeffizienten^ 
die  von  den  Variablen  u  unabhängig  sind. 

Eine  beliebige  Thetafunktion  w**'^  Ordnung  mit  der  Charakteristik 
[f]  aber  kann  auf  Grund  der  Gleichung 

0«  bm  =  ^  (0„  [e]  m  +  &n  b]  i- «)) 

in  die  Summe  einer  geraden   und   einer  ungeraden    solchen  Funktion 
zerlegt  und  daher  gleichfalls  aus   den  vorher   genannten  Q  -\-  VL  =  n^ 
linear   unabhängigen   geraden    und   ungeraden   zur   Charakteristik   [s] 
gehörigen  Thetafunktionen  w*°^  Ordnung  zusammengesetzt  werden. 
Aus  der  Gleichung  (148)  folgt  für  (v)  =  —  [x] 

(154)       0„wc+  H}-i^'r-\^,^\-®n[^i-wi 

und  man  schließt  daraus ^^): 

Die  geraden  Thetafunktionen  gerader  Ordnung  mit  der  Charak- 
teristik [e]  verschwinden  für  alle  solchen  Systeme  {x}  korrespondie- 
render Halben  der  Periodizitätsmodulen,  deren  Per.  Char.  (x)  zur  Per. 
Char.  (f)  azygetisch  ist;  die  ungeraden  für  solche,  deren  Per.  Char.  (x) 
zu  (f)  syzygetisch  ist. 

Für  die  geraden  Thetafunktionen  gerader  Ordnung  mit  der  Cha- 
rakteristik [o]  sagt  der  Satz  nichts  aus;  die  ungeraden  Thetafunktionen 
gerader  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [o]  verschwinden  aber  für 
alle  Systeme  korrespondierender  Halben  der  Periodizitätsmodulen. 


80)  Für  jp  =  2  zuerst  Tollständig  bei  Weber,  Math.  Ann.  14  (1879),  p.  175, 
für  beliebiges  p  bei  Schottky,  „Abr.",  p.  9. 

81)  Humbert,  J.  de  Math.  \\  (1893),  p.  38. 


668     IIB  7.  Kraser- Wirtinger.  Abelsche  Funktionen  u.  allgem.  Thetafunktionen. 

Die  geraden  Thetafunktionen  ungerader  Ordnung  verschwinden 
bei  gerader  Charakteristik  [s],  sobald  [xs]  ungerade,  und  bei  unge- 
rader Charakteristik  [e],  sobald  [y.e]  gerade  ist;  sobald  also  [«]  und 
[xs]  von  verschiedenem  Charakter  sind.  Die  ungeraden  Thetafunk- 
tionen ungerader  Ordnung  verschwinden  bei  gerader  Charakteristik  [«], 
sobald  auch  [xe]  gerade,  und  bei  ungerader  Charakteristik  [s],  sobald 
auch  [xs]  ungerade  ist,  sobald  also  [«]  und  [xe]  von  gleichem  Cha- 
rakter sind. 

34.  Thetarelationen.  Die  algebraiselie  Mannigfaltigkeit  M  .  Ein 
Produkt  d-  [£,]  {v}  9- [£2]  ([v}  .  .  .  ^[fj  {{v}  von  n  Thetafunktionen  mit  den 
Charakteristiken  [f^],  [s^],  .  .  .  [«J,  die  auch  teilweise  oder  alle  ein- 
ander gleich  sein  können,  ist  eine  Thetafunktion  n^^""  Ordnung  mit  der 
Charakteristik  [s^  e^  .  .  .  £^\.  Umgekehrt  können  auf  Grund  dessen  alle 
zu  einer  Charakteristik  [f]  gehörigen  Thetafunktionen  n^^^  Ordnung 
als  homogene  ganze  rationale  Funktionen  »«**"  Grades  der  Funktionen 
"^[^JC^))  dargestellt  werden.  Da  es  nun  hierbei  zu  einer  bestimmten 
Charakteristik  [f]  und  einer  bestimmten  Ordnung  n  mehr  homogene 
ganze  rationale  Verbindungen  der  Thetafunktionen  erster  Ordnung  als 
linear  unabhängige  Thetafunktionen  von  der  Ordnung  n  gibt,  so  ge- 
langt man  zu  linearen  Beziehungen  zwischen  jenen  (Thetarelationen). 
Die  gleichen  Überlegungen  gelten,  wenn  man  von  Thetafunktionen 
höherer  Ordnung  ausgeht,  und  führen  zu  dem  Satze,  daß  zwischen 
p  -\-  2  Thetafunktionen  beliebiger  (aber  gleicher)  Ordnung  und  be- 
liebiger (aber  gleicher)  Charakteristik  sicher  eine  algebraische  Relation 
besteht,  welche  durch  NuUsetzen  einer  aus  ihnen  gebildeten  homo- 
genen ganzen  rationalen  Funktion  gegeben  wird.^^*) 

Die  geraden  Thetafunktionen  gerader  Ordnung  von  der  Charakte- 
ristik [0]  sind  als  homogene  ganze  rationale  Funktionen  der  Quadrate  von 
2^  Thetafunktionen  erster  Ordnung  darstellbar,  wenn^nur  diese  2^'  Theta- 
quadrate  linear  unabhängig  sind.*^)  Man  kann  ferner  jeden  2p-fach  perio- 
dischen Thetaquotienten  auf  die  Form  ^+  ^VX  bringen,  wo  C&, 
W,  X  homogene  rationale  Funktionen  0*«"^,  —  2'"^,  4*«"^  Grades  der 
vorhergenannten  2^  Thetaquadrate  bedeuten.  Daraus  folgt,  daß  die 
algebraischen  Gleichungen  zwischen  den  Thetaquadraten  eine  geeig- 
nete Grundlage  für   die  Untersuchung  des   Körpers   der  zugehörigen 


81a)  Über  den  Grad  dieaer  Grleichung  siehe  Foincare,  J.  de  Math.  1^  (1895), 
p.  226. 

82)  Frobenius  [J.  f.  Math.  96  (1884),  p.  106]  hat  ohne  Beweis  angegeben, 
daß  2*  Thetaquadrate,  deren  Charakteristiken  ein  System  von  Th.  Char.  (Nr.  29) 
bilden,  linear  unabhängig  sind;  für  G'öpeZsche  Systeme  zeigt  es  auch  Krazer, 
„Thetaf.",  p.  365. 
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2^- fach  periodisclien  Funktionen  geben.  Diese  Gleichungen  bilden  in 
ihrer  Gesamtheit  einen  Modul,  dessen  charakteristische  Funktion  im 
Sinne  Hilherts^^)  durch 

(155)  ;k("*)=  2^-1(1 +w^) 

gegeben  ist,  wenn  m  den  Grad  der  Gleichung  bedeutet.  Die'  Glei- 
chungen geraden  Grades  des  Moduls  sind  sämtlich  rationale  Folge- 
rungen derjenigen  vierten  Grades. 

Setzt  man  die  2p  linear  unabhängigen  Thetaquadrate  proportional 
den  homogenen  Punktkoordinaten  eines  Raumes  von  2^  —  1  Dimen- 
sionen, so  wird  in  diesem  Räume  dadurch  eine  algebraische  Mannig- 
faltigkeit von  p  Dimensionen  definiert,  welche  mit  M  bezeichnet 
werden  soll  und  welche  durch  die  Relationen  vierten  Grades  zwischen 
den  2p  Thetaquadraten  vollständig  definiert  ist.  Sie  ist  von  der  Ord- 
nung i?!  2^  ~^  und  ist  eine  Verallgemeinerung  der  Kummer  sehen  Flache, 
in  welche  sie  für  p  =^  2  übergeht  (s.  Nr.  68)  und  deren  wesentliche 
Eigenschaften,  insbesondere  hinsichtlich  ihrer  Kollineationen  und  Kor- 
relationen, bei  ihr  wiederkehren. 

Jedem  Wertesysteme  (v)  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt  von 
ilf^;  jedoch  umgekehrt  einem  Punkte  von  M^  unendlich  viele  Werte- 
systeme (v),  welche  alle  in  der  Form 

1=1 

enthalten  sind,  wo  die  x  und  A  beliebige  ganze  Zahlen  bezeichnen. 
Von  den  (v)  wird  also  M^  (abgesehen  von  ganzen  Vielfachen  der  Pe- 
rioden) zusammenhängend  doppelt  überdeckt,  indem  (v)  und  ( —  v) 
die  nämliche  Stelle  liefern.  Die  beiden  Überdeckungen  bilden  zu- 
sammen eine  geschlossene,  relativ  zu  Jf^  unverzweigte  Mannigfaltigkeit, 
können  aber  in  der  Umgebung  jeder  nicht  singulären  Stelle  geson- 
dert werden;  dazu  kaun  u.  a.  jede  ungerade  Thetafunktion  verwendet 
werden. 

Die  M^  hat  bei  allgemeinen  a^,  ,■  keine  anderen  singulären  Stellen 
als  diejenigen,  welche  den  2^p  Systemen  korrespondierender  Halben 
der  Periodizitätsmodulen    entsprechen;    diese   erweisen   sich   als   2p~^- 

fache  Punkte  von  M„. 

p 

Setzt  man  ein  beliebiges  Thetaquadrat  gleich  NuU,  so  wird  da- 
durch aus  Mj^  eine  Mannigfaltigkeit  von  p  —  \  Dimensionen  heraus- 
gegriffen, deren  Ordnung  ^!2''-"  ist  und  die  doppelt  gezählt  der  voll- 
ständige  Schnitt  von  M^  mit  einer  linearen  Mannigfaltigkeit  i^^.a 

88)  Hubert,  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  479. 
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ist.  Setzt  man  zur  Abkürzung  2^ — 1  =  iV,  pl2P~'^=^m  uud 
nimmt  die  Ordnungszahl  in  die  Bezeiclmung  der  Mannigfaltigkeit  als 
oberen  Index  auf,  so  besitzt  Mp^  den  16  längs  Kegelschnitten  berüh- 
renden ausgezeichneten  Ebenen  einer  Kujnmerschen  Fläche  entspre- 
chend, 2^P  längs  einer  M^^^  berührende  -R,v-i.  Und  den  bei  den 
Kummer  sehen  Flächen  auftretenden  Konfigurationen  (16)6  analog  bilden 
hier  die  2^p  singulären  Punkte  der  31^  mit  den  eben  genannten  singu- 
lären  i?,v_i  eine  Konfiguration  (2^^%p-H2P-i)  tlerart,  daß  je  2^~^(2^'—  1) 
der  2^^  Punkte  auf  einer  der  i2A^_i  liegen  und  je  2^-^(2^—  1)  der 
2^P B^'-i  durch  einen  der  Punkte  hindurchgehen. 

Endlich  geht  die  M^,  wie  die  Kummersche  Fläche,  durch  2^p 
KoUineationen,  die  eine  Gruppe  bilden,  in  sich  über  und  ebenso 
durch  2^P  Korrelationen,  von  denen  «-^ --^  2^~^(2^' — 1)  Nullsysteme 
und  ^^=2^-^(2^-1-  1)  Polarsysteme  sind. 

Ein  vollständiger  Schnitt  der  31  mitp  —  1  algebraischen  Mannig- 
faltigkeiten von  2^  —  2  Dimensionen  hat  im  allgemeinen  das  Geschlecht 

p-i 

(156)  TT  ^^pl2P-h2,n,  .  .  .  n^_,  ^n,  -f  1, 

wo  Wj,  Wg,  .  .  .  w^_i  die  Ordnungen  der  schneidenden  Mannigfaltigkeiten 
sind;  im  Falle,  daß  alle  n=  1  sind,  ist  also 

(157)  .T  —  2>!2'^-2Q,  __  i)_|.  1. 

Jede  geschlossene  Kurve  auf  der  31  führt  entweder  schon  nach 
einmaliger  Durchlaufung  zu  den  Anfangswerten  der  v  zurück  (ab- 
gesehen von  ganzen  Perioden)  oder  erst  nach  zweimaliger.  Das  erstere 
tritt  jedenfalls  immer  dann  ein,  wenn  die  beiden  Überdeckungen  der 
3f  mit  den  v  längs  der  gezogenen  Kurve  völlig  getrennt  verlaufen, 
diese  also  durch  keinen  singulären  Punkt  der  31  hindurchgeht.  Die 
Entscheidung  kann  auf  algebraischem  Wege  in  jedem  Falle  durch 
irgendeine   ungerade  Thetafunktion   oder  die  früher  eingeführte  Form 

|/X  getroffen  werden. 

Die  Ordnung  einer  algebraischen  Kurve  auf  der  3Ip  ist  im  ersten 
Falle  stets  von  der  Form  2mp,  im  zweiten  Falle  von  der  Form  mp^ 
wo  m  eine  bestimmte  ganze,  für  die  Kurve  charakteristische  Zahl  ist. 
Im  ersten  Falle  soll  die  Kurve  selbst,  im  zweiten  Falle  dagegen  jenes 
Gebilde,  welches  außer  den  algebraischen  Formen  auf  der  Kurve  auch 
noch  die  Form  ]/Z  enthält,  als  Gebilde  G  auf  der  M^  bezeichnet 
werden. 

Dieses  algebraische  Gebilde  G  von  einer  Dimension  ist  dann  von 
der   Ordnung  2  mp;    auf  ihm    sind    die   v    unverzweigte    allenthalben 
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-endliche  Funktionen,  die  sich  beim  Durchlaufen  geschlossener  Wege 
nur  um  additive  Konstanten  ändern,  also  Integrale  1.  Gattung.  Das 
Geschlecht  q  von  G  ist  also  im  allgemeinen  >j|;;  G  ist  aber  von  spe- 
zieller Art,  da  es  auf  ihm  Systeme  von  p  Integralen  1.  Gattung  gibt, 
deren  Perioden  sich  aus  den  2^  Thetaperioden  ganzzahlig  zusammen- 
setzen. Umgekehrt  gibt  jedes  algebraische  Gebilde,  auf  welchem  p 
solche  Integrale  1.  Gattung  existieren,  durch  Einsetzen  derselben  für 
die  Argumente  v  in  die  Thetafunktiouen  ein  Gebilde  G  auf  der  Jf^. 
Damit  ist  der  Zusammenhang  der  allgemeinen  Thetafunktioneu 
von  p  Veränderlichen  mit  spezieilen  algebraischen  Gebilden  höheren 
Geschlechts  hergestellt;  von  diesem  wird  später  Aveiter  die  Rede  sein 
(s.  Nr.  lU  u.  118). 

Das  Gebilde  M  wurde  erstmals  von  Klein  in  einer  Vorlesung 
vom  W.  S.  1886/87^)  in  Betracht  gezogen  und  im  Anschlüsse  daran 
zuerst  für  den  FaU  p  =  3  und  sodann  für  beliebiges  p  von  Wirtinger^^) 
näher  behandelt.  Seine  Verknüpfung  mit  einem  eindimensionalen  al- 
gebraischen Gebilde  G  rührt  von    Wirtinger  her.^*^) 

Wirtinger  hat  die  Aufgabe  gestellt,  in  ähnlicher  Weise  die  alge- 
braischen Relationen  zu  untersuchen,  welche  zwischen  den  Nullwerten 
der  geraden  Thetafunktioneu  bestehen.  Auch  ihre  Gesamtheit  bildet 
^inen  Modul  und  dieser  definiert  eine  algebraische  Mannigfaltigkeit 
von  \p{p  -f-  1)  Dimensionen,  die  entsteht,  wenn  man  die  Modulen  a 
alle  mit  der  Konvergenzbedingung  verträglichen  Werte  annehmen  läßt. 
Endlich  kann  man  aber  auch  nach  dem  Modul  jener  Relationen 
fragen,  welche  zwischen  den  Thetacjuadraten  bestehen,  wenn  man  diese 
als  Funktionen  sämtlicher  Größen  v  und  a  betrachtet.  Die  Formen 
dieses  Moduls,  der  aber  erst  für  j»J  ^  4  zustande  kommt,  besitzen  rein 
numerische  Koeffizienten  und  definieren  eine  algebraische  Mannig- 
faltigkeit von  p  +  |i>(i>  +  1)  =  ^Piv  -\-  3)  Dimensionen. 

35.  Additionstheoreme  der  Thetaquotienten.  Das  Produkt 
9'[;c](i[w  -|-  vj)  '0-[A]((w  —  v}  ist  als  Funktion  der  Variablen  u  betrachtet 
eine  Thetafunktion  zweiter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [zA]  und 
daher  linear  und  homogen  durch  2^  liuearuuabhängige  solche  Fimk- 
tionen  z.  B.  durch  2^  liuearunabhängige  Thetaprodukte  '^■[e  ]((w)) 
^V^^^u\b^))  («■  =  1,  2,  .  .  .  2^)  darstellbar.  Da  das  gleiche  auch  in 
bezug  auf  die  Variablen  v  gilt,  so  schließt  man,  daß  sich  das  ein- 
sangs  genannte  Produkt  in  der  Gestalt 


84)  Vgl.  Beichardt,  N.  Acta  Leop.  50  (1887),  Nachtrag  p.  483. 
86)  Gott.  Nachr.^1889,  p.  474,  Monatsh.  f.  Math.  1  (1890),  p.  113. 
86)  „Thetaf.",  Acta  math.  26  (1902),  p.  144. 
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(158)  ^M((w  +  4^[A]((w-4 

2P      2-P 


-12 


',.^WW^[^^^JW^WW^[^^^v]W 


durch  die  Funktionen  ^[b\{u\  ^\yi\iv])  darstellen  läßt.  Die  Bestim- 
mung der  von  den  Variablen  u,  v  unabhängigen  Koeffizienten  c  kann 
geschehen,  indem  man  in  (158)  an  Stelle  dieser  Variablen  Systeme  zu- 
sammengehöriger Halben  der  Periodizitätsmodulen  einführt;  sie  ergeben 
sich  dann  als  rationale  Funktionen  —  2*®°  Grades  der  Thetanullwerte 
'9'[£]((o)).  Wenn  man  zwei  Produkte  d-[')i]{{u -{- v} &[X]{u  —  v}  und 
■0'[xo]((w  +  *'))'^W((w  —  ^))  ^^  dieser  Weise  darstellt  und  die  beiden 
Gleichungen  durcheinander  dividiert,  auch  noch  auf  der  rechten  Seite 
Zähler  und  Nenner  durch  •9-^[xo]((m))'9'^[;co]((i;))  dividiert,  erhält  man  ein 

reines  Additionstheorem  für  Thetaquotienten ,  indem  ^q^|^n_"^f  ^**" 
tional  durch  Quotienten  J^^r^'l  "^d  J    ;V\,  ausgedrückt  erscheint. 

36.  Die  Riemannsehe  Thetaformel.  JRosenhain  (s.  Nr.  6)  hat,  wie 
es  Jacdbi  in  seiner  Vorlesung  über  die  elliptischen  Funktionen  ge- 
tan hatte,  die  sämtlichen  Thetarelationen,  deren  er  bei  seinen  Unter- 
suchungen über  die  Umkehrung  der  ultraelliptischen  Integrale  be- 
durfte, einschließlich  der  Additionstheoreme  ihrer  Quotienten,  aus 
einer  einzigen  allgemeinen  Formel  zwischen  Produkten  von  je  4  Theta- 
funktionen abgeleitet.  Die  entsprechende  Formel  für  beliebiges  p  hat 
Biemann^'')  aufgestellt  und  1865  Prym  mitgeteilt,  der  sie  deshalb 
die  Biemannsche  Thetaformel  genannt  und  von  ihr  gezeigt  hat,  daß 
sie  in  der  Tat  im  Falle  eines  beliebigen  p  die  gleichen  Dienste  leisten 
könne,  die  sie  Rosenhain  im  Falle  p  =  2  geleistet  hat^^). 

87)  Ges.  math.  W.  Nachtr.  (1902),  p.  98. 

88)  Prym,  „Riem.  Thetaf.",  auch  J.  f.  Math.  93  (1882),  p.  124;  Acta  math.  3 
(1883),  p.  201.  Unabhängig  von  Biemann  wurde  die  Biemannsche  Thetaformel 
1879  von  H.  St.  Smith  [Lond.  M.  S.  Proc.  10  (1879),  p.  91  =  Coli.  math.  pap.  2 
(1894),  p.  279]  und  1880  von  Frobenius  [J.  f.  Math.  89  (1880),  p.  210]  aufgestellt; 
vgl.  auch  Capelli,  Acc.  Line.  Rend.  14^  (1906),  II,  p.  69.  Ableitung  von  Rela- 
tionen zwischen  den  Nullwerten  der  geraden  Thetafunktionen  beliebig  vieler  Va- 
riablen auB  der  Biemannschen  Thetaformel  bei  Hutchinson,  Amer.  M.  S.  Trans.  1 
(1900),  p.  391. 

Caspary  (J.  f.  Math.  97  (1884),  p.  165)  leitet  die  auf  einer  G^öpeZschen 
Gruppe  beruhende  halbe  Umkehrung  (163)  ab,  indem  er  sie  mit  Hilfe  einer 
Transformation  zweiter  Ordnung  in  eine  identische  Gleichung  zwischen  Theta- 
funktionen mit  den  Modulen  2  a  überführt. 

Caspary  hat  (Math.  Ann.  28  (1887),  p.  496,  Paris  C.  R.  104  (1887),  p.  1256) 
zuerst  darauf  hingewiesen,  daß  analoge  Formeln  auch  für  Produkte  von  6  Theta- 
funktionen bestehen,  und  Krazer  und  Prym  („N.  G.",  p.  51)  haben  gezeigt,  wie 
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Sind  die  Variablen  v     {         .  '    '    '     I  mit  den  Variablen  m^*^^  ver- 
knüpft  durch  die  Gleichungen 

/LI  /X  '  tt  1  ß  '  ft     ' 

(159)  2t;(»)  =  ^*W  _  u''^  +  u^''  -  ^\        (^  =  1.  2, . . .  p) 

,U  l-l  fl  I  /H  fl    ' 

O    W  (1)  (2)  (3)     I  (4) 

H  ,u  fl  fl       i        fl 

und  setzt  man 

so  bestehen  zwischen  den  Größen  x  und  y  die  Gleichungen 


_  V 


Xi 


[«]? 


(161)  2Py,^y-=2;\',V 

[«] 

bei  denen  die  Summation  über  alle  2^p  Th.  Char.  [«]  auszudehnen  ist 
und  [j^]  eine  beliebige  Th,  Char.,  (q),  (p)  aber  beliebige  Per.  Char.  be- 
zeichnen. • 

Denkt  man  sich  die  Per.  Char.  {q),  (p)  festgehalten  und  läßt  an 
Stelle  von  [t^]  der  Reihe  nach  die  2'^p  Th.  Char.  treten,  so  entsteht 
ein  System  S  von  2^p  Gleichungen,  welche  alle  auf  ihren  rechten 
Seiten  die  nämlichen  2^^  Größen  x^^-^  haben;  aus  den  2^^  Gleichungen 
dieses  Systems  S  können  auf  folgende  Weise  durch  lineare  Verbin- 
dung neue  Gleichungen  zwischen  den  Größen  x  und  y  abgeleitet  werden. 

Sind  (a^,  (aj,  .  .  .  (a^_i)  die  r  =  2""  Per.  Cher.  einer  beliebigen 
Gruppe  A  vom  Range  m,  (?>(,),  (b^,  .  .  .  Q),_^  die  5  =  2^^-'"  Per. 
Char.  der  zu  A  adjungierten  Gruppe  B  (Nr.  28)  und  bezeichnen  [t^] 
und  [g]  irgend  zwei  Th.  Char.,  so  ist 

r— 1  s-\ 

(162)  2^-'"^  le,  a,\y^a^  =  \t,  ^j^  h  &«|^[?^], 

woraus  insbesondere  für  m  =  p  die  „halbe  Umkehrung''  der  Ttieniann" 
sehen  Thetaformel 

"man  die  ^tmawwsche  Thetaformel  auf  Produkte  einer  beliebigen  geraden  An- 
zahl von  Thetafunktionen  ausdehnen  kann. 

Eine  Ausdehnung  seiner  dreigliedrigen  Sigmaformel  auf  den  Fall  i^^l 
hat  Weierttraß,  Berlin  Ber.  1882,  p.  505  =  Math.  W.  3  (1903),  p.  156  gegeben, 
vgl.  dazu  Caspary,  J.  f.  Math.  96  (1884),  p.  182  und  weiter  Frobenius,  ebd. 
p.  101  und  Caspary,  p.  324. 
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iP-X  2P  —  1 

(163)  2  ,  ^,  a^  { t/[,^  «^3  =  \^^rj\^\  r„  ho  \  rf[-6„] 

hervorgeht.  Ist  dabei  die  Gruppe  A  eine  (rö/JeZsche ,  so  fällt  die 
Gruppe  JB  mit  ihr  zusammen. 

Ist  die  Gruppe^  eine  syzygetische,  so  lassen  sich  die  2^-''"'"  Per. 
Char.  der  adjungierten  Gruppe  B  in  die  Gestalt  («,,&,)  (/i  =^  1,  2,  .  .  .  2"*; 
V  =  1,  2,  .  .  .  2«/' -2"')  bringen,  wo  die  22i'-2'«Per.  Char.  (6J  selbst  eine 
Gruppe  Tom  Range  2(p  —  m)  bilden,  deren  Charakteristiken  dadurch 
definiert  sind,  daß  sie  von  den  2*"  Per.  Char.  (a^,)  verschieden,  aber  zu 
ihnen  allen  syzygetisch  sind.     Setzt  man  dann 

2'" 

'(164)  '"^^1  (t;=^1,2,  ...22Ü'— 

/<  =  ! 

so  sind  die  22(^-'")  Größen  X  und  die  22^"'")  Größen  Y  durch  die  näm- 
lichen Systeme  linearer  Gleichungen  miteinander  verknüpft,  wie  die 
dem  Falle  p  —  m  entsprechenden,  ebenso  vielen  Größen  x,  y. 

Es  lassen  sich  also  auf  mannigfache  Art  2-^""'^  Aggregate  von 
Produkten  von  je  4  Thetafunktioneu  von  j)  Veränderlichen  bilden, 
zwischen  denen  dieselben  linearen  Gleichungen  bestehen  wie  zwischen 
einzelneu  Produkten  von  je  4  Thetafunktioneu  von  p  —  m  Veränder- 
lichen.«») 

37.  Das  Additionstheorem  der  allgemeinen  Thetafunktionen  für 
2)  ^  3.    Es  seien 

Kl;  Kl;  •  •  •  K],  [ßi\y  ■  ■  •  [ßp-i^,  [YxI,  •  •  •  bp-sl 
die  2p  -f-  2  Th.  Char.  eines  F.  S.  (Nr.  27),  [w]  die  Summe  der  ungeraden 
unter  ihuen  und  [x]  =  [w/Sj  .  .  .  ßp_^\)  es  seien  ferner  {l^,  {l^,  .  .  .  (l^_i) 
die  r  ==  2p ~^  Per.  Char.  jener  Gruppe,  welche  sich  auf  den  p  —  3  Basis- 
charakteristikeu  {ß^Yi),  .  .  .  {ßp-sTp-s)  aufbaut;  es  sei  endlich  [gjJ 
eine  beliebige  Th.  Char.  Bezeichnet  man  dann  mit  Xr^^,  t/r  -.  die  Aus- 
drücke 

89)  Auf  diese  Analogie  der  Tiietarelationen  im  Falle  eines  beliebigen  2?  mit 
solchen  zu  niedrigeren  p  gehörigen  hat  zuerst  Frohenius,  J.  f.  Math.  96  (1884), 
p.  94  aufmerksam  gemacht;  sodann  besonders  Schottky,  Acta  math.  27  (1903), 
p.  245,  endlich  Jung,  J.  f.  Math.  128  (1905),  p.  78;  weiteres  darüber  in  Nr.  91. 
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so  sind  diese  Größen   miteinander  verknüpft  durch   die   Gleichungen 


7     r-1 


(166)  ^\cacco,  l^\  y[xi^]  -:  ^  y  k,  0)«,,^^,  x^,,^^^^^^ . 

Q  =  0  ft  =  0  Q  =  0 

Im  Grenzfalle  p  ==  3  fallen  die  Th.  Char.  [ß]  und  [y]  und  also  auch 
die  Gruppe  (l)  weg  und  die  Formel  nimmt  die  einfachere  Gestalt 

7 

an,  in  der  also  [«<,];  M,  ■  •  ■  M  die  8  Th.  Char.  eines  F.  S.  sind, 
[n]  die  Summe  der  ungeraden  unter  ihnen  und  [oo]  eine  beliebige 
Th.  Char.  bezeichnet. 

Aus  der  Formel  (166)  können  Additionstheoreme  für  die  Theta- 

quotienten  folgendermaßen  abgeleitet  werden.  Man  setze  (w)  ---  ( w); 

vermehrt  man  sodann  die  Per.  Char.  (q)  der  Reihe  nach  um  die  r=^^2P-^ 
Per.  Char.  (l^^),  (ZJ,  .  .  .  {l^_^),  so  entstehen  aus  der  obigen  r  Glei- 
chungen, deren  linke  Seiten  lineare  Funktionen  der  nämlichen  r  Theta- 
produkte  sind  und  welche  nach  jedem  einzelnen  dieser  Produkte  auf- 
gelöst werden  können.  Durch  Division  zweier  solcher  Gleichungen, 
von  denen  die  eine  die  Funktion  ^[s](iu  -\- v)),  die  andere  die  Funk- 
tion ^[^]((m -f- vj)  enthält,  während  daneben  in  beiden.  Gleichungen 
die  nämliche  Funktion  ^[t]lu  —  v))  auftritt,  erhält  man  ein  Addi- 
tionstheorem für  den  Thetaquotienten  ^.t^i"!-^") 

Hn]  ((«))     ^ 

38.    Weitere   Folgerung    aus    der  Eiemannschen   Thetaformel. 

Zur  Aufstellung  der   zwischen   den  2^p  Funktionen  ^[s]{{v))  bestehen- 
den Thetarelationen  dient  auch  folgende  Formel,  die  gleichfalls  ohne 
Mühe  aus  der  Biemaiinächeu  Thetaformel  abgeleitet  wird. 
Es  seien 

K],    K],    .   .   .    M,   [ß,],  .   .   .  [ß^_,],    [y,l  .   .   .  [y^_^\ 

die  2p -{-2  Th.  Char.  eines  F.  S.,  [u]  die  Summe  der  ungeraden  unter 
ihnen  und  [x\  =  [nß,  .  .  .  ß^_,]-  es  seien  ferner  (g,(Z,),. . .  (/,_i)  die 
r  =  2^-2  Per.  Char.  jener  Gruppe,  welche  sich  auf  den  jp  —  2  Basis- 
charakteristiken iß^y,),  .  .  .  {ßp_2yp-2)  aufbaut;  es  sei  endlich  [o]  eine 

90)  Nachdem  die  auf  den  Fall  /)  =  3  bezügliche  Formel  (167)  schon  vor- 
her von  Weber  [„2)  =  3",  p.  3.ö]  mitgeteilt  worden  war,  wurde  die  allgemeine 
Formel  (166)  ziemlich  gleichzeitig  von  Stahl  [J.  f.  Math.  88  (1880),  p.  127J,  Noether 
[Math.  Ann.  16  (1880),  p.  319  auch  Erl.  Ber.  12  (1880),  p.  1]  und  Frobenius 
[J.  f.  Math.  89  (1880>,  p  216]  angegeben;  die  Ableitung  aus  der  RiemanmchQn 
Thetaformel  bei  Prym,  „Riem.  Thetaf.",  p.  99. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     II 2.  44 
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beliebige  Tb.  Cbar.    Bezeichnet  man  dann  mit  x^^^^  den  Ausdruck 

(168)^^,3==#[«M^[a  +  ()]-(4,^[£  +  (?](M^[£-^-«5]((— M-t;_W;)), 
SO    sind   diese  Größen   miteinander  verknüpft   durch   die   Gleichungen 

r  - 1  B     r  - 1 

(169)  2^  |xao,  >caoZ^ia:[a,xaoJo]  ^^^  l'^^^Oy  ^^fh\^[<^yaf,i^]. 

Im  Grenzfalle  p  =  2  fallen  die  Th.  Char.  [ß]  und  [y]  und  also 
auch  die  Gruppe  (l)  weg  und  die  Formel  (169)  geht,  wenn  man  die 
6  ungeraden  Th.  Char.  mit  [co^],  [wg],  .  .  .  [ojß]  und  eine  beliebige 
Th.  Char.  mit  [x]  bezeichnet,  in 

6 

(170)  2x[y.  o„]  --  2  1  «1 ,  CJ,,  I  Xi^  o,^]  über.äi) 

V.  Die  allgemeinen  Thetafunktionen  mit  i«*«'  Charakteristiken. 

39.  Die  Funktionen  ^[i\ri'^}.  Sind  die  Charakteristikenelemente 
g,  h  einer  Thetafunktion  rationale  Zahlen  mit  dem  gemeinsamen 
Nenner  r,  ist  also 

(l'l)  ?„-'f,        K-'f,  (^=l,2,...p) 

wo  die  s,  e  ganze  Zahlen  bezeichnen,  so  werde  die  Charakteristik  mit 
[s\,  die  zugehörige  Thetafunktion  mit  ■9[«]^((v))  bezeichnet. 

Die  Funktion  '9'[£]r((v))  ist  dann  definiert  durch  die  Gleichung 
p      p  p 

-00,. . .  +»  ^  J?'/.//('».u  +  7  )("V'+ V")  +^-2'("»/'  +  ir)(v +T'") 

nii,-  ■  -mp 

und  ist  mit  der  Funktion  ^([v])  verknüpft  durch  die  Gleichung 
(173)  H^Uv))  =  »{v,  +2'^'-«,,  +*^^ii.->,  +  2'y  V+  rM 

d.  h,  sie  geht  abgesehen  von  einem  Exponentialfaktor  aus  der  Funk- 
tion d'iv])  hervor,  wenn  man  deren  Argumentensystem  (v)  um  das 
System 

91)  Die  Formel  (169)  ist  von  Frym  („Riem,  Thetaf.",  p.  106)  aufgestellt 
worden,  nachdem  Krazer  („p  =  2")  sie  im  speziellen  Falle  p  =  2  angegeben 
und  gezeigt  hatte,  daß  die  sämtlichen  Beziehungen  zwischen  den  16  Thetafunk- 
tionen zweier  Veränderlichen  aus  ihr  abgeleitet  werden  können. 


(172)  &[al 
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(174)  {.}.-=2^7-'«i.  +  7^*'l'  •  •    ^  V«>.  +  t'^^' 

/( =  1  ,(/  =  1 

zusammengehöriger  r***^  der  Periodizitätsmodulen  mit  der  Per.  Char. 
{e)y  vermehrt.  So  entspricht  der  Th.  Char.  [s]^  also  die  Per.  Char. 
(«)^,  wenn  man  -^[fj^C^))  relativ  gegen  Q'{v'J)  betrachtet. 

Die  durch  die  Gleichung  (172)  definierte  Thetafunktion  ^[sjr^v]) 
genügt  den  2p  Gleichungen 

(175)  H^lM' •  K  +  «*T  •  -K)  =  ^W»)e^, 

(176)  ^[4K.+  «1..I- •  -K  +  ^J- ^W.We"""'"'""^' 

(v  =  l,2,...p) 

oder,  was  dasselbe  sagt,  bei  beliebigen  ganzzahligen  x,  x   der  Gleichung 

(177)  H^Uv+{rx}^} 

p     p  p  p 

in  welcher  [rx]^  jenes  System  zusammengehöriger  Ganzen  der  Perio- 
dizitätsmodulen bezeichnet,  welches  aus  (174)  für  e^  =  rx^,  f^'<  =  rx'f^ 
(/t  =  1,  2,  .  .  .  j9)  hervorgeht. 

Endlich  genügt  die  Funktion  -^[f]^  ,v))  den  Gleichungen 

(178)  ^[B  -^rxUv))  =  ^W.He  '  '^'  '  \ 

(179)  ^[4((r+h}J=^[6+.?LW6"=^"'=^ 

(180)  ^[d((-'^))  =  ^[-d((4 

Die  Formel  (178)   sagt  aus,  daß   zwei  Funktionen  't^[«];.((v))  und 
'^[^]r((^'))»  ^^^^  welche  die  Charakteristikenelemente  8,  s    und  iy,  vf  den 
2^  Kongruenzen 
(181)  f^  =  »?^,,     s'^EE-zfj'f,     (mod.  r)  (/it  =  1,  2,  .  .  .  ^) 

genügen,  nur  um  einen  Faktor,  der  eine  r**  Einheitswurzel  ist,  von- 
einander verschieden  sind,  und  man  schließt  daraus,  daß  es  im  ganzen 
überhaupt  nur  r^^  wesentlich  verschiedene  Funktionen  '9'[«]^((v))  gibt, 
als  welche  man  diejenigen  wählen  kann,  bei  denen  die  f,  s'  nur  die 
Werte  0,  1,  ...  r  —  1  besitzen. 

Die  Formel  (179)  zeigt  weiter,  daß  man  von  jeder  dieser  r'^  Funk- 
tionen zu  jeder  anderen  von  ihnen,  abgesehen  von  einem  Exponential- 

44* 
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faktor,  gelangen  kann,  indem  man  ihr  Argumentensystem  (y)  um  ein 
passend  gewähltes  System  zusammengehöriger  r^^^  der  Periodizitäts- 
modulen  vermehrt.  Dadurch  erscheinen  die  r^^  Funktionen  '9"[«]^((f)) 
untereinander  gleichberechtigt. 

Die  Formel  (180)  endlich  zeigt,  daß  sich  die  Funktion  0^[«]^(( — v^ 
stets  aber  auch  nur  dann  von  der  Funktion  '9'[£]^{(i^))  nur  um  einen 
konstauten  Faktor  unterscheidet,  wenn  die  beiden  Charakteristiken  \b\ 
und  [ —  s\  einander  kongruent  sind,  also  [2£]^^  [Oj  ist.  Dieser  Fall 
kommt,  wenn  r  gerade  ist,  unter  den  r^^  Funktionen  '^•[fij^fv))  2^^- mal 
vor  und  liefert  bekanntlich  2^-'^{2p -\-  1)  gerade,  2^-^(2^—  1)  unge- 
rade Funktionen.  Die  r*^ — 2*^  übrigen  und  ebenso  im  Falle  eines 
ungeraden  r  die  sämtlichen  r'^P  —  1  von  •9'[o]  (v))  verschiedenen  Funk- 
tionen '9'[f-]^((y))  gehen  gemäß  der  Formel  (180),  abgesehen  von 
einem  Exponentialfaktor,  der  eine  r*®  Einheitswurzel  ist,  paarweise  in- 
einander über,  wenn  man  das  Argumentensystem  {y)  in  ( —  v)  ver- 
wandelt. 

40.  Periodencharakteristiken  {b)^.   Sind  g3,„,  . . .  co^^  (a  =  1, 2, . . .  2/>) 
die  2p  Periodensysteme  einer  Aheht\ien  Funktion  und  die  «,  f'  ganze 
Zahlen,  so  nennt  man  ein  Größensystem  von  der  Form 
P  p 

(182)      y  ^  (£,«1,  -f  £>!,,  +  ,,),    ■•    V2  ^^^"^P'  +  V^i'.P  +  r) 

ein  System  zusammengehöriger  r*®^  der  Perioden,  den  Komplex  der 
2p  Zahlen  «,  s'  aber  seine  Per.  Char.  (f)^. 

Zwei  Systeme  (182),  bei  denen  die  Charakteristikenelemente  s,  b 
und  ri,  7]  den  2p  Kongruenzen  (IHI)  genügen,  sind  einander  kongruent 
nach  den  Perioden;  zwei  solche  Per.  Char.  (f)^  und  (ri)^  werden  im 
folgenden  als  nicht  verschieden  angesehen.  Es  gibt  dann  im  ganzen 
nur  r^^  verschiedene  Per.  Char.  {s)^,  als  welche  man  diejenigen  wählen 
kann,  bei  denen  die  Zahlen  e,  s   nur  die  Werte  0,  1,  .  .  .  /•  —  1  haben. 

Durch  jede  lineare  ganzzahlige  Transformation  (39)  geht  ein 
System  zusamraengi'höriger  r*^^  der  Perioden  o  mit  der  Per.  Char. 
(f)^  in  ein  System  zusammengehöriger  r'^^  der  Perioden  w'  über,  dessen 
Per.  Char.  (jb\  in  ihren  Elementen  «^,,  7^  (^—1,2,...  p)  durch  die 
Kongruenzen 

p 


(183)  '^l  {ii-^\,2,...p) 

~^'^^=^(-^P^^,r^v  +  ^P^u,P  +  ^^v)    (mod.r) 
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bestimmt  ist.  Man  sagt  dann,  daß  die  Per.  Char.  (e)^  durcli  die  Trans- 
formation (39)  in  die  Per.  Char.  (i)^  übergeht.  Unter  den  r^^  Per. 
Char.  {e)^  nimmt  d^bei  die  Per.  Char.  (o)^,  bei  der  s^  =  •  -  •  =  s  ~  s^' 
=  •'■==  fp  =  0  ist,  den  r^^  —  1  anderen  gegenüber  eine  Ausnahm e- 
ßteUung  ein,  da  sie  und  nur  sie  bei  jeder  Transformation  in  sich 
übergeht.  Man  teilt  daher  die  r^p  Per.  Char.  in  zwei  Klassen;  die 
erste  Klasse  besteht  aus  der  einzigen  Per.  Char.  (o),  welche  die  un- 
eigentliche Per.  Char.  genannt  wird,  die  andere  aus  den  r^P  —  1  übri- 
gen, welche  die  eigentlichen  Per.  Char.  heißen.  Unter  der  Summe 
{gX  =  (fijg  .  .  .)^  mehrerer  Per.  Char.  («)^,  {rj)^,  (^)^,  .  .  .  wird  jene  Per. 
Char.  verstanden,  deren  Elemente  ^^,,  ö^  durch  die  Kongruenzen 

(184)  0^--£^  +  7?„  +  e^  +  -.-,  ö;  =  ,;  +  ^;-f-g;  +  ...  (mod.r) 

Cu  =  l,2,...2)) 

bestimmt  sind;  dabei  können  die  Per.  Char.  {s\,  (rj\,  f^)^,  .  .  .  auch 
teilweise  oder  alle  einander  gleich  sein  und  es  soll  die  Summe  von  g 
gleichen  Per.  Char.  (s)^  mit  (s^)^  bezeichnet  werden. 

Man  nennt  gegebene  Per,  Char.  (fj^,  (fgV,  .  .  .  {£„X  unabhängig, 
wenn  die  Gleichung  (f^'^l' •  .  •  *;^J");.  =  (0),  in  der  die  g  positive 
ganze  Zahlen  bezeichnen,  nur  durch  g^^  g^^  -  -  -  "^  g^^i  0  (niod.  r) 
befriedigt  werden  kann;  man  nennt  ferner  eine  aus  gegebenen  Per. 
Char.  i£i)r,ih)r>-'-{^m\  zusammengesetzte  Per.  Char.  (£?' «f' •  •  •  f,^;»)^, 
bei  der  die  g  positive  ganze  Zahlen  oder  NuU  sind,  eine  Kombination 
w**"  Ordnung    dieser    Per.  Char.,    wenn   gi  -\-  g2  -\-  •'•-{-  g^  '=  ^   ist, 

n 

und  bezeichnet  sie  mit  (Ss)^.^^) 

Bezeichnen  weiter  (f)^  und  (r]\  irgend  zwei  Per.  Char.,  (e)^  und 
{rjX  die  daraus  durch  die  nämliche  lintare  ganzzahlige  Transforma- 
tion hervorgehenden,  so  ist  stets 

p  p 

(185)  ^{£f.rjl,  —  €'^^iu)^^  {s^uVf^—a'^rif,)     (mod.r); 

,«  =  1  fi  =  i 

es  bleibt  also  der  Wert  des  Ausdrucks 


92)  Man  wird  bemerken,  daß  die  Definition  der  Unabhängigkeit  von  Per. 
Char.,  in  dem  Falle,  wo  r  keine  Primzahl  ist,  schon  für  jede  einzelne  Per  Char. 
(f^  ^ine  Bedingung  nach  sich  zieht.  Da  nämlich  die  Gleichung  {s\  =  {0)  nur 
durch  g^O  (mod.  r)  soll  befriedigt  werden  können,  so  dürfen  die  2p  Charakte- 
ristiken-lemente  e,  s'  von  (f)^  mit  r  keinen  Faktor  gemeinsam  haben;  ea  ißt  diese 
Bedingung  gleiehhedeutend  damit,  daß  die  r  Per.  Char.  (0),  (t)^,  {s%.,  .  .  .,  (s'^^)^ 
alle  Voneinander  verschieden  sind. 
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(186)  \e,v\=e    "=' 

bei  jeder  linearen  ganzzahligen  Transformation  ungeändert. 
Zwei  Per.  Char.  (f)^  und  (t^)^  heißen  syzygetiseh,  wenn 

ist.     Unter  den  r^P  Per.  Char.  (x)^  gibt  es   stets   r^ß-'J^   welche  den 
Gleichungen 


StT»                                            27ti  2««' 

"i  I  I  ^-i  .  ,  — f 


£^,  x\  =  e 


(187)  \6j_,x\=^e''  ,  \s,^jx\  =  e 
genügen,  wo  die  d  willkürlich  gegebene  ganze  Zahlen,  (f^)^,  (s^)^,  .  .  . 
(e^)^  aber  q  unabhängige  Per.  Char.  bezeichnen;  insbesondere  gibt  es 
also  stets  r^P-'i  Per.  Char.,  welche  zu  q  gegebenen  unabhängigen  Per 
Char.  syzygetisch  sind. 

Alle  Kombinationen  von  q  unabhängigen  Per.  Char.  (Sj)^,  (fg),.,  .  .  . 
(s^^  bilden  zusammen  mit  der  uneigentlichen  Per.  Char.  (o)  eine  Gruppe 
E  von  »-2  verschiedenen  Per.  Char.  Die  Zahl  q  heißt  der  Rang,  die  Zahl 
t^  die  Ordnung  der  Gruppe  E,  die  q  Per.  Char.  {s^\,  (fg)^,  .  .  .  (e,)^ 
oder  irgend  q  andere  unabhängige  Per.  Char.  von  E  die  Basis  der 
Gruppe  E. 

Die  r^J>-9  zu  q  unabhängigen  Per.  Char.  (s^)^,  (^2)^,  •  •  •  (s^)^  syzy- 
getischen  Per.  Char.  sind  syzygetisch  zu  allen  r^  Per.  Char.  der  Gruppe 
E  und  bilden  selbst  eine  Gruppe  H  vom  Range  2p  —  q,  welche  man 
zur  Gruppe  E  adjungiert  nennt.    Es  ist  dann  auch  E  zw  H  adjungiert. 

Diejenigen  unter  den  Per.  Char.  einer  Gruppe  JE,  welche  zu  den 
sämtlichen  2«  Per.  Char.  von  E  syzygetisch  sind,  bilden  die  syzygetische 
Untergruppe  A  \onE.  Die  Per.  Char.  von  A  gehören  immer  auch  der 
adjungierten  Gruppe  H  an  und  es  ist  A  der  größte  gemeinsame  Teiler 
von  E  und  H.  Sind  je  zwei  Per.  Char.  einer  Gruppe  syzygetisch,  so 
heißt  die  Gruppe  selbst  syzygetisch.  Der  Rang  einer  syzygetischen 
Gruppe  kann  nicht  größer  als  p  sein.  Eine  syzygetische  Gruppe  vom 
Range  p  heißt  eine  Göpehche  Gruppe.  Eine  Göpehche  Gruppe  ist 
mit  ihrer  adjungierten  Gruppe  identisch. 

41.  Thetacharakteristiken  [s]^.  Betrachtet  man  zwei  Th.  Char. 
[«],.  und  [r]]^,  deren  Elemente  £,  s'  und  t],  r]'  den  2p  Kongruenzen 
(181)  genügen,  als  nicht  verschieden,  so  gibt  es  im  ganzen  nur  r^P  ver- 
schiedene Th.  Char.  [e]^,  als  welche  man  diejenigen  wählen  kann,  bei 
denen  die  s,  s'  nur  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  ...  r  —  1  sind. 

Unter  der  Summe  [(?];.=  [«???  •  •  •];.  mehrerer  Th.  Char.  [«]^,  [rj\, 
[^]r,  •  ■  •  wird  jene  Th.  Char.  verstanden,  deren  Elemente  6,  a'  durch  die 
Kongruenzen  (184)  bestimmt  sind;  dabei  können  die  Th.  Char.  [s]^,  [rf]^, 


41.  Thetacharakteristiken  [s]^.  ßgj 

[J]^,  .  .  .  auch  teilweise  oder  alle  einander  gleich  sein  und  es  wird  die 
Summe  von  g  gleichen  Th.  Char.  [s]^  mit  [f'^J,.  bezeichnet.  Man  nennt 
ferner  eine  aus  gegebenen  Th.  Char.  [f  J,.,  [s^l., . . .  [s^]^  zusammengesetzte 
Th.  Char.  [ff^ff«.  .  .  £,f,'»]^,  bei  der  die  g  positive  ganze  Zahlen  oder  Null 
sind,  eine  Kombination  n*^'  Ordnung  dieser  Th.  Char.,  wenn  5^1  +  ^2  "r 

•  ■  ■  +  ö'm  =  **  ist,  und  bezeichnet  sie  mit  L^«J^.  Diejenigen  Kombina- 
tionen l^sX,  bei  denen  die  Ordnungszahl  71  r  1  1  (mod.  r)  ist,  heißen 
die  -wesentlichen  Kombinationen  der  gegebenen  Th.  Char.  und  wesent- 
lich unabhängig  werden  Th.  Char.  [fj,,  [g^]^,  .  .  .  [f  J^  genannt,  wenn 
keine    aus    ihnen    gebildete    Kombination    [«^'4'" .  •  .  £^"'];-,    bei    der 

9i  +  92-\ \-  9m=^  (mod.  r)  ist,  der  Th.  Char.  [0]  gleich  ist,  ohne 

daß  jede  einzelne  der  m  Zahlen  g^,  g^,  .  .  .  g^-^  0  (mod.  r)  ist. 

Addiert  man  zu  den  sämtlichen  Per.  Char.  einer  Gruppe  E  eine 
beliebige  Th.  Char.  [x]  und  faßt  die  entstehenden  r?  Charakteristiken 
als  Th.  Char.  auf,  so  sagt  man  von  ihnen,  daß  sie  ein  System  von 
Th.  Char.  bilden,  und  nennt  q  den  Rang  des  Systems.  Die  »-2  Th.  Char. 
eines  Systems  vom  Range  q  können  auch  als  die  wesentlichen  Kom- 
binationen von  q-\-  1  wesentlich  unabhängigen  unter  ihnen  definiert 
werden;  solche  g  +  1  Th.  Char.  eines  Systems  sollen  eine  Basis  des- 
selben genannt  werden. 

Läßt  man  an  Stelle  der  vorher  genannten  Th.  Char.  [ii\  der  Reihe 
nach  die  r^^"«  Per.  Char.  einer  Gruppe  Z  vom  Range  2p  —  q  treten, 
deren  Basischarakteristiken  zusammen  mit  den  q  Basischarakteristiken 
von  E  2p  unabhängige  Per.  Char.  bilden,  so  erhält  man  auf  die  an- 
gegebene Weise  aus  einer  Gruppe  von  r?  Per.  Char.  im  ganzen  r^p-9 
verschiedene  Systeme  von  Th.  Char.,  welche  zusammen  alle  r^P  über- 
haupt existierenden  Th.  Char.  und  jede  nur  einmal  enthalten;  von 
solchen  r^P-'i  Systemen  sagt  man,  daß  sie  einen  Komplex  bilden.  Eine 
Gruppe  Z  der  vorher  bezeichneten  Art  heißt  zur  Gruppe  E  konjugiert 
und  entsprechend  nennt  man  auch  die  r^P-9  Systeme  eines  Komplexes 
einander  konjugiert.  Adjungiert  werden  zwei  Systeme  von  Th.  Char. 
genannt,  wenn  die  beiden  Gruppen  von  Per.  Char.  es  sind,  aus  denen 
sie  abgeleitet  wurden.  Endlich  soll  jedes  aus  einer  Göpelschen  Gruppe 
von  Per.  Char.  abgeleitete  System  ein  Göpelsches  System  genannt 
werden.^^) 

93)  Der  Versuch  v.  Braunmühls  [Erl.  Ber.  18  (1886),  p.  37;  Münch.  Abb.  16, 
(1887),  p.  327;  Math.  Ann.  32  (1888),  p.  513  und  37  (1890),  p.  61],  für  den  Fall 
r>2  den  „Charakter"  p 

-r  ^w 

8    ==e       "  =  ^ 
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42.  Belationen  zwischen  den  Funktionen  0^[«]r((v)).  Ebenso  wie 
die  Untersuchungen  über  die  Relationen  zwischen  den  2^p  Funktionen 
'9^[«]j((v))  sich  im  wesentlichen  auf  die  Relationen  zwischen  den  Qua- 
draten dieser  Funktionen  als  den  Thetafunktionen  zweiter  Ordnuno- 
mit  der  Charakteristik  [0]  beschränken,  so  werden  auch  die  Unter- 
suchungen über  die  zwischen  den  r^P  Funktionen  •0-[f]^{(v))  bestehenden 
Relationen  solche  Verbindungen  dieser  Funktionen  heranziehen,  welche 
Thetafunktionen  r^"  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0]  sind;  dies 
sind  aber  außer  den  „Thetapotenzen"  '^''[f]/-((i'))  auch  die  „vollständi- 
gen Thetaprodukte",  d.  h.  Produkte  von  r  Funktionen  '9^[f]r((v)),  deren 
Charakteristikensumme  [0]  ist.  Bezüglich  dieser  Funktionen  gelten 
die  beiden  Sätze: 

Zwischen  r^  -\-  1  Thetapotenzen  und  vollständigen  Thetaprodukten 
besteht  immer  eine  homogene  lineare  Relation. 

Durch  rP  linear  unabhängige  Thetapotenzen  oder  vollständige 
Thetaprodukte  läßt  sich  jede  weitere  dieser  Funktionen  homogen  und 
linear  ausdrücken. 

43.  Verallgemeinerung  der  Biemann sehen  Thetaformel.  Auch 
für  die  Funktionen  -^[«Jrf^))  können  die  eben  genannten  Relationen, 
ebenso  wie  die  Additionstheoreme  ihrer  Quotienten,  aus  der  folgenden 
allgemeinen  Formel  gewonnen  werden,  welche  als  die  Verallgemeine- 
rung der  Biemann  sehen  Thetaformel  erscheint.**) 

Bezeichnen  w]^ ,  w^^   (/*  =  1,  2,  •  •  •  j))  '2p  unabhängige  Veränder- 

(iv)     (iv)    /v  =  1,  2,  •  •  •  r\ 
liehe,   r     ,  r       I  ^    „  )  2rp  Veränderliche,-  welche    die   2p 

''"'■"       \fi=  1,  2,  •  ■  ■  p/       -^  '  ^ 

Gleichungen 

(188)         <^"' +..  +  «<"'  =  0,    (;,'"  +  ••■  + C'  =  o 
(p=.l,2,...p) 

einer  Th.  Char.  [s]^  einzuführen,  ist  ebenso  wie  der,  F.  S.  von  Per.  Char.  oder 
Th.  Char.  für  r>2  zu  definieren,  verfehlt,  da  die  geschaffenen  Begriffe  nicht 
auf  wesentlichen,  d.  h.  gegenüber  linearen  ganz^ahligen  Transformationen  in- 
varianten Eigenschaften  der  Charakteristiken  beruhen;  auch  sind  die  von  v.Braun- 
mühl  vorgenommenen  Abzahlungen  nur  für  den  Fall  einer  Primzahl  r  richtig. 
Ygl.  dazu  Krazer,  Acta  math.  17  (189.S),  p.  281.  Unter  welchen  Bedingungen 
für  die  Modulen  eine  Ttietafunktion  zweier  Veränderlichen  verschwindet,  wenn 
für  diese  ein  System  zusammengehöriger  3**'  der  Periodizitätsmodulen  gesetzt 
wird,  hat  Thomae,  Z.  f.  Math.  36  (1891),  p  41  untersucht. 

94)  Zuerst  für  den  Fall  ^  =  1  und  r  =  3  bei  Krazer,  Math.  Ann.  22  (1883), 
p.  416  =  Hab.  Sehr.  Würzburg  1883  [vgl.  dazu  Schleicher,  Progr.  Bayreuth  1890, 
Sievert,  Progr.  Nürnberg  1891,  femer  Nürnberg  1893,  Bayreuth  1895  und  Progr. 
Bayreuth  1906],  sodann  für  beliebiges  p  und  r  bei  Krazer  und  Prym,  Acta  math.  8 
(1883),  p.  240,  auch  „N.  G.",  p.  37;  s.  auch  Krause,  Math.  Ann.  26  (1886),  p.  587. 
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erfüllen,   und   setzt   man,   indem   man   unter   den   q,  q'  ganze  Zahlen 
yersteht,  welche  den  2p  Bedingungen 

(^  =  1,2,...^)) 
genügen,  in  denen  die  s,  s   ganze  Zahlen  bezeichnen, 

inj   "^        ,  2»»    "^       , 

•  e         "  =  1  •  e        -"  =  1       , 

2««    "^         ,  2  TT»    "^        , 

•  e        /'  =  !        -e        ^  =  1        , 

so  sind  die  Größen  x  und  y  miteinander  verknüpft  durch  die  Glei- 
chungen 

(191)  »-^/^-^U^^l^t«], 

hei  denen  die  Summation  über  alle  r^P  Th.  Char.  auszudehnen  ist  und 
[ri\  eine  beliebige  Th.  Char   bezeichnet. 

Denkt  man  sich  die  Per.  Char.  (p^^^, . .  .  {q^^"^)  festgehalten  und 
läßt  an  Stelle  von  [?jj  der  Reihe  nach  die  r^P  Th.  Char.  treten,  so 
entsteht  aus  (191)  ein  System  von  t^p  Gleichungen,  welche  alle  auf 
ihren  rechten  Seiten  die  nämlichen  r'^P  Größen  x^^-^  haben;  aus  diesen 
r^p  Gleichungen  können  durch  lineare  Verbindung  neue  Gleichungen 
zwischen  den  Größen  x  und  y  abgeleitet  werden. 

Sind  {a^r,  («i)r;  •  •  •  (ö,_i)r  di^  s  =  >"'"  Per,  Char.  einer  beliebigen 
Gruppe  A  vom  Range  m,  (b^jj.,  (bj)^, .  .  .  (&i_i)r  die  t  =  r^p-m  Per.  Char, 
der  dazu  adjungierten  Gruppe  B  (Nr.  40)  und  bezeichnen  [rj]  und  [^] 
irgend  zwei  Th.  Char.,  so  besteht  zwischen  den  Größen  x  und  y  die 
Gleichung  ,_i  j_, 

(192)  rP-^"  ^\a„t\  y^.a^^  --\l,^\^\Kn\  ^[C*,] ' 

ff=0  r=0 

aus  der  insbesondere  für  m  =  p  die  halbe  Umkehrung  der  Formel  (191) 

rP-\  i»-X 

(193)  ^  i  a„  e  I  y^,a„i  =\t,v\  ^\K,V\  a^[f6.] 

(7=0  «=U 

hervorgeht.    Ist    dabei    die    Gruppe    Ä    eine    GÖpelBche,   so    fällt   die 
Gruppe  B  mit  ihr  zusammen. 
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44.  Auftreten  der  Funktionen  &[£]riv))  bei  nicht  ganzzahliger 
linearer  Transformation  der  Thetafunktionen.  Wie  schon  JacobP^) 
bemerkt  hat,  zerfällt  die  d'{v)^  darstellende  Reihe,  wenn  man  in  ihr 
die  geraden  Glieder  von  den  ungeraden  trennt,  in  zwei  Reihen,  von 
denen  jede  für  sich  eine  Thetafunktion  mit  den  Argumenten  2v  und 
den  Modulen  4a  darstellt.  Schröter^^)  hat  diese  Zerspaltung  einer 
Thetareihe  in  mehrere  durch  Zusammenfassen  derjenigen  Glieder,  bei 
denen  die  Summationsbuchstaben  einander  nach  dem  Modul  r  kon- 
gruent sind,  auf  den  Fall  eines  beliebigen  r  ausgedehnt  und  ist  da- 
durch zu  der  Formel 


(194) 


^(y)a=^^ 


(f^X-^ 


gelangt,    aus  der    durch   ümkehrung    die    zuerst  von  Gonlan^'')   mit- 
geteilte Formel 

(195)  'r&irv\^a=2^ 


iv)a 


hervorgeht.  Solche  Formeln  bestehen  auch  für  Thetafunktionen  von 
beliebig  vielen  Variablen ^^);  hier  bilden  sie  aber  nur  den  speziellen 
Fall  einer  viel  allgemeineren  Formel,  die  man  erhält,  wenn  man  in 
der  •9'((v))a  definierenden  ^-fach  unendlichen  Reihe  an  Stelle  der  bis- 
herigen Summationsbuchstaben  neue  einführt  durch  eine  beliebige 
lineare  Substitution  mit  rationalen  Koeffizienten  von  nicht  verschwin- 
dender Determinante.  Diese  Formel  ist  von  Krater  und  Prym^^)  auf- 
gestellt worden;  sie  entspricht  einer  nicht  ganzzahligen  linearen  Trans- 
formation, welche  als  elementare  lineare  Transformation  1.  Art  bezeich- 
net wird.ioo) 

45.  Die  Krazer-Prymsehe  Fundamentalformel  für  die  Theorie 
der  Thetafunktionen  mit  rationalen  Charakteristiken.  Für  Produkte 
von  je  zwei  einfach  unendlichen  Thetareihen  hat  Schröter^^^)  die 
Formel  ^_j 


{P2'^l—PlV2)p,p,ra^ 


95)  Ges.  Werke  1  (1881),  p.  515. 

96)  Diss.  Königsberg  1854,  p.  19, 

97)  J.  f.  Math,  Ü6  (1866),  p.  191. 

98)  Thomae,    Diss.    Göttingeu    1864    und    Königsberger,    J.    f.    Math.  64 
(1866),  p.  33. 

99)  „N.  G.",  p.  70. 

100)  Vgl.  Krazer,  „Thetaf.»,  p.  65  und  198. 

101)  Diss.  Königsberg  1854,  p.  7. 
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wo  r  ^  i^i  +  i>2  gesetzt  ist^  aufgestellt,  die  man  auch  nach  den  rechts 
stehenden  Thetaprodukten  aufgelöst  in  der  Gestalt 


r-l 


Ol 

ff 

r 


Mp,a» 


Wp.. 


schreiben  kann.  Später  haben  Schröter^^^)  selbst  und  Hoppe^^^)  die 
Formel  (11*6;  durch  eine  etwas  allgemeinere  Formel  von  demselben 
Typus  ersetzt,  während  andererseits  Königsberger^^^)  sie  auf  Thetafunk- 
tionen beliebig  vieler  Argumente  ausgedehnt  hat. 

Die  Formeln  (196)  und  (197)  sind  als  spezielle  Fälle  in  einem 
Formelpaar  enthalten,  welches  zwischen  Produkten  von  einer  belie- 
bigen Anzahl  von  Thetafunktionen  besteht  und  von  dem  zuerst  die 
(197)  entsprechende  Formel  von  Gordan^*^^),  die  andere,  (196)  ent- 
sprechende, erst  viel  später  y on  Krause  ^^^)  angegeben  wurde,  ohne  daß 
dieser  die  Übereinstimmung  seiner  Formel  mit  der  Gordanschen  be- 
merkte. Krause  nannte  die  Formeln  ,,Addition8theoreme  zwischen 
Thetafunktionen  mit  verschiedenen  Modulen".  Auch  Krater  und  Frym^^"') 
haben  diese  Formeln  aufgestellt  und  auf  die  Bedeutung  hingewiesen, 
die  sie  für  die  Darstellung  einer  Funktion  ^inv\^  durch  Funktionen 
•^((ü));  haben.^°8) 

Bei  Krazer  und  Prym  treten  die  genannten  Formeln  als  spezielle 
Fälle  einer  weit  allgemeineren  Formel ^"^)  auf,  welche  entsteht,  wenn 
man  in  der  ein  Produkt  von  n  Thetafunktionen  von  je  p  Veränder- 
lichen darstellenden  «p-fach  unendlichen  Reihe  an  Stelle  der  bis- 
herigen Summationsbuch Stäben  neue  einführt  durch  eine  lineare  Sub- 
stitution mit  rationalen  Koeffizienten^^"),  und  welche  als  „Fundamen- 
talformel für  die  Theojie  der  Thetafunktionen  mit  rationalen  Charak- 
teristiken"  bezeichnet    wird.     Setzt    man    die   Modulen    aller   in   ihr 

102)  Hab.-Schr.  Breslau  1855,  p.  6. 

103)  Arch.  d.  Math.  70  (1884),  p.  400. 

104)  J.  f.  Math.  64  (1866),  p.  24. 

105)  J.  f.  Math.  66  (1866),  p.  189. 

106)  Leipz.  Ber.  38  (1886),  p.  39,  Math  Ann.  27  (1886),  p.  419,  ferner  Leipz. 
Ber.  45  (1893),  p.  99,  349,  523,  805  und  48  (1896),  p.  291;  D.  M.  V.  Jahresber.  4 
(1897),  p.  121;  vgl.  auch  Hertens,  Progr.  Köln  1889. 

107)  „N.  G.",  p.  27. 

108)  Vgl.  §  19  und  Krazer,  „Thetaf.",  p.  168. 

109)  „N.  G.",  p.  20.  Eine  von  Weierxtraß  aufgestellte,  aber  erst  1903  im 
3.  Bande  seiner  Math.  Werke  p.  123  veröffentlichte  und  als  Verallgemeinerung 
einer  Jacobischen  Thetaformel  bezeichnete  Formel  stimmt  mit  der  Krazer-Frym- 
achen  überein. 

110)  Dazu  Krazer,  Math.  Ann.  52  (1899),  p.  369. 


686     HB  7.  Krazer -Wirtinger.  Abelsche  Funktionen  u,  allgem.  Thetafnnktionen. 

auftretenden  Thetafunktionen  einander  gleich,  so  geht  sie  in  die  von 
Prym^^^)  mitgeteilte  „allgemeine  Thetaformel"  über,  die  nun  ihrer- 
seits die  Biemannsche  Thetaformel  und  deren  Verallgemeinerungen^'^) 
als  spezielle  Fälle  enthält. 


VI.  Das  Jacobische  Umkehrproblem  bei  Riemann,  Clebsch  und 
Gordan  und  in  den  Vorlesungen  Ton  Weierstraß. 

46,  Riemann.  Im  vorigen  wurde,  der  historischen  Entwicklung 
vorgreifend,  die  formale  Theorie  der  Thetafunktionen  im  Zusammen- 
hang dargestellt,  obgleich  sie  sich  erst  unter  dem  Einfluß  der  zen- 
tralen Stellung,  welche  diese  Funktion  in  Riemanns  Arbeiten  einnimmt, 
nach  und  nach  entwickelte. 

Die  tiefe  Einsicht  Riemanns  in  die  Natur  der  algebraischen  Funk- 
tionen und  ihrer  Integrale  hat  ihn  in  den  Stand  gesetzt,  die  zu  einem 
algebraischen  Gebilde  gehörige  Thetafunktion  unmittelbar  aufzustellen 
und  auf  dieser  Grundlage  dann  im  Einklang  mit  seinem  allgemeinen 
Programm,  Funktionen  durch  ihre  Rand-  und  ünstetigkeitsbedingungen 
zu  bestimmen,  nicht  nur  das  Umkehrproblem  zu  lösen,  sondern  auch 
noch  eine  ganze  Reihe  von  weiteren  die  Äbd  sehen  Integrale  betref- 
fenden Fragen  in  großer  Vollständigkeit  zu  beantworten. 

Riemann  beginnt  also  die  zweite  Abteilung  seiner  Theorie  der 
Äbelschen  Funktionen ^^^)  (Art.  17)  mit  der  Aufstellung  der  j9- fach  un- 
endlichen Thetareihe  (64),  gibt  deren  Feriodizitätseigenschaften  (05), 
(66)  an  und  weist  nach,  daß  diese  die  Funktion  bis  auf  einen  kon- 
stanten Faktor  bestimmen. 

Sodann  legt  er  der  weiteren  Untersuchung  eine  kanonische  Zer- 
schneidung der  Riemann  sehen  Fläche  T  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende T'  (II  B  2,  Nr.  6)  zugrunde  und  ordnet  dieser  ein  System  von  j? 
transzendent  normierten  Integralen  erster  Gattung  Vf,  (IIB 2,  Nr.  18)  von 
der  Beschaffenheit  zu,  daß  der  Periodizitätsmodul  von  v«  an  dem  Quer- 
schnitte a„  gleich  7ii,  an  den  übrigen  Querschnitten  a  aber  gleich  ü  ist 
Die  ^(j)  —  l)j)  Relationen,  welche  Riemann  zwischen  den  Periodizitäts- 
modulen  irgend  zweier  Integrale  erster  Gattung  aufstellt  (Art.  20), 
ergeben  dann  für  die  Periodizitätsmodulen  a^,,  der  Integrale  Vf,  an  den 
Querschnitten  h^  ein  symmetrisches  System  a„^,=  a^„.  Aus  dem  Um- 
stände aber,  daß  ein  Integral  Jwdw,  wo  w  irgendein  Integral  erster 


111)  „Riem.  Thetaf."  II,  Acta  math.  3  (1883),  p.  216. 

112)  Acta  math.  3  (1883),  p,  240;  „N.  G.",  p.  33  u.  47. 

113)  J.  f.  Math.  54  (1857),  p.  115  =  Ges.  math.  Werke  1876,  p.  81,  2.  Aufl. 
1892,  p.  88. 
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Oatturg  und  w  den  zu  tv  konjugierten  komplexen  Wert  bezeichnet, 
über  die  ganze  Begrenzung  von  T'  erstreckt  einen  positiven  Wert, 
gleich  dem  Flächeninhalte  des  konformen  Abbildes  von  T'  vermit- 
tels w,  besitzt,  schließt  Riemann  (Art.  21),  daß  der  reelle  Teil  der 
quadratischen  ^ovm ^a^^mm^,  eine  negative  definite  Form  ist  und 

daß  infolgedessen  die  mit  diesen  Größen  a^^^  als  Modulen  gebildete 
^-fach  unendliche  Thetareihe  konvergiert,  also  eine  ganze  transzen- 
dente Funktion  der  v  definiert. 

Wird  nun  in  dieser  Reihe 

(198)  ^^-^(^)    -^,  (^-1,2,...^,) 

gesetzt,  indem  mau  unter  2  eine  Stelle  der  liiemannBQk&ü.  Fläche  T 
und  unter  e^,  ...  e  ein  sonst  beliebiges  Wertesystem  versteht,  für 
welches  nur  ^iv{ß)  —  c))  nicht  identisch,  d.  h.  nicht  für  alle  Lagen 
der  Stelle  z,  verschwindet,  und  wird  dann  der  Reihenvvert  als  Funktion 
der  gemeinsamen  oberen  Grenze  z  der  Integrale  v  betrachtet,  so  ent- 
steht die  Biemannsohe  Thetafunktion 

(199)  H<^)~e))=^-    2    e"    ' 

für  welche 

längs  a^ :  ^+  ^=  &~, 
^^^^^  längs  ?>,:  #+=^-=  ^-.  ,-^("7-..)-....  ('^  =  1-'  •    -i') 

ist 

Indem  Riemann  den  letzten  Gleichungen  das  Verhalten  von  log  ■9- 
an  den  Querschnitten  entnimmt,  kann  er  die  Werte  der  über  die  ganze 
Begrenzung  von  T'  erstreckten  Integrale  fdlogd-  und  flogd-dv  be- 
rechnen und  erhält  (Art.  22),  immer  vorausgesetzt,  die  Größen  e  seien 
so  gewählt,  daß  die  Thetafunktion  nicht  identisch  verschwindet,  die 
beiden  grundlegenden  Sätze, 

1.  daß  Q'{v(z)  —  e))  an  p  Stellen  r/^,  %,  .  . .  i]  der  RiemannQ(ih.eia. 
Fläche  0^  wird, 

2.  daß  zwischen  diesen  Nullstellen  yj^,  •  ■  .  rjp  und  den  Para- 
metern ßi,  ■  ■  •  e    die  p  Gleichungen 

p  p 

(201)      e^^  =  2  ^'."(^v)  +  K^i  +  2  9.%.+  ^         (/^  -  1, 2, .  • .  p) 

V=l  V  = 1 

bestehen.    Es  bezeichnen  dabei  die  g,  h  ganze  Zahlen,  welche  dadurch 
definiert  sind,  daß 
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längs  a^:  logO-"*"  =  logO-"  —  ^g^^ti, 

(202)  längs  b^.:  log »+  =  log  »-  —  2(m,,  _  e^)  —  a,^  —  2\:ti 

{v  =  l,2,.--p) 

ist,  die  Ic  dagegen  Konstanten,  die  von  den  Parametern  e  und  den  Null- 
punkten 7]  unabhängig  sind  und  außer  von  der  Beschaffenheit  der 
BiemannBchen  Fläche  T  und  des  zu  ihrer  Zerschneidung  benutzten 
Querschnittsystems  noch  von  den  Anfangsvs^erten  der  Integrale  v  ab- 
hängen. Man  kann  insbesondere,  wie  es  Riemann  für  die  folgenden 
Untersuchungen  tut,  diese  letzteren  sich  so  gewählt  denken,  daß  die 
p  Größen  Tt  sämtlich  verschwinden.^^*) 

Durch  die  Gleichungen  (201)  ist  bereits  die  eindeutige  Lösbarkeit 
des  Jaco&ischen  ümkehrprohlems  für  alle  jene  Wertesysteme  e  dar- 
getan, für  welche  ^ly{z)  —  e))  nicht  identisch  verschwindet. 

Diesen  letzteren  Fall  hat  Biemann  in  den  Art.  23  und  24  be- 
handelt und  hier  schon  jenen  Satz  ausgesprochen,  der  den  Kernpunkt 
der  Lehre  von  dem  Verschwinden  der  Thetafunktion  bildet,  nämlich  daß 

(203)  ^((^^^'(^^)))  =  Ö 

ist  für  jede  Lage  der  p  —  1  Punkte  7].  Aus  diesem  Satze  folgert 
Riemann  hier,  daß  das  Kongruenzensystem 

(204)  (J'H^^''^))-^(0) 

besteht,  wenn  die  ^('')  die  2p  —  2  Nullpunkte  eines  Differentials  erster 
Gattung  (II B  2,  Nr.  20)  oder,  was  dasselbe,  durch  eine  Gleichung  qp  =  0 


114)  Bei  der  Vermehrung  des  Wertes  der  Integrale  Vft  um  Konstanten  c,t 
geht  nämlich  kf,  in  kfi  —  (i?  —  1)  Cfi  über,  verschwindet  also,  wenn  c^,  =— ^  ge- 
nommen wird.  Die  Art  der  Abhängigkeit  der  Konstanten  k/^  von  der  Beschaffen- 
heit der  Hiemann  Bchen  Fläche  T  und  von  dem  Charakter  des  zur  Zerschneidung 
dieser  Fläche  benutzten  Querschnittsystems  ist  von  Prym  und  Eost  {PrymBche 
Funktionen  1911,  2.  Teil,  p.  107)  eingehend  untersucht  worden.  Im  hyperellipti- 
schen Falle  haben  für  bestimmte  Querschnittsysteme  und  bei  der  Wahl  eines 
Verzweigungspunktes  als  gemeinsamer  unterer  Grenze  der  Integrale  v^t  Neumann 
(„Riem.  Th.",  2.  Aufl.  1884,  p.  362)  und  Christoffel  [Math.  Ann.  64  (1901),  p.  391 
=  Ges.  math.  Abb.  2  (1910),  p.  316]  die  Bestimmung  von  Ä^  durch  direkte 
Ausführung  der  dabei  auftretenden  Integrationen  durchgeführt,  nachdem  schon 
früher  Frym  (Schweiz.  Nat.  Ges.  N.  Denkschr.  22,  1867)  diese  Bestimmung  auf 
einem  anderen  Wege  erzielt  hatte.  Über  die  Berechnung  der  durch  (202)  defi- 
nierten ganzen  Zahlen  g,  h  bei  Thomae,  Leipz.  Ber.  52  (1900),  p.  105. 
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miteinander  yerknüpft  sind^^^),  und  dann  weiter)  daß  das  Umkehrpro- 
blem  unendlich  vieldeutig  wird,  wenn  die  Kongruenzen 

(205)  e^  -  -~^v^{^''')         C«*  -h^,--p) 

v  =  \ 

erfüllt  werden  können. 

Dem  Beweise,  den  Biemann  in  Art.  23  und  später ^^^)  für  den 
Satz  (203)  gegeben  hat,  haften  aber  gewisse  Mängel  an,  auf  welche 
zuerst  C.  Neumann^^'')  aufmerksam  gemacht  hat.  Diesem  ist  es  dann 
auch  gelungen,  einen  einwandfreien  Beweis  für  den  genannten  Satz 
zu  liefern  ^^^),  aus  dem  sich  auch  der  Beweis  des  allgemeineren,  ab- 
schließenden Satzes  ergibt,  den  Riemann  gleichfalls  schon  ausge- 
sprochen hat: 

„Ist  '&•((>•))  =  0,  so  lassen  sich  p  —  1  Punkte  i?i,  ^?j.  •  •  •  i?p_i  so 
bestimmen,  daß  /  u-i         v 

(206)  W^(2'^('?v)) 

ist  und  umgekehrt.  Wenn  außer  der  Funktion  d-^vfj  auch  ihre  ersten 
bis  m*°"  Derivierten  für  (r)  =  (r)  sämtlich  gleich  Null,  die  m  +  1**° 
aber  nicht  sämtlich  gleich  Null  sind,  so  können  Dt,  von  diesen  Punk- 
ten 7],  ohne  daß  die  Größen  r  sich  ändern,  beliebig  gewählt  werden 
und  dadurch  sind  die  übrigen  p  —  1  —  m  vollständig  bestimmt.  Und 
umgekehrt:  Wenn  m  und  nicht  mehr  von  den  Punkten  rj,  ohne  daß 
sich  die  Größen  r  ändern,  beliebig  gewählt  werden  können,  so  sind 
außer  der  Funktion  ^([v}  auch  ihre  ersten  bis  ««**'*  Derivierten  für 
(y)  =  (r)  sämtlich  gleich  Null,  die  m  -f-  V^^  aber  nicht  sämtlich 
gleich  Null." 

Die  Systeme  der  p  —  1  Punkte  tj  bilden  in  diesem  Falle  eine 
Spezialschar  vom  Überschüsse  m  -]-  1  (II  B  2,  Nr.  25). 

Durch  diesen  Satz  ist  eine  vollständige  Diskussion  der  Mannig- 
faltigkeit ^{vjj  =  0  im  Gebiete  der  v  auf  Grund  ihrer  Darstellung 
durch  Integrale  erster  Gattung  gegeben  und  damit  die  Möglichkeit 
geschaffen,  einerseits  mit  Hilfe  der  Thetafunktion  Ausdrücke  von  ga- 


llo) Immer  vorausgesetzt,  daß  die  Anfangswerte  der  v  so  gewählt  sind» 
daß  die  Riemannachen  Konstanten  kfi  verschwinden;  andernfalls  würde  ( —  2k) 
auf  der  rechten  Seite  von  (204)  stehen. 

116)  J.  f.  Math.  65  (1866),  p.  161  =  Ges.  math.  Werke  1876,  p.  198;  2.  Aufl. 
1892,  p.  212. 

117)  Leipz.  Ber.  35  (1883),  p.  99;  vgl.  auch  „Riem.  Th.",  2.  Aufl.  1884,  p.  334. 

118)  a.  a.  0.  p.  347;  vgl.  dazu  v.  Dahvigk,  N.  Acta  Leop.  57  (1892),  p.  221, 
insbesondere  aber  Rost,  Hab.-Schr.  Würzburg  1901. 
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gebenen  Null-  und  'Unendlichkeitspunkten  auf  der  Biemannschen 
Fläche  zu  bilden,  andererseits  die  Thetafunktion  selbst  und  andere 
mit  ihrer  Hilfe  gebildete  Ausdrücke  am  algebraischen  Gebilde  zu 
untersuchen. 

In  Art.  25  behandelt  Riemann  den  Zusammenhang  von  log  d-([v} 
mit  den  Integralen  dritter  und  zweiter  Gattung,  wie  er  unten  in  den 
Nr.  51 — 53  dargestellt  ist,  und  gibt  Andeutungen  über  die  Bestim- 
mung von  log#((0))  durch  die  dp  —  3  Klassenmodulen;  eine  Aufgabe, 
welche  später  für  den  hyperelliptischen  Fall  und  für  jo  =  3  wirklich 
ausgeführt  wurde  (vgl.  dazu  die  Nr.  83  u.  84),  im  allgemeinen  Falle 
^  >  3  aber  ihre  Hauptschwierigkeit  darin  hat,  daß  die  mit  den  Perio- 
dizitätsmodulen  a^^^  der  Integrale  erster  Gattung  gebildeten  Theta- 
funktionen, wie  schon  Riemann^^^)  angegeben  hat,  spezielle  sind. 

Da  nämlich  das  algebraische  Gebilde  vom  Geschlecht  p  nur  von 
3^  —  3  wesentlichen  Konstanten  abhängt,  die  Anzahl  der  in  den 
Thetafunktionen  auftretenden  Modulen  a  aber  Ip  {p  -f-  1)  ist,  so 
müssen  zwischen  diesen  ^(p  —  2)  (j9  —  3)  Relationen  bestehen,  wenn 
die  vorgelegten  Thetafunktionen  zu  einem  algebraischen  Gebilde  ge- 
hören oder,  wie  wir  in  der  Folge  sagen  werden,  Riemannsche  sein 
sollen.  Diese  sind  also  nur  für  i>  ^  3  die  allgemeinsten,  für  p  =  4 
besteht  bei  ihnen  schon  eine  Relation  zwischen  den  lOThetamodulena  . 
Diese  ist  von  Sdioühj  aufgestellt  worden,  während  die  bei  größerem  p 
bestehenden  Beziehungen  bis  jetzt  nicht  bekannt  sind  ^^^) 

Anknüpfend  an  Nr,  34  kann  man  die  Stellung  der  iJiemawKschen 
Thetafunktionen  innerhalb  der  allgemeinen  auch  dahin  charakteri- 
sieren, daß  auf  der  zu  ihnen  gehörigen  M^  sich  solche  Gebilde  G 
finden  müssen,  welche  vom  Geschlecht  p  sind. 

In  Art.  26  betrachtet  Riemann  „algebraische  Funktionen  von  z'\ 
das  sind  Funktionen,  die  in  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche 
T'  einwertig  sind  und  an  den  Querschnitten  r'®  Einheits wurzeln  als 
Faktoren  annehmen  (II  B  2,  Nr.  40).  Die  r^^^  Potenzen  dieser  Funk- 
tionen sind  also  wie  T  verzweigt  und  man  nennt  sie  selbst  daher 
auch  „Wurzelfunktionen". ^^^)  Solche  Funktionen  lassen  sich  durch 
Quotienten  zweier  Produkte  von  gleich  vielen  Thetafunktionen  und 
Potenzen  der  Größen  eV  ausdrücken  (vgl.  Nr.  5G). 


119)  Gea.  math.  W.,  p.  94,  2.  Aufl.  p.  101. 

120)  Näheres  hierüber  in  Nr.  5»2.  Über  den  speziellen  hyperrlliptischen  F;  11, 
bei  welchem  die  \p{p-\-^  Thetamodulen  von  noch  weniger,  nä  ulich  2p  —  1 
Tvesentlichen  Konstanten  abhängen,  siehe  Nr.  74. 

121)  So  zuerst  genannt  von   Weber,  „p  -^  b",  p.  110. 
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Die  einfachsten  derartigen  Funktionen  sind  die  von  Riemann  in 
Art.  27  betrachteten  Quotienten  von  nur  zwei  Thetafunktionen 

die  unter  Einführung  der  Th.  Char.  auch  in  der  Gestalt 

(208)  4iir" 

geschrieben  werden  können  und  in  denen  die  g,  h  rationale  Zahlen 
mit  dem  gemeinsamen  Nenner  r  bezeichnen.     Setzt  man  in  ihnen 

(209)  v^  =  v^{,)  -^v^ia  (/.  =  1,  2,  . . .  p) 

r=l 

80  sind  sie  auch  als  Funktionen  der  p  Stellen  ^,,,  für  welche  sie  als 
Funktionen  von  e  betrachtet  oo^  werden,  Wurzelfunktionen  und  können 
auch  als  solche  mit  den  früher  entwickelten  Mitteln  dargestellt 
werden. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall  r  =  2  (vgl.  Nr.  67)  geworden, 
da  er  Riemann  auf  die  den  einzelnen  ungeraden  Thetacharakteristiken  zu- 
geordneten 95-Funktionen  mit  paarweise  zusammenfallenden  Nullpunkten 
geführt  hat.  Die  Quadratwurzeln  aus  diesen  Funktionen  nennt  Rie- 
mann geradezu  ,.Äbelsch.e  Funktionen'^  Die  Untersuchung  dieser  un- 
verzweigten Ycp,  die  im  hyperelliptischen  Falle  durch  Rechnung  be- 
wältigt und  für  den  allgemeinen  Fall  ^  =  3  unter  Zugrundelegung  der 
singularitätenfreien  Kurve  4.  Ordnung  den  Arbeiten  Steiners  und  Hesses 
(III  C  5,  Nr.  51  f.)  entnommen  werden  konnte,  gab  Riemann  Anlaß  zur 
Entwicklung  der  Charakteristikentheorie  und  sie  erwiesen  sich  als  das 
wichtigste  Hilfsmittel,  das  algebraische  Gebilde  mit  den  Thetafunk- 
tionen in  genauere  Beziehung  zu  setzen  und  durch  sie  darzustellen. 
Diese  zuletzt  genannten  Entwicklungen  hat  Riemann  nur  in  seiner 
Vorlesung  von  W.-S.  1861/62  gegeben,  und  sie  sind  erst  nach  seinem 
Tode  veröffentlicht  worden.^^^) 

Bei  der  Fülle  der  von  Riemann  erhaltenen  Resultate  konnte  ein 
großer  Teil  der  jetzt  folgenden  Forschung  sich  damit  beschäftigen, 
diese  Resultate  auf  anderem  Wege  zu  gewinnen,  sie  zu  erweitern  und 
zu  vertiefen.  Vorher  aber  bedurften  die  sehr  kurzen  Andeutungen 
RiemamiB,  um  in  weiteren  Kreisen  Verständnis  zu  finden,  der  spe- 
ziellen   Ausführung.     Dieser    hat    sich    zuerst    für    den    Fall   p  =  2 

122)  Ges.  math.  W.,  p.  450;  '2.  Aufl.  p.  487;  insbes.  aber  Nachtr.  p.  1, 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     II  2.  45 
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Prym^^^)  und  sodann  für  den  allgemeinen  hyperelliptischen  Fall  C.  Neii- 
mann^^)  und  wieder  Pry?n^^^)  gewidmet,  während  später  für  den  all- 
gemeinen Fall  p  =  3  Weher^^^)  die  von  Riemann  in  seinen  Vor- 
lesungen gegebenen  Resultate  wieder  aufnahm. 

Durch  Biemanns  Arbeit  war  die  Erforschung  der  Thetafunk- 
tion  und  ihrer  Beziehungen  zum  algebraischen  Gebilde  in  den  Mittel- 
punkt des  Interesses  gerückt.  Die  explizite  Lösung  des  Umkehr- 
problems erschien  als  ein  auf  mannigfache  Art  zu  erreichendes  Er- 
gebnis dieser  Beziehungen;  die  Thetafunktiou  selbst  aber  ergibt  sich 
bei  Riemann  nicht  als  notwendiges  Glied  einer  organischen  Entwick- 
lung, sondern  tritt  unvermittelt  als  ein  neues  Element  auf.  Dieser 
Einwand  ^^'^),  lediglich  methodischer  Natur,  hat  den  Anstoß  zur  alge- 
braischen und  funktionentheoretischen  Durchbildung  der  ganzen  Theorie 
gegeben,  wie  sie  zunächst  durch  Clebsch  und  Gordan  in  ihrem  Werke 
über  die  Theorie  der  Ahehchen  Funktionen  und  unabhängig  davon 
von  Weierstraß  in  seinen  Vorlesungen  über  die  Theorie  der"-4feeZschen 
Transzendenten  geschah.     Über  beide  soll  jetzt  berichtet  werden. 

47.  Clebsch  und  Gordan  geben  den  Gleichungen  des  Jacohischen 
Umkehrproblems  die  Gestalt 

(210)  ^A«*=t;„  (Ä  =  l,2,...p) 

wobei  sie  die  Integrale  1.  Gattung  u  so  normiert  denken,  daß  ihre 


123)  Diss.  Berlin  1863  und  Wien  Denkschr.  24  (1866),  II,  p.  1;  2.  Aus- 
gabe 1886. 

124)  Die  Umkehrung  der  Äbehchen  Integrale  1863  und  „Riem.  Tb."  1866, 
2.  Aufl.  1884. 

125)  Schweiz.  Nat.  Ges.  N.  Denkschr.  22  (1867). 

126)  ,iP==8";  siehe  noch  die  ausführliche  Darstellung  der  BiemannBchen 
Theorie,  welche  Thomae  (Über  eine  spezielle  Klasse  Abehchei  Functionen,  1877 
und  Über  eine  spezielle  Klasse  Abehchez  Functionen  vom  Geschlecht  3,  1879) 
für  zwei  spezielle  Klassen  algebraischer  Funktionen  gegeben  hat,  von  denen  die 
eine,  zum  Geschlecht  p  =  2n  gehörige,  durch 

die  zweite,  zum  Geschlecht  jj  =  3  gehörige,  durch 

s'  =  {z-k){z-k,){z  —  k;)(z-ks) 
bestimmt  ist. 

127)  Bei  Neumann,  „Riem.  Tb  ",  p.  IV  und  bei  Clebsch  und  Gordan,  „A, 
F.",  p.  V. 
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Systeme  zusammengehöriger  Periodizitätsmodulen  Größen  von  der  Form 

(211)  w,2;ri  +  qia,,+ q^a^^-] f-  g^a^^     {h=l,2,...p) 

sind,  bei  ganzzahligen  m  und  q. 

Das  zugrunde  liegende  algebraische  Gebilde  G  wird  bei  Clebsch 
und  Gordan  als  eine  ebene  Kurve  w*®'  Ordnung  aufgefaßt,  welche  die 
Grundkurve  genannt  wird.  Ist  F{x,  s)  ==  0  ihre  Gleichung,  so  heißt 
jede  symmetrische  Funktion  der  p  Werte,  welche  eine  homogene  Funk- 
tion 0**'  Dimension  -^  von   x,  s  für   x  =  x^^\  x^^\  .  . .  x^^   annimmt, 

eine  Äbehche  Funktion  der  Größen  v. 

Die  Integralsummen  3.  und  2.  Gattung 

(212)        2.A^^=^l,C!o^^.•.:^!). 


(.13)       ^/.z.  =  n  (--;••;::;) 


heißen  Abelache  Transzendenten;  bei  Änderung  der  u  um  ein  Größen- 
system (211)  wächst   Tj     bzw.   T^  um 

II  I 

(214)  üifdu^  -f  q^fdUt  H f-  qpfdu^, 

'1  n  '1 

Bezeichnet  man  mit  rj  die  Schnittpunkte  der  Grund  kurve  F  =  0 
mit  der  Kurve  ^  =  0,  mit  g  die  Schnittpunkte  von  F=0  mit  einer 
Kurve  9  —  A^  =  0,  so  ist  nach  dem  Äbehchen  Theorem  (II B  2,  Nr.  42) 

(21«)    log  [(^).,o  -  ^]  -  log  [(f  )„  -  X]  =  -2'/''"«,. 

c(») 

(*=l,2,...p) 

wo  die  letzte  Summe  über  die  Schnittpunktpaare  |,  t]  zu  erstrecken 
ist,  und  man  erhält  hieraus 

(21')  n  [{%.  -^]=n  mu  -  >■]  ■  e^''  *•'"  -"'■••  •"')  • 

Bezeichnet   man    daher   mit  M^,  Jf„  .  .  .  Mj,  die  Koeffizienten  jener 
Gleichung  ^**°  Grades 

(21«)  (fr+^.(fr'+-+^,-.(^)+^,=o, 

46* 
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welche  die  Werte  (~)  ^^^  i=l,2,...p,  als  Wurzeln  hat,  so  folgt 

(219)  AP+Jf^Z^-i-l \-M^_,X  +  M^=N, 

wo  N  außer  Konstanten  nur  Funktionen  T  enthält,  und  man  braucht 
diese  Gleichung  nur  für  p  verschiedene  Werte  von  A  anzuschreiben, 
um  daraus  31^,  M^, .  .  .  M^  zu  berechnen,  die  sich  also  als  rationale 
Verbindungen  verschiedener  Transzendenten  e  ^n  ergeben. 

Die  Transzendente  T^A  .^j  '"'  ,  ,  I,  welche  von  2p  -\-  2  Punk- 
ten, nämlich  von  ^,  rj,  den  p  Punkten  x  und  den  p  Punkten  a  ab- 
hängt, kann  zunächst  durch  speziellere,  nur  von  jT)  +  2  Punkten  ab- 
hängige ausgedrückt  werden. 

Zu  dem  Ende  konstruiere  man  zwei  adjungierte  Kurven  n  —  2''^'* 
Grades,  welche  beide  durch  die  von  |,  tj  verschiedenen  Schnittpunkte 
der  Geraden  Itj  mit  der  Grundkurve  F  =  0  hindurchgehen  und  von 
denen  die  eine  die  p  Punkte  x,  die  andere  die  p  Punkte  a  enthält. 
Sie  sind  dadurch  im  allgemeinen  vollständig  bestimmt,  und  wenn 
man  ihre  p  letzten  Schnittpunkte  mit  der  Grundkurve  F  =  0  mit 
3/(^>,  y^^\  .  .  .  y^P^  bzw.  /3(^),  ß^^\  .  .  .  ß^i'^  bezeichnet,  so  ist  nach  dem 
-<4Mschen  Theorem 

(220)  \2  }^^U+^  [d^U-^ 
und  deshalb 

Da  die  y  durch  die  x  und  ebenso  die  ß  durch  die  a  bestimmt  sind, 
so  hängt  jede  der  beiden  rechts  auftretenden  Funktionen  nur  von 
p  -{-  2  Punkten  ab;  diese  „speziellen  Transzendenten"  sollen  dement- 
sprechend mit  T^  {x^^^x^^^  . . .  x^P^)  und  T^,^(a(*)a(2) .  .  .  a^^)  oder  kürzer 
mit  T^  Jx)  und  T^  (a)  bezeichnet  werden. 

Nun  zeigen  Clehsch  und  Gordan  weiter,  daß  jede  spezielle  Tran- 
szendente T^  (x)  die  Differenz  zweier  gleichartiger  Funktionen  ist, 
von  denen  die  eine  nur  |,  die  andere  nur  ri  enthält. 

Zu  dem  Ende  beachte  man,  daß  man  durch  je  ^  —  1  der  Punkte  x, 
z.  B.  durch  x^'^\  . . .  x^^ ~ '^\  x^*'^'^\  ...  x^p'>  immer  eine  adjungierte  Kurve 
n  —  S**"^  Grades  legen  kann;  diese  schneidet  dann  die  Grundkurve 
in  p  —  1  weiteren  Punkten,  die  mit  x^*,  x^%  ...  x^~^'  %x!'+^'  %  ...  x^*  be- 
zeichnet werden.    Die  p  Transzendenten 

(222)  T^ii)^{x^'x''  . . .  x^-'''^x'^''^ . . .  xP*)  ==  TCO 
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nennen  Clehsch  vind  Gordan  das  System  der  T^^^{x)  „adjun gierten  Tran- 
szendenten" und  zeigen,  daß 

(223)  \[^di-{-^-^,dx^^^  +  ---  +  ^^,dx^^)==dU{x^^\...x^^^^^^ 

ein  vollständiges  Differential  ist  und  daß  sich  durch  die  so  definierte 
Funktion  ü  die  Transzendente  T^  {x)  nunmehr  darstellen  lasse  in 
der  Form 

(224)  i  T^^{x)  =  ü{x^^\  x^^\  . . .  x^^;  l)  —  U(x^'\  a;W, . . .  a;«');  ri), 

womit  die  Zerlegung  von  T^  (x)  in  zwei  gleichartige  Funktionen  mit 
je  p  -\-  1  Argumenten  durchgeführt  ist. 

Die  Funktion  U{x^^\  .  .  .  a;^^^;  ^)  wird  nur  unendlich,  wenn  §  mit 
einem  der  Punkte  x  zusammenfällt  oder,  bei  beliebigem  §,  wenn  die  x 
auf  einer  ^- Kurve  liegen,  und  zwar  verhält  sich  in  allen  diesen  Fäl- 
len U  wie  der  negative  Logarithmus  einer  verschwindenden  Größe. 
Die  Funktion  F=  e~^  ist  also  eine  Funktidn  der  Punkte  x<'),  a;<*), ... 
x^^i]  I,  welche  niemals  unendlich  groß  wird  und  nur  verschwindet, 
wenn  |  mit  einem  der  Punkte  x  zusammenfällt  oder,  bei  beliebigem 
^,  wenn  die  Punkte  x  durch  eine  qp- Kurve  verknüpft  sind. 

Mit  der  Funktion  V  haben  Clehsch  und  Gordan  im  wesentlichen 
die  J?/emam2sche  Thetafunktion  erhalten. 

Betrachtet  man  nämlich  F,  das  in  Wirklichkeit  nur  von  p  Großen, 
nämlich  n\  . 

(225)  ^  fdu,  -fdu,  (Ä  - 1, 2, . .  .p), 

abhängig  ist,  als  Funktion  der  p  Variablen 

p       -«  I 

(226)  ^K=^Jdu,-Jdu,+  K„        (Ä  =  l,2,...p) 

wo  /i  ein  fester  Punkt  ist  und  die  Kj^  Konstanten  bezeichnen,  so  ist 
F  eine  einwertige  und  für  alle  endlichen  Werte  ihrer  Argumente 
stetige  Funktion  mit  folgenden  Eigenschaften: 

Bestimmt  man  die  Konstanten  K  aus  den  Gleichungen 

(227)  2K,+^  fdu,-\-^  fdu,-fdu,-fdu,  =  0, 

(A  =  l,2,...jp) 
so  ändert  sich,  der  Gleichung 

(228)  F(^<i),  x^^\  ...x^\l)  =  ±  F(2^(»,  j/W, . . .  t/^');  i?) 
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entsprechend,    V  nicht    oder    nur    sein    Zeichen,    wenn    man    die    w 
sämtlich  gleichzeitig  ihr  Vorzeichen  ändern  läßt. 

Läßt  man   weiter   die   w^'  um   Ausdrücke   von    der   Form   (211) 
wachsen,  so  erlangt   V  den  Faktor 

(229)  e 

in  welchem  die  x,  l  ganze  Zahlen  bezeichnen,  deren  Bedeutung  später 
erkannt  wird.    Auf  Grund  dieser  Eigenschaft  läßt  sich  V,  wenn 

p 

(230)  c}^=w^  —  l^7ci—  \-^  x^a,,.         {h  =  1,  2, .  . . p) 

7=1 

gesetzt    wird,    nach    ganzen   Potenzen   der  Größen  e"''   entwickeln    in 
der  Gelitalt 

(231)  r  =  ^c  0((D„ö„...a>p), 
wo 

(232)  0{g}„(o„...co^)=^2j    ^ 

ri,...rp 

ist.    Die  Konstante  Aq  bestimmt  sich,  indem  man  für  x^'^\  ...a;^);  | 
jene  Aufangswerte  einführt,  bei  denen  Z7=0,  also   V=l  wird. 

In  den  die  Konstanten  K^  definierenden  Gleichungen  (227)  sind 
I,  r}  zwei  beliebige  Punkte  der  Grundkurve,  x^^\  .  .  .  x^\  y^^\  -  .  -y^^ 
die  2p  weiteren  Schnittpunkte  einer  gleichfalls  beliebigen  durch  die 
Schnittpunkte  der  Geraden  |»y  mit  der  Grundkurve  gehenden  adjun- 
gierten  Kurve  n  —  2'®°  Grades.  Läßt  man  ^,  »y  mit  dem  festen 
Punkte  f*  zusammenfallen,  wodurch  die  Gerade  ^i]  zur  Tangente  an 
die  Grundkurve  in  (i  wird,  und  läßt  auch  die  2p  Punkte  x,  y  paar- 
weise zusammenfallen  in  p  Punkte,  die  mit  «(*),  . .  .  e'^^'^  bezeichnet 
seien,  so  wird  .(,•) 

(233)  K,=  -~y      du,.  (Ä  =  l,2,...p) 

Solche  adjungierte  Kurven  n  —  2*®°  Grades,  welche  durch  die 
w  —  2  Schnittpunkte  der  Grundkurve  mit  einer  ihrer  Tangenten  gehen 
und  sie  in  p  weiteren  Punkten  berühren,  gibt  es  2^p.  Sind  a^^\  . . .  a''"^ 
die  p  Berührungspunkte  einer  zweiten,  so  ist  stets 

p      /'  p 

(234)  ^      du,  =  X,  7ti  -f  i^x,«,, ,         (Ä  =  1,  2, .  . .  p) 

wo  die  Xf  k  ganze  Zahlen  sind,  und  umgekehrt  entspricht  jedem  aus 
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Werten  Ö,  1  gebildeten  Systeme  von  2  p  Zahlen  x,  X  eine  solche 
Kurve  (vgl.  Nr.  57). 

Wählt  man  in  (230)  und  (234)  für  die  x,  A  die  gleichen  Werte, 

80    folgt  ^  ^(,)  g 

(235)  ^,-^  jdu,-Jdu, 

und  man  erhält  so  2^'  verschiedene  Thetafunktionen 

(236)  &[^Jdu,-fdu^, 

von  denen  jede  entweder  durch  die  p  Berührungspunkte  a^^\  . . .  a^) 
der  ihr  zugeordneten  adjungierten  Kurve  n  —  2**"*  Grades  oder  durch 
die  in  (229)  auftretenden  ganzen  Zahlen  x,  A  charakterisiert  werden 
kann. 

Es  können  jetzt  die  speziellen  Transzendenten  T(x^^\  .  .  .  x^^]  |) 

und  damit  auch  die  in  (212)  definierten  alloremeinen  TtA    „,   ,„^        ,  >  I 

und  die  in  (217)  auftretenden  Produkte  THT  —  — durch  Theta- 

funktionen  ausgedrückt  werden.  Die  letzteren  Ausdrücke  liefern  dann 
eine  Lösung  des  Jaco^^fschen  ümkehrproblems  (210).  Läßt  man  weiter 
p  —  1  der  Punkte  x  mit  p  —  1  der  Punkte  c  zusammenfallen,  so  er- 
hält man  Ausdrücke  für  ein  einzelnes  Integral  3.  Gattung  und  für 

{l)-x 

einen  einzelnen  Quotienten  ~~ durch  Thetafunktionen.  Alle  diese 

Fragen  werden  unten  in  den  Nr.  49—53  im  Zusammenhange  dargestellt 
werden.  Ebenso  wird  in  Nr.  54  die  umgekehrte  Aufgabe  gelöst,  passend 
gewählte  Kombinationen  von  Thetafunktionen  durch  algebraische 
Funktionen  auszudrücken,  welche  Clebsch  und  Gordan  am  Schlüsse 
des  neunten  Abschnittes  behandeln.  Sie  sprechen  ihr  Endresultat 
dort  in  dem  Satze  aus: 

Nennt  man  ein  Produkt 

(237)  0(cj  -f  w(»))0((D  -f  w(*>)  .  . .  0(g)  +  m^9)) 

ein  vollständiges  Thetaprodukt,  sobald  die  Größen  tn  den  p  Gleichungen 

(238)  w,(^)  +  w,(*)  •] 1-  w/?)  =  0        (Ä  =  1,  2, .  . . p) 

genügen,  so  ist  der  Quotient  zweier  vollständigen  Thetaprodukte  von 
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gleichviel   Faktoren   und   mit    denselben  Variabein  co    eine   rationale 
Funktion  der  Koordinaten  der  Punkte  x'''^\  x'^^\  ...  x^^]  i,,  welche  mit 
den  CO  durch  die  Gleichungen  (235)  verbunden  sind, 
schließen  daraus  den  weiteren  Satz  (vgl.  Nr.  34): 

Zwischen  je  ^  -f-  2  vollständigen  Thetaprodukten  von  gleichviel 
Faktoren  besteht  eine  homogene  algebraische  Gleichunsr, 
und   sprechen    endlich  die  Lösung   des  Jaco&ischen  Umkehrproblems 
in  der  Form  aus: 

Die  symmetrischen  Funktionen  der  Koordinaten  der  x,  mithin 
auch  die  Koeffizienten  einer  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Funktions- 
werte <p{x^^^),  <p{x^*^), ...  cp(x''P^)  sind,  lassen  sich  als  homogene  rationale 
Funktionen  von  p  -\-  2  im  allgemeinen  beliebig  zu  wählenden  voll- 
ständigen Thetaprodukten  mit  gleichviel  Faktoren  darstellen,  zwischen 
denen  selbst  eine  algebraische  Gleichung  stattfindet. 

Später  hat  Noether^^^)  die  Untersuchungen  von  Clebsch  und  Gor- 
dan wieder  aufgenommen  und  in  mehreren  Punkten  ergänzt  und  ver- 
bessert. 

Während  insbesondere  Clebsch  und  Gordan  (der  Biemann^chen 
Darstellung  von  d  log  &^^^  in  Art.  25  seiner  Theorie   der  ^&e/schen 

Funktionen  entsprechend)  die  Transzendente  T^  (\  zuerst  auf  Funk- 
tionen von  nur  p  -{-  \  Punkten  der  Grundkurve  zurückführen  und 
dann  erst  diese  als  Funktionen  der  Integralsummen  1.  Gattung  be- 
trachten, schlägt  Noether  das  Wcierstraßache  Verfahren  (vgl.  Nr.  7) 
ein,  sogleich  von  vornherein  die  Summe  der  Integrale  3.  Gattung  als 
Funktion  der  Integralsummen  1.  Gattung  aufzufassen.  Es  wird  da- 
durch die  ziemlich  umständliche  Zerlegung  von  T^  (  ]  in  die  „spe- 
ziellen" und  „adjungierten"  Transzendenten  umgangen,  deren  Dar- 
stellung rückwärts  ziemlich  leicht  gelingt. 

48,  "Weierstraß  (Vorlesungen).  In  seinen  Vorlesungen  über  die 
Theorie  der  ^6eZschen  Transzendenten^*^)  stellt  Weierstraß  das  Jacobi- 
sche  Umkehrproblem  in  der  folgenden  Form  auf: 

Aus  den  q  algebraischen  Gleichungen 

(239)  /•(^„,t/„)  =  0  («=1,2,...(,) 

und  den  q  Differentialgleichungen 


128)  Math.    Ann.   87    (1890),    p.  417    u.    465;    schon    vorher   Erl.   Ber.   16 
(1884),  p.  88. 

129)  Math.  Werke  4  (1902);  der  Veröffentlichung  liegen  hauptsächlich  die 
Vorlesungen  vom  W.-S.  1875/76  und  S.-S.  1876  zugrunde. 


(240) 
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o 


(i%  =^H{x„y„\  dx„ 


(über  die  Bedeutung  der  iT  in  II  B  2,  Nr.  23)  mit  der  Nebenbedingung, 
daß  für  Mj  =  0,  . . .  M^  ^  0  die  Paare  {x^y^  gleich  gegebenen  Werte- 
paaren (a„&„)  werden,  sind  die  2q  Größen  ic^,  y^  als  Funktionen  der 
Q  uuabhängigen  Veränderlichen  u^,...u    darzustellen. 

Zunächst  weist  Weierstraß  unter  der  Voraussetzung,  daß  die 
Determinante 

(241)  \S{aM^\  («,/3=l,2,...p) 

nicht  gleich  Null  ist,  nach,  daß  für  Werte  Wj, .  .  .  m  ,  die  dem  absoluten 
Betrage  nach  hinreichend  klein  sind,  also  einem  gewissen  Bereiche  Üq 
angehören,  die  Größen  x^,  y„  sich  nach  Potenzen  Ton  u^, .  .  .  ii^  ent- 
wickeln lassen,  und  zugleich,  daß  die  erhaltenen  Potenzreihen 

(242)  ^a  =  <)Pa(Wi,---«p),  i/«  =  V'„(Wi,...Mp)  (a  =  l,2,...()) 
die  einzigen  sind,  welche  die  gestellte  Bedingung  erfüllen. 

Aus  dem  Ahehchen  Theorem  für  die  Integrale  1.  Gattung  folgt 
dann  unmittelbar,  daß  die  2q  Funktionenelemente  x„,  y^  ein  alge- 
braisches Additionstheorem '^)  besitzen,  aber  weiter  auch,  daß  sie  bei 
Ausdebnung  des  Bereiches  ihrer  Argumente  nicht  eindeutig  bleiben. 
Wählt  man  nämlich,  falls  die  u  nicht  mehr  im  Bereiche   Üq  liegen, 

eine  positive  ganze  Zahl  n  so,  daß  es  für  die  Größen  — Wj, ,  .  .  — u 
zutrifft,  und  ist 

(243)  9„(^,-f)  =  l„,      *.(^S-- ■?-)  =  ').,      («=1,2,-«"), 

BO  ist  zu  dem  w-fach  gezählten  Paare  (|„^a)  korresidual  das  n — 1-fach 
gezählte  Paar  {aj)^  und  das  Paar  {x^y„).  Daraus  folgt,  daß  x^,...x^ 
die  Q  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  p*®*^  Grades 

(244)  P,x^  +  P,x9-'  +  •  •  •  4-  P,_i^  +  P,  =  0 

180)  Weierstraß  hat  sich  in  seinen  Vorlesnngen  wiederholt  mit  der  Auf- 
gabe beschäftigt,  unter  der  Voraussetzung,  daß  q  Funktionen  von  q  Veränder- 
lichen existieren,  welche  innerhalb  eines  beliebig  kleinen  Bereiches  dieser  ein- 
wertig sind  und  ein  algebraisches  Additionstheorem  besitzen,  den  analytischen 
Charakter  dieser  Funktionen  und  ihren  Zusammenhang  mit  den  ^fceZschen  Tran- 
szendenten zu  untersuchen;  vgl.  dazu  Brill  und  Noether,  D.  M.  V.  Jahresb.  3 
(1894),  p.  405;  Painlev^,  Le9ons  etc.  profess^es  ä,  Stockholm  1895,  Paris  C.  ß. 
122  (1896),  p.  660  und  Acta  math.  27  (1903),  p.  1. 
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sind,  während  sich  das  zu  x„  gehörige  y„  rational  durch  x„  in  der  Form 

(245)  y,  =  «..^Z:i±&^!l'  +  ^HL«.  (,  =  1, ,,, . . . ,) 

darstellen  läßt,  wobei  die  P  und  Q  einwertige  Funktionen  der  u  sind, 
die  sich,  da  n  beliebig  groß  genommen  werden  kann,  für  jeden  be- 
liebig großen  Bereich  als  konvergente  Potenzreihen  dieser  Größen 
darstellen  lassen;  auch  zeigt  man  leicht,  daß  die  Werte  der  Funktionen 
^afVa  ^^^  ^^^  ganzen  Zahl  n  unabhängig  sind. 

Für  singulare  Wertesysteme  ü^, .  .  .  U  kann  eine  Unbestimmtheit 
in  den  Werten  der  zugehörigen  Paare  {x^y^  eintreten,  dadurch  daß 
alle  Koeffizienten  P^,  Pj, .  .  .  P^  gleichzeitig  verschwinden;  dieser  Fall 
tritt  nur  dann  ein,  wenn  die  Determinante 

(246)  \B{x,,y:)^\  =  0 

ist.  Die  Gesamtheit  dieser  singulären  Wertesysteme  ü^,  .  .  .  ü  bildet 
aber  nur  ein  Kontinuum  von  2q  —  4  Dimensionen,  so  daß  die  Mög- 
lichkeit verbleibt,  von  jedem  regulären  System  zu  jedem  anderen 
durch  eine  stetige  Folge  solcher  zu  gelangen.^'') 

Jede  rationale  symmetrische  Funktion  der ,  Wertepaare  x^,  y„  als 
Funktion  der  u  aufgefaßt,  heißt  eine  Äbehche  Funktion  der  q  Variablen 
u^f ...  u    und  es  wird  bewiesen, 

1,  daß  Q  unabhängige  dieser  Funktionen  Oj,  ^j, .  . .  (f>  ein  alge- 
braisches Additionstheorem  besitzen,  in  dem  Sinne,  daß  jede  Funktion 
^a(%  +  *^i>  •  •  •  W(.4"^(.)   s^c^   algebraisch    durch    die    2 p  Funktionen 

^iK,  .  .  .  w^), .  .  .  <Pp(wi,  .  .  •  wp,    ^i(vi, .  .  .  v^), .  .  .  0^{v„  ...v^) 
(oder  rational  durch  sie  und  ihre  ersten  partiellen  Ableitungen)  aus- 
drücken läßt, 

2.  daß  diese  Funktionen   2p -fach    periodische   Funktionen    sind. 
Es  handelt  sich  nun  um  die  Aufgabe,  diese  Ähclachen  Funktionen 

durch  analytische  Ausdrücke  darzustellen,  die  für  alle  endlichen  Werte 
der  Argumente  gültig  sind.  Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  knüpft 
Weierstraß  an  die  von  ihm  eingeführte  Primfunktion  E(xy;x^yi,  -"^o^o) 
(vgl.  II  B  2,  Nr.  38)  an.    Das  Produkt  von  q  Primfunktionen 

p 

(247)  E(xy',  u„  .  .  .  u^)  =UE{xy;  x^y^,  aX) 


131)  Zu  dem  Vorstehenden  auch  Noether,  Math.  Ann.  37  (1890),  p.  477  und 
Prym  und  Bost,  Prymsche  Funkt.  11,  p.  245  u.  f.  Hier  wird  auch  gezeigt,  daß 
die  Gleichung  (246)  durch  Zuzammenfallen  von  Paaren  {XaVcd  eintreten  kann, 
ohne  daß  das  Umkehrproblem  unbestimmt  zu  werden  braucht,  vgl.  auch  Tikho- 
mandrüeky,  Int.  abel  ,  p.  202;  dazu  ferner  Charkow  Ges.  7  (1900),  p.  38;  J.  f. 
Math.  126  (1903),  p.  283;  2°"  Congr.  intern.  Paris  1900  (1902),  p.  273  und  l'Ens. 
math.  15  (1913),  p.  384. 
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stellt  eine  einwertige  transzendente  Funktion  sowohl  des  Wertepaares 
{xy)  als  auch  der  p  Veränderlichen  m^,  . . .  m  dar,  welche  als  Funktion 
von  {xy)  an  den  p  Stellen  {x„y„)  0^  wird,  an  den  Stellen  (a^&„)  aber 
wesentlich  singulär  sich  verhält.  Mit  ihr  hängen  die  q  Funktionen 
J{ui,  . . .  u)^  eng  zusammen,  die  Integralsummen  2.  Gattung  sind,  indem 

(248)  rfJK, .  . .  u^),  =-^HXx^y„)^dx„      (/3  =  1, 2, . . .  (>) 

ist,  die  aber  von  Weierstraß  hier  als  Entwicklungskoeffizienten  von 
—  lo^ E(xy^  Mj, .  .  .  u)  in  der  Umgebung  der  Stelle  {aJ}.)  eingeführt 
werden. 

Von  der  Funktion 

(249)  E{xy,x,y,',u„...u^=>^^^^^-^'^^^^\ 

zejj^t  nun  Weierstraß,  daß  sie  sich,  als  Funktion  der  p  Größen  w,,  ...u 
betrachtet,  als   Quotient  zweier  beständig  konvergenter  Potenzreihen 
darstellen  läßt.    Zu   dem  Ende  wird  erstens  gezeigt,    daß    eine  Glei- 
chung von  der  Form 

d  log  E(xy,Xoyo]Ui,...u^) 

(250)  ^     ^  ^ 

besteht,  in  der  die  2q  Funktionen  fJui,  ...  m„)  und  gJui,  --.u)  ein- 
deutige Funktionen  ohne  wesentlich  singulare  Stellen  im  Endlichen 
sind,  zweitens,  daß  die  Integrabilitätsbedingungen 

(251)  ff'—f^S         P^-l^         ia,ß  =  l,2,...Q) 

erfüRt  sind,  und  drittens,  daß  nach  Substitution  der  linearen  Funk- 
tionen kj^  -f-  h'''}  •  •  •  ^"p  ~f~  ^q''^  für  die  Veränderlichen  u^,  .  .  .n  bei 
hinlänglich  kleinen  Werten  von  |r|  die  Gleichungen 

^.  f,iu^,...  Mp)  du^  =  (^ui  T-  ^  +  ^,  (r))  dt, 

(252)  ''^ 

^g^iiu^,  .  .  .  u^)du^  =  (^sT-»  +  ^,(r))dr 

/»  =  ! 

bestehen,  wo  (i^  und  (i,  ganze  positive  Zahlen  oder  Null  sind.  Dann 
existieren  nach  einem  Satze,  den  Weierstraß  in  seiner  Abhandlung: 
„Einige  auf  die  Theorie  der  analytischen  Funktionen  mehrerer  Ver- 
änderlichen sich  beziehenden  Sätze"  ^'*)    bewiesen  hat,  zwei  beständig 

182)  Abh.  a.  d.  Funktionenlehre,  1886,  p.  189  =  Math.  W.  2  (1896),  p.  165. 
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konvergente  Potenzreihen  F(u^,  •  -  •%)  "^^   G(u^, . .  .  u),  für  welche 

^  /;^(mi,  . . .  u^)du^^  dlogF(ui,  •  •  •  w^), 
(253) 

^g^{u^,  ...u^)  du^  =  d  log  G{uy,  ...u^) 

ist,  und  mithin  wird,  wie  behauptet 

(254)  E{xy,XM«.,...»,)  =  0-l'^'--'^l. 

Die  im  Zähler  und  Nenner  der  rechten  Seite  auftretenden  Potenz- 
reihen hängen  in  einfacher  Weise  miteinander  und  mit  den  in  (^248) 
eingeführten  Integralsummen  2.  Gattung  zusammen.  Definiert  man 
nämlich  eine  Funktion  f{Ui,  •  .  .  m  )  durch  die  Gleichung 

(255)  d  log  f{u, , . .  .  Mp)  =^  e7(Mi  +  w^^,...u^  +  w^^;)^  du^, 
80  wird  x* 

(256)  E(xy,XM>'u---  »,)  =  iK  — ■  ■  -  "^ - ""> ' i  ; 

dabei  sind  mit  m;^  die  Integrale  1.  Gattung 

(xy) 

(257)  m;,   =    J(a:2/),  =J  H{xy\dx,         (a  =  l,2,...9) 

mit  M>S  und  tv^^  deren  Werte  an  den  Stellen  (a^o^/o)  ^°^  C**/*^/*)  ^^' 
zeichnet,  während  J'(xy)^  die  Weierstraß sehen  Integrale  2.  Gattung  sind. 

Die  Zerlegung  des  Differentials  d  log  E{xy,  Xo!/o5  ^n  -  -  -  %)  ^^  ^^^ 
angegebenen  beiden  Bestandteile  hat  Weierstraß  zunächst  für  die 
hyperelliptischen  Funktionen  auf  einem  sehr  mühsamen  Wege  durch- 
geführt. Erst  als  sich  hinterher  der  Zusammenhang  der  Funktionen 
/J^(Mj,...mP  und  g^iiUi,  .  .  .u^)  mit  Integralsummen  2.  Gattung  ge- 
zeigt hatte,  konnte  er  durch  verhältnismäßig  einfache  Rechnung  zum 
Ziele  gelangen,  indem  er  von  vorneherein  die  Integrale  2.  Gattung 
einführte  (vgl.  dazu  p.  625). 

Für  die  Funktion  f(u^ ,  •  •  •  Wp)  ergaben  sich  auf  Grund  ihrer 
Definitionsgleichung  die  Periodizitätseigenschaften 

/"(Wi -f  2aJi^, . . .  Mp  +  2op^)  =  /"(Wi, . . .  Mp) e  «  , 

(258)  ^8'?«tf(««+'»a^)-/'^«' 
/•(Mi  +  2c)iV,...Mp-f  2öJ^)  =/•(«!,. ..Mp)c«  , 

(/3==1,2,...(,) 
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in  denen  die  fi,  ^'  unbestimmt  bleibende  Konstanten  bezeichnen.  Führt 
man  an  ihrer  Stelle  2p  Größen  w^,  rj^  ein  durch  die  Gleichungen 

p=i  (i  =  l 

(a=l,2,...(,) 
und  setzt 

(260)  fiUi,...u^)  =  C@(u^-\-(a^,...u^-{-a}^)e     " 

so  genügt  die  neue  Funktion  ©(Wj,  •  •  •  w  )  den  Gleichungen 

@{u,  +  2c3i^, . . .  M(,  +  2ajp^)  =  @(mj,  . . .  M^)  e  -  '  , 

{ß  =  l,2,...g) 

Um  zu  einer  Darstellung  der  Funktion  0(m,,  •  •  •  w«)  zu  gelangen, 
führt  man  an  Stelle  der  u  neue  Variable  v  ein  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

{^^^)  '  Ua^^2co,flV^.  (cc=^1,2,...q) 

P  =  i 

Dies  setzt  voraus,  daß  die  Determinante 

(263)  \co.p\  (a,ß=l,2,...Q) 

nicht  verschwindet.  Dazu  bemerkt  Weierstraß,  daß  sich  dies  aus  der  De- 
finition der  Perioden  der  ^?>eZschen  Integrale  1.  Gattung  nicht  beweisen 
lasse;  es  könne  nur  gezeigt  werden,  daß  unter  den  möglichen  Systemen 
der  Größen  ra,  welche  der  aus  den  ra  und  a'  gebildeten  Matrix  ent- 
nommen werden,  immer  solche  vorhanden  sind,  deren  Determinante 
von  Null  verschieden  ist.  Erst  mit  Hilfe  der  Eigenschaften  der  Theta- 
funktion  stellt  sich  dann  heraus,  daß  für  jedes  primitive  System  von 
Perioden  die  Determinante  (203)  nicht  verschwindet,  solange  das  Ge- 
schlecht des  algebraischen  Gebildes  nicht  <  q  ist. 
Setzt  man  jetzt  ^     ^ 

(264)  &iu„  ...u^)  =  Hv„  . .  .  v^)eMÄ''^'''''^ 
wo 

0 

(265)  spf,  =  Syp  =2  co,prj,y  (/3,  y  =  1,  2,  .  .  .  q) 

ist,  und  definiert  weiter,  indem  man  mit  cj  den  Wert  der  Determinante 
(263)  und  mit  {co)aß  die  Adjunkte  von  c)„^  in  ihr  bezeichnet,  Größen  x 
durch  die  Gleichungen 
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(266)  T„^  =  r,„  =  J;  ^"^^«-^^  ,        {a,ß=l,2,...Q) 

SO  genügt  die  neue  Funktion  9-(^v^, . . .  v^)  den  Bedingungen 
»(v^, .  .  .  ü^  +  1, .  . .  Vp)  ==  »(i\,  .  .  .  v,^, .  .  .  vp, 

(267)  -{iv^+T^^)ni 

(^=1,2,...(,) 

und  kann  auf  Grund  dieser  in  eine  p-fach  unendliche  Reihe  ent- 
wickelt werden  in  der  Gestalt 

(268)  »{v^,...v^)^2j'"''       '    '  a 

(n) 

Daß  diese  Reihe  für  alle  endlichen  Werte  der  v  konvergiert,  folgt 
bei  Weierstraß  daraus,  daß  ©(mj,  .  .  .  u^)  für  alle  endlichen  u  endlich 
ist;  die  für  die  t«^  notwendige  und  hinreichende  Eigenschaft,  daß  der 
reelle  Teil  von  i^HaW^r«,,  für  alle  reellen  n,  die  nicht  alle  gleich- 

zeitig  Null  sind,  negativ  sein  muß,  folgt  also  hier  aus  der  schon  vor- 
her erkannten  Konvergenz. 

Zur  Darstellung  der  Funktion  E{xy,  x^y^^Uif . ,  .  u^)  mit  Hilfe 
von  Thetafunktionen  dient  die  aus  den  Gleichungen  (256)  und  (260) 
folgende  Gleichung 

(269)  E{xy,  xm  ^u  ■  ■  -  %)  =  &{- w,  ^  ^,, .  :!) '  ^K -l^ö  +  ^TT") 

f 

In  dieser  Gleichung  haben  aber  jetzt  die  Größen  w  (abgesehen  von 
ganzen  Perioden)  bestimmte  Werte,  die  ermittelt  werden  müssen,  und 
weiter  sind  die  rechts  im  Exponenten  auftretenden  Integrale  2.  Gat- 
tuno- auch  durch  Thetafunktionen  auszudrücken. 

Bezüglich  des  ersten  Punktes  findet  Weierstraß  , 

(270)  äß  =  —  w^-\-c^,  (/3  =  1, 2, . .  .  (>) 
wo 

8p-2  P 

(271)  w^===l^J{p,q:),,,        c^=^er(«y^y)^         (/3  =  1,2,...(,) 

V  =  1  y  =  1 

gesetzt  ist  und  in  der  ersten  Gleichung  {p^q^)  die  2q  —  2  Null- 
punkte einer  g?- Funktion  sind.  Indem  aber  die  lutegrationswege 
dieser  Integrale  nicht  angegeben  werden,  ist  das  System  der  Größen 
mT^,  und  damit  auch  der  räy,  nur  bis  auf  ein  bei  Weierstraß  unbe- 
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stimmt   bleibendes  System    zusammengehöriger  halben   Perioden    der 
Integrale  1.  Gattung  ermittelt. 

Die  Darstellung  der  Integrale  2.  Gattung  geschieht  durch  die 
aus  (255)  und  (260)  abgeleitete  Formel 

wo 

(273)  ^^•-L)_@<«)(^^,...,g 
gesetzt  ist. 

Setzt  man  in  ähnlicher  Weise,  wie  es  zur  Gewinnung  von  (272) 
geschehen  ist,  in  (269)  sämtliche  Paare  {Xyy.^  gleich  {a^b^  bis  auf 
eines,  das  zuerst  mit  {x^y^,  ein  zweitesmal  mit  {x^y^')  bezeichnet 
werde,  und  dividiert  die  beiden  so  entstehenden  Gleichungen  durch- 
einander, so  erhält  man,  wenn 

(274)  /(^^yj^_;^^        j(^;^;)^_^' 
gesetzt  wird, 


(275) 


E{xy;x^y^,x^'y^) 


G{W~W^—W^,  ...)       &{W'—W^—W^,...)       .^^^-  ®'){-^'(xy)a-y'(ir<,yo)^} 

und  hat  damit  auch  die  Darstellung  des  Integrals  3.  Gattung 

(276)  /{ H{xy,  x'y')  -  H{x,y„  x'y')  ]dx' =  ^og^lPi'-^''^^^, 

(^1  Vi  ) 

durch  Thetafunktionen  erreicht. 

Mittelst  der  Formel  (269)  kann  nun  auch  die  Frage  nach  jenen 
Wertesystemen  der  u  beantwortet  werden,  für  welche  die  ©-Funk- 
tion verschwindet.     Das  Resultat  lautet,  daß  die  Funktion 

(277)  0(W:+«n---^+cV-^ 
ist,  sobald 

(278)  u,=.t„-c„  (a  =  l,2,...p) 

ist,  wo  t^  eine  Summe   von  q  —  1  Integralen  1.  Gattung  bezeichnet, 
also 

ist.    Die  Funktion  (277)  verschwindet  daher  insbesondere  für  alle  sin- 
gulären  Wertesysteme  m,,  .  .  .  w  . 
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Bei  der  Darstellung  Ahehcker  Funktionen   durch   0-Funktionen 
beschränkt  sich  Weierstraß  auf  Funktionen  von  der  Form 

(280)  IjFix^yah 

a  =  l 

WO  F{xy)  eine  rationale  Funktion  des  Paares  {xy)  bedeutet. 

Sind  (lii?i)>  (^2^2);  •  •  •  die  Nullstellen,  (^/i?/).  {li'ni)^  •  •  •  die  Un- 
endlichkeitsstellen der  Funktion  F{xy)  und  setzt  man 

(281)  J{l^yi,)ß  =  w^^,    J{^;%)ß  =  Wß„ 

wählt  auch  bei  diesen  Integralen  die  Integrationswege  so,  daß 

(282)  ^{y^i^,-w^,)  =  0  (^=1,2,...(,) 

/" 
ist,  so  ist,  wenn  {ah)  eine  beliebige,  von  den  Null-  und  Unendlich- 
keitssteUen  von  F{xy)  verschiedene  Stelle  des  algebraischen  Gebildes 
bezeichnet  und  die  Variablen  Wj, .  .  .  m    und  u^ , .  .  .u  '  durch  die  Glei- 
chungen 

Q 

(283)  M^  =  ^  ^(^«2/«)^  —  C(i,    V  ==  QJ(abl^  —  c^      {ß  =  l,2,...Q) 
eingeführt  werden. 

Anderseits  ist  jedes  Thetaprodukt  , 


(285)  /7 


bei  dem 

r  r 

(286)  ^«/=2'^/  («  =  l,2,...p) 

ist,   für  beliebiges  r  eine  rationale  und  symmetrische  Funktion   der 
Paare  {oc^yi), .  .  .  (x  y),  also   eine  ^öeZsche  Funktion  der  Argumente 

Die  hier  zuletzt  von  Weierstraß  behandelten  Fragen  des  Zusam- 
menhangs der  Integrale  2.  und  3.  Gattung  mit  den  Thetafunktionen 
und  ebenso  der  Darstellung  algebraischer  Funktionen  durch  diese  und 
umgekehrt,  denen  wir  schon  bei  Biemann  und  ebenso  bei  Clehsch  und 
Gordan  begegnet  sind,  sollen  jetzt  im  Zusammenhange  dargestellt 
werden. 
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VII.  Die  Abelschen  Transzendenten  2.  und  3.  Gattung.  Wurzel- 
fnnktiouen  und  Wurzelformen.  Lösungen  des  Umkehrproblems. 

49.  Die  Abelschen  Transzendenten  2.  und  3.  Gattung.  Mit  t^{z) 

werde  das  im  Punkte  z  =  a  wie  ----  oo^    werdende  Normalintegral 

2.   Gattung   bezeichnet,    dessen    Periodizitätsmodulen    an    allen    Quer- 
schnitten a^  Null,  an  den  Querschnitten  h^  aber  —  2niv^{tt)  sind. 

In  der  Folge   mögen  die   Integrationsgrenzen  als   obere  Indices 
angefügt,  also  für  das  Normalintegral  1.  Gattung 


(287)  fdv^iz)  =  V 

und  ebenso  für  das  Integral  2.  Gattung 

» 

(288)  fdtM-t/' 

geschrieben  werden. 

Läßt  man  nun  in  der  letzten  Gleichung  an  Stelle  von  ß^e  der 
Reihe  nach  p  Punktepaare  Zi^z^,  z^z^,.  .  .  z^z^  treten  und  addiert  die 
jp  so  entstandenen  Integrale,  so  entsteht  der  Ausdruck 

(289)  J'c""'»!^«!::.::.:::;:.). 

welcher  als  Funktion  der  Integralsummen  1.  Gattung 

(290)  2^;^V^  =  t^^  (^  =  1,2,...;,) 

1  =  1 

betrachtet  J.&eZsche  Transzendente  2.  Gattung  genannt  und  mit 

(291)  ZJ^w^,w^,...w^ 

oder  kürzer  ZJ^^  bezeichnet  wird. 

Mit  n^Jz)  werde  das  im  Punkte  z  =  a  wie  —  log  (z  —  a),  im 
Punkte  z  =  ß  wie  -|"  ^og  {z  —  ß)  logarithmisch  unendlich  werdende 
Normalintegral  3.  Gattung  bezeichnet,  dessen  Periodizitätsmodulen  an 
allen  Querschnitten  a^  gleichfalls  Null,  an  den  Querschnitten  b^  aber 
27ti(v^(ß)  —  v^ia))  sind  und  für  welches  die  Vertausch  barkeit  der  Un- 
endlichkeitsstellen mit  den  Integralgrenzen  gilt,  so  daß 

/* 

(292)  fd^^^iz)  =fdn,.X^) 

oder,  wenn  man  wieder  die  Integralgrenzen  als  obere  Indices  schreibt, 

Eaoyklop.  d.  ia»th.  Wissengeh.    II  S.  46 
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also  » 

(293)  fd7C,^{z)  =  <;' 

setzt, 

(294)  <;  =  <f.      i«'- 

Läßt  man  nun  auch  hier  an  Stelle  von  e^z  der  Reihe  nach  die 
p  Punktepaare  V^j,  V-^s^-'-^^p  *^^^^°    "^^   addiert  die  p   so  er- 
haltenen Integrale,  so  entsteht  der  Ausdruck 
p 

(295)  2"  ""»7  =  ^«/*  ( /o  A  ". '  /o)  ' 

v  =  l  \    1      a  p  / 

welcher  als  Funktion  der  Integralsummen  1.  Gattung  (290)  betrachtet 
^fteZsche  Transzendente  3.  Gattung  genannt  und  mit 

(296)  •  Paiii'^u'^iy"-%) 
oder  kürzer  P„^((m'))  bezeichnet  wird. 

Da  man  das  Integral  2.  Gattung  t„(3)  aus  dem  Integral  3.  Gat- 
tung JC„Jz)  durch  Differentiation  nach  dem  Parameter  a  erhält,  also 

(297)  tM  =  -^'^ 


ist,  so  ist  auch 

(298)  ^«(^i'^/-Vi~^"      ''Ui'V 


oder 


^P. 


(299)  21«}=-^^-  , 
50.    Eigenschaften  der  Funktionen  Z^{w))   und   P«^((m;)).     Für 

alle  solchen  Wertesysteme  wj^,  w^,.  .  .  w^,  für  welche  das  TJmkehr- 
problem  ein  bestimmtes  ist,  die  Punkte  0^,  s^, .  .  .  Zj,  also  durch  keine 
gj-Kurve  verknüpft  sind,  sind  ZJw}  und  P„^((w;))  einwertige  Funk- 
tionen von  w^,  w^,...  w^.  Es  wird  Z„(H  oo^  mit  dem  Gewichte  1 
wenn  einer  der  Punkte  ^  mit  cc  zusammenfällt,  P„^((«ü))  aber  loga- 
rithraisch  unendlich  mit  dem  Gewichte  +  1,  wenn  einer  der  Punkte  z 
mit  a  oder  ß  zusammenfällt. 

Ändert    sich   das    Größensystem    w^,  w^,  .  .  .  w^   um    ein    System 
korrespondierender  Ganzen  {^}    der  Periodizitätsmodulen  von   Vj,  v,, 

.  .  .  v^,  geht  also  (w)  in  («^  +    *  )  über,  so  ist 

p 

(300)  Z„[{w  +  |;|))  =  ZJw))  -  2;r^2'^V(«)^ 

p 

(301)  P,^  ((t.  -f-  I ;;  D)  ==  P«^ (H)  +  2Äi^x^(^(^)  -  v^ia)). 
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Die   Funktionen  Z^{{w}   und    P„^((^4    besitzen  weiter  ein  Addi- 
tionstheorem.    Um  dies  zu  erhalten  setze  man 

p  p 

(302)  ^V"''  =  ^^.'      ^V"'^  =•  <         (/*  =  1,  2,  .  .  .  p) 

»  =  1  V  =  1 

und  bestimme  p  Punkte  z^", .  . .  gj'  so,  daß 

p 

(ao3)  ^v/r '':  =  w^  +  w^;        (|it  =  1 , 2, . . .  p) 

ist;  es  kann  dies  in  algebraischer  Form   geschehen,  indem  man  auf 
Grund  der  aus  (302)  und  (303)  folgenden  Gleichungen 


p 


(304)  ^vfi  'V  +  ^v/:'\  =  0  (^  =  1,  2, .  . .  ;>) 

r=l  v=l 

eine  Funktion  B  der  Klasse  bildet,  die  oo^  wird  in  den  2p  Punkten 
z^,z^  und  0^  in  den  p  Punkten  ^,°;  ihre  p  weiteren  Nullpunkte  sind 
dann  die  gesuchten  Punkte  r/'.  Nach  dem  J.&eZ  sehen  Theorem  ist 
dann  (HB 2,  Nr.  42) 

(306)       2''.-°"+i;'.-'"'=^^^i#^' 

V  =  1  »  =  1 

(306)       i<"/'+i</-iogit. 

und  hieraus  folgt 

(307)  ZJw  +  «;'))  =  Z,(M  +  ZJw'))  -  ^^^|^ , 

(308)  P^^iw  4-  «^1  =  P.^iw))  +  P„^iw}  -  log  §|g . 

51.  Darstellung  der  Abelschen  Transzendenten  3.  und  2.  Gat- 
tung durch  Thetafunktionen.  Sind  die  Punktsysteme  e^^z^,  .  .  .z^ 
und  z\,z%y  .  .  .  z],  so  gewählt,  daß  keine  der  beiden  Thetafunktionen 
identisch  verschwindet,  so  wird  die  Funktion 


(309)  F{z)  ^^  ' 


p 


0'  für  z  =  4fj,  z^,  .  . .  Zp,  c»*  für  ä;  =  zl,  zl,  .  .  .  z'^  und   es  ist  weiter 

längs  a,,:  F+=i^-,        ^ 
(310)  2_2(v(s)-V(^50 

längs  &^:  F+=  F-.e"-' 

46* 
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Dieselben  Eigenschaften  besitzt  aber  auch  die  Funktion 

p 
(311)  2^.l.,i^) 

und  es  können  sich   daher  F^e)  und  0(z)  nur  um  eine  von  s  unab- 
hängige multiplikative  Konstante  unterscheiden;  es  ist  also 


(312) 


»((v{z)-;^vizr)\\ 


=  c  •  e 


wo  c  von  g  unabhängig  ist. 

Aus  (312)  folgt  aber  sofort 

(313)  ih-f'"'))  ^ <(-">-!■"->))  ;»k:»::?) 

»(Av(ß)-^v{zl)\\     »((v{cc)-;^v{zi)\\ 
oder 


(^i'')^«^G:::3="'s 


^((«(^)-^«(^')H  ^nt>(«)-^"'t'(^v) 


^((«(^)-^v(0]]     •*(('v(«)-^f(2?) 


Setzt  man  daher 

(315)  ^«'^(O  =  e^„      ^v^i^)  =  <,      ' '(^  =  1,  2, .  . .;,) 

80  wird 


(316) 


2'<^^»'  =  te;^  —  <,  (^  ==  1,  2, .  .  .  p) 


PaÄ'^  —  ^°))  ^^i<^  ^^^  erhält 


(317)  P„((«  -  «»j  =  log  IIj*-;^^  :  |^^~-.ll 
und 

(318)  ^J(._„.))__^Jog|«|Ö^. 

52.  Lösung  des  Umkehrproblems.  Ist  f(^)  eine  Funktion  der 
Klasse  von  der  Ordnung  q,  welche  für  a  ==  a^,  a^, . .  .  a  den  Wei-t  a, 
für  0  i=  ßiy  ßff . . .  ß^  den  Wert  b  annimmt,  so  ist  nach  dem  ^fteZschen 
Theorem  , 

(319)  ^-^.«^logll^:®^) 
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und  daher  weiter,  wenn  man  an  Stelle  von  z^z  der  Reihe  nach  die 
obigen  Punktepaare  z\z^^  z\z^, .  .  .  z^z^  treten  läßt  und  die  ^  so  ent- 
stehenden Gleichungen  addiert 

^m     |J»:.:::=iogn{,1;t-:v^:«H) 

oder  umgekehrt 

/^9iA      1      TTl^Mzi^   /•(^■')-«l       v^       lz^z^...z\ 
(321)       log  JfJ  {^-^^ö^^  :  ^^^op^l  =  2  ^«...  (,0,« .  .  .  4  j' 

also  wegen  (314)  endlich 

11  \fizl)-b'  f{zl)-a] 


v  =  l 


(322) 


=n 


»((viß^)  -J'«(^?)))     ^((t;(ax)  -  J't?(^;))) 


Diese  Formel  kann  folgendermaßen  zur  Lösung  des  ümkehrpro- 
blems  verwendet  werden.    Sollen  aus  den  p  Gleichungen 

(323)  ^',M  =  %  {fi=^h2,...p) 

v  =  l 

die  p  Punkte  z^,  z^, .  .  .  z^  bestimmt  werden,   während  tViyW^, .  .  .tv 
gegebene   Größen  sind,    so   wähle  man  p  Punkte   z^,  z^^,  .  .  .  z^   will- 
kürlich aber  so,  daß  sie  durch  keine  9? -Kurve  miteinander  verknüpft 
sind,  setze  ^ 

(324)  ^^(4)  =  <  (^  =  1,2,...^) 

und  führe  diese  Punkte  in  die  Gleichung  (322)  ein.  Man  kann  dann  aus 
(322)  zunächst  beliebig  viele  Formeln  ableiten,  indem  man  unter  Festhal- 
tung der  Funktion  f(z)  den  Konstanten  a  und  b  verschiedene  Werte  er- 
teilt; aus  p  solchen  Formeln  erhält  man  p  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  Größen  f{Zi),f{Zi),'--f{Zp}-  Am  übersichtlichsten  gestaltet  sich 
diese  Rechnung,  wenn  man  a  =  00  nimmt,  mit  a^,  a^,  .  .  .  «^  also  die 

00^-Punkte  der  Funktion  f(z)  bezeichnet;  man  kann   dann  aus  (322) 
p 

das  Produkt  llifiz^)  — -  &)  durch  bekannte  Größen   ausdrücken   und 

erhält,  wenn  man  an  Stelle  von  h  der  Reihe  nach  p  verschiedene 
Werte  setzt,  p  lineare  Gleichungen  zur  Berechnung  der  Koeffizienten 
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jener  Gleichung  p*®°  Grades,  welche  f{Z])jf{z^,  -  ■  -({z^  als  Wurzeln 
hat.  Tut  man  das  gleiche  für  andere  Funktionen  (p(z),tl){0),  .  .  ,,  so 
findet  man  schließlich  die  symmetrischen  Funktionen  von  2^,  s^i  •  •  •  ^p 
selber.  Dabei  weisen  Clehsch  und  Gordan  darauf  hin,  daß  die  Auf- 
lösung der  Gleichung  p^^"  Grades  für  eine  einzige  Funktion  /'(^)  ge- 
nügt, um  dann  die  p  Werte  jeder  anderen  Funktion  g)(z)  durch  Auf- 
lösung linearer  Gleichungen  zu  erhalten. 

Die  Formel  (322)  nimmt  die  einfachste  Gestalt  an,  wenn  man 
für  f(z)  0  selbst  wählt.  Es  ist  dann  q  =  n  und  cc^,  cc^,  .  .  .  a^  sind  die  n 
in  der  Riemannschen  Fläche  über  der  Stelle  z  =  a,  ß^,  ß^, .  .  •  /?„  die 
n  über  z  =  h  liegenden  Punkte;  die  Formel  (322)  aber  wird 


m^\    Jl (--^=^  •  ^'-=^  1  _ TT [  ^^'^ iß>'.)-^))  .  »i^ 


{ccy.)  —  w} 


(«x)-«;!, 


Ebenso  wie  im  vorstehenden  die  Formel  (317)  in  Verbindung 
mit  dem  Abelschen.  Theorem  für  die  Integrale  3.  Gattung  zur  Lösung 
des  Umkehrproblems  benutzt  wurde,  kann  man  auch  die  Formel  (318) 
verwenden,  wenn  man  sie  mit  der  JR^cmanw sehen  Formel: 

(326)  m--c+^jcj,^{z) 

verbindet,  vermöge  welcher  die  an  den  Stellen  s^,  e^,  .  .  .  e^  mit  den 
Gewichten  c^,c^,...c^  00^  werdende  Funktion  f{i3)  durch  Integrale 
2.  Gattung  dargestellt  wird. 

53.  Darstellung  eines  einzelnen  Integrals  3.  und  2.  Gattung 
durch  Thetafunktionen.  Zur  Darstellung  eines  Integrals  3.  Gattung 
fc„ß{is)  durch  Thetafunktionen  wähle  man^  —  1  Punkte  ^1,^2,..-  Yp-x 
so,  daß  sie  weder  mit  a  noch  mit  ß  durch  eine  gj- Kurve  verknüpft 
sind;  man  erhält  dann  aus  (312),  wenn  man  z^  =  ß,  zl==  a  und  für 
A  =  1,  2, ... I?  —  1  z^^^  ==zl^x=  y^  setzt, 

(327)  ^„^,{z)  =  c  +  log  -f ;4:i (( 

&Uv{z)-v{a)-^v{Y;)\] 

und  hieraus  weiter 


(328)««^  =  log 


((v{y)-v{a)-^vl^Y,)\\    ^N  «(a;) -t;(a)-^t;(y;)j  j 
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Für  das  Integral  2.  Gattung  aber  erhält  man  mit  Röcksicht  auf 
(297)  aus  (1-527) 

(329)  tM  =  -  /^log^(^U(^)  -  v(a)  -  '^vir^jj 
und  hat  daher  weiter 

(330)  ^-==_^log-AV :^L^        //. 

Den  gewonnenen  Formeln  (327)  und  (330)  kann  man  verschiedene 
andere  Gestalten  geben.  Bezeichnet  man  z.  B.  das  zu  den  p  —  1 
Punkten  ^i,  ^2»  •  •  •  T'p-i  gehörige  Restpunktsystera  mit  ^i,  ^g,  •  •  •  ^p_i, 
so  daß  also 

(331)  (Jl'^W  +  ^n^-J^^CO) 
\i  =  i  -1  =  1  / 

ist,  so  wird  aus  (327) 

(332)  ^„^(^)  =  c'  +  log-)^ ^       ^y 


((v{z)-v{cc)-r'';^visA] 


'p~l 


Da  hier  die  rechte  Seite  in  bezug  auf  die  p  Punkte  0,0^,0^,. 
symmetrisch  ist,  so  folgt  daraus  die  Riemannsche  Formel 

(333)  ^aM  ^=  c  -i log  o.  l     \ — —'¥[. , 

woraus  jetzt  auch 

(334)  t„{z)  =  -  1  Aiog^((,(«)  _  pv{z))) 

hervorgeht.''') 

54.  Thetaquotienten  und  Funktionen  der  Elasse.    Wählt  man 
in  dem  Thetaquotienten 

(335)  Qie)-=nW^-^'^^l 

bei  jeder  der  2n  Thetafunktionen  die  Parameter  e  bzw.  /'so,  daß  keine  iden- 

133)  Zur  Darstellung  der  Integrale  2.  und  3.  Gattung  durch  Thetafunktionen 
öiehe  auch  Hoch,  J.  f.  Math.  65  (1866),  p.  42  u.  68  (1868),  p.  170;  Weber,  J.  f. 
Math.  70  (1869),  p.  209  u.  82  (1877),  p.  131;  Thomae,  J.  f.  Math.  93  (1882),  p.  69 
94  (1883),  p.  241  u.  101  (1887),  p.  326;  Staude,  Acta  math.  8  (1886),  p.  81;  Stahl, 
J.  f.  Math.  111  (1893),  p.  101;  vgl.  auch  Schleiermacher,  Diss.  Erlangen  1878, 
Schirdewahn,  Disa.  Breslau  1886  und  Z.  f.  Math.  34  (1889),  p.  355. 
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tisch  verschwindet,  so  wird  der  Zähler  OMnn^  Punkten  a;i?)(  '  '        ), 

der  Nenner  in  np  Punkten  y^^\  welche  mit  den  Parametern  e,  f  durch 
die  Kongruenzen 

(336)  ef-^%<,xf),    ff-.,;^v^m      ('I  !'!'■••") 

v  =  i  v  =  i  ^r  —  1,  ^, .  .  .  p/ 

verknüpft  sind.  Bestimmt  man  nun,  was  immer  und  nur  auf  eine 
Weise  geschehen  kann  (Nr.  16),  2p  reelle  Größen  g,  h  aus  den  Glei- 
chungen n  p 

(337)  ^(f^-e^')=^9,.%,-h^^i     (/.  =  l,2,...p) 

und  setzt  pi 

(338)  s.^i'^V^^) 

so  ist  Il{z)  eine  einwertige  Funktion  von  e  in  der  Riemann sehen 
Fläche  T',  welche  an   den  Querschnitten  konstante  Faktoren  erlangt, 

'°'^^'"  längs  a:  R+ =  R- ■  e»^.  «•• 

(339)  ,..  , '  ^  „  .,  '  (v=l,2,...p) 
^       '                            längs  &^:E+=  12- •  e-**v'''  ^  ^    ^        f) 

ist,  und  welche,  wenn  man  unter  der  Annahme,  daß  ein  Teil  der 
Punkte  yT  mit  Punkten  a;!,^^  zusammenfällt,  die  übrigbleibenden  Punkte 
x^y  mit  x^^x^, .  .  .x^  und  y^^y^i  •  •  •  V^  bezeichnet,  0^  wird  in  den 
q  Punkten  rCj,  iCg,  .  ,  .  x^,  oo^  in  den  q  Punkten  yi,yt,  •  •  -y^,  für  welche 
die  aus  (336)  und  (337)  folgenden  Kongruenzen       ,.' 

(340)  2t^(2/x)  -  ^  (^x)]  ^^9r%r  +  K^i        {ii=\,2,.,.p) 

x=l  v=l 

bestehen. 

Sind  nun  speziell  die  Parameter  e  und  f  so  gewählt,  daß  sich 
aus  (337)  für  die  Größen  g,  h  lauter  ganze  Zahlen  x,  X  ergeben,  so 
daß  also  „  p 

(341)  J;^^^  -  eJfO  =2^^.%  .+  ^^i     {^i  =  l,2,...p) 

(j  =  1  r  =  1 

ist,  so  wird 

(342)  R(^)^n^^^}e^^  =  ^         , 

da  nunmehr  längs  aller  Querschnitte  a  und  b  R^  =  R~  ist,  eine 
Funktion  der  Klasse,  die  in  den  g- Punkten  Xi,x^,...Xg  0\  in  den 
q  Pimkten  yi,  y^,  •  •  -  y,^  <x)^  wird,  zwischen  denen  in  Übereinstimmung 
mit  (340)  die  Kongruenzen 


55.  Zweite  Form  für  die  Lösung  des  ümkehrproblems  715 

g 

(343)  ^[v^  {y,)  -  v^  (x,)]  ^0  (^  =  1,  2, .  . .  p) 

x  =  l 

besteben  (II  ß  2,  Nr.  42). 

Umgekehrt  läßt  sieh  jede  Funktion  der  Klasse  R(/)y  welche  in 
q  Punkten  Xi,x^, .  .  .  x^  0\  in  q  Punkten  y^,  y^, .  .  .  y^  oo^  wird,  in  der 
Form  (342)  durch  einen  Quotienten  von  gleich  vielen  Theiafunktionen 
darstellen.  Man  braucht  nur,  was  bei  hinreichend  großem  n  stets 
möglich  ist,  die  Parameter  e  und  /"  so  zu  wählen,  daß  keine  der  auf- 
tretenden Thetafunktionen  identisch  verschwindet  und  der  Zähler  in 
den  q  Punkten  x  und  np  —  q  weiteren  Punkten  ^i,  z^, .  ■  .  z„  _  ,  der 
Nenner  in  den  q  Punkten  y  und  den  np  —  q  nämlichen  Punkten  i3  0^ 
wird.  Die  in  (342)  auftretenden  ganzen  Zahlen  x  sind  dabei  aus  den 
Gleichungen  (341)  eindeutig  bestimmt. 

55.  Zweite  Form  für  die  Lösung  des  Ümkehrproblems.  Sind 
£i,  «2»  •  •  •  ^p-i  insbesondere  p — 1  Punkte  von  der  Beschaffenheit, 
daß  sie  mit  keinem  der  2q  Punkte  x,y  durch  eine  qp- Kurve  verknüpft 
sind,  so  kann  man  n  =  q  wählen  und  in  den  Zähler  von  Q{i!!)q  Theta- 
funktionen stellen,  von  denen  die  x'*  in  Si,  ^i,  -  .  ■  ^p_i  und  x^  ver- 
schwindet, in  den  Nenner  q  Thetafunktionen,  von  denen  die  x**  in  e^, 
^2, .  . .  fp_i  und  y^  verschwindet,  und  erhält  so  aus  (342) 


(344)      /•(^)  =  c/J- 


=  1  »((viz)-^v{8;^)-v{yA\ 


Bezeichnet   man  nun  das   zu   den  p  —  1  Punkten  «i,  fj, .  •  .  «  _i    ge- 
hörige Restpunktsystem  mit  2i,  ^i^,  .  .  ■  ^j,_i,  so  daß  also 

(345)  (2'<^>^)  +  2'^(^^))--W 

ist,  so  folgt,   weil   die   Thetafunktion   eine   gerade  Funktion  ist,  aus 
(344),  wenn  man  noch  den  Punkt  z  mit  z^  bezeichnet  und  auf  der 

linken  Seite  den  Faktor  f{e^f{z^...f{z^^,   auf  der  rechten  Seite 

p-\     p 

den  Faktor  e  ~^  ^~^  hinzufügt,  die  Gleichung 

//  ^P         \\        p     p 

P  9 


„  .  ^   H-x)-^-(^)     ^22^-,^'.) 

WO  Cq  nunmehr  von  aUen  p  Punkten  z^,  z^,  .  .  .  2    unabhängig  ist. 
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Setzt  man  noch 

(347)  f{,)==<piz)-a, 

bezeichnet  also  mit  <p(s)  eine  Funktion  der  Klasse,  welche  wie  /"(;?) 
in  den  Punkten  yi,y2)  •  •  •  Vq  ^»^  wird,  in  den  Punkten  x^,  x^, .  . .  x 
aber  den  Wert  a  annimmt,  so  ist 

(348)  [J{^i^,)-a)  =  c,f[-^ '- ^-r"-^=» 

"  =  !«•(  Ut/x)-J't;(^,.)jj 


und  man  erhält  endlich  durch  Division  zweier  solcher  Formeln 

ncp  jz/j)  —  a 
^^j  gj(0^)-a 

^^"^^^  ,   *((^(a'x)-i'«(..)))^((^(y.)-i't^(^:)))   äj  ^^.(^^(^.^..(.o)) 


y.  =  i  & 


((^(yx)-i'«(^o))  ^{{v(x,)  -i'^^(^?,))) 


Da  die  rechte  Seite  dieser  Formel  nur  von  den  Integralsummen 

(350)  ^^(0  =  ^„      ^^(^?)  =  <<  {^  =  l,2,...p) 

abhängt,  so  kann  sie  wie  die  Formel  (322)  zur  Lösung  des  Umkehr- 
problems verwendet  werden;  man  erhält  diese  aus  ihr.  wenn  man  zwei 
Formeln  (349),  die  verschiedenen  Werten  a,  h  entsprechen,  durch- 
einander dividiert. 

56.  Thetaquotienten  und  Wurzelfunktionen ;  deren  Zuordnung 
zu  den  Periodencharakteristiken.  Werden  in  dem  Thetaquotienten  (335) 
die  Parameter  e  und  f  so  gewählt,  daß  sich  aus  den  Gleichungen  (337) 
für  die  sämtlichen  g,  h  rationale  Zahlen  mit  dem  gemeinsamen  Nenner  r 

(351)  g.^'-f,  h^='j  {(i^l,2,...p) 
ergeben,  d.  h.  ist 

n  p 

(352)  ^(/"if)  -  eH')  =  -i  2'^%^+V'>''     {^^1,2,. ..p) 

80  erlangt  die  Funktion 

s    ^ 

(353)  r^vvw 

an  den  Querschnitten  a,  h  r**  Einheitswurzeln  als  Faktoren,  indem 
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T. 


längs  a'.  R^  ==  R~  •  e   '^    , 

(354)  ^  (v  =  l,2,...p) 

längs  h^:  R^  =  R~  •  e 
ist;  es  ist  also  {R{z)y  eine  Funktion  t  der  Klasse  und 

3      ^ 

(355)  i/*|.(.)-/<rt))  >" 

Eine  so  definierte  einwertige  Funktion  von  i3  in  der  i?iemaww sehen 
Fläche  T',  die  also  in  g' Punkten  Xi,x^,...  x^  0^,  in  ebenso  vielen 
Funkten  y^Hi,  •  •  •  y^  oo^  wird  und  an  den  Querschnitten  r'®  Einheits- 
wurzeln als  Faktoren  annimmt,  heißt  eine  Wurzelfunktion  (IIB  2,  Nr.  40), 

/  «1  f 2  •  •  •  ^p  \ 
der  Komplex  der  2p  ganzen  Zahlen  (    /    ,  ,)  soll  die  zu  ihr  ge- 

hörige  Per.  Char.  (e)  (Nr.  23)  genannt  und  die  Funktion  selbst  mit  w^ 
bezeichnet  werden.  Zwischen  ihren  Null-  uud  Unendlichkeitspunkten 
bestehen  die  Kongruenzen 

(356)  ^[v,(y;)-v^{x^)]:^^^s,.a^,,-\-^s',:ti.     (fi=l,2,...p) 

Da  zwei  Wur/elfunktionen  w^  und  w^,  für  welche  {s)  ---'-  (r])  (mod.r) 
ist,  an  den  Querschnitten  a,  h  die  nämlichen  Faktoren  erlangen,  ihr 
Quotient  also  eine  Funktion  der  Klasse  ist,  so  wird  man  sich  auf  solche 
Per.  Char.  («)  beschränken,  bei  denen  die  £,  s  lediglich  Zahlen  aus  der 
Reihe  0,  1, .  .  .  r  —  1   sind;  solche  Per.  Char.  gibt  es  im  ganzen  r'^. 

Werden  die  Zahlen  «,  s'  gegeben,  so  kann  man  auf  Grund  der 
Gleichungen  (352)  p  der  Größen  e,  f  z.  B.  die  p  Größen  e^^\  .  .  .  4" 
durch  die  übrigen  und  die  2p  Zahlen  s,  s'  ausdrücken  und  erkennt 
daraus,  daß  man  die  Funktion  jR(^)  durch  die  Angabe  ihrer  q  Un- 
endlichkeitspunkte, q  —  p  ihrer  Nullpunkte  und  ihrer  Faktoren  an 
den  Querschnitten  a,  h  bestimmen  kann. 

Den  q  —  p  m  w^  bei  gegebener  Per.  Char.  (e)  willkürlich  wähl- 
baren Nullpunkten  entsprechend  gibt  es  eine  lineare  Schar  von  cxj^-p 
zu  derselben  Per.  Char.  (e)  gehörigen  und  in  den  nämlichen  q  Punkten 
oo^  werdenden  Wurzelfunktionen.  Der  Quotient  von  je  zweien  ist 
eine  Funktion  der  Klasse  und  alle  lassen  sich  durch  q  —  p  -|-  1  linear 
unabhängige  unter  ihnen  ausdrücken  in  der  Form 

g  —  p 

(357)  u;^=^l^w[^., 

t  =  0 

zwischen  q — p  -\- 2  besteht  eine  lineare  Relation. 
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Dieser  Satz  erleidet  eine  Ausnahme,  wenn  durch  die  letzten  p 
Nullpunkte  von  ii\,  welche  durch  die  willkürlich  gewählten  q  —  p 
übrigen  und  die  Per.  Char.  {s)  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt  sind, 
eine  9?- Kurve  hindurchgeht.  Ist  nämlich  das  von  diesen  Punkten  gebil- 
dete Punktsystem  (II  B  2,  Nr.  25)  vom  Überschuß  m,  so  ist  die  Wurzel- 
funktion w^  erst  durch  Angabe  von  q  —  p  -\-  m  ihrer  Nullpunkte 
bestimmt,  jedes  w^  läßt  sich  erst  durch  q  —  p  -\-  m  -\-  1  linear  unab- 
hängige darstellen  und  es  besteht  erst  zwischen  q  —  p-\-  m  -\-  2  eine 
lineare  Relation. 

Zu  der  Gesamtheit  der  auf  diese  Weise  zu  den  r*^  verschiedenen 
Per.  Char.  gehörigen  in  ihren  q  Unendlichkeitspunkten  und  in  g  —  p 
ihrer  Nullpunkte  übereinstimmenden  Wurzelfunktionen  w^  gelangt  man 
algebraisch  auf  dem  folgenden  Wege. 

Man  bilde  eine  adjungierte  ganze  Funktion  x^  der  Klasse  von 
beliebig  hohem  Grade,  welche  in  den  q  Punkten  yi,---yg  O*"  wird; 
ihre  übrigen  NuUpunkte  seien  ß^,  ß^, .  .  ..  Man  bestimme  sodann  eine 
zweite  adjungierte  ganze  Funktion  %  gleich  hohen  Grades,  welche  in 
den  Punkten  ß^,  ßi,  ■  .  .  ebenso  Null  wird  wie  Xo>  ferner  O**  in  q  —  p 
der  Punkte  x^,  .  .  .  x,^  und  deren  weitere  rp  Nullpunkte  gleichfalls  zu 
je  r  zusammenfallen.  Wegen  der  aus  (356)  stets  folgenden  Kon- 
gruenzen 

(358)  r^%M  -  »-^^  W  =  0         (^  ==  1,  2, .  . .  i,) 

existiert  für  jede  Per.  Char.  («)  eine  solche  Funktion,  und  es  gibt  den 
r^^  Per.  Char.  entsprechend  r^P  verschiedene  solche  Funktionen  X)  die 
also  alle  die  Punkte  ß  und  q  —  p  der  x  als  Nullpunkte  gemeinsam 
haben,  sieh  aber  durch  die  p  weiteren  O*"- Punkte  voneinander  unter- 
scheiden. Durch  die  Angabe  der  letzteren  wird,  ebenso  wie  durch 
die  Angabe  der  Faktoren  (354),  eine  bestimmte  der  r^^  Funktionen  x 
ausgewählt,  die  mit  Xt  bezeichnet  sei,  und  es  ist  dann 

(359)  ^«=l^r 

die   in  den   q  Punkten  x^,  .  .  .  x^  0%  in  den  q  Punkten  y^,-  ■  -y^  00^ 

werdende  Wurzelfunktion  mit  den  Faktoren  (354)  an  den  Querschnitten. 

Die  Bestimmung  der  Funktionen  x  geliört  zu  den  in  Nr.  107  in 

etwas  allgemeinerer  Form  behandelten  Teilungsproblemen. 

X 
Die  Funktion  ™  heißt  eine  Berührungsfunktion,  Xo  ^^^  7.»  selbst 

Xo 

Berührungsformen.  Man  kann  von  diesen  zu  reinen  Berührungsformen, 
die  überall,  wo  sie  verschwinden,  O*"  werden,  übergehen,  indem  man 
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X,  durch  Xo~^Xt  ^^^  gleichzeitig  ;fo  durch  Xq  ersetzt;  es  wird  dann 


(360)  M,^=]^^L^^ 

Durch  das  Vorstehende  ist  die  Wurzelfunktion  w^  einer  bestimm- 
ten Per.  Char.  («)  zugeordnet.  Diese  Zuordnung  hängt  von  der  Zer- 
schneidung der  i?ie/Maww  sehen  Fläche  ab.  Die  Änderungen,  welche 
die  Per.  Char,  bei  Änderung  der  Zerschneidung,  d.  i.  bei  linearer  ganz- 
zahliger Transformation  der  Perioden  erleiden,  sind  in  Nr.  30  besprochen. 

Dabei  spielt  die  Per,  Char,  (0)  eine  Ausuahmerolle,  da  sie  und 
nur  sie  bei  jeder  Änderung  der  Zerschneidung  in  sich  übergeht;  die 
ihr  zugeordneten  Wurzelfunktionen  sind  die  Funktionen  der  Klasse. 

Sind  w,  und  w^  zwei  zu  verschiedenen  Per.  Char.  (f)  und  {rf)  ge- 
hörige Wurzelfunktionen,  so  ist  ihr  Produkt  w^w  eine  zu  der  Per, 
Char. 

(361)  (,,)  =  ('. +^---^  +  M 

gehörige  Wurzelfunktion;  ist  daher 

(362)  (^x*....O  =  (0), 

so  ist  das  Produkt  w,  w,  .  .  .  u\     eine  Funktion  der  Klasse. 

Aus  der  Eigenschaft  des  Quotienten  zweier  zu  derselben  Per. 
Char.  (f)  gehörigen  Wurzelfunktionen,  eine  Funktion  der  Klasse 
zu  sein,  ergibt  sich  ein  weiteres  Prinzip  für  die  algebraische  Dar- 
stellung dieser  Funktionen,  Es  besteht  darin,  daß  man  zunächst 
die  einfachsten  derartigen  Funktionen  zu  gewinnen  sucht,  d,  h,  die 
einfachsten  in  T'  einwertigen  Funktionen,  die  an  den  Querschnitten 
die  Faktoren  (354)  erlangen.  Ist  w/  eine  solche  und  wird  sie  c»^  in 
q  Punkten  y/, .  ,  .  ?/^',  0^  in  q  Punkten  x^', .  . .  x^',  so  hat  man  nur, 
um  eine  beliebige  andere  Funktion  w^,  welche  oo*  in  g  Punkten  y^, 
. .  .t/j  und  0^  in  q  Punkten  x^, .  .  .  x^  werden  soll,  zu  erhalten,  jene 
Funktion  r  der  Klasse  zu  bilden,  welche  oo^  in  den  q  Punkten  y  und 
den  q'  Punkten  x,  0^  in  den  q  Punkten  x  und  den  q'  Punkten  /  wird ; 
es  ist  dann  w,  ==  twj. 

Eine  ähnliche  Reduktion  ist  auch  bei  den  Thetaquotienten  mög- 
lich, Ist  nämlich  ein  Thetaquotient  (335)  gegeben,  bei  welchem  die 
Parameter  c,  f  den  p  Bedingangen  (352)  genügen,  und  definiert  man 
p  Größen  e^'),  .  . ,  e^^)  durch  die  Gleichungen 

(363)  äi.>=e;i'  +  |2'^a,,+  i£>,        (j,  =  l,2,...p) 
80  ist  der  Quotient 
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eine    Funktion    der    Klasse;    es    ist    aber   weiter    der    ursprüngliche 
Thetaquotient  Q{z) 

und  dies  gibt  uns  die  Veranlassung,  in  der  Folge  zunächst  Quotienten 
von  nur  je  einer  Thetafunktion  im  Zähler  und  Nenner  zu  betrachten. 
57.  Tlietafunktionen  und  Wurzelformen ;  deren  Zuordnung  zu 
den  Thetacliarakteristiken.  W  ir  beschränken  uns  auf  den  Fall  r  =  2  '^*) 
und  betrachten  den  Thetaquotienten 

in  welchem  [f],  fr?]  zwei  verschiedene  von  den  2^^  aus  halben  Zahlen 
gebildeten  Th.  Char,  (Nr.  22)  bezeichnen  und  a  ein  fester  Punkt  der 
jR/cma/m sehen  Fläche  ist.  Die  Funktion  Q{2)  wird,  wenn  keine  der 
beiden  Thetafunktionen  identisch  verschwindet,  0^  in  den  p  Punkten 
«(*),  «W,  .  .  .  aW,  in  denen  die  Zählerfunktion  verschwindet,  oo*  in  den 
p  Punkten  a^^\  a^'/^,  .  .  .  a^'>\  in  denen  die  Nennerfunktion  verschwin- 
det, und  erlangt  an  den  Querschnitten  a,  b  Faktoren  +  1,  da 
längs  a  •  0+  =  (—  l)'v+v.ö- 

^'''^  längs  C«^=(-i)''-'e-        (""i'^'---^) 

ist;  zwischen  den  Punkten  a^*^  und  a^''^  und  den  Zahlen  «,  s',  jj,  r^'  be- 
stehen die  Kongruenzen:  >-' 

(3G8)    2^[v^  (a'f)  -  V,  (a^tO]  -     i^(^  +  V.)  «..  +  i (^',  +  V.)  ^*- 
»-=1  »  =  i 

(/i  =  1,  2, .  .  .  ;>) 

Läßt  man  bei  festgehaltener  Th.  Char.  [rf]  an  Stelle  von  [s]  der 
Reihe  nach  alle  2*^ —  1  von  [r[\  verschiedenen  Th,  Char.  treten,  so 
entstehen  2'^ —  1  verschiedene  Funktionen  Q{z),  denen  man  Wurzel- 
funktionen folgendermaßen  auf  die  einfachste  Weise  zuordnen  kann.^^^) 

Man  setze  mit  Biemann  die  Grundgleichung  in  der  Form 

fil  h  =  0 


134)  Soweit  man  die  folgenden  Resultate  ohne  wesentliche  Änderung  auf 
den  Fall  r>  2  übertragen  kann,  ist  dies  von  Stahl,  „A.  F."  7.  Abschn.  geschehen; 
vgl   für  r  =  3  Thomae,  Math.  Ann.  6  (1873),  p.  603. 

135)  Clebsch  und  Gordan,  „A.  F.",  p.  106;  Weber,  J.  f.  Math.  70  (1869), 
p.  319;  Fuchs,  J.  f.  Math.  73  (1871),  p.  308  =  Ges.  math.  W.  1  (1904),  p.  321.  Die 
Bildung  der  Funktion  i/>  wird  als  Zweiteilungsproblem  auch  in  Nr.  111  besprochen. 
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voraus  und  bestimme  die  lineare  Funktion 

(369)  l^=az-\-hs-}-c 

BO,  daß  sie  in  a  0^  wird;  dann  verschwindet  sie  noch  in  m  -}-  n  —  2 
weiteren  Punkten  ßi,  ßi,  •  -  ■  ßm  +  »-i-  ^^^  bestimme  ferner  eine 
ganze  adjungierte  Funktion  if{  0  ,  s  )  so,  daß  sie  in  den  Punkten  /3j,  ß^, 
•  '  ■  ßm  +  n-i  gleichfalls  verschwindet  und  ihre  2p  weiteren  Nullpunkte 
paarweise  zusammenfallen.  Bezeichnet  man  diese  mit  a^,  «j, .  .  .a^,  so 
erfüllen  sie  das  Kongruenzensystem 

p 

(370)  22,\  W  -  2v,{a)  =  0.  (^  =  1,  2, . . . i,) 

r  =  l 

Aus  diesem  folgt  aber 

wenn  {s}  ein  System  korrespondierender  Halben  der  Periodizitäts- 
modulen  bezeichnet,  und  man  kann  auf  Grund  dieser  Kongruenzen 
mit  Hilfe  des  t/acoöi sehen  Umkehrproblems  zu  jedem  der  2^^  ver- 
schiedenen solchen  Systeme  {s}  Punkte  «W,  «W, .  .  .  a^  bestimmen,  ent- 
weder eindeutig,  wenn  diese  Punkte  durch  keine  qp- Kurve  verknüpft 
sind,  oder  andernfalls  auf  unendlich  viele  Weisen  und  es  entspricht 
diesen  Punkten  jedesmal  wegen  (370)  eine  Funktion  ^. 

So  erhält  man  zu  den  2^p  verschiedenen  Th.  Char.  ebenso  viele, 
entweder  einzelne  Funktionen  oder  Scharen  von  Funktionen  ^^,  von 
denen  eine  jede  ebensowohl  durch  die  Th.  Char,  [s],  wie  auch  durch 
ihre  von  den  ß  verschiedenen  2?  Nullpunkte  charakterisiert  ist.  Diese 
letzteren  erweisen  sich  aber  auf  Grund  der  Kongruenzen  (371)  als  die 
Nullpunkte  der  Funktion  ^[s]iv{e)  —  ^(«)))  und  man  erhält  daher' 
durch  die  Gleichung 

WO  c  eine  Konstante,  d.  h.  eine  von  2  unabhängige  Größe  bezeichnet, 
jedem  Quotienten  Q{0)  eine  Wurzelfunktion  im  Sinne  von  Nr.  5G  zu- 
geordnet. 

Durch  das  Vorstehende  erscheint  aber,  darüber  hinausgehend, 
jeder  einzelnen  Tbetafunktion  ^[s]{v(z)  —  v(a)))  und  damit  jeder 
Th.  Char.  [e]  eine  Wurzelform  |/^,  (II  B  2,  Nr,  43)  zugewiesen,  die, 
solange  die  Tbetafunktion  nicht  identisch  verschwindet,  außer  in  den 
allen  2^^  Funktionen  t/»,  gemeinsamen  Nullpunkten  gerade  in  deren 
p  Nullpunkten  0*  wird. 


722    IIB?.  Kr azer -Wirtinger.  Abelsche  Funktionen  u.  allgem.  Thetafunktionon 

Ist  d-[£]  ((0))  =  0,  was  bei  ungerader  Th.  Char.  immer  und  im  all- 
gemeinen auch  nur  bei  einer  solchen  eintritt,  so  fällt  einer  der  Punkte 
"i''?  ^3\  •  •  ■  ^^*\  etwa  der  letzte,  in  den  Punkt  a  und  für  die  p  —  1 
übrigbleibenden  besteht  das  Kongruenzensystem 

(373)  (^2'H«?))-!*}- 

Die  Funktion  ipg  zerfällt  nunmehr  in  das  Produkt  ^„95«,  wo  g?«  die  in 
den  p  —  1  von  a  unabhängigen  Punkten  a^*\  aS^\  . . .  a^*]_^  0^  werdende 
qp- Funktion  bezeichnet,  und  es  ist  jeder  ungeraden  Th.  Char.  eine  und, 
wenn  ^[b\^v{z)  —  '^(a)))  nicht  identisch  verschwindet,  nur  eine  ganz 
bestimmte  Funktion  (pt  zugeordnet,  die  in  den  p  —  1  von  z  =  a  ver- 
schiedenen Nullpunkten  der  angegebenen  Thetafunktiou  0^  wird.  Aus 
der  Gleichung  (372)  geht  dann  die  für  irgend  zwei  ungerade  Th.  Char. 
\e\  und  \ri\  geltende  Gleichung 

i^'*>'  9[ri]  iv{z)  -  r(a)))  ^   cp^{z)  cp^{a) 

hervor,  in  der  c  von  z  und  a  unabhängig  ist. 

Auf  die  im  vorigen  auseinandergesetzte  Weise  entsprechen  also, 
wenn  keine  der  Funktionen  ^\_b\{v{z)  —  v(a)))  identisch  verschwindet, 
den  2^~^(2^-f"l)  geraden  Th.  Char.  ebenso  viele  eigentliche,  den 
2p- 1(2^ —  1)  ungeraden  Th.  Char.  ebensoviele  uneigentliche  z^-Funk- 
tionen;  ihre  Zuordnung  zu  den  einzelnen  Th.  Char.  kann  ohne  Be- 
nutzung der  Nullpunkte  folgendermaßen  geschehen.   ' 

Man  bestimme  auf  rein  algebraischem  Wege  die  2''"  ^(2^+  1) 
eigentlichen  und  die  2''~^(2p —  1)  uneigentlichen,  d.  h.  zerfallenden 
^-Funktionen,  bilde  aus  den  2'p  so  erhaltenen  Wurzelformen  Y^ 
2^^ —  1  Quotienten  mit  gemeinsamem,  willkürlich  gewählten  Nenner 
j/^j  und  ermittle  die  Faktoren  +  1,  welche  diese  Wurzelfunktionen 

—  an  den  Querschnitten  a,  h  erlangen.  Damit  wird  jedem  dieser 
Quotienten  eine  Per.  Char.  zugewiesen  und  man  hat  jetzt  nur  die- 
jenige einzige  Th.  Char.  [n]  zu  ermitteln ^'^),  welche  die  Eigenschaft 
hat,  daß  durch  ihre  Addition  zu  den  vorher  ermittelten  2'^p  —  1  Per. 
Char.  eine  gerade  Th.  Char.  entsteht,  wenn  ip  eine  eigentliche,  eine  un- 
gerade Th.  Char.,  wenn  ^  eine  zerfallende  ^-Funktion  ist.  Das  so 
bestimmte  [«]  ist  dann  die  der  Wurzelform  )/^o  zugehörige  Th.  Char., 
während    die    2*^ —  1    durch  Addition   erhaltenen    Th.  Char.    in   der 

136)  Daß  ea  in  der  Tat  nur  eine  einzige  solche  Th.  Char.  gibt,  folgt  un- 
mittelbar aus  Nr.  25. 


58.  Die  Ausnahmefälle.  723 

gleichen  Reibenfolge  den  2^p  —  1  im  Zähler  stehenden  Wurzelformen 
yV  zugehören. 

Die  Zuordnung  der  Th.  Char.  zu  den  Wurzelformen  Yijj  hängt 
von  der  Zerschneidung  der  Biemann  sehen  Fläche  ab.  Die  Änderungen, 
Avelche  die  Th.  Char.  bei  einer  Änderung  der  Zerschneidung,  d,  i.  bei 
linearer  ganzzahliger  Transformation  der  Perioden,  erleiden,  siehe  Nr.  30. 

Die  (p  sind  „reine"  Berührungsformen,  da  sie  in  jedem  Punkte, 
in  dem  sie  verschwinden,  0^  werden.  Will  man  auch  den  geraden 
Th.  Char.  reine  Berührungsforraen  zuweisen,  so  wird  man  statt  der 
j^(  die  Formen  l^t(/g  wählen. 

58.  Die  Ausnahmefälle"'').  Ist  d-[£](v{e])  —  v{a)}  identisch  Null 
oder,  was  dasselbe"^),  verschwinden  für  (v)  ==  (0)  nicht  nur  ■9'[«]((v)), 
sondern  auch  seine  partiellen  Deri vierten,  so  kann  man  nach  dem 
JJ/emanwschen  Satze  in  Nr.  46  den  Kongruenzen  (373)  durch  unend- 
lich viele  Punktsysteme  a^^\  a^^\  .  .  .  a^*Li  genügen. 

Verschwinden  insbesondere  für  (v)  =  (0)  nicht  nur  '^■[ejfü)),  son- 
dern auch  alle  seine  partiellen  Derivierten  der  1*®",  2'^'',  .  .  .  m*®", 
aber  nicht  der  m  -\-  1**°  Ordnung,  so  bilden  die  Punkte  a^*\a^*\  . . .  a^)_i 
ein  Punktsystem  vom  Überschuß  w  -f- 1  *,  es  können  also  m  der  Punkte 
cc  willkürlich  gewählt  werden  und  es  entspricht  der  Th.  Char.  [g] 
nicht  mehr  ein  einziges  Punktsystem,  sondern  eine  m-fach  unendliche 
Schar  von  solchen,  welche  alle  die  Eigenschaft  haben,  daß  in  ihnen 
eine  qp-Funktion  0^  wird,  so  daß  also  der  Th.  Char.  [«]  auch  eine  m- 
fach  unendliche  Schar  von  Wurzelformen  j/qp,  zugeordnet  ist.  Dabei 
wird  man  den  Fall,  daß  m  gerade  ist,  von  dem  Falle,  daß  m  unge- 
rade ist,  trennen.  Der  erste  Fall  m  =  2fi  tritt  bei  ungerader  Funk- 
tion '9'[£]((v))  also  ungerader  Th.  Char.  ein  und  man  hat  in  diesem 
Falle  eine  zu  [«]  gehörige  2 /t- fach  unendliche  Schar  von  Wurzelfunk- 
tionen; der  Fall  m  =  2ft  -f-  1  tritt  bei  gerader  Th.  Char.  [«]  ein, 
der  jetzt  eine  2/i  +  1-fach  unendliche  Schar  von  Wurzelfunktionen 
entspricht.  Wie  der  Kiemannsehe  Satz  gelten  diese  Sätze  auch  um- 
gekehrt. 


137)  Anf  diese  Auanahmefälle,  deren  Behandlung  auf  algebraischer  Grund- 
lage ohne  Orientierung  an  der  transzendenten  Darstellung  mit  großen  Schwierig- 
keiten verbunden  und  bis  jetzt  auch  nicht  durchgeführt  ist,  hat  zuerst  Weber, 
Math.  Ann.  13  (1878),  p.  35  hingewiesen;  vgl.  dazu  Kraus,  Math.  Ann.  16  (,1880), 
p.  245 ;  ferner  sei  auf  den  Fall  p  =  i  (Nr.  92)  und  weiter  auf  den  hyperelliptischen 
Fall  (Nr.  73)  verwiesen,  wo  sich  die  Verhältnisse  besonders  klar  überschauen 
lassen.  Über  den  Zusammenhang  mit  den  Spezialscharen  (II  B  2,  Nr.  29)  vgl.  Brill 
und  Noether,  Math.  Ann.  7  (1874),  p.  294. 

138)  Vgl.  dazu  Krazer,  „Thetaf.",  p.  432. 

Enoyklop.  d.  math.  Wiuensoh.    112.  47 
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59,  Algebraische  Darstellung  eines  Quotienten  von  Thetafunk- 
tionen,  deren  Argumente  Summen  von  ie  j)-{- 1  Integralen  sind''^). 
Man  bezeichne  wie  bisher  mit  ci['\  a^'^,  .  .  .  r.^'^  die  p  Nullpunkte  der 
Funktion  '9"[«]((w(^)  —  ^  («)))>  sodaß  also 

p 

(375)  {^vid:^)-v{a))~{a} 

ist.  Sind  dann  speziell  (x^^\  a^,  .  .  .  a^)  die  p  Nullpunkte  der  Funk- 
tion 0'((v(^)  —«(«))),  so  ist 

p 

(376)  [^v{a^^)))  =  (v{a)). 

v  =  l 

Bildet  man  nun,  indem  man  unter  ^i,  ^s,  •  -  •  ^p  p  beliebige  Punkte 
versteht,  die  Funktion 

&[s]  {v{0)  -  via)  +^vM  -  J;K<0)) 

v= 1  v= 1 

und  bezeichnet  ihre  Nullpunkte  mit  4'^  4*^  •  •  •  ^p>  ^^  ^^^  wegen  (375) 
und  (376) 

(377)  {^  v{z:)  +^v{z^))  -^v{aio))  -^t;(a(')))  =  {Oj. 

r=l  v=l  r=l  v=l 

Auf  Grund  dieser  Kongruenzen  kann  man  die  p  Punkte  si'^\  z['\  .  .  .  z^p^ 
algebraisch  folgendermaßen  bestimmen. 

Man  bezeichne  mit  [fj,  [fj]  irgend  zwei  Th.  Char.  mit  der  Summe 
(f^fj)  =  (£)j  mit  ^,  ,  ^,  die  ihnen  nach  Nr.  57  zugehörigen  t/;- Funk- 
tionen und  mit  'PW(^r)  deren  Produkt  t/'.,^,,.  Sind  dann  W^^'^z), 
5*'j')(^?),  .  .  .  ^p\z)  i>  +  1  linearunabhängige  solche,  zu  dem  näm- 
lichen (s)   gehörige  Funktionen   ^F,  so   kann  man  Konstanten  X^,  X^, 

p 
. .  .  A    so  bestimmen,  daß  ^A^"|/\yj*'(^)  in  den  p  gegebenen  Punkten 

v  =  Q 

0^,  g^,  •  ■  ■  Zp  verschwindet.  Indem  man  aber  diese  Funktion  durch 
j/^o^«  dividiert,  erkennt  man  auf  Grund  der  Kongruenzen  (377),  daß 
ihre  p  letzten  0^- Punkte  gerade  die  p  Punkte  z^l\  4'^  •  •  •  4'^  si^id- 

Bezeichnet  man  noch  den  Punkt  z  von  jetzt  an  mit  Zq,  auch  a 
mit  a|)°\  so  kann  man  das  gefundene  Resultat  so  aussprechen,  daß  die 
Determinante     ^_|_  yx^^)  V~^pYM  ■  -  ■  VW^ 

139)  Die  Einführung  der  Summen  von  je  p  +  1  Integralen  in  die  Argu- 
mente der  Thetafunktionen  findet  man  schon  bei  Prym,  "Wien  Denkschr.  24 
(1865),  II,  p.  71;  2.  Ausg.  1885;  sodann  bei  Stahl,  DidB.  Berlin  1882,  J.  f.  Math,  89 
(1880),  p.  179. 


60.  Invariante  Darstellung.  725 

als  Funktion  von  z^  betrachtet  in  den  m -\- n  —  2  Punkten  ß^,  ß^, 
•  •  •  /^rn  +  n-äj  den  ^  Punkten  z^,  z^,  .  .  .  z^  und  den  p  NuDpunkten 
der  Funktion  p  p 

0  0 

verschwindet.  Indem  man  dann  die  gleiche  Untersuchung  für  eine 
andere  Th.  Char.  [i^]  anstellt,  findet  man  schließlich,  daß 

^[^]((J't'(^.)-J'f(4°M)         ^     ,-^,—  , , 

(378) --" « L  =  c  .  ^±l^'l^_^_jSl~^-^^S^f^ 

ist,  wo  c  eine  von  allen  p  -\-  1  Größen  Zf,,  z.,  .  .  .  z„  unabhänsicre 
Konstante  bezeichnet,  die  man  folgendermaßen  bestimmen  kann. 

Ist  die  Per.  Char.  (x)  so  beschafi'en,  daß  die  Th.  Char.  [xf]  und 
[x7?]  beide  gerade  sind,  so  lasse  man  z^  mit  a{°)  zusammenfallen  und 
an  Stelle  der  Punkte  z^^,  z^,  .  .  .  z^  einmal  die  0^- Punkte  a^''),  «M, 
.  .  .  ßf^'  der  Funktion  ^^,  das  andere  Mal  die  0^- Punkte  «(""/),  «(''";), 
.  .  .  a^^"')  der   Funktion  ^^.,^    treten.    Auf  der  linken  Seite   entsteht 

dann  das  eine  Mal  der  Quotient  ^t^IJq!,  das  andere  Mal  der  Quo- 
tient  ^gr^^J,,^  und  man  erhält  durch  Multiplikation  der  beideii  Glei- 
chungen c^  (durch  Division  |J^iM|^  algebraisch  durch  lauter  Wur- 
zelfunktionen dargestellt,  womit  c  bis  aufs  Vorzeichen  bestimmt  ist. 
Dieses  ist  im  einzelnen  Falle  durch  direkte  Vergleichung  der  beiden 
Seiten  von  (378)  zu  ermitteln. 

60.  Invariante  DarsteUung.i^")  Da  die  Formen  tp  invariant 
gegenüber  allen  eindeutigen  Transformationen  des  algebraischen  Ge- 
bildes sind  (II  B  2,  Nr.  22),  so  ist  es,  wie  schon  WeUr  bemerkt,  von 
großem  Vorteil,  die  Untersuchungen  so  weit  als  möglich  nur  mit 
Funktionen  ^>  zu  führen,  wodurch  sie  nicht  nur  an  Allgemeinheit, 
sondern  meist  auch  an  Einfachheit  gewinnen. 

Dazu  läßt  man  an  Stelle  der  linearen  Form  l^  (3G9)  eine  in  a 
0^  werdende  ^  Funktion  treten.  Verschwindet  diese  außerdem  in  den 
2p  — 4  Punkten  /3,,  ß^,  .  .  .  /Sj^.^,  so  bestimmt  man  jetzt  eine  aus 
<p-Funktionen  quadratisch  gebildete  Funktion  O'-^^  so,  daß  sie  in  diesen 
2p  —  4  Punkten  ß  verschwindet  und   ihre  2p   weiteren  NuUpunkte 

140)  Für  p  =  H  schon  bei  Weber  ,.p  =  3";  allgemein  bei  Koeihtr,  Erl.  Ber. 
12  (1880),  p  97;  Math.  Ann.  17  1880,  p.  263  und  28  {1887\  p.  354;  v^l.  ins- 
besondere Brül  und  Noether,  D.  M.  V.  Jahreab.  3  (18y4),  p.  491  f. 

47« 


^. 
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paarweise  zusammenfallen.  Bezeichnet  man  letztere  mit  «j,  a^,  .  .  .  a  , 
so  bestehen  wie  früher  die  Kongruenzen  (370)  und  (371).  Auf  Grund 
der  letzteren  entspricht  jeder  der  2^p  Th.  Char.  [s],  vorausgesetzt,  daß 
d'[s]{v{0)  —  'y(a)))  nicht  identisch  verschwindet,  eine  ganz  bestimmte 
Ql^^  und  diese  kann  auch  dadurch  charakterisiert  werden,  daß  sie 
außer  in  den  2p  —  4  allen  Funktionen  ^^'^^  gemeinsamen  Nullpunkten  ß 
in  den  p  Nullpunkten  a^^\  «W^  .  .  .  a^*)  der  Funktion  ^[_£]iv{2)  —  v{cc)} 
verschwindet,  und  zwar  von  der  zweiten  Ordnung. 

Ist  die  Th.  Char.  [f]  ungerade,  so  fäUt  einer  der  Punkte  a'^'\ 
etwa  a^\  in  den  Punkt  a,  die  Funktion  ^(*)  zerfällt  in  das  Produkt 
<p„q>,,  wo  qPj  die  in  a^^\  a^\  .  .  .  ac'^L^  0^  werdende  gj-Funktion  bezeichnet, 
und  es  ist  wie  vorher  der  ungeraden  Th.  Char.  [s]  die  reine  Berüh- 
rungsform (p^  zugeordnet. 

Will  man  auch  den  geraden  Th.  Char.  [f]  reine  Berührungsformen 
zuweisen,  so  ersetzt  man  0^^'>  durch  die  Funktion  (p^^^P,  die  in  den 
dp  —  3  Punkten  a,  ß^,  ß^,  .  .  .  ß.p_^,  «W,  a^   .  .  .  «W  0«  wird. 

Eine  solche  homogene  Form  der  tp,  welche  in  allen  Punkten,  in 
denen  sie  verschwindet,  0^  wird,  also  eine  reine  Berührungsform  ist, 
wird  mit  X,  und  wenn  sie  in  den  (p  vom  w*®°  Grade  ist,  mit  X^"*^ 
bezeichnet  (vgl.  auch  Nr.  111).  Sie  gibt  zu  einer  in  m{p  —  1)  Punkten 
0^  werdenden  Wurzelform  '[/X^'")  m*"  Dimension  Anlaß;  so  die  cp, 
selbst  zu  den  Wurzelformen  erster  Dimension  yX^^^  =ycp,  als  den 
einfachsten,  die  vorher  genannten  Funktionen  (p^^l^^  zu  den  Wurzel- 
formen dritter  Dimension  ]/X(')  =  Vtpa^]^^- 

Die  Wurzelformen  ]/X("')  zerfallen  in  zwei  verschiedene  Arten, 
solche  gerader  und  solche  ungerader  Dimension,  je  nachdem  m  ge- 
rade oder  ungerade  ist. 

Die  Wurzelformen  gerader  Dimension  j/X^^-")  werden,  indem 
man  sie  durch  ein  q)f'  teilt,  zu  Wurzelfunktionen  und  es  kann  jede 
von  ihnen  auf  Grund  von  Nr.  56  emer  Per.  Char.  («)  zugewiesen  wer- 
den. Der  uneigentlichen  Per.  Char.  (o)  entsprechen  dabei  die  uneigent- 
lichen Wurzelformen  ]/ X^^^')  =  y[X(^l  Irgend  zwei  Wurzelformen 
yXf ''^  und  yXp^,  welche  derselben  Per.  Char.  («)  zugeordnet  sind, 
drücken  sich  rational  durcheinander  aus  und  es  sind  speziell  alle 
Wurzelformen  yx^T')  durch  solche  zweiter  Dimension  l/Xp)  rational 
darstellbar  auf  Grund  der  bei  gegebenem  X,(^'')  stets  erfüllbaren  Gleichung 

(379)         .  X(«'')  Xf )  —  <p(/'  +  i)«  =  0, 

wo  ^  +  ^)  eine  homogene  Form  ^  +  l**''  Grades  der  q)  ist. 

Den  Wurzelformen  ungerader  Dimension  yX*''  +  ^^  werden  Theta- 
charakteristiken  folgendermaßen  zugeordnet.    Auf  Grund  der  für  .u  >  1 
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bei  gegebenem  X('"  +  ^)  stets  erfüllbaren  Gleichung 

(380)  X(2."  + 1)  X(3)  —  (j(/'  +  2)  2  =  0, 

in  der  0^  +  ^)  eine  homogene  Form  (i  -j-  2**"^  Grades  der  q)  bezeichnet, 
lassen  sich  alle  Wurzelformen  ungerader  Dimension  zunächst  auf 
Wurzelformen  j/X^^)  dritter  Dimension  zurückführen,  diese  aber 
scheiden  sich  selbst  wieder  in  zwei  Unterarten.  Im  ersten  Falle  ist 
yX^^^  rational  auf  y'X^^)  =  ]/qp  reduzierbar  und  wird  damit  einer  un- 
geraden Th.  Char.  zugeordnet;  im  zweiten  Falle  nicht,  dann  ist  aber 
/X^^)  rational  durch  eine  Form  ycp^0^^^  ausdrückbar  und  wird  da- 
mit einer  geraden  Th.  Char.  zugewiesen.^^^) 

Für  jede  Wurzelform  f/X^"'^  wird  die  ihr  zugehörige  Per.  Char. 
(«)  oder  Th.  Char.  [s]  durch  das  Kongruenzensystem 

m{p  - 1) 

(381)  {^v{aS)^{s}. 

v  =  l 

bestimmt,  wenn  a^,  a^, .  .  .  c^rn{p-i)  ^^®  Nullpunkte  der  Wurzelform  sind. 
Die  Zuordnung  der  Wurzelformen  gerader  Dimension  zu  den 
Per.  Char.  und  der  ungerader  Dimension  zu  den  Th.  Char.  ändert 
sich  mit  der  Zerschneidung  der  Biemannschen  Fläche.  Der  dabei  be- 
obachteten Tatsache,  daß  eine  Summe  einer  ungeraden  Anzahl  von 
Th.  Char.  sich  wie  eine  Th.  Char.,  eine  Summe  einer  geraden  Anzahl 
von  Th.  Char.  wie  eine  Per.  Char.  transformiert  (vgl.  Nr.  25),  entspricht 
es,  wenn  wir  festsetzen,  daß  das  Produkt  mehrerer  Wurzelformen 
yxi"''^Xif*^  .  .  .  Xi'*"\  wenn  m,^  +  w«2  +  •••-{-  w^  ungerade  ist,   der 

Th.  Char.  [«]  =  [fif2  •• -^J)  dagegen,  wenn  mj^-\-m^-] f- m^  gerade 

ist,  der  Per.  Char.  (a)  =  (s^s^  . .  .  s^)  zugeordnet  werde;  speziell  setzen 
sich  dann  zwei  Wurzelformen  ungerader  Dimension  KX^f'""'^^  und 
y^jiv  +  i)^  welche  einzeln  den  Th.  Char.  [fj  bzw.  [fj]  zugeordnet  sind, 
zu  einer  der  Per.  Char.  (i)  =  (s^s^)  zugeordneten  Wurzelform  gerader 
Dimension  }/X('"+2*+2)  zusammen. 

l-il)  Klein  [Math.  Ann.  36  (1890),  p  34]  nennt  die  auf  die  angegebene  Weise 
einer  Wurzelform  gerader  Dimension  yX^^^'^  zugeordnete  Per.  Char.  „Elementar- 
charakteristik"; einer  Wurzelform  ungerader  Dimension  yX^^^'^^^  aber  ordnet 
er  eine  „Primcharakteristik"  zu,  indem  er  jene  Faktoren  bestimmt,  welche  der 
Quotient  l^'^afx,  y) 

an  den  Querschnitten  erlangt,  bei  dem  X^  '^  ^^  irgendeine  homogene  Form  ft  -}-  1**" 
Grades  der  qp  bezeichnet,  die  lÜeitische  Primform  Sl{x,  y)  (vgl.  Nr.  64  u.  II  B  2, 
Nr.  39),  bei  der  y  einen  beliebigen  Hilfspunkt  vertritt,  aber  so  gewählt  ist,  daß 
der  ganze  Ausdruck  eine  Funktion  der  Stelle  x  ist. 
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Alle  zu  der  nämlichen  Charakteristik  gehörigen  Wurzelformen 
m*"  Dimension  ]/X/"*)  lassen  sich  aus  (m  —  1)  (/)  —  1)  linearunab- 
hängigen unter  ihnen  Vxl';i,  V X^:%,  .  .  .  yxi,";L-,)(p_i)   in  der  Form 

(382)  Vx^"^==^x.Vx^:;f 

i  =  l 

zusammensetzen.  Zwischen  (m  —  1)Cp  —  1)  +  1  unter  ihnen  besteht 
also  eine  lineare  Relation. 

Solche  Relationen  erhält  man  aus  den  für  beliebige  Werte  der 
Argumente  geltenden  Thetarelationen,  indem  man  an  Stelle  dieser  Ar- 
gumente Summen  von  2^+1  oder,  wie  in  dem  jetzt  folgenden  Para- 
graphen, von  n{2p  —  2)  Integralen  setzt  und  dann  mittels  der  F'ormeln 
(378)  oder  (387)  für  die  Thetafunktionen  die  Wurzelformen  einführt. 
Man  erhält  so  „Lösungen  der  Thetarelationon",  d.  h.  algebraische  Aus- 
drücke, welche  an  Stelle  der  Thetafunktionen  gesetzt  sämtliche  Rela- 
tionen befriedigen.  Dabei  ist  aber  im  Auge  zu  behalten,  daß  sich  die 
Wurzelformen  stets  auf  ein  vorgelegtes  algebraisches  Gebilde  beziehen 
und  infolgedessen,  sobald  j)  >  3  und  damit  die  Anzahl  der  Klassen- 
modulen des  algebraischen  Gebildes  kleiner  als  die  der  Thetamodulen 
ist,  von  speziellerer  Natur  sind  als  die  allgemeinen  Thetafunktionen, 
an  deren  Stelle  sie  getreten  sind,  und  daß  daher  die  durch  sie  aus- 
gedrückten Lösungen  der  Thetarelationeu  nur  partikuläre  sind. 

Bezüglich  der  Aufstellung  von  Relationen  zwischen  den  Wurzel- 
formen und  bezüglich  der  Bildung  von  {in  —  1)  {p  ' —  1)  linearunab- 
hängigen, zu  einer  gegebenen  Charakteristik  gehörigen  Wurzelformen 
muß  auf  die  später  besonders  behandelten  Fälle  ^  =  2,  3  und  4  ver- 
wiesen werden  und  es  ist  für  beliebiges  p  und  m  ^  3  hier  nur  der 
Satz  von  NoetJier^^^)  zu  erwähnen,  daß  man  jedes  l/X^"»)  in  die  Form 


(383)  >/4»')  =  Vcp;  Vxi"^r'^  +  yx'i"'-^)  Vxf, 

bringen  kann,  wo  die  beiden  Formen  <p,'  und  X/  fest  gewählt  werden 
können,  so  daß  der  Ausdruck  genau  (tn  —  1)  (p  —  1)  Parameter 
enthält. 

61.  Algebraisclie  Darstellung  eines  Thetaquotienten,  dessen 
Argumente  Summen  von  n(2p  —  2)  Integralen  sind^^*).  Bezeichnen 

142)  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  365. 

143)  Die  p]in  Führung  von  Summen  von  je  2p  -  2  Integralen  in  die  Argu- 
mente der  Thetafunktionen  findet  sich,  aber  unter  Beschränkung  auf  ungerade 
Th.  Char.,  schon  bei  Riemann  in  der  Vorlesung  von  W.  S.  1861/62  (Ges.  math. 
W.  Nachtr.  p.  23),  sodann  allgemein  bei  Noether  [Math.  Ann.  28  (1887),  p.  367], 
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g,,  0^,  ,  .  .  Zn-1,  wo  iV  ==  n(2p  —  2)  ist,  N—  1  beliebige  Punkte, 
die  nur  so  gewählt  seien,  daß  die  sogleich  auftretenden  Thetafunk- 
tionen  nicht  identisch  verschwinden,  so  wird 

1 

0*  in  p  Punkten  z^^'\  ü^^^  .  .  .  Zp^'\  welche  durch  die  Kongruenzen 

p  N-l 

(384)  (^  K^.^'O  +2  H^.))  =  U } 

bestimmt  sind,  und  ebenso  wird 

N-l 

1 
0^  in  p  Punkten  e^<^''\  Zi^'i\  .  .  .  0p^'>\  für  welche 

(385)  {y^<^.^''^)  +2'.^^^))  =  { ^  J 

ist.  Bestimmt  man  daher  jede  der  beiden,  zu  den  Thetacharakte- 
ristiken  [s]  und  [t?]  gehörigen  Wurzelformen  yxj^"+^)  und  yX,/^^^^ 
80,  daß  sie  in  den  iV  —  1  Punkten  2^,  z^,  .  . .  2n-i  verschwindet i^^),  so 
wird  auf  Grund  der  Kongruenzen  (384)  y^,(^"+^)  gerade  noch  in  den 
p  Punkten  ^i^'\  z^^'^  .  .  .  Zp^'^  und  ebenso  ]/X^(2»  +  i)  auf  Grund  der  Kon- 
gruenzen (385)  in  den  p  Punkten  z^^''\  z^^'!\  .  .  .  z^^''^  0\  und  es  ist 


iV-l 


(386) jhi      7  =  ^ • )/  ^kri)^' 

wo  c  eine  von  z  unabhängige  Größe  ist. 

Bezeichnet  man  nun  mit  l/xi,V'"^^\  i  =  0,  1,  2,  .. .  N—1,  linear- 
unabhängige  zur  Th.  Char.  [s]  gehörige  Wurzelformen  f/Xf  "  +  ^),  N 
an  der  Zahl,  so  stellt  die  Determinante 

^+yxi?r'V)>^lV''^W  •  • .  Vx;:riW-ö 

eine  in  den  N—1  Punkten  z  =  z^,  z.^,  .  .  .  Zn-i  verschwindende,  zur 
Th.  Char.  [«]  gehörige  Wurzelform  j/Xf  »  +  ^)  dar  und  kann  daher  in 
(386)  an  Stelle  der  dort  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  Wurzel- 

die  Verallgemeinerung  auf  Summen  von  je  n  2p  -  2)  Integralen  bei  Klein  [Math. 
Ann.  36  (1890),  p.  39]. 

144)  Vgl.  dazu  die  Bemerkung  von  Frobenius,  Gott.  N.  1888,  p.  72. 
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form  )/Xf  "  +  i)(5r)  gesetzt  werden.  Verfährt  man  ebenso  bei  der  Th. 
Char.  [fj]  und  bezeichnet  dann  noch  z  von  jetzt  an  mit  Zq,  so  geht 
aus  (386)  die  Formel 


(387) 


hervor,  wo  nunmehr  c  von  allen  N  Punkten  Zq,  z^,  .  .  .  ^a_i  unab- 
hängig ist  und  in  ähnlicher  Weise  wie  in  Nr.  59  bestimmt  werden  kann, 
indem  man  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  beiden  Th.  Char.  [xe] 
und  [yiri]  gerade  sind,  an  Stelle  der  N  Punkte  Zq,  z^,  ...  Zti-x  zu- 
erst die  0^- Punkte  einer  zu  (x)  gehörigen  Form  -X^^^"^  und  hierauf 
die  0^- Punkte  einer  zu  {iceyi)  gehörigen  Form  X^V.j  treten  läßt,  wo- 
bei jedesmal  JS  —  p  der  Punkte  willkürlich  gewählt  werden  können. 
Durch  Multiplikation  der  beiden  Gleichungen  erhält  man  wie  früher  c^ 

(durch  Division     „!"  iLu  algebraisch  durch  lauter  Wurzelfunktionen 

dargestellt. 

62.  Noethers  Lösung  des  Umkehrproblems^'*^).  Um  die  ge- 
wonnene Formel  zur  Lösung  des  Jaco6?schen  Umkehrproblems  zu  ver- 
wenden, verstehe  man  in  ihr  unter  z^,  z^,  .  .  .  z  die  p  gesuchten 
Punkte  und  setze  gleichzeitig  (indem  mau  der  Einfachheit  halber 
n  =  \  wählt)  an  Stelle  der  p  —  3  übrigen  Punkte  ^^^.i,  -^^  +  8,  •  •  •  ^2^_3 
p  —  3  festgewählte  Punkte  ^j,  t,^,  .  .  .  L,_3-  Man  erhält  dann,  wenn 
man  wieder  p 

(388)  ^^(0  =  ^,  i{i  =  l,2,...p) 

setzt,  indem  i(\,  w^,  .  .  .  w  gegebene  Werte  bezeichnen,  aus  (386) 
zunächst  ,,  p-^ 


(389) 


-         —^     .  -  0  y  5^ , 


1 

wo  jetzt  z  noch  zur  Verfügung  bleibt,  die  unbekannten  Punkte  z^, 
Z3,  ■  .  •  z    aber  links  nicht  mehr  vorkommen. 

y X j^) {z)  stellt  eine  in  den  p  unbekannten  Punkten  z^,  z^, .  .  .  Zp, 
den  p  —  3  festen  Punkten  ^j,  ^^,  ...  ^p_3  und  p  dadurch  bestimmten 
weiteren  Punkten  ^/*),  z^'^'\  .  .  .  ^  (*)  0'  werdende  Wurzelform  dritter 
Dimension  dar.    Indem   man  unter  yX'^^^(z)  eine   beliebig  gewählte, 

145)  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  869. 
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zur  Th.  Char.  [e]  gehörige  Wurzelform  dritter  Dimension  versteht 
und  mit  ^?,]{2),  i  =  0,  1,  2,  .  .  .  p,  linearunabhängige  ^^^\  p  +1  an 
Zahl,  bezeichnet,  die  in  den  3jp  — 3  Nullpunkten  von  yX'^C^)  und 
den  2)  —  3  festen  Punkten  g^,  ti,  ■  ■  •  t^-z  verschwinden,  kann  man 
sich  p  -f-  1    Größen  A  so  bestimmt  denken,  daß 

p 

(390)  2a,^^:K^)  =  o 

<  =  0 

wird  in  den  p  unbekannten  Punkten  z^,  ^^,  .  ■  .  2^,  und  es  ist  dann 


1  =  0 


(391)  VX?>(^^   ^___      ^ 

Verfährt  man  in  derselben  Weise  mit  yXf(g),  d.  h.  versteht 
unter  YX'.j^^z)  eine  beliebig  gewählte  zur  Th.  Char.  [rf]  gehörige 
Wurzelform,  bezeichnet  mit  ^IJK-^A  *  =  ^>  ^i^j>^l_-  ■  P>  linearunab- 
hängige in  den  3p  —  3  Nullpunkten  Yon  yX'^^^^s)  und  den  jp  —  3 
festen  Punkten  ^,,  i;,,  .  .  .  ^^_3  0^  werdende  Funktionen  O^^  i?  +  1 
an  Zahl,  und  denkt  sich  die  p  +  1  Größen  /t  so  bestimmt,  daß 


p 


(392)  V^,0<;k^)  =  o 


1=0 


wird  für  z  =  e^,  z^,  .  .  .  0p,  so  ist 
(393)  1/Xf(^")  = 


^=0 


Die  p  unbekannten  Punkte  ^i,  -^2?  •  •  •  -^p  erscheinen  jetzt  als  die 
von  ti,  ti,  '  ■  ■  tp-s  u"d  etwaigen  gemeinsamen  Nullpunkten  der 
Formen  X',^^\z)  und  X^j^^^z)  verschiedenen  gemeinsamen  Lösungen 
der  beiden  Gleichungen  (390)  und  (392)  und  diese  Gleichungen 
stellen  daher,  sobald  die  Koeffizienten  X  und  ji  bestimmt  sind,  die 
Lösung  des  Umkehrproblems  dar.  Die  Bestimmung  der  2p  -\-  1  Ver- 
hältnisse dieser  Größen  X,  ^i  aber  geschieht  mittels  der  Gleichung 

(394)     — ^_-3~-  =  c .  y^-L .  -^ ■ , 

indem  man  darin  an  Stelle  von  z  2p  -\-  1  verschiedene  Punkte  ein- 
führt. Werden  diese  Punkte  nicht  speziell  gewählt,  so  sind  die  2p-\-l 
so  entstehenden  Gleichungen  im  allgemeinen  voneinander  unabhängig; 
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nur  in  dem  unbestimmten  Falle  des  Umkelirproblems  sind  sie  es  nicht, 
wie  auch  die  2p  -\-  \  Punkte  gewählt  werden  mögen.  In  diesem  Falle 
genügen  weniger  als  ^p  -\-  \  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  dann 
unendlich  vielen  Wertesysteme  der  Verhältnisse  der  k,  ^i. 

63.  Symmetrische  Biemannsche  Flächen.  Bealitätsverhältnisse 
der  q).  Klein^^^)  bezeichnet  eine  i?^ema>^7^ sehe  Fläche  als  symmetrisch, 
wenn  sie  durch  eine  konforme  Abbildung  zweiter  Art  von  der  Peri- 
ode 2,  d.  i.  durch  eine  konforme  Abbildung,  welche  die  Winkel  um- 
legt, in  sich  übergeführt  wird,  und  unterscheidet  orthosymmetrische 
Flächen,  das  sind  solche,  welche  längs  der  Symmetrielinien  zerschnitten 
in  zwei  getrennte  Hälften  zerfallen,  und  diasymmetrische,  welche  längs 
ihrer  Symmetrielinien  zerschnitten  noch  ein  zusammenhängendes  Ganze 
bilden.  Die  Anzahl  der  jeweils  vorhandenen  Symmetrielinien  ist  nie- 
mals größer  als  p  -j-  1  und  es  zerfallen  nach  ihrer  Anzahl  A  die  ortho- 

symmetrischen    Flächen    in     ^— |—     verschiedene    Arten,   je    nachdem 

X  =  p  -\-  1,  p  —  \,  p  —  3,  ...  ist  (wobei  aber  der  Wert  X  =  0  aus- 
zuschließen ist\  die  diasymmetrischen  Flächen  injp-|-  1  Arten  mit  X=p, 
i>  —  1,  ...  1,  0  Symmetrielinien  (vgl.  II  B  2,  Nr.  54  u.  III C  4,  Nr.  20). 
Man  kann  das  Querschnittsystem  einer  symmetrischen  Biemann- 
schen  Fläche  stets  so  wählen  ^*'),  daß  im  Falle  A  >  0  die  p  lUemann- 
Bchen  Normalintegrale  alle  reell  werden  und  auch  ihre  Periodizitäts- 
modulen  a  an  den  Querschnitten  &  bis  auf  p  —  A  -{-  1  unter  ihnen 
reell   sind,    während    im    Falle    der   orthosymmetrischen   Flächen   die 

p  —  X+l  Größen  »;,;+!  =  a^  +  i.;.,  «^+2,^+3  =  «-i  +  3,;i+2>  •  •  •  »p-i,p 
=  ctp^p_i,  im  Falle  der  diasymmetrischen  Flächen  die  p  —  X-{-l  Größen 
^xkf  ^x  +  i  i  +  if  •  •  •  ^pp  ^^^  imaginären  Teil  7ci  besitzen.  Im  Falle  der 
diasymmetrischen  Flächen  mit  X  =  0  werden  bei  passender  Zerschnei- 
dung der  Fläche  die  p  Biemannschen  Normalintegrale  sämtlich  rein 
imaginär  und  für  die  imaginären  Teile  ihrer  Periodizität smodulen  a^,^ 
gilt  das  gleiche  Schema  wie  im  niedrigsten  Falle  der  orthosymmetri- 
schen Flächen. 

Symmetrische  Riemannsche  Flächen  werden  von  reellen  algebrai- 
schen Kurven  geliefert,  und  umgekehrt  kann  man  von  ihnen  aus  die 
letzteren  allgemeingiltig  definieren.  Durch  die  Untersuchung  der 
symmetrischen  J^iemawwschen  Flächen  waren  daher  neue  Grundlagen 


146)  Math.  Ann.  19  (1882),  p.  169  u.  565;  „Riem.  Th.«,  p  71;  Gott.  N.  1892, 
p.  .SlO;  Math.  Ann.  42  (1893),  p.  1;  „Riem.  Fl."  II,  p.  131. 

147)  Weichhold,  Diss.  Leipzig  1883  =  Z.  f.  Math.  28  (1883),  p.  321.  Der 
Gedanke,  die  Realität  der  Periodizitätsmodulen  zu  untersuchen,  findet  sich  zu- 
erst (auf  den  hyperelliptischen  Fall  beschränkt)  bei  Henoch,  Diss.  Berlin  1867. 
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für  die  Diskussion  der  bei  den  algebraischen  Kurven  herrschenden 
allgemeinen  Realitäts Verhältnisse  gewonnen,  und  indem  Klein  unter 
den  einer  J??ew«wwschen  Fläche  erwachsenden  Kurven  speziell  die  Nor- 
malkurven der  tp  (vgl.  TI  B  2,  Nr.  28),  das  sind  jene  Kurven  2jo  —  2"^" 
Ordnung  in  einem  Räume  von  p  —  1  Dimensionen,  deren  Koordinaten 
Formen  (p  oder,  was  dasselbe,  Integranden  1.  Gattung  proportional 
sind,  herausgriflf,  konnte  er  an  seine  früheren  Resultate ^*^)  über  die 
ebenen  Kurven  4.  Ordnung  anknüpfen.  Bei  passender  Auswahl  der 
Integrale  1.  Gattung  ist  die  Normalkurve  reell  und  hat  den  A  Sym- 
metrielinien der  liiemann^chen  Fläche  entsprechend  X  reelle  Züge; 
auch  übertragen  sich  die  Begriffe  der  Ortho-  und  Diasymmetrie  un- 
mittelbar auf  die  Kurven. 

Der  besondere  Zielpunkt  Kleins  war,  die  Realitätsverhältnisse 
darzulegen,  welche  die  in  jp  —  1  Punkten  die  Grundkurve  berühren- 
den (f  und  die  aus  ihnen  gebildeten  Berührungsformen  höherer  Di- 
mension (vgl.  Nr.  60)  bei  den  verschiedenen  Arten  der  reellen  Normal- 
kurven darbieten,  und  damit  die  Realitätstheoreme,  welche  man  über 
Doppeltangenten  und  andere  Berührungskurven  der  C^  kennt,  auf  be- 
liebiges p  zu  übertragen. 

Auf  Grund  der  oben  angegebenen  Resultate  über  die  Integrale 
1.  Gattung  und  ihre  Periodizitätsmodulen  findet  man,  daß  im  ortho- 
symmetrischen  Falle  von  jenen   ungeraden  Thetafunktionen,  in  deren 

Charakteristiken  P)  ^y  ^j\   die  p  —  k  -\-  1   Zahlen    f^  =  £^^  ^  =  .  .  . 

=  «p  =  0  sind,  im  diasymmetrischen  Falle  von  denjenigen,  bei  denen 
*^  =  «^+1  =  •  •  •  =  £p  =  1  ist,  reelle  cp  geliefert  werden.  So  ergeben 
sich  für  den  Fall  einer  orthosymmetrischen  Kurve  mit  A  reellen  Zügen 
2^-^(2^"^ —  1)  reelle  qp.  Der  Minimalwert  von  A  ist  hier  bei  geradem 
p  A=  1,  bei  ungeradem  A  =  2.  Dies  gibt  für  die  niedrigste  ortho- 
symmetrische  Kurve  0  bzw.  2^"'  reelle  (p.  Ebendiese  Zablen  gelten 
auch  für  die  diasymmetrischen  Kurven  mit  1  =  0,  während  für  die 
übrigen  diasymmetrischen  Kurven  2^  +  ^-*  reelle  (p  existieren.  Solche 
Abzahlungen  nimmt  Klein  auch  für  die  Berührungsformen  höherer 
Dimension  vor. 

64.  Kleins  Theorie  der  Abelschen  Funktionen.    Die  im  vorigen 
Paragraphen  genannte  Normalkurve  der   qp,    deren  homogene  Punkt- 
koordinaten in  einem  Räume  von  p  —  1  Dimensionen  durch  die  Glei- 
chungen 
(395)      Xj^:x^:...Xp  =  dw^ :  dw^  :  .  . .  dw^  =  rp^  :  cp^  :  .  .  .  cp^ 

148)  Math.  Ann.  10  (1876),  p.  366;  11  (1877),  p.  293. 
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definiert  sind,  gehört  zu  jenen  Kurven,  welche  Klein  als  kanonische 
bezeichnet  und  welche  er  seiner  Theorie  der  Ahelschew  Funktionen '^^j 
zugrunde  gelegt  hat,  in  der  er  sich  eine  vom  algebraischen  Gebilde 
ausgehende  Definition  der  Thetafunktion  als  Ziel  setzte. 

Über  die  Grundformeln  der  kanonischen  Darstellung  ist  II  B  2 
Nr.  37  und  39  berichtet;  hier  sei  nur  erinnert  an  die  für  den  Fall  der 
Normalkurve  durch  die  Gleichung 

(396)  dco^^^'''^ 

definierte,  allenthalben  endliche  Differentialform  und  die  mit  ihrer 
Hilfe  und  einem  Integral  3.  Gattung  P  gebildete,  nur  an  der  einen 
Stelle  X  =  y  verschwindende  Primform 

(397)      ^fe.)=i™/I,.;,.7^r^^"^; 

dy=Q 

dabei  ist  für  die  hier  folgende  Darstellung  der  Thetafanktionen  für 
P  das  transzendent  normierte  Integral  11  (11  B  2,  Nr.  18  und  32)  zu 
wählen. 

Aus  Primformen  Sl{x,y)  kann  man  eine  beliebige  Funktion  der 
Klasse  R{x),  welche  in  q  Punkten  x^^\  x^''),  .  .  .  x^i)  0^  in  q  Punkten 
ip\  y(*), .  .  .  t/(!?)  ooJ  wird,  in  der  Form 


(398)  R{x)  =  C-'^=^ 

x  =  l 

zusammensetzen. 

Verschwindet  ferner  eine  ganze  algebraische  Form  (^  in  den 
r  Punkten  xW  x^^\  .  .  .  a;W  so  nennt  Klein  den  nirgend  NuU  oder  un- 
endlich werdenden  Quotienten 

r 

(399)  ^  '-^-^~- 

oder  auch  die  r'«  Wurzel  daraus  eine  Mittelform.    Läßt  man   speziell 

an  SteUe  von  0  eine  in  2p  —  2  Punkten  c^  0^  werdende  Linearform 

6j  9?!  -f-  C'2 qpj  +  •  '  •  +  (^p%  treten,  so  wird  die  durch  die  Gleichung 

ip—i 


<=1 


(400)  (a  {x))'^p  -  2  = 

definierte  Form  ii,{x)  die  fundamentale  Mittelform  genannt. 

149)  Math.  Ann.  36  (1890),   p.  1;    dazu   auch    Gott.  N.  1888,  p.  191;   1889, 
p.  179  u.  376;  Paris  C.  R.  108  (1889),  p.  134  u.  277 ;  Lond.  M.  S.  Proc.  20  (1889),  p.  236. 
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Solche  Primformen  Sl{x,y)  und  Mittelformen  il{x),  ausgedehnt 
auf  den  Fall  einer  beliebigen  kanonischen  Kurve,  werden,  in  Verbin- 
dung mit  algebraischen  Formen  selbst,  von  Klein  zur  Zusammensetzung 
der  Thetafunktionen  benutzt.  Klein  verzichtet  im  allgemeinen  Falle 
auf  die  Bestimmung  der  sogenannten  konstanten  Faktoren  der  Theta- 
funktionen, d.  h.  jener  multiplikativen  Konstanten,  die  nur  von  den 
Modulen  des  algebraischen  Gebildes  abhängen,  indem  er  diese  Be- 
stimmung den  später  (s.  Nr.  100)  folgenden  speziellen  Untersuchungen 
des  Falles  p  =  ?>  vorbehält.  Für  die  Argumente  der  Thetafunktion 
werden  den  Nr.  59  und  61  entsprechend  die  beiden  Fälle  durchgeführt, 
in  denen  an  Stelle  der  v  Summen  von  je  i)  -f  1  und  von  je  n  (2p  —  2) 
Integralen  gesetzt  werden. 

Im  ersten  Falle  setzt  Klein 

(401)  v^  =  v-y  —  vf  —  v^'"" vf^  "^^ ,     (ft  =  1, 2, . . .  p) 

wo  zu  gegebenem  y  die  übrigen  p  unteren  Grenzpunkte  c',  c", .  .  .  c^**^ 
nach  der  in  Nr.  57  angegebenen  Weise  mittelst  einer  in  y  0^  werdenden 
Linearform  bestimmt  werden.  Dabei  wird  bei  Klein  unter  den  2^'' 
überhaupt  vorhandenen  Systemen  von  Punkten  c  das  der  gegebenen 

Charakteristik  k  J  zugehörige  dadurch  einzeln  herausgelöst,  daß  jeder 

Charakteristik  bereits  (vgl.  Nr.  60)  ein  bestimmtes  System  von  Wurzel- 
formen zugeordnet  ist.  Sind  dann  cp[,  .  .  .  tp'p-^  ...  ^(p),  .  ,  .  g,W  die 
Werte,  welche  die  Formen  cpi,  . .  .  tp^  an  den  Stellen  x\  . .  .  x^'>  an- 
nehmen, so  ist  p 

(402)  ,^i,,r,  =  G.-<^^-^- ^^Jl 

//   n  ß(«^^a?^') 
«•  =  1  it=»-f-l 

Unter  der  Voraussetzung  einer  ungeraden  Th.  Char.  f^l  lassen  wir 
x, .  .  .  x^^  mit  c', .  •  •  c^^  zusammenfallen  und  erhalten 

X 

(403)  »[^  (/)  =  CSlix,y)y-^^{xycp^^(jy). 

V 

Im  zweiten  Falle  nimmt  Klein  an,  daß  die  Zahl  v  der  Integrale, 
wenn  wir  uns  der  Einfachheit  wegen  auf  den  Fall  der  Normalkurve 
beschränken,  durch  2p  —  2  teilbar,  also  v  =  n  (2p  —  2)  sei,  und 
setzt 


(404)  ^  -ß^^  +ßv^  +  •  •  •  +ßv 
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was  andeuten  soll,  daß  als  untere  Grenzpunkte  die  v  Nullpunkte  einer 
algebraischen  Form  «*«''  Grades  r„  gewählt  sind/  Wir  betrachten  (vgl. 
von  hier  an  Nr.  61)  die  Nullpunkte  einer  zur  Primcharakteristik  KJ 
gehörigen  Wurzelform  yr^^n+v  Verschwindet  in  ihnen  keine  gj-Funk- 
tion,  so  setzen  sich  die  sämtlichen  W^urzelformen  des  zu  [^J  gehörigen 

Systems  aus  v  unter  ihnen  "[/Ö^,  j/^g?  •  •  •  V^v  linear  zusammen  und 

es  ist  * 

2;±y$l...>/^>-77ft(a;'y 

(405)  ^[.j  {v,  r)  =  0 ^—^ '-^ . 

i  =  1  *  =  t  +  1 

Dabei  sind  wieder  mit  YW^,  .  .  .  l/¥,;  . .  .jV^^ y  •_•  V^'J'^  die  Werte 
bezeichnet,  welche  die  Wurzelformen  ")/a>i ,  . .  .  ]/cD^  an  den  Stellen 
X ,  .  .  .  x'^"')  annehmen.  

Verschwinden  in  den  Nullpunkten  der  Wurzelform  VF^^^i  m  li- 
uearunabhängige  qp- Funktionen,  so  verschwindet  die  Thetafunktion 
identisch  und  zwar  mit  allen  ihren  1*«"^,  2*«",  .  ..  m  —  1*«^  aber  nicht 
allen  m^^"^  partiellen  Derivierten. 

Wenn  man  die  Formel  (403)  für  zwei  verschiedene  Charakteri- 
stiken r^l  aufstellt   und   die  beiden   so   entstandenen   Formeln   durch 

rinander  dividiert,  so  entsteht,  da  der  Faktor  il{x,y)  fiir  alle  Charak- 
teristiken der  nämliche  ist,  die  frühere  Formel  (374)  wieder.  In  der 
gleichen  Weise  geht  aus  der  Formel  (405)  die  frühere  (387)  hervor. 
Man  wird  dabei  den  Fortschritt  beachten,  den  die  neuen  Formeln  den 
früheren  gegenüber  bedeuten,  indem  durch  sie  der  dem  Zähler  und 
Nenner  der  linken  Seiten  der  früheren  Formeln  gemeinsame  Faktor, 
soweit  er  von  den  Integralgreuzen  abhängt,  ermittelt  ist. 

Man  kann,  wie  Klein  selbst  bemerkt  hat,  die  Primform  Si{x,y) 
geradezu  durch  die  Gleichung  (403)  definiert  denken  und  wird  sich 
dabei  an  das  erinnern,  was  Schottky  an  mehreren  Stellen  ^^°)  bezüglich 
der  Formel  (403)  bemerkt  hat. 

Endlich  wird  man  die  oben  angegebenen  Formeln  mit  jenen  ver- 
gleichen, welche  Pick^^^)  unter  Beschränkung  auf  singularitätenfreie 
ebene  Kurven  aufgestellt  hat. 

C5.  Die  Pryinschen  Funktionen,  Prym  ist  IFGO^^^)  von  dem 
Resultate  Biemanns  ausgegangen,  daß  zu  jeder  willkürlich  gewählten 

160)  Z.  B.  Berl.  Ber.  1909,  p   290. 

161)  Wien.  Ber.  94  (1886),  p.  367  u.  789;  Math.  Ann.  29  (1887),  p.  259. 
152)  J.  f.  Math.  70  (1869),  p.  354;  71  (1870),  p.  223  u.  306;  73  (1871),  p.  340. 
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Riemannschen  Fläche  immer  eine  Gruppe  in  der  zerschnittenen  Fläche 
einweitiger  Äbehcher  Integrale  existiert  und  daß  diese  durch  passend 
gewählte  Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen  vollständig  bestimmt 
werden  können,  und  er  erkannte  die  Möglichkeit  eines  Fortschrittes  in 
der  Funktiouentheorie  darin,  die  Grenzbedingungen  der  Ähelschen  Inte- 
grale, beim  Überschreiten  der  Querschnitte  um  Konstanten  zuzuneh- 
men, dahin  zu  verallgemeinern,  daß  sie  bei  diesem  Überschreiten  in 
ganze  lineare  Ausdrücke  von  sich  selbst  übergehen  sollen. 

Die  so  definierten  Funktionen  sind  jene  Prymscheu  Funktionen 
erster  Ordnung,  deren  ausführliche  Theorie  Prym  und  Eost^'^^)  ver- 
öffentlicht haben.  Sie  sind  Funktionen  W  der  komplexen  Ver- 
änderlichen s,  die  in  vorgeschriebener  Weise  unstetig  werden  und 
für  welche  y^^„^  ^^.     |^+  _  ^^|^-  j^  ^^^ 

(406)  längs  &,:      Tf  +  =  I?, T^"  -f  93„         (v  =  1, 2, . . .  p) 
längs  c,:      Tf+=      TF"  +  6„ 

endlich  für  die  nach  den  Unstetigkeitspunkten  führenden  Schnitte  l^ 

(407)  längs  l„'.  TF+  =  Tf-  +  2%U„  (ö  =  1,  2, . . .) 
ist;  dabei  bestehen  für  die  Konstanten  die  Bedingungen,  daß  mod.  A^ 
==  mod.  B  =\  ist,  und  weiter  die  Relationen 

(1  -  B,)  St,  -  (1  -  A,)  S8,  =  e.,,      (1/  =  l,2,...p) 

Eine  Funktion  W  von  der  hier  charakterisierten  Art  ist  bis  auf 
eine  additive  Konstante  bestimmt,  sobald  für  sie  die  j)  Faktoronpaare 
A^,  B^  und  die  Konstanten  2,  (£,  sowie  die  zu  den  „uneigentlichen" 
Faktorenpaaren  A^  =  B^  =  1  gehörigen  Konstanten  %  im  Rahmen 
der  oben  angegebenen  Bedingungen  festgelegt  sind. 

Im  zweiten  Teile  des  Prym-Rustschen  Werkes  werden  unter  den 
Funktionen  W  jene  einfachsten  ausgewählt,  aus  denen  sich  alle  an- 
deren linear  zusammensetzen  lassen,  und  die  zwischen  ihnen  bestehen- 
den Beziehungen  ermittelt. 

Das  System  der  p  Faktorenpaare  A^,  B^  wird  Charakteristik  ge- 
nannt und  eine  Charakteristik,  bei  der  die  p  Paare  sämtlich  oder  nur 

153)  Th.  der  Prymschen  Funktionen  erster  Ordnung  1911.  Diese  Prym- 
Bchen  Funktionen  1.  Ordnung  bilden  einen  speziellen  Fall  allgemeinerer  Pryni- 
scher  Funktionen  N.  Ordnung,  die  dadurch  charakterisiert  sind,  daß  sie  in 
Gruppen  von  N  Funktionen  beim  Überschreiten  der  Querschnitte  lineare  Trans- 
formationen erleiden  und  zngleicTi  durch  voneinander  unabhängige  Grenz-  und 
Unstetigkeitsbedingungen  vollständig  bestimmt  werden  können. 
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zum  Teile  eigentliche  sind,  heißt  eine  gewöhnliche  oder  gemischte; 
jene  Charakteristik  aber,  bei  der  aUe  Paare  uneigentliche  sind,  d.  h' 
für  welche  A,  =  B,  =  ■  ^  •  =  A,  =  B,  =^  1  ist,  wird  die  ausgezeich- 
nete Charakteristik  genannt.  Die  der  ausgezeichneten  Charakteristik 
entsprechenden  Funktionen  sind  die  der  Biemannschen  Theorie;  sie 
aUein  gehören  in  den  Kreis  der  hier  behandelten  Abehchea  Funk- 
tionen. 

Den  Mittelpunkt  der  Prym-Bost  sehen  Theorie  der  ^6eZschen  Funk- 
tionen bildet  die  Gewinnung  der  nur  an  einer  SteUe  7]  logarithmisch 


unendlich   werdenden  Funktion   P„ 


Sie  wird   aus  dem   in  rj  und 


einem  zweiten  Punkte  ^  mit  den  Gewichten  +  1  logarithmisch  unend- 
lich werdenden  Integral  3.  Gattung  i7|*^^|,  das  bei  Prym-Bost  in  seiner 
Konstante  so  normiert  ist,  daß  771*^1  =  77j''^i  +  ^i  ist,  in  folgen- 
der  Weise  abgeleitet.  Man  bildet  die  in  einem  gewissen  Teile  der 
Biemannachen  Fläche  von  Tlh^^j  um  die  additive  Konstante  2jti  ver- 
schiedene Funktion  77^1"^^  ,  betrachtet  diese  als  Funktion  des  Para- 
meters g  und  integriert  sie,  nachdem  man  sie  mit  dem  DiflFerential 
1.  Gattung  dv^  multipliziert  hat,  um  den  Querschnitt  b^.  Es  entsteht 
dadurch  bereits  eine  nur  an  der  einen  Stelle  rj  logarithmisch  unend- 
lich werdende  Funktion  J^  ^  ,  aus  der  nun  durch  Summation  nach 
Q  unter  Hinzufügung  gewisser  allenthalben  endlichef  Bestandteile  die 
gewünschte,  nur  an  der  einen  Stelle  2  =  7]  mit  dem  Gewichte  -f  1 
logarithmisch  unendlich  werdende  Funktion  Po\^\  hervorgeht,  für  welche 
längs  a,,:  P+=r=p-^ 

längst,,:  P^  =  P-  -f  ^vX0)-2vM-^4^^  +  "- (,.=  1,2,...^) 

(409)  ,  2«.- 
Mängsc,:P+  =  P--?^*, 

längs  l^:  P+  =  P-  -f  2ni 

ist,  wo  die  k^  die  aus  der  Biemanmchen  Theorie  bekannten  Konstanten 
bezeichnen,  auch  ist  je  nach  der  gegenseitigen  Lage  der  Funkte  g  und  rj 

(410)  Po 


Aus  der  Funktion  P 


(411)  77 


entsteht  gemäß  der  Gleichung 


==p  h  _:  p  |f 
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das  an  den  Stellen  r^,  ^  mit  den  Gewichten  +  1  logarithmisch  unend- 
lich werdende  Integral  3.  Gattung,  während  in 


p  rl  =  — 


d"»P. 


1)!      dri"* 


{e  —  Tj)"» 


unendlich  werdende  Integral 


-/-J''! 


(412) 

das    an    der    Stelle    z  =  )]    wie 
2.  Gattung  erhalten  wird. 
Setzt  man  weiter 

(413)  6>h 

so  ist  ©l^  eine  in  T  allenthalben  einwertige,  endliche  und  stetige 
Funktion  von  z,  die  in  jedem  von  iq  verschiedenen  Punkte  z  von  Null 
verschieden  ist,  für  ^  =  7?  aber  0^  wird  und  deren  Verhalten  an  den 
Querschnitten  a,  h,  c  sich  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (409)  ergibt. 
Irgendeine  Funktion  der  Klasse  jR{z),  welche  in  den  q  Punkten 
^1,  x^,  ■■■  x^  OS  in  den  q  Punkten  y^,  y^,  .  .  .  y^  oo^  wird,  zwischen 
denen  dann  stets  Gleichungen  von  der  Form 

(414)     2\v^Xy.)  -  ^(^.)]  -=2y^.%r  +  >i^^*        (^  =  1, 2, . . .  p) 

bestehen,  in  denen  die  jc,  X  ganze  Zahlen  bezeichnen,  kann  aus  Funk- 
tionen @  zusammengesetzt  werden  in  der  Gestalt 


(415) 


R{z)  =  C  ■ 


& 

X, 

& 

'A. 

..© 

Xq 

_ 

z 

z  \ 

z 

9 

Vi 

e 

y% 

..& 

y9\ 

z 

z 

Z  1 

e'-^^v^A') 


Von  der  Funktion  P^ 


gelangen   endlich  Prym   und  Rost  zu 

der  in  den  p  Punkten  f^,  t^, .  .  .  £^  0^  werdenden  Riemamischen  Theta- 
funktion  auf  folgende  Weise.    Setzt  man 

(416)  L 


'H  =  —  V  p  ^p    4_  ^/f  ^  >) 


SO   ist   L   eine   in    «^  wie  log  {z  —  e^)  unendlich  werdende  Funktion 
von  Zf  für  welche 

längs  a^:  L+  =  L~y 


(417) 


längsfe,:  L^  =  L~~2(vX^)~^vXe^)-k^)-a^^,(v=l,2r-p) 


längs  c^:  L+  =  L--\-27ti, 
längs  Z^:  L+=L-  —  2ni 

Enoyklop.  d.  math.  Wiasensch.     II  S. 


(9=l,2,...p) 
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ist  und  bei  der  man  den  von  den  Punkten  «  ,  nicht  aber  von  0  ab- 
hängigen Teil  A  so  bestimmen  kann,  daß  sie  nur  von  den  jp  Größen 

p 
v^(e)  — ^^v(^q)  ~~  K  abhängt;  dann  ist 

e  i     ^     I 

von  einem  konstanten  nicht  nur  von  ^,  sondern  auch  von  den  Punkten 
£  unabhängigen  Faktor  A  abgesehen  die  gewünschte  Eiemannsche 
Thetafunktion,  für  welche  man  so  die  Darstellung 

p 
(418)  #((i;(^)  -3(0  -  k)) 


=  Ä- 


9         P 


nn<'     n  n« 


X=  I    V  =  1 


Sv 


dsp 

'•1 

Z 

.  .   @\ 

8x1 

rP. 


■1=1  k  =  i  +  l 

erhält.  Dabei  sind  mit  a^  die  im  Endlichen  gelegenen  Verzweigungs- 
punkte der  RiemannfiGhen  Fläche,  mit  ^,^  —  1  ihre  Ordnungszahlen 
bezeichnet;  ebenso  ist  i^  —  1  die  Ordnungszahl  des  unendlich  fernen 
Punktes  00^;  endlich  steht  (p  zur  Abkürzung  von 

(419)  9'  =  2i'i'(9„ +  1)^0(0, 

a=l v=l 

wobei  bezüglich  der  Bedeutung  der  ganzen  Zahlen  g^  auf  Prym-Bost 
II,  p.  132  verwiesen  werden  mag. 

Die  Funktion  P«  '  ^  i  gehört  nicht  mehr  zu  den  eingangs  genann- 

ten  Funktionen  W]  um  sie  zu  gewinnen,  mußte  man  auf  die  Kon- 
stanz   der    Periodizitätsmodulen    an    den    Querschnitten    b    verzichten. 

Dementsprechend  erlangt  die  Funktion  &\     ■  an   den  Querschnitten  b 

!  ^  1 
Faktoren,  welche  von  der  Variable  0  abhängen.  Wir  werden  die  Funk- 
tion 0|^  ,  weil  sie  nur  an  der  einen  Stelle  tj  0^  wird,  eine  „Prim- 
funktion" zu  nennen  haben.  Sie  entspricht  durchaus  der  im  vorigen 
Paragraphen  angeschriebenen  „Primform"  Si(x,  y)  Kleins,  mittelst  der 
sie  unter  Heranziehung  von  Mittelformen,  wie  Klein^^)  selbst  ange- 
geben hat,  vorbehaltlich  geeigneter  Normierung  an  den  Querschnitten 
in  der  Form  j_  ,_^^ 

(420)  ^      0J^I==ß(a;,y)-^(^)^.Ky)^ 

dargestellt  werden  kann. 

154)  D.  M.  V.  Jahresb.  20  (1911),  p.  199. 
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Später  hat  Ritter'^^^)  die  Klein^che  Primform  durch  eine  „multi- 
plikative  Primform" 

(421)  />(.,.) -ij(.,.);;|;-J;> 

ersetzt,  welche  an  allen  Querschnitten  nur  konstante  Faktoren  an- 
nimmt. Eine  „Primfunktion"  mit  diesen  Eigenschaften  giht  es  nicht 
und  auf  die  RitterBche  Primform  trifft  das  im  ganzen  Umfange  zu, 
was  Klein  anfanglich  für  alle  Primformen  ausgesprochen  hat,  daß 
nämlich  solche  einfache  Elemente  nur  im  Gebiete  der  homogenen 
Variablen  existieren. 

Andererseits  kann  die  Rittersche  multiplikative  Primform  in  ver- 
schiedenen Gestalten  dargestellt  werden.  So  gibt  Friclce'^^^)  für  sie 
den  Ausdruck  „  , 

(422)  Pig,e)==a{0,e)l/-n- 

f       JJSl{Z,(X>r) 

und   Wdlstein^^'')  zeigt,  daß 

(423)  P(^,6)=fM)/<^'^) 

ist,  wenn  R{0,  e)  das  in  e  mit  dem  Gewichte  —  1,  in  n  konjugierten 

Punkten  (Ji,  q^,  ■  .  .  q^  mit  dem  Gewichte  -| logarithmisch  unendlich 

werdende  Integral  3.  Gattung  ist. 

Die  Unmöglichkeit  einer  Primfunktion,  die  an  allen  Querschnitten 
konstante  Faktoren  erlangt,  ergibt  sich  auch  aus  den  Untersuchungen 
Bixonä^'^^)  über  Primfunktionen. 

SoU  nämlich  eine  in  T'  einwertige  Funktion  F  existieren,  für 
welche  Sa    u  +!i 

längs  h/.  F^  -^  F-  '  6'"  ^      - 

ist,  so  müssen,  wie  Dixon  zeigt,  die  Größen  a,  ß,  y,  ä  p  -\~  1  Bedin- 
gungen genügen.  Diese  können  in  der  Weise  erfüllt  werden,  daß  man 
die  sämtlichen  Größen  a  und  ß  und  jene  {p  —  1)^  Größen  y^^,  für 
welche  ft  ^  v  ist,  ganz  willkürlich  und  die  p  Größen  y^^^  im  Rahmen 
der  Bedingung 

(425)  ^y^,^  ^,n-n+  äli^-SS''"/-' 


165)  Math.  Ann.  44  (1894),  p.  290;  Gott.  N.  1893,  p.  127. 

156)  Gott.  N.  1900,  p.  314;  über  Primformen  auch  bei  Klein-Fricke,  Ellipt. 
Modulfunktionen  2  (1892),  p.  502. 

157)  Gott.  N.  1900,  p.  380. 

158)  Lond.  M.  S.  Proc.  31  (1900),  p.  297  u.  33  (1901),  p.  10. 
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beliebig  annimmt.  Es  bezeiclinet  dabei  m  die  Anzahl  der  oo^- Punkte, 
n  die  Anzahl  der  0^- Punkte  von  F  und  cö^,,,  den  Periodizitätsmodul 
von  M^  am  Querschnitte  &,,.  Die  Größen  d  sind  dann  durch  die  a,  ß,  y 
and  die  Unendlichkeits-  und  Nullpunkte  von  F  eindeutig  bestimmt. 
Sind  umgekehrt  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  kann  man  eine 
Funktion  F  bei,  ihrer  Zahl  und  Lage  nach,  beliebig  angenommenen 
Unendlichkeits-  und  Nullpunkten  aus  Ausdrücken 

(426)  e^'^'^f^ 

zusammensetzen,  wo  v  ein  Integral  2.  Gattung  bezeichnet. 

Nimmt  man  speziell  m  =  0,  w  =  1,  setzt  auch  alle  Größen  a,  ß 
und  jene  y   ,,  für  welche  ^^v  ist,  der  Null  gleich,  dagegen  y^^  =  y^^ 

=.  .  .  .  =rr^  ypp"" >  ^^  entsteht  die  Primfunktion  0(^),  welche  nur 

Jr 

in  einem  Punkte  0^  wird  und  für  welche 

längs  a,,:     0+  =--=--  @~ 
(427)-  _1„,  +  ,..  (t.^l,2,...2>) 

längs  &,,:     @+  =  0-  •  e   ^' 
ist. 

Aus  den  Gleichungen  (425)  sieht  man  aber,  daß  alle  Größen  cc 
und  j'  nur  dann  gleichzeitig  Null  sein  können,  wenn  m  =  n  ist,  d.  h. 
F  in  gleich  vielen  Punkten  Null  und  Unendlich  wird. 

Größen  von  der  Art  (426)  hat  auch  Wellstein  in  einer  nach- 
gelassenen und  noch  nicht  veröffentlichten  Arbeit  zur  Bildung  von 
Primfunktionen  benutzt.  Er  geht  dabei  von  den  Weierstraß sehen 
Lückenzahlen  Aj,  A2,  .  •  .  A^  aus  und  bildet ^^*)  ein  System  von  2^9  Fun- 
damentalintegralen 1.  und  2.  Gattung  w^^,  w^,  ■  •  •  iv^-,  ^j,  ^2?  •  •  •  ^p>  von 
denen  iv^^  im  Unendlichen  0^/',   t„  dort  oo''/<  wird.     Setzt  man  dann 

(428)  H=^:Efw^M,,     J^-2t,dw„ 

80  sind  e~^  und  e^  im  Unendlichen  0^  werdende  Primfunktionen,  aus 

denen  Wellstein  die  weitere 

p 

(429)  ^{o)  =  e  "^=-1 

zusammensetzt.  Unter  Benutzung  eines  in  e  und  00  mit  den  Gewichten 
4-  1  logarithmisch  unendlich  werdenden  Integrals  3.  Gattung  ^{0,  s) 
erhält  er  daraus  die  in  dem  beliebigen  Punkte  s  verschwindende 
Primfunktion 

(430)  ^(0,  s)  =  e3t(o,*)^(o)^(£). 


169)  Vgl.  dazu  Hemel  und  Landsberg,  Algebr.  Funkt.  1902,  p.  569. 
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während  er  aus  ^  ^     p 

(431)  e"^    =//'  =  ! 

in  der  gleichen  Weise  eJ-Primfunktionen  und  bei  Zugrundelegung  von 
Normalintegralen  0-Prinifunktionen  ableitet. 


Till.  Der  Fall  p  ==  2.^«") 

66.  Charakteristikentheorie.  Von  den  16  Thetafunktionen  des 
Falles  p  =  2  sind  10  gerade  und  6  ungerade.  Bezeichnet  man  die 
6  ungeraden  Th.  Char.  in  irgendwelcher  Reihenfolge  mit  [ajj],  [033]^ 
•  •  •  [^elj  ^o  stellen  die  15  Kombinationen  zu  zweien  (co„(oJ  (^,  v  ==  1, 
2,  ...  6)  die  15  eigentlichen  Per.  Char.  dar.  Von  diesen  sind  zwei 
{g>^c3^  und  (ö^cOy)  azygetisch  oder  syzygetisch,  je  nachdem  die  Zahlen- 
paare X,  X  und  ^,  V  eine  Zahl  gemeinsam  haben  oder  nicht.  Die  5  Per, 
Char.  (cJiCög),  {p^gJq),  •  •  ■  {(^ö^q)  sind  also  zu  je  zweien  azygetisch  und 
bilden  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  Da  für  dieses  [oDg]  die  Summe  seiner 
ungeraden  Charakteristiken  ist,  so  bilden  die  5  Th.  Char.  [raj,  [cjg], 
.  .  .  [ojg]  eine  Hauptreihe  und  liefern  in  ihren  Kombinationen  zu  dreien 
die  10  geraden  Th.  Char..  Da  aber  die  Summe  aller  6  ungeraden  Th, 
Char.  ==  [0]  ist,  so  kann  jede  gerade  Tb.  Char.  noch  auf  eine  zweite 
Weise  als  Summe  dreier  ungeraden  dargestellt  werden,  derart  daß 
jedesmal  in  den  beiden  Darstellungen  alle  6  ungeraden  Th.  Char.  auf- 


160)  Außer  den  giTindlegenden  Arbeiten  von  Göpel  und  JRosenhain  sind  als 
zusammenfassende  Behandlungen  des  Falles  p==2  zu  nennen:  Prym,  Wien 
üenkschr.  24  (1865),  II,  p.  1;  2.  Ausg.  1885;  Thomae,  ,, Formeln"  [siehe  auch 
Z.  f.  Math.  11  (1866),  p.  427  und  Jenaische  Zeitschr.  f  Naturw,  20  (1887),  p,  581]; 
Weher,  Math.  Ann.  14  (1879),  p.  173;  Cayley ,  Phil.  Trans.  171  (1880),  p.  897  = 
Coli.  math.  pap.  10  (1896),  p.  463  [siehe  auch  Lond.  M.  S.  Proc.  9  (1878"),  p.  29; 
J.  f.  Math.  83  (1877),  p.  210  u  220;  85  (1878),  p.  214;  87  (1879),  p.  74;  88  (1880), 
p.  74  =  Coli  math.  10  (1896),  p.  155,  157,  166,  184,  422  u.  455];  Krazer,  „J9=  2"; 
Forsyth,  Phil.  Trans.  173  (1882),  p.  783;  Krause,  „Transf.";  BrioscM,  Ann.  di  mat. 
14,  (1887),  p.  241  =  Op.  mat.  2  (1902),  p.  345  [siehe  auch  Acc.  Line.  Trans.  7  (1883), 
p.  137  =  Op.  mat.  3  (1904),  p.  393  und  Paris  C.  R.  102  (1886),  p.  239  u,  297 
=  Op.  mat.  5  (1909),  p.  53];  Schottky,  J.  f.  Math.  105  (1889),  p.  233.  Es  seien 
ferner  erwähnt:  Cliff'ord,  Math,  pap.  1882,  p.  368;  Staude,  Math.  Ann.  26  (1885), 
p.  363;  Pokroivsky,  Bull.  sc.  math.  20,  (189U),  I,  p.  86  und  D,  M.  V.  Jahresb.  4 
(1897),  p.  137;  v.  Balwigk,  N.  Acta  Leop.  57  (1892),  Zweiter  Theil  p.  246;  Lipps, 
Leipz.  Ber.  44  (1892),  p.  340  u.  473;  Hancock,  Diss.  Berlin  1894;  Nölke,  Progr, 
Birkenfeld  1903;  Bixon,  Quart.  J.  36  (1905),  p.  1  und  die  im  Bull.  sc.  math.  12^ 
(1888),  II,  p.  168  u.  164  zitierten,  dem  Verfasser  nicht  zugänglich  gewesenen  Werke 
Ton  Posse,  Sur  les  fonctions  0  ä  deui  arguments  et  sur  le  problfeme  de  Jacobi, 
St,  Petersburg  1882,  und  Pokioivsky,  Theorie  des  fonctions  ultra-elliptiques  de  la 
premiere  classe,  Moskau  1887. 
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treten;  die  20  Kombinationen  zu  dreien  aller  6  ungeraden  Th.  Char. 
liefern  also  die  10  geraden  Th.  Char.  und  zwar  jede  zweimal.  Bezeich- 
net   man   mit   (ic)    irgendeine  Per.  Char.,    so    bilden    die  6  Th.  Char. 

[^'^'J?  ['^ß'sl»  •  •  •  [^^e]  ®i^  ^-  ^-  ^^^  ^^-  Char.  Der  Komplex  von 
F.  S.,  der  entsteht,  wenn  man  für  (x)  der  Reihe  nach  alle  16  Per.  Char. 
treten  läßt,  liefert  zugleich  alle  überhaupt  existierenden  F.  S.  von  Th. 
Char.;  davon  besteht  das  für  (x)  =  (0)  entstehende  aus  6  ungeraden 
Th.  Char.,  jedes  andere  enthält  2  ungerade  und  4  gerade  Th.  Char. 
Irgend  2  der  16  F.  S.  haben  stets  und  nur  2  Th.  Char.  gemeinsam. 
Sind  (a),  (ß)  irgend  2  der  15  eigentlichen  Per.  Char.,  so  bilden 
(o),  (a),  (ß),  (aß)  eine  Gruppe  von  Per.  Char.,  [x],  [jca],  [xß],  [naß], 
bei  beliebigem  [x],  ein  System  von  Th.  Char.  Sind  (a)  und  (ß)  syzy- 
getisch,  so  heißen  Gruppe  und  System  Göpchche;  sind  sie  azygetisch, 
Bosenhain^che.    Der  allgemeiüe  Typus  einer  Göpehchen  Gnippe  ist 

(432)  (o),  ((OiOJg),  (ögwj,  (cogtoe), 
der  eines  (röjpcZ  sehen  Systems 

(433)  .  [J^öil  [«»al  [^^i^'h^i]}  [«OgO'sß'J 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Göpelschen  Gruppen  beträgt  15,  die 
der  GöpeZschen  Systeme  60;  von  diesen  bestehen  15  (eines  in  jedem 
Komplexe)  aus  4  geraden,  die  übrigen  45  aus  2  geraden  und  2  un- 
geraden Th.  Char.  Der  allgemeine  Typus  einer  Eosenhain  sehen 
Gruppe  ist 

(434)  (o),  (cJito,),  (w,oj3),  (cogtög),        , 

der  eines  Rosenhain  sehen  Systems 

(435)  [xraj,  [xoj],  [xog],  [xco^co^iOs]. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Rosenhain  sehen  Gruppen  beträgt  20, 
die  der  Rosenhain  sehen  Systeme  80;  von  diesen  bestehen  20  (eines 
in  jedem  Komplexe)  aus  1  geraden  und  3  ungeraden,  die  übrigen  60 
aus  3  geraden  und  1  ungeraden  Th.  Char. 

67.  Thetarelationen.  Ein  Thetaquadrat  ^^[e]((i'))  ist  eine  gerade 
Thetafunktion  zweiter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [o]  und  man 
kann  daher  durch  4  Thetaquadrate ,  wenn  sie  nur  linear  unabhängig 
sind,  jedes  weitere  linear  ausdrücken. 

Ein  Thetaprodukt  '9'[>c]((^'))0'[}c«]((i;))  ist  eine  Thetafunktion  zweiter 
Ordnung  mit  der  Charakteristik  [s]  und  von  den  8  zu  einem  [e]  ge- 
hörigen Produkten  sind  4  gerade  und  4  ungerade  Funktionen  von  (v). 
Zwischen  3  von  4  solchen  Thetaprodukten  besteht  jedesmal  eine  lineare 
Relation. 
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Diese  Relationen  zwischen  Thetaquadraten  und  Thetaprodukten 
sind  vereinzelt  schon  von  Göpel  und  Rosenhain,  vollständiger  von 
Weher^^^)  angegeben  worden;  Krazer  („p  =  2")  hat  sie  sämtlich  aus 
der  Riemannschen  Thetaformel  abgeleitet.  Zwischen  den  Thetaqua- 
draten erhält  man  die  240  Gleichungen  ^^^) 

(436)  ^  ±  #^[o,(D5CDe]((0))^2[xG,,]H)  =^  0, 
i  =  l 

die  aussagen,  daß  zwischen  irgend  4  Thetaquadraten,  deren  Charakte- 
ristiken einem  F.  S.  von  Th.  Char.  entnommen  sind,  eine  lineare  Rela- 
tion besteht.  Irgend  4  andere  erweisen  sich  als  linear  unabhängig  und 
man  kann  durch  4  solche  jedes  weitere  linear  ausdrücken;  in  der  ein- 
fachsten Form  geschieht  dies  durch  4  Thetaquadrate,  deren  Charak- 
teristiken ein  GÖ2)ehch.es  oder  ein  Rosenhainsch.es  System  bilden."^) 
Für  die  Thetaprodukte  liefert  die  Formel^®*) 

(437)  ^±  ^K«5«6]((0|^K«4«6](i0l)^['<0J;jH)t^Lx(O,(O,(Ö5JH  ==  0 

die  oben  erwähnten  Gleichungen,  120  an  der  Zahl,  zwischen  je  3  Theta- 
produkten. 

Weber  hat  zuerst  auf  die  Übereinstimmung  der  Formeln  (436), 

(437)  mit  den  Relationen  zwischen  den  9  Koeffizienten  einer  ternären 
orthogonalen  Substitution  hingewiesen.  Sondert  man  nämlich  eine  be- 
liebige der  10  geraden  Th.  Char.  [o^OgOgl  ^^  ['^i^s^el  ^^^  ^^^  bringt 
die  9  übrigen  in  ein  quadratisches  Schema  von  der  Form 

[raiOJsWe]         [(OiCa^Gii]         [»leJA^s] 

(438)  [co^co^ca^]         [cJs^e^J         [«2  »4  «5] 

[cjjCJgOJe]  [ö8»6<»4l  Kci^sl 

so  bilden  die  9  Quotienten 

»  [W^  CO,  «Bg  J  (0))  «■  [x  OOi  Wj  Wg]  {v} 

wo  (x)  eine  beliebige  Per.  Char.  bezeichnet,  mit  passenden  Vorzeichen 
versehen,  in  der  durch  (438)  bestimmten  Anordnung  die  Koeffizienten 
einer  orthogonalen  Substitution.    In  den  bekannten  Gleichungen  zwi- 

161)  Math.  Ann.  14  (1879),  p.  173. 

162)  Bezüglich  des  Vorzeichens  siehe  Krazer,  a.  a.  0.  p.  35. 

163)  Krazer,  a.  a.  0.,  Formeln  (lll),  (III'),  p.  42  u.  53;  vgl.  übrigens  schon 
Bosenhain,  Formel  (94),  p.  420  und  Göpel,  Formeln  (30),  (31),  p.  290. 

164)  Krazer,  a.  a.  0.  p.  39;  Weber,  a.  a.  0.  p.  179. 
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sehen  diesen  sind  jetzt  die  zwischen   den  Thetaquadraten  und  Theta- 
produkten  bestehenden  Relationen  zusammengefaßt.^^) 

Aus  irgendeiner  der  120  Gleichungen  (437)  kann  man  durch 
zweimaliges  Quadrieren  eine  Relation  vierten  Grades  zwischen  den 
Quadraten  der  6  in  ihr  vorkommenden  Thetafunktionen  ableiten  und 
erhält  dann,  wenn  man  diese  6  Thetaquadrate  linear  durch  4  aus- 
drückt, eine  homogene  Gleichung  vierten  Grades  zwischen  diesen. 
Dabei  tritt  eine  Vereinfachung  ein,  wenn  man  in  der  eben  genannten 
Weise  die  Gleichung  zwischen  den  Quadraten  von  4  Göpehchen  Theta- 
funktionen aufstellt.  Da  nämlich  die  4  Charakteristiken  irgend  zweier 
der  drei  in  einer  Gleichung  (437)  auftretenden  Thetaprodukte  stets 
ein  Göpelsches  System  bilden,  so  erhält  man  schon  nach  passendem 
einmaligen  Quadrieren,  wenn  man  die  beiden  anderen  Thetaquadrate 
auch  durch  diese  4  Göp^Z sehen  ausdrückt,  eine  Gleichung  zwischen 
diesen,  welche  vom  vierten  Grade  ist  in  bezug  auf  die  Thetafunktionen 
selbst  und  außer  ihren  Quadraten  noch  ihr  Produkt  enthält;  sie  ist 
unter  den  Namen  der  Göpelschen  biquadratischen  Relation  bekannt.*^^) 
Durch  nochmaliges  Quadrieren  liefert  sie  erst  die  zwischen  den  Qua- 
draten der  4  Göpelsehen  Thetafunktionen  bestehende  Relation. 


165)  Caspary  [J.  f.  Math,  94  (1883),  p.  74]  hat  dieses  Resultat  dahin  verall- 
gemeinert, daß  die  16  Thetaprodukte  ^  1 «]((«] -9^  [f]((f))  bei  beliebigen  unabhän- 
gigen Veränderlichen  m,  v,  wenn  man  sie  einem  Komplexe  von  4  Rosenhain Bchen 
Systemen  entsprechend  in  4  Horizontal-  und  4  Vertikalreihen  ^anordnet  und  mit 
passenden  Vorzeichen  versieht,  die  Koeffizienten  einer  quaternären  linearen  Sub- 
stitution bilden,  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  4  gegebenen  V^erän  der  liehen 
in  die  mit  einem  Faktor  multiplizierte  Summe  der  Quadrate  der  4  neuen  über- 
führt; vgl.  auch  Bohriner  [Acta  math.  9  (1887),  p.  99]. 

Mit  der  Aufstellung  solcher  „Orthogonalsysteme"  und  ihrer  Verwendung 
nicht  nur  zur  Gewinnung  der  algebraischen  Beziehungen  zwischen  den  Theta- 
funktionen, sondern  auch  der  bei  Lösung  von  mechanischen  Problemen  benutzten 
Differentialgleichungen  (siehe  Nr.  72)  hat  sich  Caspary  noch  in  mehreren  Ar- 
beiten [Paris  C.  R.  104  (1887),  p.  490;  111  (1890),  p.  225;  112  (1891),  p,  1120  u. 
1305;  Ann.  fic.  Norm.  10,  (189.^1),  p.  253]  beschäftigt;  fortgeführt  wurden  diese 
Untersuchungen  sodann  von  Jahnhe  fZ.  f.  Math.  37  (1892),  p.  178;  Berl.  Ber. 
1896,  p.  1023;  J.  f.  Math.  118  (1897),  p.  224  u.  119  (1898),  p.  234;  Paris  C.  R. 
125  (1897),  p.  486;  126  (1898),  p.  1013  u,  1083;  Leipz.  Ber,  52  (1900),  p.  140; 
2»«  Congr.  intemat,  Paris  1900  (1902),  p.  279;  D,  M.  V,  Jahresb,  12  (190.S),  p,  96 
u.  16  (;i907),  p.  551;  Berlin  math.  Ges.  Sitzb.  6  (1907),  p.  69;  J.  f.  Math.  133 
(1908),  p.  243;  Palermo  Rend.  35  (1913),  p.  90;  vgl,  auch  Krause,  Arch.  d.  Mat!:. 
I3  (1901),  p.  64],  während  Eratise  die  Aufstellung  von  Orthogonalsystemen  in  den 
Fällen  p  =  S  und  jp  =  4  untersuchte  [Paris  C.  R.  131  (1900),  p.  1188;  Leipz.  Ber. 
63  (1901),  p.  65  u.  105;  dazu  auch  Jahnke,  Schwarz-Festschr.  1914,  p,  157]. 

166)  Göjpel,  Gl.  (32),  p.  292;  Krazer  a  a.  0    GL  (IV;,  p.  öö. 
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68.  Die  Kummersclie  Fläche.^^^  Setzt  man  die  homogenen 
Punktkoordinaten  des  Raumes  vier  linearunabliängigen  Thetaquadraten 
proportional,  also 

(439)  x:y:0:w  =  »'[a]{{v)) :  ^'[ßM  :  &'[y]iv))  :  ^»[<5](H 
Avo  [a],  [ß],  [y],  [dl  nicht  ein  und  demselben  F.  S.  von  Th.  Char.  an- 
gehören, so  wird  dadurch  eine-Kiwmwersche  Fläche  definiert  (vgl.  Nr.  34). 
Läßt  man  an  Stelle  von  (v)  die  16  Systeme  zusammengehöriger  Halben 
der  Periodizitätsmodulen  treten,  so  erhält  man  die  16  Knotenpunkte 
der  KummerBchen  Fläche,  denen  also  die  16  Per.  Char.  (s)  zugeordnet 
werden  können.  Die  IG  Gleichungen  &[£]{v])  ==  0  liefern  die  16  sin- 
gulären  Ebenen  der  Kummerschen  Fläche,  denen  so  die  16  Th.  Char. 
[f]  entsprechen.  Auf  jeder  singulären  Ebene  '9'[£]((f))  =  0  liegen  6  von 
den  16  Knotenpunkten,  nämlich  die  6  (fco,.),  «=1,2,  ...6,  und 
durch  jeden  Knotenpunkt  (e)  gehen  6  von  den  16  singulären  Ebenen, 
nämlich  die  6  &[sG)f]([v])  =  0,  «  =  1,  2,  .  .  .  6. 

Das  Koordinatentetraeder  wird  aus  4  singulären  Ebenen  gebildet, 
die  nicht  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen.  Nimmt  man  für 
[^]»  [ß\  [y]f  [^]  61°  Rosenhainsches  System  (435)  von  4  Th.  Char.,  so 
sind  die  4  Eckpunkte  Knotenpunkte  und  die  4  Tetraederebenen  ent- 

167)  Vgl.  Kummer,  Berl.  Ber.  1864,  p.  246  u.  496;  1866,  p.  288;  Berl.  Abh. 
1866,  p.  1.  Nachdem  schon  früher  Klein  [Math.  Ann.  5  (1872),  p.  278]  auf  die 
Möglichkeit  einer  Verknüpfung  der  Kummerschen  Fläche  mit  den  hyperelliptischen 
Integralen  1.  Ordnung  hingewiesen  hatte,  haben  gleichzeitig  Cayley  [J.  f.  Math. 
83  (1877),  p.  210  u.  220  =  Coli.  math.  pap.  10  (1896),  p.  157  u.  166;  später  noch 
.T.  f.  Math.  84  (1878),  p.  238  u.  94  (1883),  p.  270  -=  Coli.  math.  pap.  10  (1896), 
p.  180  u.  12  (1897),  p.  95]  und  Borchardt  [ebenda  p.  234  =  Ges.  W.  1888,  p.  341] 
und  etwas  später  Weber  [J.  f.  Math.  84  (1878),  p.  332]  die  Ä'uwjweersche  Fläche 
durch  Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen  dargestellt.  Eine  eingehende  Unter- 
suchung der  Fläche  auf  dieser  Grundlage  ist  dann,  nachdem  noch  die  Arbeiten 
von  Bohn  [Diss.  München  1878,  Math.  Ann.  15  (1879),  p.  315  u.  18  (1881),  p.  99 
dazu  Segre,  Leip.  Ber.  36  (1884),  p.  132],  Caporali  [Ate.  Line.  Mem.  2,  (1878), 
p.  791]  und  Darboux  [Paris  C.  R.  92  (1881),  p.  685  u.  1493]  voraui^gegangen  waren, 
durch  Beichardt  [Nova  Acta  Leop.  50  (1887),  p.  373  und  Math.  Ann.  28  (1887), 
p.  84]  geschehen,  vgl.  noch  Brioschi,  Paris  C.  R.  92  (1881),  p.  944  =  Op.  mat.  5 
(1909),  p.  13;  Beye,  J.  f.  Math.  97  (1884),  p.  242;  Domsch,  Diss.  Leipzig  1885 
=  Arch.  d.  Math.  2,  (1885),  p.  193;  Klein,  Math.  Ann.  27  (1886),  p.  106;  Schleier- 
macher, Erl.  Ber.  18  (1886),  p.  22  und  Math.  Ann.  50  (1898),  p.  183;  Heß,  Nova 
Acta  Leop.  65  (1890),  p.  97;  Humbert,  J.  de  math.  9^  (1893),  p.  29  u.  361;  10^ 
(1894),  p.  473;  Hutchinson,  Amer.  M.  S.  Bull.  5  (1899),  p.  465  u.  7  (1901),  p.  211; 
Timerding,  Math.  Ann.  54  (1901),  p.  498;  Hudson,  Kummer's  quartic  surface  1905, 
Die  Kunimersche  Fläche  ist  der,  dem  Werte  p  =  2  entsprechende,  einfachste 
Fall  der  in  Nr.  34  eingeführten  algebraischen  Mannigfaltigkeit  Mp.  Andererseits 
sind  die  Kummerache  und  die  Weddleache  Fläche  spezielle  Fälle  der  in  Nr.  180 
behandelten  hyperelliptischen  Flächen. 
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halten  die  sämtlichen  16  Knotenpunkte.  Es  gibt  80  solche  RosenJiain- 
schen  Tetraeder.  Die  Gleichung  vierten  Grades  zwischen  4  Theta- 
quadraten,  deren  Th.  Char.  ein  solches  System  bilden,  steUt  die 
Kummersche  Fläche  bezogen  auf  dieses  Tetraeder  als  Koordinatentetra- 
eder ^*'^)  dar. 

Bilden  [cc],  [ß],  [y],  [d]  ein  Göpelschea  System  (433),  so  ist  keine 
Ecke  des  Koordinatentetraeders  ein  Knotenpunkt  der  Fläche;  die 
Flächen  des  Tetraeders  enthalten  nur  12  von  den  Knotenpunkten,  die 
zu  je  zweien  auf  den  6  Kanten  des  Tetraeders  liegen.  Solcher  Göpel- 
schen  Tetraeder  gibt  es  60.  Die  {Göpehche  biquadratische)  Gleichung 
zwischen  4  Göpel  sehen  Thetafunktionen  stellt  nach  nochmaliger  Qua- 
drierung (also  vorher  in  irrationaler  Form)  die  Kummersche  Fläche 
bezogen  auf  ein  solches  Göpelsches  Tetraeder  dar. 

Jede  lineare  Funktion  der  Koordinaten  (439)  ist  eine  Thetafunk- 
tion  zweiter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [o]  und  umgekehrt.  Setzt 
man  daher  eine  solche  Funktion  @2[o]((v))  =  0,  so  wird  dadurch  ein 
ebener  Schnitt  der  Kummerachen  Fläche  bestimmt;  er  ist  von  der 
4.  Ordnung  und,  in  Übereinstimmung  mit  (157),  im  allgemeinen  vom 
Geschlecht  3.  Speziell  liefert  eine  Gleichung  d-{iv  -f-  e))d'((v  —  c))  =  0, 
in  der  e^,  e^  irgendwelche  Konstanten  bezeichnen,  eine  Kurve  4.  Ord- 
nung, in  welcher  die  Kummersche  Fläche  von  einer  ihrer  Tangen- 
tialebenen geschnitten  wird;  diese  Kurve  hat  in  dem  durch  das 
gleichzeitige  Verschwinden  der  beiden  Faktoren  bestimmten  Berüh- 
rungspunkte einen  Doppelpunkt  und  ist  daher  von  einem  Geschlecht 
<  3.  Ist  9'((e))  =  0,  so  geht  die  Tangentialebene  durch  einen  der 
Knotenpunkte  der  Kummer  sehen  Fläche  und  die  Kurve  4.  Ordnung 
hat  in  diesem  Punkte  eine  Spitze.  Setzt  man  endlich  für  (e)  ein 
System  zusammengehöriger  Halben  der  Periodizitätsraodulen  von  der 
Per.  Char.  («),  so  erhält  man  in  -O-^Hf^))  ==  0  den  doppelt  gezählten 
Kegelschnitt,  längs  welchem  die  Kummersche  Fläche  von  der  singu- 
lären  Ebene  [e]  berührt  wird. 

Allgemein  entspricht  jeder  homogenen  Funktion  n**""  Grades  der 
Koordinaten  (439)  eine  gerade  Thetafunktion  2^*®"^  Ordnung  mit  der 
Charakteristik  [o]  und  umgekehrt.  Setzt  man  daher  eine  solche  Funk- 
tion 02n[ö]((^))  '^  ^f  ^^  wird  dadurch  der  Schnitt  der  Kummerschen 
Fläche  mit  einer  algebraischen  Fläche  w**"'  Ordnung  bestimmt;  er  ist 
von  der  An*^^  Ordnung  und  im  allgemeinen  vom  Geschlecht  2n  -\-  1. 
Wählt  man  als  Funktion  02«[^]((^))  speziell  das  Quadrat  einer  Theta- 
funktion n^^^  Ordnung,  so  geht  die  genannte  Kurve  4w*®*  Ordnung  in 

168)  Krazer,  p.  44;  Beichardt,  p.  429;  Weber,  p.  341  in  irrationaler  Form. 
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die  doppelt  gezählte  Kurve  2w*®'  Ordnung  über,  längs  welcher  die 
Kummersche  Fläche  nunmehr  von  einer  Fläche  w*^'  Ordnung  berührt  wird. 

Jede  algebraische  Kurve  auf  der  Kummerschen  Fläche  ist  dem- 
nach entweder  der  vollständige  Schnitt  mit  einer  algebraischen  Fläche 
oder  die  Berührungskurve  einer  solchen. 

Die  10  geraden  Thetafunktionen  mit  den  Argumenten  (2v)  sind 
gerade  Thetafunktionen  4.  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [o]  und 
deshalb  als  homogene  Funktionen  2.  Grades  der  Koordinaten  (4:59) 
darstellbar.  Es  entsprechen  ihnen  diejenigen  10  Fundamentalflächen 
2.  Ordnung  der  Kummerschen  Fläche,  welche  von  je  3  der  6  Funda- 
mentalkomplexe bestimmt  werden.  Durch  eine  Gleichung  '9'[£]((2ü))  =  0 
wird  also  bei  gerader  Th.  Char.  [f]  jene  Kurve  8.  Ordnung  bestimmt, 
in  welcher  die  Kummersche  Fläche  von  der  betreffenden  Fundamental- 
fläche 2.  Ordnung  geschnitten  wird. 

Die  6  ungeraden  Funktionen  '9'[£]((2v))  sind  als  ungerade  Funk- 
tionen nicht  durch  die  Thetaquadrate  darstellbar,  wohl  aber  ihre  Qua- 
drate und  ihre  Produkte  zu  zweien,  denen  beiden  daher  gewisse  Flä- 
chen 4.  Ordnung  entsprechen.  Die  ersteren  liefern  gleich  Null  ge- 
setzt die  6  ausgezeichneten  Haupttangentenkurven  8.  Ordnung  der 
Kummerschen  Fläche,  welche  längs  ihnen  von  den  zugehörigen  Flä- 
chen 4.  Ordnung  berührt  wird,  während  die  15  anderen  Flächen 
4.  Ordnung  diese  Kurven  paarweise  herausschneiden. 

Die  Schar  der  Haupttangentenkurven  16.  Ordnung  wird  durch 
Gleichungen  von  der  Form  d-([2v  -f-  e])d-([2v  —  e))  ==  0  geliefert,  in 
denen  (e)  ein  Konstantensystem  bezeichnet,  für  welches  &{e])  =  0  ist. 

Die  Flächen  4.  Ordnung,  welche  die  Kummersche  Fläche  längs  einer 
ausgezeichneten  Haupttangentenkurve  8.  Ordnung  berühren,  sind  selbst 
Kummersche  Flächen.  Das  gleiche  gilt  von  allen  oo^  Flächen  4.  Ord- 
nung, welche  die  Kummersche  Fläche  längs  einer  der  oo^  Raumkurven 
8.  Ordnung  2]X^d-[<o^([2v])  =  0  berühren,  bei  denen  die  X  beliebige 
Konstanten  bezeichnen  und  die  Summation  über  die  6  ungeraden 
Th.  Char.  [ca,.]  zu  e^^strecken  ist.  Auf  diese  Weise  entstehen  oo*  Kum- 
mersche Flächen,  welche  alle  die  ursprüngliche  in  der  angegebenen 
Weise  berühren. 

Da  die  16  singulären  Punkte  und  16  singulären  Ebenen  einer 
Kummerschen  Fläche  eine  Konfiguration  (16)6  bilden,  so  erhält  man 
in  den  singulären  Punkten  und  Ebenen  der  berührenden  Kummerschen 
Flächen  00**  solche  Konfigurationen  und  diese  sind  alle  der  gegebenen 
Kummerschen  Fläche  ein-  und  umgeschrieben. 

Jedes  der  16  Produkte  '9'[£]((v  -{-  w))0-[£]((ü  —  w)  ist  eine  gerade 
Thetafunktion   2.  Ordnung   mit    der    Charakteristik  [oj    in   bezug   auf 
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jedes  der  beiden  Argumentensysteme  {v)  und  (w)  und  daher  als  bi- 
lineare Form  der  beiderseitigen  Thetaquadrate  darstellbar.  Diese  Dar- 
stellung wird  besonders  einfach,  wenn  man  dabei  je  4  Thetafunktionen 
eines  Roserihainschen  Systems  benutzt.  Setzt  man  die  so  erhaltenen 
16  bilinearen  Formen  der  Thetaquadrate  gleich  Null,  so  werden  da- 
durch ebenso  viele  Korrelationen  der  ÄMmmerschen  Fläche  bestimmt, 
von  denen  die  10  zu  geraden  [f]  gehörigen  als  die  10  Polarsysteme 
in  bezug  auf  die  10  Fundamentalflächen  2.  Ordnung,  die  6  zu  unge- 
raden [«]  gehörigen  als  die  6  zu  den  Fundamentalkomplexen  gehörigen 
Nullsysteme  erscheinen. 

Die  16  KoUineationen  der  Kummerschen  Fläche  werden  durch 
die  Änderungen  des  Argumenten  Systems  {v)  in  (439)  um  die  16  Sy- 
steme zusammengehöriger  Halben   der   Periodizitätsmodulen   definiert. 

Bei  jeder  Transformation  zweiten  Grades  sind  von  den  16  ur- 
sprünglichen Thetafunktionen,  deren  Argumente  und  Modulen  hier  mit 
v^j  a^  bezeichnet  seien,  immer  vier,  und  zwar  sind  es  stets  vier  gerade 
Thetafunktionen  eines  Göpelschen  Systems,  als  Funktionen  der  trans- 
formierten Argumente  v  und  Modulen  a  betrachtet  1  hetafunktionen 
2.  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [o]  und  lassen  sich  daher  linear 
und  homogen  durch  4  linearunabhängige  Thetaquadrate  '^'[f]  ([«;))  aus- 
drücken.^"^) Setzt  man  daher  die  Punktkoordinaten  x,  y,  z,  w  vier 
solchen  Thetafunktionen  mit  den  Argumenten  v"  und  Modulen  a"  pro- 
portional, also 

(440)  x:y:,:w=  ^[«JML  '•  ^[ßW))ao :  HrWL}  ^[ö]KL, 
so  wird  dadurch  wieder  die  Kummersche  Fläche  dargestellt.  Sie  ist 
jetzt  bezogen  auf  eines  der  15  Fundamentaltetraeder,  deren  Kanten 
die  Direktrizenpaare  solcher  3  Kongruenzen  sind,  auf  welche  man  die 
6  Fundamentalkomplexe  verteilen  kann.  Nach  Kle'm^''^)  kann  man 
diese  15  Fundamentaltetraeder  auch  folgendermaßen  erhalten:  Die  16 
Knotenpunkte  werden  paarweise  durch  120  Gerade  verbunden,  in 
denen  sich  auch  die  16  singulären  Ebenen  paarweise  schneiden.  Diese 
120  Geraden  kann  man  in  15  Gruppen  von  je  8  anordnen,  indem  man 
diejenigen  8  Geraden  in  einer  Gruppe  vereinigt,  welche  je  zwei  solche 
Knotenpunkte  verbinden,  deren  Per.  Char.  die  nämliche  Summe  («„»J 
aufweisen.  Die  8  Geraden  einer  Gruppe  haben  dann  2  gemeinsame 
Transversalen  und  es  ist  damit  zugleich  jedem  solchen  Transversalen- 
paar    eine  der    15  eigentlichen  Per.  Char.  (cö^o,)    zugeordnet.     Diese 


169)  Königsherger,  J.  f.  Math.  67  (1867),  p.  68;  Pringslieim ,  M.ith.  Ann.  9 
(1876),  p.  445;  Rohn,  üiss.  München  1878  u.  Math.  Ann.  15  (187'J),  p.  330. 

170)  Gott.  N.  1869,  p.  262;  Math.  Ann.  2  (1870),  p.  208. 
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Transversalen  sind  die  vorher  genannten  Direktrizen  der  von  je  2 
Fundamentalkomplexen  gebildeten  Kongruenzen.  3  Transversalen  paare, 
in  deren  zugeordneten  Per.  Char.^(c)  caj  zusammen  alle  6  ungeraden 
Th.  Char.  auftreten,  bilden  eines  der  genannten  Fundamentaltetraeder. 
Durch  solche  3  Per.  Char.  ist  aber  nach  den  Gleichungen  (432)  zu- 
gleich eine  Göpelsche  Gruppe  bestimmt  und  das  einzige  in  dem  zu- 
gehörigen Komplexe  vorkommende  System  von  4  geraden  Th.  Char. 
liefert  für  (440)  die  Th.  Char.  [a],  [ß],  [y\,  [ö].  Die  Göpelsche  biquadra- 
tische Relation  zwischen  den  4  Funktionen  ^[cc]{{v^^^]j^(o), .  .  .  '9' [^] ((^^^"^))a(o) 
ist  die  Gleichung  der  Kummerechen  Fläche  bezogen  auf  dieses  Ko- 
ordinatentetraeder. ^^^) 

69.  "Weddlesche  Fläclie.  Chasles^''^)  hatte  den  Satz  bewiesen, 
daß  durch  6  gegebene  Punkte  des  Raumes  stets  eine  Kurve  3.  Ord- 
nung gelegt  werden  kann,  und  daraus  geschlossen,  daß  diese  Kurve 
der  geometrische  Ort  der  Scheitel  aller  Kegel  zweiten  Grades  sei, 
welche  durch  die  6  gegebenen  Punkte  gehen.  Diese  Behauptung  hat 
dann  Weddle^'^^)  dahin  richtig  gestellt,  daß  dieser  geometrische  Ort 
eine  die  genannte  Raumkurve  3.  Ordnung  enthaltende  Fläche  vierten 
Grades  sei;  diese  Fläche  heißt  deshalb  die    Weddlesche  Fläche. 

Von  den  geometrischen  Eigenschaften  der  Weddleschen  Fläche 
braucht  hier  nur  angegeben  zu  werden,  daß  auf  ihr  außer  der  schon 
genannten  Raumkurve  3.  Ordnung  auch  25  gerade  Linien  liegen;  näm- 
lich die  15  Geraden,  welche  die  6  Grundpunkte  paarweise  verbinden, 
und  die  10  Geraden,  in  denen  sich  jene  10  Ebenenpaare  schneiden, 
von  denen  jedes  zusammen  alle  6  Grundpunkte  enthält. 

SchoWcy^'''^)  hat  zuerst  die  Weddlesche  Fläche  mit  den  Theta- 
funktionen  zweier  Veränderlichen  in  Zusammenhang  gebracht.     Sind 

171)  Humhert  hat  Amer.  J.  16  (1894),  p.  221  jene  Bpeziellen  Kummerüch&n 
Flächen  untersucht,  welche  reduzierbaren  Periodensystemen  (s.  Nr.  121)  angehören. 
Er  hat  ferner  Paris  C.  R.  133  (1901),  p.  425  u.  J.  de  math.  Tg  (1901),  p.  395  die 
Transformationen  höheren  Grades  auf  der  Kummer&chQn  Fläche  geometrisch  ge- 
deutet. 

172)  Aper9u  historique  etc.  1837,  Note  XXXIII;  deutsch  von  Sdhncke  1839, 
p.  441. 

173)  Cambr.  and  Dubl.  math.  J,  5  (1850),  p.  58;  über  die  Weddlesche  Fläche 
vgl.  ChasJes,  Paris  C.  II.  52  (1861),  p.  1157;  Cayley  ebenda  p.  12 16  u.  Lond.  M.  S. 
Proc.  3  (1871).  p.  19,  198,  234  u.  4  (1873),  p.  11  =  Coli.  math.  pap.  6  (1892),  p.  4; 
7  (1894),  p.  1  3,  2.Ö6,  264;  8  (1895),  p.  99;  Geiser,  Zürich  Viertelj.  10  (1865), 
p.  219  u.  J.  f.  Math.  67  (1867),  p.  78;  Darboux,  Bull.  sc.  math.  1  (1870),  p.  348; 
Hierholzer,  Math.  Ann.  2  (1870),  p.  562  u.  4  (1871),  p.  172;  dazu  Hunyady,  J.  f. 
Math.  92  (1882),  p.  304;  Reye,  J.  f.  Math.  86  (1879),  p.  84;  Caspary,  Bull.  sc.  math. 
llj  (1887),  I,  p.  -.i22  u.  13j  (1889),  I,  p.  202. 

174)  J.  f.  Math.  105  (1889),  p.  238. 
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•O-^,  'O-g,  .  .  .  -O-g  die  6  ungeraden,  d-^,^y  die  10  geraden  Thetafunktionen 
zweier  Veränderlichen  i\,  r^,  so  ist 

(441)  F^^,^  =  K^A'^'^y 

eine  ungerade  Thetafunktion  4.  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0]. 
Alle  diese  Funktionen  sind  durch  4  liuearunabhängige  unter  ihnen 
z.  B.  i^3i5,  F.^iü,  ^S5ü>  -^156  linear  darstellbar.  Setzt  man  die  homo- 
genen Punktkoordinaten  x,  y,  z,  w  des  Raumes  4  solchen  proportional 
und  betrachtet  v^,  r^  als  veränderliche  Parameter,  so  wird  dadurch  die 
Weddlesche  Fläche  definiert,  deren  Gleichung  in  der  Form 

(442)  F,,,F,,,F,,,F,,,  -  F,,,F,,,F^F,,,  -^  0 
dargestellt  werden  kann,  während  JP^^^^O  die  Gleichung  jener  Ebene 
ist,  welche  durch  die  3  Grundpunkte  k,  ß,  y  geht. 

Als  ungerade  Thetafunktionen  geraden  Grades  mit  der  Charak- 
teristik [0]  verschwinden  x,  y,  z,  w  gleichzeitig  für  jedes  System  kor- 
respondierender Halben  der  Periodizitätsmodulen  (Nr.  33).  Solchen 
Werten  von  t\,  v^  entsprechen  nicht  einzelne  Punkte  der  Fläche,  son- 
dern Kurven  auf  ihr  (Nr.  130),  und  zwar  entspricht  dem  Wertepaare 
Vj  ==^  0,  V.2  ■-=  0  die  oben  genannte  Raumkurve  3.  Ordnung,  den  15 
übrigen  Systemen  korrespondierender  Halben  der  Periodizitätsmodulen 
die  15  Verbindungslinien  der  6  Grundpunkte  zu  zweien,  während  die 
10  übrigen  auf  der  Fläche  liegenden  Geraden  durch  die  Gleichungen 
^aßy  "^  ^  dargestellt  werden. 

Caspary^'^^)  hat  angegeben  und  HumbeH^'^^)  weiter  ausgeführt, 
daß  man  die  Weddle^Q\ie.  Fläche  auch  erhalten  kann,  wenn  man  x,  y, 
z,  w  vier  ungeraden  Thetafunktionen  3.  Ordnung  mit  gerader  Charak- 
teristik, deren  es  gleichfalls  4  linearunabhängige  gibt,  proportional 
setzt,  etwa 

(443)  X'.y:z:w-^^  ^i^-ih^zvh  -  ^i  ^246 -^346  '•  ^i^^t^^^m  ■  ^d^sis-^siö- 
Hier  verschwinden  x,  y,  z,  w  gleichzeitig  für  die  10  Systeme  koiTe- 
spondierender  Halben  der  Periodizitätsmodulen  mit  gerader  Per.  Char. 
(Nr.  33);  diese  liefern  für  {v)  eingesetzt  die  10  Schnittlinien  der  die 
6  Grundpunkte  enthaltenden  Ebenenpaare,  während  die  Raumkurve 
3.  Ordnung  durch  die  Gleichung  %^^.  =--  0  erhalten  wird  und  das  NuU- 
setzen  der  15  übrigen  Thetafunktionen  die  15  Verbindungslinien  der 
6  Grundpunkte  zu  zweien  liefert.  Den  6  Systemen  korrespondierender 
Halben  der  Periodizitätsmodulen  mit  ungerader  Charakteristik  ent- 
sprechen die  6  Grundpunkte  der  Fläche.^^^) 

176)  Paris  C.  R.  112  (1891),  p.  1356;  Bull.  sc.  math.  lö,  (1891),  I,  p.  308. 

176)  J.  de  math.  9^  (1893),  p.  466. 

177)  Über  den  Zusammenhang  der  TferftiZc sehen  Fläche  mit  der  Kummer- 
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70.  Thetanullwerte.  Zwischen  den  Null  werten  der  10  geraden 
Thetafunktionen  bestehen  homogene  Gleichungen  vierten  Grades  und 
zwar  lineare  Gleichungen  zwischen  je  4  Biquadraten  und  solche 
zwischen  je  3  Produkten  von  2  Quadraten  der  Thetanullwerte.  Sie 
sind  schon  von  Göpel  und  Bosenhain  angegeben  worden  und  folgen 
aus  den  obigen  Gleichungen  (436)  in  der  Form: 

4 

(444)  2  i  ^  f "'•'^5 «eJ  ¥>l  =  <^> 
und 

3 

(445)  ^  ±  &'[(o,(o, (o,\  ((0|  »'[co,co,(o,]  ((0))  =^  ü; 

c=l 

sie  lassen  sich  nach  dem  Früheren  dahin  zusammenfassseu ,  daß  die 

9  Quotienten  i*Kf^j_^zlM) 
^»[«,«,0),]  (0) 

sehen  bei  Darboux,  Schottky  und   Humbert  a.  a.  0.;   sodann  bei  Schottky ,  J.  f. 
Math.  146  (1916),  p.  135;  Baker,  Muli  period.  funct.  1907,  chap.  4. 

Ein  Analogen  der  Weddleschen  Fläche  hat  Schottky  [J.  f  Math.  106  (1889), 
p.  269]  mit  Hilfe  von  Thetafunktionen  dreier  Veränderlichen  erhalten.  Bezeichnet 
man  mit  Q-^,  &^,  .  .  .  9^  die  7  ungeraden  Thetafunktionen  einer  Hauptreihe,  so 
können  die  36  geraden  mit  ^aSy  ^^^  ■9'  =  '9'i2.-  7  bezeichnet  werden  und  es  ist 

eine  ungerade  Thetafunktion  4.  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0].  Legt  man 
den  Argumenten  i\ ,  v^ ,  r^  die  Beschränkung  ^  =  0  auf,  so  lassen  sich  die  86 
Größen  F^^y  als  lineare  Funktionen  von  4  unter  ihnen  darstellen.  Setzt  man 
solchen  4  die  homogenen  Punktkoordinaten  x,  y,  z,  w  des  Raumes  proportional, 
so  wird  dadurch  eine  Fläche  G.  Ordnung  L  definiert  mit  7  dreifachen  Punkten, 
die  im  folgenden  ihre  Grundpunkte  heißen  mögen,  x,  y,  z,  w  verschwinden  alle 
vier  gleichzeitig  für  die  korrespondierenden  Halben  der  Periodizitätsmodulen  mit 
den  21  Per.  Char.  (aß)  und  den  7  Per.  Char.  (a),  die  alle  auch  der  Bedingung 
Q^.^0  genügen;  die  ersteren  liefern  die  21  Geraden,  welche  die  7  Grundpunkte 
paarweise  verbinden,  die  letzteren  7  Raumkurven  3.  Ordnung  X^,  von  denen  i„ 
durch  die  6  von  a  verschiedenen  Grundpunkte  hindurchgeht.  Durch  das  Null- 
setzen der  63  von  -0-  verschiedenen  Thetafunktionen  werden  weitere  auf  der 
Fläche  liegende  Kurven  und  zwar  36  ebene  Kurven  3.  Ordnung  imd  28  Raum- 
kurven 4.  Oi'dnung  bestimmt. 

Both  [Monatsh.  f.  Math.  23  (1912),  p.  115]  hat  bemerkt,  daß  die  Fläche 
L  der  geometrische  Ort  aller  jener  Punkte  des  Raumes  ist,  welche  mit  den  7 
Grundpunkten  ein  solches  System  von  8  Punkten  bilden,  durch  welches  eine 
nicht  zerfallende  Fläche  4.  Ordnung  mit  Doppelpunkten  in  den  8  Punkten  ge- 
legt werden  kann. 

In  ähnlicher  Weise  haben  andere  Flächen  6.  Ordnung  Humbert  [Paris  C.  R. 
120  (1895),  p.  365  u.  425;  J.  de  math.  2.  (1896),  p.  263]  und  Bemy  [Paria  C.  R. 
144  (1907),  p.  412  u.  623;  J.  de  math.  4^  (1908),  p.  1;  Ann.  Jfic.  Norm.  26,  (1909), 
p.  193]  mittelst  der  Thetafunktionen  dreier  Veränderlichen  definiert. 
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mit  passenden  Vorzeichen  versehen,  in  der  durch  das  Schema  (438) 
bestimmten  Anordnung  die  Koeffizienten  einer  orthogonalen  Substi- 
tution bilden. 

Mit  den  beiden  ungeraden  Th.  Char.  [cj,  [c^,]  bilden  die  4  geraden 
Kgj^ö,],  [(o,G),(o^l  [»102 Ö5],  [oi«2CDc]  ein  F.  S.  von  Th.  Char  Be- 
zeichnet man  den  Wert,  den  die  aus  den  partieUen  Derivierten  der 
ungeraden  Thetafunktionen  ^[toj«  ^[«,]((t;))  gebildete  Determinante 

für  v,^v,^0  annimmt,  mit  [co,,  co,],  so  ist,  wie  schon  Rosenkain 
angibt  ^^^) 

(446)  [CO, ,  CO,]  =  +  /7  ^'[«1  «2  ö J  ((0)) 


/=.<? 


71.  Übergang  von  den  Thetafunktionen  zum  algebraischen  Ge- 
bilde. Göjjel  und  Rosenliaiu  haben  aus  den  Thetarelationen  die  Diffe- 
rentialgleichungen des  Umkehrproblems  der  hyperelliptischen  Integrale 
1.  Ordnung  hergeleitet  und  damit  den  Zusammenhang  der  Thetafunk- 
tionen zweier  Veränderlichen  mit  einem  algebraischen  Gebilde  vom 
Geschlecht  2  hergesteUt.  Dieser  Übergang  läßt  sich  am  einfachsten 
folgendermaßen  bewerkstelligen.  ^^^) 

Die  Reihenentwicklungen  der  6  ungeraden  Thetafunktionen 
nach  Potenzen  von  v^,  v^  beginnen  mit  linearen  Gliedern.  Werden  in 
diesen  v^,  v^  durch  homogene  Variablen  z^,  z.,  ersetzt,,  so  ist  ihr  Pro- 
dukt eine  binäre  Form  6.  Grades  /e(^,,  ^_„).  Die  Quadratwurzel  aus 
dieser  definiert  das  zu  den  gegebenen  Thetafunktionen  gehörige  alge^ 
braische  Gebilde. 

Bringt  man,  wie  bei  Bosenhain,  /;  in  die  Normalform 
(447)  /g  =  ,,  (l-  ,)  (1  ___.  ^^,)  (1  _._.  ^s^)  (1  _  ^^,^^^ 

so  lassen  sich  dementsprechend  die  Modulen  y},  A^^  ^^  durch  die  obigen 
Größen  [gj,.,  oJ  ausdrücken  in  der  Form 


K.  '»iJ  K,  «>.]  ''        '  K,  «,J  [m„  («J  '      i"    ~  K7a),lK,o,, 


] 


178)  Vgl.  dazu  IFeier,  Math.  Ann.  14  (187Ü)  p.  179  und  Frobenius,  J  f 
Math.  98  (1885),  p.  247. 

179;  Bolza,  Dies.  Göttingen,  auch  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  450;  dann  Math 
Ann.  30  (1887)  p.  481  und  Gott.  N.  1887,  p.  418.  Es  finden  sich  bei  Bolza  die 
rationalen  Invarianten  der  Binärform  /^  durch  die  Thetanullwerte  ausgedrückt. 
Z.  B.  ist  die  Diskriminante  von  f,  dem  Quadrate  der  Produkte  aus  den  10  ge- 
raden Thetanull werten  gleich. 
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und  mit  Hilfe  von  (446)  nun  auch  durch  die  Nullwerte  der  10  ge- 
raden Thetaf  imktionen.  ^^^) 

Aus  diesen  Gleichungen  folgen  dann  auch  umgekehrt  Ausdrücke 
für  die  Quotienten  der  Thetanull werte  durch  x,  l,  ^  und  diese  er- 
scheinen, wenn  man  in  ihnen  x^  X,  ^i  als  uaabhängige  Parameter  be- 
trachtet, als  Auflösungen  der  zwischen  den  Thetanullwerten  bestehen- 
den Gleichungen  (444),  (445),  insofern  diese  durch  sie  identisch  er- 
füllt werden.  ^^') 

Die  Thetaquotienten  werden,  wenn  man  an  Stelle  der  Argumente 
Integrale  1.  Gattung  setzt,  Wurzelfunktionen  des  algebraischen  Ge- 
bildes. Die  einfachsten  Wurzelformen  Ycp  sind  im  allgemeinen  Falle 
die  Formen  )/-er  —  a^,  i  =  1,2, .  .  .  Q,  wo  a.  die  Verzweigungspunkte 
der  Biemannschen  Fläche  sind,  im  Bosenhainschen  Falle  die  5  Yn, 
yi  — ^,  yi — x^0,  y\ — ~k^s,  yi  —  ^i^z,  denen  die  aus  2  ungeraden 
Thetafunktionen  gebildeten  Quotienten  proportional  werden. 

Setzt  man  (v)  =  (viß^  —  ^(-^i));  so  erh'ält  man  die  15  Theta- 
quotienten in  der  schon  von  Bosenhain  angegebenen  Weise  durch  die 
Wurzelformen  y^^,  y^^,  yi  —  ^^, . . .  ]/l  —  ^"0^  angedrückt.  Auch  hier 
kann  man  z^^,  3^  als  unabhängige  Parameter  ansehen  und  erhält  dann 
in  den  Ausdrücken  für  die  Thetaquotienten  Auflösungen  der  Theta- 
relationen  (436),  (437),  insofern  als  diese  alle  durch  die  genannten 
Ausdrücke  in  z^,  z^  identisch  erfüllt  werden;  andrerseits  aber  folgen 
aus  den  Thetarelationen  auf  diese  Weise  Relationen  zwischen  den 
Wurzel  funktionen  (Nr.  60). 

Algebraische  Ausdrücke  für  Thetaquotienten,  deren  Argumente 
aus  drei  Integralen  zusammengesetzt  sind  (Nr.  59),  hat  Prytn  ^^^)  ange- 
geben und  damit  den  Schlüssel  für  die  Behandlung  des  allgemeinen 
hyperelliptischen  Falles  gefunden. 

72.  Anwendungen.  Weierstraß^^^)  hat  die  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten der  Punkte  einer  geodätischen  Linie  auf  dem  dreiachsigen  Ellip- 
soid  durch  Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen,  die  von  einem  va- 
riablen Parameter  abhängen,  dargestellt. 


180)  Bosenhain,  Gl.  (91),  Krazer,  p.  61. 

181)  Rosenhain,  Gl.  (92),  Krazer,  p.  52;  andere  Parameterdarstellungen  bei 
Krause,  „Transf."  §  11  und  Staude,  Math.  Ann.  24  (1884),  p.  281. 

182)  Wien  Denkschr.  24  (1865),  II,  p.  86;  2.  Ausg.  1885. 

183)  Berl.  Ber.  1861,  p.  986  =  Math.  W.  1  (1894),  p.  257;  vgl.  dazu  v.  Braun- 
mühl,  Math.  Ann.  20  (1882),  p.  657;  Staude,  Acta  math.  8  (1886),  p.  81;  Noske, 
Progr.  Königsberg  1886  u.  1887;  ferner  Lampart,  Diss.  München  1900,  dazu 
V.  Braunviühl,  Math.  Ann.  26  (1886),  p.  151. 
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Da  die  ebene  Kurve  4.  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  vom 
Geschlecht  2  ist,  so  konnte  BrilP^)  die  Resultate  der  Theorie  der 
^&eZ sehen  Funktionen  im  FaUe  p  =  2  für  die  Untersuchung  dieser 
Kurven  insbesondere  ihrer  Doppeltangenten  verwenden. 

Darhoux^^^)  wurde  bei  seinen  Untersuchungen  über  Zykliden- 
systeme  zur  Darstellung  der  Zykliden  und  sodann  durch  Spezialisie- 
rung dieser  zur  Darstellung  der  allgemeinen  Flächen  3.  Ordnung  durch 
ultraelliptische  Funktionen  geführt. 

Staude^^^)  hat,  nachdem  er  schon  vorher  die  ultraelliptischen 
Integrale  zur  Fadenkonstruktion  des  Ellipsoids  und  zur  Untersuchung 
geodätischer  Polygone  auf  den  Flächen  2.  Ordnung  herangezogen 
hatte,  für  das  System  konfokaler  Flächen  2.  Ordnung  die  Thetafunk- 
tionen zweier  Veränderlichen  in  verschiedener  Weise  zur  Parameter- 
darstellung verwendet  und  ist  dadurch  zu  Schließungssätzen  innerhalb 
des  Strahlensystems  der  gemeinsamen  Tangenten  zweier  solchen  Flä- 
chen gelangt.^^'^) 

Den  grundlegenden  auf  Liouvüle  zurückgehenden  Satz,  nach  wel- 
chem diese  gemeinsamen  Tangenten  durch  die  ^&e?schen  Differential- 
gleichungen bestimmt  werden,  hat  Klein^^^)  eingehend  untersucht,  ihn 
erweitert  und  auf  Räume  beliebig  vieler  Dimensionen  ausgedehnt. 

Da  Darboux^^^)  eine  Transformation  angegeben  hat,  welche  eine 
Fläche  2.  Ordnung  in  eine  Zyklide  überführt,  konnte  Domsch^^^)  auch 
von  der  Staudeschen  Darstellung  des  konfokalen  Flächen  Systems  2.  Ord- 
nung aus  zu  einer  solchen  des  Zyklidensystems  gegangen  und  eine 
analoge  Deutung  der  Thetarelationen  in  der  Geometrie  der  Zykliden 
durchführen. 

Lie^'-*^)   hat  gezeigt,    wie    durch    eine   Berührungstransformation, 

184)  J.  f.  Math.  65  (1866),  p.  280  u.  Math.  Ann.  6  (1873),  p.  66,  dazu  Brioschi, 
Acc.  Line.  Atti  24  (1870/1),  p.  47  =  Op.  mat.  3  (1904),  p.  339;  Clebsch- Lindemann, 
Vorl.  ü.  Geometrie  1  (1876),  p.  868;  Ameseder,  Wien.  Sitzb.  87  (1883),  II,  p.  38; 
Bolek,  Wien  Denkschr.  58  (1887),  II,  p.  119;  Wirtinger,  D.  M.  V.  JahreBb  4 
(1897),  p.  97. 

185)  Paris  C.  R.  68  (1869),  p.  1311;  69  (1869),  p.  392  und:  Sur  une  classe 
remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algebriques,  1873,  p.  148. 

186)  Math.  Ann.  22  (1883),  p.  1  u.  145;  Leipz.  Ber.  34  (1882),  p.  6;  Math. 
Ann.  20  (1882),  p.  147  u.  21  (1883),  p.  219. 

187)  Solche  Polygone  erwähnt  zuerst  Liouville,  J.  de  Math.  12  (1847),  p.  255, 
mehrere  Sätze  darüber  gibt  Darboux,  L'Institut,  38«  ann^e  (1870),  p.  142. 

188)  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  533;  siehe  auch  Sommer,  Math.  Ann.  63 
(1900),  p.  134. 

189)  Ann.  fic.  Norm,  lg  (1872),  p.  273. 

190)  Dies.  Leipzig  1885  =  Arch.  d.  Math.  2,  (1885),  p.  193. 

191)  Math.  Ann.  5  (1872),  p.  145. 
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welche  die  Punkte  des  eiuen  Raumes  in  die  Minimalgeraden  des  an- 
dern überführt,  eine  Kummersche  Fläche  in  eine  Zyklide  transformiert 
wird.  Auch  auf  diese  Weise  konnte  daher  Domsch  die  Darstellung 
der  Zykliden  durch  hyperelliptische  Funktionen  gewinnen. 

Dohrincr'^^^)  stellt  die  Flächen  konstanter  Krümmung  mit  einem 
System  sphärischer  Krümmungslinien  mit  Hilfe  von  Thetafunktionen 
zweier  Variablen  dar. 

Thomae^^-")  behandelt  mittelst  Thetafunktionen  zweier  Veränder- 
lichen die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  Ellipse  und 
Schleiermaclicr^^^)  ebenso  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf 
dem  verlängerten  Rotationsellipsoid. 

Wc&er^^^)  hat  die  Bewegung,  die  ein  starrer  Körper  mit  drei  zu- 
einander senkrechten  Symmetrieebenen  in  einer  unendlich  ausgedehnten 
inkompressiblen  Flüssigkeit  ohne  den  Einfluß  beschleunigender  Kräfte 
ausführt,  vermittelst  Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen,  in  denen 
an  Stelle  der  Variablen  lineare  Funktionen  der  Zeit  treten,  dargestellt. 
Dabei  ist  noch  die  beschränkende  Voraussetzung  gemacht,  daß  der  An- 
fano-szustand  in  einer  bloßen  Translation  ohne  Rotation  bestehe. 
Kötter^^^)  hat  gezeigt,  daß  sich  der  genannte  Fall  der  Bewegung  auch 
ohne  diese  beschränkende  Voraussetzung  durch  Thetafunktionen  zweier 
Variablen  behandeln  lasse  und  ebenso  auch  jene  beiden  Bewegungen, 
aus  denen  man  die  Rotation  eines  starren  Körpers  um  einen  festen 
Punkt  im  leeren  Räume  für  den  durch  KowalewsJci^^'')  entdeckten 
Fall  zusammensetzen  kann,  in  welchem  nämlich  zwei  von  den  Haupt- 
trägheitsmomenten eines  Körpers  einander  gleich  und  doppelt  so  groß 
als  das  dritte  sind  und  der  Schwerpunkt  in  der  Ebene  ihrer  Achsen 
liegt.  Später  gab  Kotier  ^^^)  noch  eine  allgemeinere  Darstellung  der 
Richtungscosinus  zweier  orthogonaler  Koordinatensysteme  durch  Theta- 
funktionen zweier  Argumente,  welche  nicht  nur  die  bisher  erwähnten 
Fälle  in  sich  schließt,  sondern  auch  die  Jaco^eschen  Formeln  für  die 
Rotation  eines  starren  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt  liefert,  wenn 
man  zwischen  den  Modulen  der  Thetafunktionen  passende  Beziehungen 

192)  Acta  math.  9  (1887),  p.  73. 

193)  Samml.  v.  Formeln  usw.  p.  32. 

194)  Diss.  Erlangen  1878;  s.  auch  Merten,  Dias.  Marburg  1911. 
196)  Math    Ann.  14  (,1879),  p.  173. 

196)  J.  f.  Math.  109  (1892),  p.  51  u.  89,  vorher  Berl.  Ber.  1891,  p.  47;  Acta 
math.  17  (1893)  p.  209. 

197)  Acta  math.  12  (1889),  p.  177;  dazu  Kvtter,  D.  M.  V.  Jahreeb.  1  (1892), 
p.  65. 

198)  J.  f.  Math.  116  (1896),  p.  213;  vorher  Berl.  Ber.  1895,  p.  807;  ferner 
Berl.  Ber.  1900,  p.  79;  Juhnke,  J.  f.  Math.  119  (1898)  p.  234;  vgl.  Anm.  165. 
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annimmt.  Diese  allgemeineren  Formeln  gestatten  die  Lösung  weiterer 
Probleme  der  Mechanik,  wie  die  von  SteJdoff  und  Liopunoff  entdeckten 
integrablen  Fälle  der  Bewegung  eines  starren  Körpers  in  einer,  idealen 
Flüssigkeit. 

Ohnesorge^^)  beschäftigt  sich  mit  der  Darstellung  der  Bewegung 
von  drei  in  besonderer  Anordnung  befindlichen  Massenpunkten  durch 
Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen. 

73.  Das  Borchardtsche  arithinetisc]i-geoinetrisch.e  Mittel  aus 
vier  Elementen.^"**)  Man  bilde  aus  vier  Elementen  a,  b,  c,  e,  für  welche 

(449)  a>&>c>ß>0,     ae>bc 
ist,  durch  den  Algorithmus 

4aj  =  a-{-b-\-c-\-e, 

(450)  '         /-         /- 
2c,=yac  +  yVe, 

2e^=  yöTe  +  Ybc 
vier  Größen  a^,  \,  c^,  e^;  aus  diesen  durch  den  nämlichen  Algorith- 
mus wiederum  vier  Größen  ög,  b^j  Cj,  e^  usw.;  dann  nähern  sich  die 
vier  Größen  a„,  b„,  c„,  e„  mit  wachsendem  n  der  nämlichen  Grenze 
Qy  die  man  das  arithmetisch- geometrische  Mittel  der  vier  Elemente 
a,  b,  c,  e  nennt. 

Bezeichnet  man  andrerseits  die  Null  werte  der  geraden  Theta- 
funktionen mit  den  Modulen  a^^,  a^,  a^,  mit  c,  setzt  also,  indem  man 
unter  [a],  [ß],  [y],  [s]  speziell  die  vier  Th.  Char.      ' 

(451)   [.]  =  [«»],  m  =  [n]-M  =  K].  w  =  g:] 

versteht, 

(452)  ^[«]((oL  =  c„,  ^[^Ifoi  =  c^,  ^M((oi  =  c,,  ^W((oL  =  c„ 
bezeichnet  dagegen  mit   C  die  Nullwerte   der  nämlichen  Thetafunk- 
tionen mit  den  Modulen  2«^^,  2a^^,  ^a^i,  so  drücken  sich  die  Größen 
C  durch  die  c  aus  mit  Hilfe  der  Gleichungen^^) 

^CJ  =  cJ  +  c/-\-c/  +  c,^, 

(453)  ^  ^/  =  c„  c^  -f  Cy  c, , 
2C/  =  c„Cy-f  c^c„ 


199)  Progr.  Berlin  1889. 

200)  Berl.  Ber.  1876,  p  611  =  Ges.  W.  1888,  p.  327;  aucli  Bull.  sc.  math. 
1,  (1877),  I,  p.  337  und  Torino  Atti  12  (1876/7),  p.  283  =  Ges.  W.  1888,  p.  339; 
Schering,  J.  f.  Math.  85  (1878),  p.  115;  Hettner,  J.  f.  Math.  112  (1894),  p.  89. 

201)  Göpd,  Gl.  (18),  (19);  auch  aus  (196)  für  Pi=Pt  ==  1- 
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woraus  bereits  der  Zusammenliang' mit  dem  arithmetisch-geometrischen 
Mittel  ersichtlich  ist. 

Um  diesen  herzustellen  seien  mit  a,  b,  c,  e  vier  gegebene  posi- 
tive reelle  Größen  bezeichnet,  für  welche  die  Ungleichungen  (449)  be- 
stehen, und  es  seien  weiter,  indem 

(454)  ^  h  =  a-\-h-c-e, 

i  =  a  —  h  -\-  c  —  e, 
t  =  a  —  h  —  c-f-e 

gesetzt  wird,  sechs  Hilfsgrößen  definiert  durch  die  Gleichungen 

2  &'  =  }/^  +  j/ce,    26"  =  1/ab  —  yVt, 

(455)  2c  =  y'^^yhi,  2c"==yäz  —  yvt, 

2e'=y^  +  i/bc,  2e"  =  y^—yvt, 

endlich  sei 

(456)  £^^  =  ahceh'c'e'h"c"e" 

und 

dann  sind  für  das  zur  Irrationalität 

(458)  YW(x)  =  yx{x  -  a,)  {x  -  «7)1^-  u,)  {x  -  «3) 

gehörige  algebraische  Gebilde  vom  Geschlecht  2   die  Größen  cj,  eJ, 
Cy',  c,^  den  Größen  a,  h,  c,  e  proportional;  es  ist  also 

(459)  9c,^=-a,    gc^' =  1,    gc^' =  c,    gc,^  =  e. 

Durch  Anwendung  der  Transformation   2'«'^  Grades,  welche  von  Mo- 
dulen a  zu  den  Modulen  2  a  führt,  wird  dann 

(460)  ^C/  =  a„    gC;  =  h„    gC^'  =  c„    gC^  =  e, 
und  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Transformation,  da 

(461)  lim  ^[a]((oV«  •  •  •  =  lim  ^ W((o))2"a  =  1 

»  =  00  n  =  oo 

ist,  endlich 

(462)  lim  a„  =  lim  &„  =  lim  c„  =  lim  e„  =  ^ ; 

"  =  00  n  =  eo  n  =  oo  n  =  oo 

damit  ist  die  Existenz  des  arithmetisch- geometrischen  Mittels   nach- 
gewiesen. 

Zur  Berechnung  von  g  dient,  nachdem  man  bewiesen  hat,  daß 
das   auf  der   rechten    Seite   der   hier   folgenden    Gleichung   stehende 
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Doppolintegral  bei  der  geuaünten  Transformation  zweiten  Grades 
seinen  Wert  niclit  ändert,  die  Gleichung 

«1  «X 

(463)  -  =  fdx.  fdx.  -=^^%= . 

0  a. 

Weiteras  zum  F&llep  =  2  in  den  Nr.  94—99,  121  und  126—130. 

IX.  Der  hyperelliptische  Fall.^"^) 

74.  Das  Verschwinden  der  hyperelliptischen  Thetafunktionen. 
Eb  ist  für  die  Theorie  der  hyperelliptischen  Funktionen  zweckmäßig, 
einen  der  2p  -{-  2  Verzweigungspunkte  (Vp.)  cCq,  ccj,  .  .  .  «gp+i  ^^^  ^^r 
zugrunde  gelegten  zweiblättrigen  Riemannachen  Fläche,  etwa  a^,  als 
gemeinsame  untere  Grenze  aller  auftretenden  Integrale  1,  Gattung  zu 
wählen  und  es  sei  ^ 

(464)  <=/^^  (ii  =  h2,...p) 

gesetzt.  Wenn  also,  wie  bisher,  v  (e)  jenen  Wert  des  Integrals  v  be- 
zeichnet, für  welchen  die  Rietnann  sehe  Konstante  Jc^  den  Wert  Null 
hat  und  infolgedessen  die  Funktion 

(465)  &{{vi,)  -  Jk^.))) 

0^  wird  (vorausgesetzt,  daß  sie  nicht  identisch  verschwindet)  in  den 
p  Punkten  s  =  0^,  s^, .  . .  g^,  so  wird,  da  ^< 

(466)  VM  =  ^'^i^)  —  %M 

ist,  die  Funktion 

p 

»{v^  -2^v'>  -{p—  l)v{a,))) 

0^  für  ß  =  0^y  g^, .  .  .  2.  Nennt  man  nun  zwei  Punkte,  die  in  den 
beiden  Blättern  der  Riemannschen  Fläche  übereinanderliogen,  also 
Punkte  wie  z,  s  und  g,  —  s  „verbundene"  Punkte  und  bezeichnet  sie 
mit  0  und  z,  so  ist 

(467)  («;'  +  V')  =  (0) 
und  man  schließt  nun  leicht,  daß 

(468)  {(p-l)v{a,))=[n} 

202)  Prym,  Schweiz.  Nat.  Ges.  N.  Denkschr.  22  (1867);  Neumann,  „Riem. 
Th.";  Baker,  Amer.  J.  20  (18'J8),  p.  301  u.  Math.  Ann.  50  (1898),  p.  462  und  das 
im  Bull  8C.  naath.  12,  (1888),  p.  171  [auch  J.  f.  Math.  126  (1903),  p.  28.*{|  zitierte, 
dem  Verf.  nicht  zugängliche  Werk  von  Tikhomandritzky  über  die  Umkehrung 
der  hyperelliptischen  Integrale  (Charkow  1885). 
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ist,  wo  {»}  ein  vorerst  noch  unbekanntes  System  zusammengehöriger 
Halben  der  Periodizitäts modalen  bezeichnet.  Das  vorher  ausgespro- 
chene Resultat  über  die  Nullpunkte  der  Thetafunktion  lautet  aber 
jetzt  dahin,  daß  die  Funktion 

(469)  »[n](lv'  —^v'y^ 

(falls    sie   nicht  identisch   verschwindet)   0^  wird  in   den  p  Punkten 

e^,  2^, .  .  .  e  ,  sich  also  ebenso  verhält  wie  früher  die  Funktion  (465), 

Es   ist   infolgedessen  nach   dem  Biemannschen   Satze  in  Nr.  46 

^  W  W  =  ^;  wenn  bei  beliebiger  Wahl  der  p  —  1  Punkte  »?i.  '»?3, .  •  •  »?p_i 

(470)  (r)::(^\"^) 

ist;  und  wenn  bei  gegebenem  Wertesysfem  (r)  in  der  Punkte  t]  will- 
kürlieh gewählt  werden  können,  so  verschwindet  für  (y)  =  (r)  nicht 
nur  die  Funktion  ■9"[w]((ü)),  sondern  es  verschwinden  auch  alle  ihre 
partiellen  Derivierten  der  1'*",  2^*^, .  . .  m^"'^  Ordnung,  aber  nicht  mehr 
alle  Derivierten  der  m  -\-  \^^  Ordnung. 

Wenn  nun  unter  den  p  —  1  Punkten  ri  m  Paare  verbundener 
Punkte  vorkommen,  so  können  wegen  (467)  diese,  also  in  (469) 
m  Punkte  willkürlich  gewählt  werden;  daraus  folgt  aber,  daß  für 

(471a)  {r)=:^X2v'^') 

und,  da  immer  noch  einer  von  den  übrig  geb^ebenen  Punkten  ri  in 
den  Grenzpunkt  «,,  fallend  angenommen  werden  kann,  auch  für 

p-2m-8 

(471b)  (r)  =  (^ü''0 

1 

bei  beliebiger  Lage  dieser  p  —  2m  —  1  bzw.  p  —  2in  —  2  Punkte  ^ 
die  Funktion  •^[w][r))  samt  allen  ihren  Derivierten  der  1*®°,  2'*'',  ... 
m**",  aber  nicht  mehr  der  m  -{-  l"""  Ordnung  verschwindet. 

Für  die  Funktion  (469)  aber  schließt  man,  daß  sie  als  Funktion 
von  z  identisch  verschwindet,  sobald   unter  den  p  Punkten  ^1,-^3,.  . 
Zj^  auch  nur  ein  Paar  verbundener  Punkte  sich  befindet,   daß  sie  da 
gegen  in  den  genannten  p  Punkten  und  nur  in  ihnen  0^  wird,  wenn 
unter  ihnen  keine  verbundenen  Punkte  vorkommen. 

Das  System  («-')  der  p  Integrale  v^,  ü/, .  .  .  v^  wird,  wenn  an  Stelle 
von  s  einer  der  Vp.  der  7?/emaMWschen  Fläche  gesetzt  wird,  einem 
Systeme  zusammengehöriger  Halben  der  Periodizitätsmodulen  gleich. 
Läßt  man  an  Stelle  von  z  der  Reihe  nach  die  2p  -\-  i  Vp.  «,,  «,,  ... 
"sp+i   treten,   so    erhält   man    aus    (v')   2p  -\-  \  Systeme   zusammen- 
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gehöriger  Halben  der  Periodizitälsmodulen,  deren  Per.  Char.  mit  (aj, 
(ttj),  .  .  .  (a^jj^i)  bezeichnet  seien. 

V 

Versteht  man  unter  {^(i)  die  Summe  von  irgend  v  unter  ihnen, 
so  ergibt  sich  aus  dem  vorigen,  daß  eine  Funktion 

p  —  2  m  —  1  p— 2  m— 8 

'^[w +^a]((ü))     und     ^[n+^a]((4 
für  {v)  =  (0)  samt  allen  ihren  Derivierten  der  l*«"»,  2*"", .  .  .  m**°,  nicht 
aber  der  m  -\-  1**°  Ordnung  verschwindet,  und  man   schließt  hieraus, 
daß  alle  Th.  Char.  von  den  Formen 

p— 4m— 1  p— im— 2 

[n+^a]     und     [w +^a]       (w  =  0,  1,  2,  .  .  .) 
ungerade,  alle  Th.  Char.  von  den  Formen 

p  p— 4m— S  p — 4m — 4 

[w  +.^^]>    [**  +-^öt]    und    [n  +^a]     {m  =  0, 1, 2, . . .) 

gerade  sind,  daß  aber  von  allen  Thetanullwerten  nur  die  (  j  Größen 

p 
0-[w  +^a]((0))  von  Null  verschieden  sind. 

E&  ergibt  sich  jetzt  sofort,  daß  irgend  zwei  der  Per.  Char.  (a)  zu- 
einander azygetisch  sind,  die  2 j?  +  1  Per.  Char.  (a^),  («j), . .  .  (a2p+i) 
also  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  bilden,  und  [n]  ergibt  sich  als  die  Summe 
der  ungeraden  unter  den  \a\. 

Das  F.  S.  (a^,  (a^),  .  .  .  (a^p^i)  hängt  von  der  Zerschneidung  der 
jßiemawwschen  Fläche  ab;  durch  deren  passende  Wahl  kann  an  seine 
Stelle  jedes  überhaupt  existierende  F.  S.  von  Per.  Char.  treten. 

Bezüglich  des  Verschwindens  der  hyperelliptischen  Thetafunk- 
tionen aber  erhält  man 

für  2?  =  3  die  eine  Bedingung,  daß  für  {v)  =  (0)  die  gerade 
Funktion  '0-[w]((v))  verschwindet, 

für  jP  =  4   die  10  Bedingungen,   daß  für  (v)  ==  (0)   die  geraden 

1 
Funktionen  '9-[«]((v))  und  d-[n  -\-^a]lv}  verschwinden, 

für  ^  =  5  die  66  Bedingungen,  daß  für  (v)  ==  (0)  die  66  geraden 

1  2 

Funktionen  &[n  -}-^a]{{v]j  und  ^[w  +^a]((v))  verschwinden  und  noch 
die  weiteren  Bedingungen,  daß  für  (v)  =  (0)  die  5  ersten  partiellen 
Derivierten  der  ungeraden  Funktion  '0"[w]((t;))  verschwinden;  usw. 

Beachtet  man,  daß  die  Anzahl  der  Modulen  der  allgemeinen 
p-i&ch.  unendlichen  Thetareihe  |p(p  -}-  1),  die  Anzahl  der  wesent- 
lichen Konstanten  des  hyperelliptischen  Gebildes  vom  Geschlecht  p 
aber  2p  —  1  beträgt,  so  ergibt  sich  als  die  Anzahl  der  zwischen  den 
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Modulen  einer  hyperelliptischen  Thetafuiiktion  bestehenden  wesent- 
lichen Relationen  |(p  —  l)(p  —  2),  d.  i.  1  im  Falle  p  =  d,  3  im  Falle 
p  =  4,  6  im  Falle  p  =  5.  Vergleicht  man  diesß  Zahlen  mit  den 
obigen,  so  erkennt  man,  daß  die  oben  angegebenen  Bedingungen,  so- 
bald J9  >  3  ist,  nicht  unabhängig  voneinander  sind,  sondern  sich  auf 
weniger  reduzieren  lassen  müssen.^"^) 

75.  Zuordnung  der  Wurzelfunktionen  zu  den  Per.  Char.  Die 
Zuordnung  von  Wurzelfunktionen  zu  den  Per.  Char.  wird  am  einfach- 
sten an  einen  Thetaquotienten  von  der  Form 

(472)  Q  =  'J'^^-^M 

geknüpft,  bei  dem  {^aj  die  Summe  von  irgend  p — 1,  (a')  aber 
eine  davon  verschiedene  p^"  Per.  Char.  des  F.  S.  bezeichnet  und  der, 
da  Zähler  und  Nenner  in  den  p  —  2  Vp.  «^  gleichzeitig  verschwinden, 
0^  wird  nur  in  dem  zu  (a')  gehörigen  Vp.  u,  oo^  in  «q,  so  daß 


(473)  «  =  'l/f^^ 

ist,  wo  c  eine  von  0  freie  Konstante  bezeichnet.  Ist  (a')  ={  \  \"'  K\ 

SO  erlangt  Q  an  den  Querschnitten  die  folgenden  Faktoren:  es  ist 


203)  Daß  schon  Rosenhain  auf  die  Schwierigkeiten  hingewiesen  hatte, 
welche  der  Ausdehnung  seiner  Theorie  der  ultraelliptischen  Funktionen  auf  be- 
liebiges p  deshalb  entgegenstehen,  weil  bei  größerem  p  die  Anzahl  der  Modulen 
der  Thetareihe  über  die  Anzahl  der  wesentlichen  Konstanten  dea  hyperellipti- 
schen Gebildes  hinausgeht,  ist  bereits  in  Nr.  6  erwähnt  worden.  Welcher  Art  die 
besonderen  Bedinoungen  sind,  denen  die  Modulen  der  hyperelliptischen  Theta- 
funktionen  genügen,  haben  Biemann  [„Vorl.",  dazu  Prym,  Schweiz.  Nat.  Ges.  N. 
Denkschr.  22  (18Ü7)]  und  Weierstraß  [Math.  W.  1  (1894),  p.  143,  dazu  Königs- 
berger, J.  f.  Math.  64  (1865),  p.  25,  und  Pringsheim,  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  435] 
sehr  früh  erkannt.  Daß  diese  Bedingungen  auch  hinreichende  sind  und  daß 
man  im  Falle  ihres  ErfüUt-eins  von  den  zwischen  den  Thetafunktionen  beotehen- 
den  Relationen  aus  in  der  gleichen  Weise,  wie  es  von  Rosenhain  im  Falle  p  =  2 
geschehen  ist,  zu  den  Differentialgleichungen  des  ümkehrproblems  gelangen  kann, 
haben  für  p  =  S  Schotiky  („Abr."  p.  147)  und  für  p  =  4  Pringsheim  (a.  a.  0.)  ge- 
zeigt. Die  Reduktion  der  10  Bedingungen  im  Falle  p  =  ^  auf  3  ist  von  Noether 
[Math.  Ann.  14  (1879),  p.  293],  ebenso  der  71  Bedingungen  im  Falle  p  =  5  auf 
6  von  dem-elben  [Math.  Ann.  16  (1880),  p.  337]  durchgeführt  worden. 

Weierstraß  [bei  Königsberger,  J.  f.  Math.  87  (1879),  p.  189]  hat  darauf 
hingewiesen,  daß  zwar  durch  eine  lineare,  nicht  aber  duich  eine  Transformation 
höheren  Grades  aus  einer  hyperelliptischen  Thetafunktion  wieder  eine  hyper- 
elliptische hervorgehe;  vgl.  dazu  Königsbergs;  Mein  Leben  (1919),  p.  170. 
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(474)  längs  a,:      (i^  =  {-l)'.Q-,  („^ig,...^) 
'                          längs  b,:      Q^  =  (-1Y,Q-  '   '      '^' 

und  es  ist  daher  

der  Per.  Char.  (a)  die  Wurzelfunktion  1/  — 

^    ^  TZ — «0 

zugeordnet.    Da  man  nun  weiter  jede  beliebige  Per.  Char.  in  der  Form 

m 

{^a)  darstellen  kann,  so  kann  man  auch  jeder  Per.  Char.  eine  Wurzel- 
funktion zuordnen,  nämlich 

m  /    m 

der  Per.  Char.  {^a^)  die  Wurzelfunktion  |///^^- 

76.    Zuordnung    der   "Wurzelformen   zu    den    Th.   Char.     Sind 
p  —  1  Punkte  Vi>  V2> '  •  •  Vp-i  ^^  gewählt,  daß 

(475)  (^t-?')--^{«}, 

d.  h.  einem  Systeme  zusammengehöriger  Halben  der  Periodizitäts- 
modulen  kongruent  ist,  so  verschwindet  -^[w«]!?^')),  falls  es  nicht  iden- 
tisch verschwindet,  in  ^  =  ofo  und  den  p  —  1  Punkten  0  =  i^i,  t;,,  . . . 
rj  i  und  der  Th.  Char.  [ns]  wird  jene  Wurzelform  Y^  zugeordnet, 
für  welche  9?  in  den  p  —  1  Punkten  rj  0'  ist.  Nimmt  man  nun  für 
die  tj  p  —  1  Vp.  a,  so  wird 

(476)  (^'t^S:-Ö«J 

und  man  erhält  jeder  ungeraden  Th.  Char.  von  der  Form  [w  -\-^a^] 

eine  Wurzelform  r  JJ{2  —  ccj)  zugeordnet.  Läßt  man  von  den  p  —  1 
Vp.  a^  einen  mit  «^  zusammenfallen,   so   erscheint  jeder  ungeraden 

p  -  2  -|  /  ^-i 

Th.  Char.  von  der  Form  [n  +^aj  eine  Wurzelform  V  Il{z  —  «J 
zugewiesen,  bei  welcher  jetzt  unter  den  p  —  1  Faktoren  2  —  a^  auch 
der  Faktor  z  —  Kq  auftritt,  und  man  hat  also  den  ungeraden  Th.  Char. 

p-X  p-i 

von  den  Formen  [n  -\-^a\  und  [n  -\-^a]  gleichmäßig  Wurzelformen 

JJ[{z  —  a)  zugeordnet  erhalten. 
Läßt  man  weiter  in  (475)  an  Stelle  zweier  der  Punkte  iq  ein  Paar 
verbundener  Punkte  e^  und  z^^   treten,    so  erscheint  jeder  Th.  Char. 

p-3  p-4 

[n  -\-^a\  und  [n  +^a],  die  alle  gerade  Th.  Char.  sind,  für  welche 
aber  die  Funktion  ö^[«]((<^))  und  auch  alle  ihre  ersten  partiellen  Deri- 
vierten  für  (v)  =  (0)  verschwinden,  eine  einfach  unendliche  Schar  von 


V 
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-j  /^l 
Wurzelformen  {z  —  z^  V  JJ{z  —  cc)  zugeordnet,  da  z^  willkürlich  ge- 
wählt werden  kann. 

P-5  p-6 

Jeder  der  ungeraden  Th.  Char.  [w  +^a]  und  [n  +^a],  für 
welche  außer  der  Thetafunktion  selbst  alle  ihre  ersten  und  zweiten 
partiellen  Derivierten  für  (v)  =  (0)  verschwinden  und  zu  denen  wir  ge- 
langen, wenn  wir  annehmen,  daß  unter  den  p  —  1  Punkten  ^  zwei  Paare 
z^,  Zi  und  Z2,  Z2  verbundener  Punkte  auftreten,  erhalten  wir  eine  zwei- 

-1  /  p  -  5^ 

fach  unendliche  Schar  von  Wurzelformen  (z  —  Zi){z  —  z^)  V  JJ(z cc) 

zugeordnet  und  allgemein  wird,  unter  der  Annahme  des  Vorkom- 
mens von  m  Paaren  verbundener  Punkte  unter  den  7;,  jeder  Th.  Char. 

p-2m-l  p—im—i 

[n  -j-^a]  und  [n  -\-^a]  eine  w  fach  unendliche  Schar  von  Wurzel- 

yp-ini^ 
Uiz  —  cc)  zugeordnet. 

Fährt  man  so  fort,  so  werden  endlich  bei  geradem  p  den  Th.  Char. 
8  2 

[w  +^a]  und  [n  -\-^a]  die  }p  —  2 -fach  unendlichen  Scharen  von 

Wurzelformen  {z  —  z,){z  —  z,)  .  . .  {z  —  !Sx„_.)V  fliz  —  «)  und  den 

1  »"^ 

Th.  Char.  [n  +^a]  und  [w]  die  \p  —  1-fach  unendlichen  Scharen  von 
Wurzelformeu  {z  —  z^)  {z  —  z^)  .  . .  {z  —  z:^^_^yz  —  a  zugeordnet, 
wo  dem  früheren  entsprechend  im  Falle  der  Th.  Char.  [w]  die  Wurzel 
yz  —  Kq  zu  nehmen  ist. 

Bei    ungeradem   p    dagegen   werden    schließlich    den   Th.   Char. 
2  1 

[w  +2a\  und  [w  -f^a]  die  \{j?  —  3) -fach  unendlichen  Scharen  von 

Wurzelformen  (z  —  z,){z  ~z,)...{z  —  Sp-z)Y  lliii  —  «)  und  end- 

2  ' 
lieh  der  Th.  Char.  [w]  die  |(p  —  l)-fach  unendliche  Schar  (^—^J(;&— ;?,)... 
{z — Zp-\)  zugewiesen. 


3 


Daß  der  Th.  Char.  [w]  in  der  Tat  die  Wurzelform  y{z  —  cCq)p-'^ 

p— 
entspricht,  erhellt  auch  daraus,  daß  nach  Nr.  75  einer  Per.  Char.  (^a) 

eine  Wurzelfunktion  V  ^;^^  ^^  "^  entspricht,  also  die  relative  Zuord- 
nung der  Wurzelformen  V  II{z~a)  zu  den  Per.  Char.  (^a)  ihre 
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P-i 
absolute  Zuordnung  zu  den  Th.  Char.  [n  -\-^a]  liefert,  wenn  man 
der  Wurzelform  y(z  —  «o)'''"^  ^^®  '^^^  Ctar,  [w]  zuweist;  es  steht  diese 
Zuordnung  aber  endlich  auch  in   direkter  Übereinstimmung  mit  der 
Gleichung  (468). 

Im  Vorigen  ist  der  Vp.  a^,  der  als  gemeinsame  untere  Grenze 
der  Integrale  v*  gewählt  wurde,  vor  den  2p  -{-  1  übrigen  bevorzugt. 
Will  man  dies  vermeiden,  so  wird  man  von  dem  F.  S.  von  Per.  Char. 
(a,),  (aj), .  .  .  («äp  +  i)  durch  Hinzunahme  der  uneigentlichen  Per.  Char. 
(0)  und  Addition  einer  beliebigen  Th.  Char.  [a^]  zu  eiuem  F.  S.  von 
2  p  -\- 2  Th.  Char.  [uq],  [a[],  .  .  .[a'^p+i]  übergehen,  welche  jetzt  den 
2p  -\- 2  Vp.  «(,,«,,...  «gp+i  entsprechen.  Jede  beliebige  Th.  Char.  [«] 
kann  (vgl.  Nr.  27)  durch  die  2p  -\- 2  Th.  Char.  [a]  auf  zwei  Weisen 
in  der  Form  p-sm  +  i  p  +  2m  +  i 

(477)  [s]  =  [n  +^a']  =  [n'  +^a'] 

dargestellt  werden,  wo  [n]  =  [n-\-(p  +  l)ao]  ist  und  wo  jedesmal  in 
den  beiden  Darstellungen  zusammen  jede  der  2^  +  2  Th.  Char.  [a] 
und  jede  nur  einmal  auftritt.  Dieser  doppelten  Darstellung  tritt  jedes- 
mal eine  Zerlegung  von 

(478)  s=y{2  —  cc,){2  —  «0  .  . .  {i-^ctip^t) 
in  zwei  Faktoren  a_2„.+i ats^^i        ' 

(479)  s=v  n{^—^)-y  /7(^— «) 

an  die  Seite,  in  denen  zusammen  alle  2p  -\- 2  Linearfaktoren  e  —  a 
auftreten,  und  es  entspricht  in  diesem  Sinne  jeder  Th--  Char.  [s],  also 
auch  jeder  Thetafunktion  ^[«]((f)),  eine  Zerlegung  von  s^  in  zwei  Fak- 
toren von  den  Graden  ^  —  2^  +  1  undp  +  2w  +  l  (Nr.  94);  jede 
der  beiden  Wurzelformen  aber,   die   dabei  auf  der  rechten  Seite  von 

(479)  auftreten,  charakterisiert  die  w-fach  unendliche  Schar  der  der 
Th.  Char.  [s]  zugeordneten  Wurzelformen.  Nur  die  den  Zerlegungen 
von  s  in  zwei  Faktoren  gleichen,  nämlich  p  +  l*^*"  Grades  entsprechen- 
den Thetafunktionen  verschwinden  für  (ü)  =  (0)  nicht. 

77.  Darstellung  von  Thetaquotienten  durch  'Wurzelfunktioneii. 
Greift  man  aus  den  2p  +  1  Vp.  «i,  «2,  •  •  •  «sp+i  irgendeine  gerade 
Anzahl,  2m,  heraus,  teilt  sie  in  zwei  Gruppen  zu  je  m,  a[, . .  .  a'm 
die  eine,  «'/,  .  .  .  «,''  die  andere,  und  bezeichnet  mit  (aj),  .  .  .  (a^)  und 
(a'j'), .  .  .  {a^)  die  ihnen  nach  Nr.  75  zugehörigen  Per.  Char.,  so  wird  der 
Thetaquotient  ^        ^  ,-, //       ^^'%,  W 

(480)  q{z)  = 


*[«+^«"]((^+-5''''')) 
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da  sein  Zähler  und  sein  Nenner  in  den  p  —  m  mit  ^, , .  .  .  ^         ver- 

j-  1.7  p  ~~7n 

bundenen  Punkten  s^,  .  .  .  I-,_^  gleichzeitig  verschwinden,  0^  nur 
für  z  =  a[,  .  .  .  tt'ni,  oo^  nur  für  .2  =  a", .  .  .  a",,  und  da  er  an  allen 
Querschnitten  zweite  Einheits wurzeln  als  Faktoren  annimmt;  so  ist 

wo  c  von  z  unabhängig  ist.  Setzt  man  daher,  indem  man  noch  z 
mit  Zq  bezeichnet, 

»['•+i«']fi"'0)  P-»      ,. r^-, r. 

*[„+^a--]((V.))  ""  ^  (^-«.)...(',-0' 

so  ist  Co  nun  auch  von  Zi,  -  •  •  Zp_^  unabhängig  und  kann  folgender- 
maßen bestimmt  werden. 

Man  teile  die  2p-\-2  —  2  m  von  den  a  und  a"  verschiedenen 
Vp.  «0?  «^i»  •  •  •  «2p  +  i-8m  irgendwie  in  2  Gruppen  von  je  p  +  1  —  m 
und  bezeichne  die  Punkte  der  einen  Gruppe  mit  aT  {X  =  0,l,...p  —  m), 
die  der  anderen  mit  aV^  Läßt  man  dann  in  (482)  an  Stelle  der  Punkte 
Zi  das  eine  Mal  die  Punkte  a^\  das  andere  Mal  die  Punkte  aJi"  treten, 
so  erhält  man  zwei  Gleichungen,  auf  deren  linken  Seiten,  von  gewissen 
vierten  Einheitswurzeln  abgesehen  *°^),  die  Zählerfunktion  der  zweiten 
mit  der  Nennerfunktion  der  ersten  und  umgekehrt  übereinstimmt  und 
aus  denen  durch  Multiplikation 

C483)  c^  =  £  l/^EIÄEZ) 

durch  Division 

m  p  —  rii 

(484)  ? ,-|/ÄV'».a)A(a'",0 

^         ^  "»  p-m  '    y    A(a^»',  a")A(a:(i',a') 


*'[«+^a"H-^ai 


0 


sich  ergibt,  wo  A(a')  die  Diskriminante  der  m  Größen  <x[,  .  .  .  a'^j 
A(cc,  a")  die  Diskriminante  der  2p -{-2  —  m  Größen  «oj^iv  • '^'sp  +  i-jmJ 
«1,  .  .  .  cc"^  usw.,  endlich  A(a(^),  a)  die  Diskriminante  der  ^  -|-  1  Größen 
^q\  ^i\  •  • '  <^^lmt  o^'i, '  ■  ■  0^'rn  bezeichuct,  s,  s  aber  leicht  angebbare  vierte 
Einheitswurzeln  sind. 

Durch  (483)   ist  die  auf  der  rechten  Seite   von  (482)  stehende 
Konstante  Cq  bis  aufs  Vorzeichen  bestimmt;  durch  (484)  wird  der  Quo- 

204)  Bezüglich  dieser  siehe  Prym,  a.  a.  0.  p.  40. 
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p 
tient  der  Null  werte  von  zwei  beliebigen  Funktionen  d-^[n  -\-  Sa]  iivl} 
durch  die  Verzweigungspunkte  ausgedrückt. 

In  (482)  sind  zwei  bemerkenswerte  Fälle  enthalten,  in  deuen  das 
Resultat  eine  besonders  einfache  Gestalt  annimmt. 

Wird  erstens  m  =  p  genommen,  so  erhält  man 


P  -t/{z  —  a\)...{e  —  a'p) 

(485) It-i^l^''-^^  =7i  ^  ^'~ ""^  ■■•^'~  "'^ 


wo  Uq,  a^,  tt\,  .  .  .  a'p,  a",  .  .  .  a'p  die  sämtlichen  2p  ■{-  2  Vp.  bezeichnen 
und  1^  eine  achte  Einheitswurzel  ist. 

Wird  zweitens  w  =  1  genommen,  so  erhält  man,  wenn  man  noch 
Zq  durch  Zj,  ersetzt,  

wo  «(,,  «j,  .  .  .  ttgp.i,  «',  a"  die  sämtlichen  2p-\-2  Vp.  sind  und  ri  wie- 
der eine  achte  Einheitswurzel  bezeichnet.    Setzt  man  jetzt 

(487)  /7(^-«..)  =  /*(^), 

f  =0 

so  erhält  man  aus  (486)  auch  , 


(486)  -^—  =  V  ■  i^.^-T^ 


Hn  +  a}({2v'^))  n]/\ 


(488)  \ =  n  •  -\T=7rr7-  ■ 

nn+«"]((>))     v-m 

78.  Darstellung  von  Thetaquotienten  durch  Wurzelfunktionen, 
Fortsetzung.    Dem  Quotienten 

2m  p  . 

(489)  Q{z)  = : ^-^ 


Hn]{{v'-\-2''''} 


1 
ist  nach  Nr.  76  die  Wurzelfunktion 


C490^  y(g-«i)  --(^-««m) 

zuzuordnen.    Setzt  man  daher 

(491)  _     (z-a,)...{z-a,J=g{0), 

so  ist  ^(^)|/5r(;er)    eine   Funktion    der  Klasse    und    läßt    sich,    da  sie 
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außer  im  Unendlichen  nur  in  den  Punkten  z  =  z^,z^,  .  .  .z  unendlich 
wird,  die  2m  Vp.  «i,  «2>  •  •  •  *^sm  ^.ber  als  Nullpunkte  hat,  in  der  Form 

(492)  «(.);^(.)  =  Ä>i|£'.._i., 

Q{z)  selbst  also,  wenn  man  noch 

(493)  vkr^^"^ 

setzt,  in  der  Form 

(494)  Qiz)=  ^•^^i5!?l+ iii)]/??) 

{z      z^) . .  .{z  —  z^ 

darstellen,  wo  die  ganzen  rationalen  Funktionen  p{z)  und  q{z)  der 
doppelten  Bedingung  zu  genügen  haben,  daß  Q(z)  im  Unendlichen 
nicht  mehr  unendlich  wird  und  auch  nicht  in  den  Punkten  z,,Za,...z  . 
Die  erste  Bedingung  verlangt,  daß  p{z)  höchstens  vom  Grade  p  —  m 
und  q{z)  höchstens  vom  Grade  w  —  1  sei,  die  letztere  aber,  daß  die 
so  entstehende  Zählerfunktion 


(495)  Z  =  (po  +  p,^  +  . . .  +  p^_,,zP-"^)y^) 

+  (?o  +  ^i^  +  •  •  •  +  ^m-^^-'WW) 
Null  werde  für  z  =  z^y  z^,  .  .  .  z^,  woraus  sich 

(496)  Z=cA 
ergibt,  wo  A  die  Determinante 


(497)  A  = 


V9(a)  ^yg'M  ■  •  •  ^r"'V9M  VH'^i)  ^.VK^i) - •  •  ^"^-'VK^x) 


bezeichnet.    Setzt  man  dann 

(498)  - 1^ ^—     =c„. ^ 

wo  A(^,  z^, .  .  .  z^   die  Diskriminante   der  p  +  1  Größen  z,  z^,  .  .  .  z 
bezeichnet,  so  ist  Cq  auch  von  z^fZ^,  .  .  .  z^  unabhängig  und  kann  be- 
stimmt werden,  indem  man  für  die  ^  -f-  1  Punkte  Zi,  z^, .  . .  z^  spezielle 
Lagen  wählt. 

Setzt  man  etwa 

(499)  z  =  «0,  r,  =  «,,..  .  r„=  a„,  z^^^  =  «2^^,,  . . .  -p^==  «„^+^, 
so  kann  die  linke  Seite  von  (498)  mittelst  (484)  durch  die  Vp.  aus- 
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credrückt  werden  und  man  erhält,  wenn  man  aucli  rechts  die  3  durch 
die  Werte  (499)  ersetzt  und  der  Vereinfachung  wegen  statt  ccq  hier 
«2p +2  schreibt,  

fOrV)  c    iV^K  »  «81  •  •  •  «aiJ'^C^am  +  n  "»wi-t-ii  •  •  •  «ij +  »)  ^ 

^^      ^  "         y  A(ai,aj,...a,p  +  j) 

79.    Lösung    des    Jacobischen    Umkehrproblems.     Wenn    die 
p  Punkte  0xi^i^  ■  -  -^p  ^^^  gegebenen  Werten  w^,  u\,  ■  -  • '^'p  a^s  cL^m 

Kongruenzensystem 

p 

(501)  (^t^O  =  («*') 

zu  bestimmen  sind,  so  liefert  die  Gleichung  (488),  wenn  man  in  ihr 
die  unbekannten  Punkte  ZxyZ^,...ep  einführt,  sofort  die  Gleichung 

(502)  fJ,J^=^or  —  '  K  ~rF^)U[n  +  a"]W/  ' 

wo  rechts  alles  bekannt  ist  (auch  die  vierte  Einheitswurzel  s)  und 
woraus  man,  indem  man  für  a,  a"  verschiedene  Paare  von  Vp,  treten 
läßt,  genügend  viel  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 
Bx^e^f-Zp  ableiten  kann. 

Man  kann  aber  der  Lösung  des  Umkehrproblems  noch  eine  an- 
dere Form  geben.    Setzt  man 

(503)  F{ß)  =  {s  —  3^{s  —  z^...{z  —  z^, 
so  erhält  man  «   , ,  , 

(504)  m-,^,ri^'  z-u, 

und  hieraus  durch  Anwendung  von  (502) 

Man  erkennt  daraus,  daß  man  die  'p  Wurzeln  der  Gleichung  F{z)  =  0, 
d.  h.  die  p  gesuchten  Werte  Zx,z^,...Zj,  auch  als  die  Wurzeln  der 
Gleichung  g^^^ 

(^c\c\  V  __£!!__     »'[**  + «r]M      f(g)    _Q 

definieren  kann,  wobei  (a)  irgendeine  der  2p  -{■  \  Per.  Char.  des  F.  S. 
ist.  Diese  Gleichung  löst  also  das  Umkehrproblem,  soweit  es  die  Be- 
stimmung der  Werte  z^,  z^,  .  .  .  Zp  angeht. 

Nachdem  diese  Werte  bestimmt  sind,  handelt  es  sich  um  die  Er- 
mittlung der  zugehörigen  Werte  s^,  5g, .  .  .  s^. 
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Zu  dem  Ende  gehe  man  auf  die  Formel  (498)  zurück  und  setze 
darin  w  =  1.    Man  erhält  dann 

2  P  ., 

W  1  "  A, 


(507) 

wobei 

(508) 

und 

(509)      Ai  = 


p 


'1     A{z,z^,...Zp)' 


^'■-'^''W     ,1;, 


endlich 

(510)  5'(^)  =  (^  —  «i)(^  —  «2) 

ist.  Setzt  mau  g  =  «o;  so  wird  die  linke  Seite  von  (507)  bekannt^ 
die  rechte  Seite  aber  zu  einer  linearen  Funktion  von  s^,  s„,  .  .  .  s^  mit 
bekannten  Koeffizienten  und  mau  erhält,  indem  man  für  a^,  a,  ver- 
schiedene Paare  von  Yp.  setzt,  genügend  viele  lineare  Gleichungen  zur 
Bestimmung  von  s^,  s^,  •  ■  ■  s^. 

80.  Additionstheorem  der  hyperelliptischen  Thetafunktionen. 
Mau  teile  die  22)  +  2  Th.  Char.  eines  F.  S.  in  zwei  Hälften  [«„], 
Kl  •  •  •  Kl  die  eine,  [a^^.l  [a^^,],  .  .  .  [a^p  +  i]  die  andere,  nenne  [«„], 
[«ij, .  .  .  K-i]  die  r  ^2p  Th.  Char.  des  Systems  mit  der  Basis  [aj, 
•  •  .  [«p];  dagegen  [b^],  [h,], .  .  •  [&,_il  die  r  =  2p  Th.  Char.  des  Systems 
mit  der  Basis  [a^+J,  ■  •  •  [a^p  +  i]  und  bezeichne  mit  [w]  die  Summe  der 
ungeraden  (oder  geraden)  unter  den  2p  -{- 2  Th.  Char.  [a],  mit  [tj^]  die 

Th.  Char.  M  =  [^«0«!  ■■■%]  —  [«S  +  iS+'^  •  •  •  «2i>+tl  ™i*  [^]  ^^®^ 
eine  beliebige  Th.  Char.  Bildet  man  dann  aus  den  zugeordneten  hyper- 
elliptischen Thetafunktionen,  während  man  unter  den  u,v,  tc  unab- 
hängige Variablen,  unter  {q),  {ö)  beliebige  Per.  Char.  versteht,  die  Aus- 
drücke (165),  so  bestehen  zwischen  diesen  die  Gleichungen 

r-l 

(511) 


y^ 


^=0 

r-l 

=^  K/o;  ^^J  %6J  • 


"^j 


Vermittelst  dieser  Gleichungen  kann  man  jede  der  (  ^J"  j  von  Null 

Esoyklop.  d.  math.  WisBensoh.    II  2. 


60 
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verschiedenen  Größen  y  auf  2  •  2^  Weisen  durch  je  2p  Größen  x  aus- 
drücken ^os). 

Aus  den  Formeln  (511)  ergeben  sich  für  (tv)  =  ( —  «;),  indem 
man  zwei  Formeln  mit  der  gleichen  Charakteristik  [^  -|-  q]  durch- 
einander dividiert,  Additionstheoreme  für  die  Quotienten  hypereUip- 
tischer  Thetafunktionen,  für  (v)  =  (w)  =  (0)  dagegen  Relationen  zwi- 
schen diesen  Funktionen  *''^).    Man  erhält  daraus  endlich  auch  die 

81.  Verallgemeinerung  der  Bosenhainsclien  Differentialformeln 

für  den  hyp erelliptischen  Fall  beliebigen  Gesehleohts.  Durch  Addi- 

p 
tion  einer  Per.  Char.  von  der  Form  (n  +^  a)  zu  den  2  p  -\-  2  Th.  Char. 

[^o]>  [*i]>  •  •  •  [^2p+i]  ßiiißs  ^-  S-  entsteht  stets  ein  F.  S.,  das  aus  p  un- 
geraden und  p  -\-  2  geraden  Th.  Char.  besteht,  und  man  erhält  auf 
diese  Weise  alle  derartigen  F.  S.  eines  Komplexes. 

Bezeichnet  man  nun  die  p  ungeraden  Th.  Char.  des  F.  S.  mit 
[A,\  IA,1 .  .  .  [^J,  die  p  +  2  geraden  mit  [B,\,  [J5,],  .  .  .  [^^^g]  und  be- 
zeichnet  weiter  den  Wert,  den  die  aus  den  partiellen  Derivierten  der 
p  ungeraden  Thetafunktionen  ^[^,,]((t;|  gebildete  Determinante 

i---^      I  (/*,»/  =  1,  2,...  lO 

für  {v)  =  (o)  annimmt,  mit  [A^,  A^, .  .  .  Ap\,  so  ist 

(512)  iA„  A„...  A^]  =  ejrMB^]{{ol 

wo  «  =  +  1  ist^o^).  ^    ' 

82.  Anwendungen.  In  seiner  Preisschrift  von  1867  hat  Schwarg^^^) 
diejenige  Minimalfläche  untersucht,  die  durch  ein  von  4  gleichlangen, 

205)  Die  Formel  (511)  wurde  zuerst  von  Weierstraß  angegeben  [vgl.  Königs- 
herger, J.  f.  Math.  64  (1865),  p.  27];  später  hat  sie  Prym  („Riem.  Thetaf.",  p.  94) 
aus  der  i2i«maw« sehen  Thetaformel  abgeleitet. 

206)  Vgl.  dazu  Pringsheim,  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  435.  Den  Thetarela- 
tionen  entsprechen  wieder  Relationen  zwischen  Wurzelformen  wie  umgekehrt; 
dazu  Brioschi,  Ann.  di  Mat.  1  (1858),  p.  20  =  Op.  mat.  1  (1901),  p.  285;  Ann. 
di  Mat.  10,  (1882),  p.  161  =  Op.  mat.  2  (1902),  p.  247;  Paris  C.  R.  99  (1884), 
p.  889,  951  u.  1060  =--  Op.  mat.  5  (1909),  p.  45;  Brunei,  Ann.  I^:c.  Norm.  12. 
(1888),  p.  199;  Graig ,  Amer.  J.  6  (1884),  p.  183;  Dixon,  Lond.  M.  S.  Proc.  33 
(1901),  p.  274. 

207)  Siehe  Thomae,  J.  f.  Math.  71  (1870),  p.  218;  Frobenius,  J.  f.  Math.  98 
(1886),  p.  254.  Die  Formel  (512)  gilt  auch  im  allgemeinen  Falle  p  =  3 ,  siehe 
Nr.  87;  für  jP>3  treten  dagegen  im  allgemeinen  Falle  auf  der  rechten  Seite 
Summen  von  mehreren  Produkten  von  jo  jp  -f-  2  geraden  Thetanullwerten  auf, 
wie  Frobenius  a.  a.  0.  p.  263  für  den  Fall  p^  4  gezeigt  hat.  Daß  alle  diese 
Resultate  bereits  Riemann  bekannt  waren,  geht  aus  dem  Berichte  über  desBen 
Nachlaß  hervor,  den  Noether  in  den  Nachtr.,  Anm.  31.  p.  64.  gibt. 

208)  Ges.  math.  Abh.  1  (1890),  p.  6. 
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unter  Winkeln  von  60"  aneinanderstoßenden  Strecken  gebildetes  räum- 
liches Vierseit  hiiidurchgelit,  und  hat  für  deren  rechtwinklige  Koordi- 
naten x,y,s  3  linearunabhängige  Integi-ale  1.  Gattung  des  durch  die 
Gleichung  s  =  ]/l  —  14;Sf*  -f-  z^  definierten  hyperelliptischen  Gebildes 
vom  Geschlecht  3  erhalten.  Diese  Integrale  sind  auf  elliptische  Inte- 
grale reduzierbar  und  die  Gleichung  der  Minimalfläche  erhält  Schwarz 
in  der  Form,  daß  eine  in  bezug  auf  elliptische  Funktionen  der  x,  y,  z 
ganze  rationale  Funktion  gleich  Null  ist. 

Weierstraß^^^)  hat  darauf  hingewiesen,  daß  die  Schwarzsehe  Mi- 
nimalfläche zu  einer  allgemeineren  Gattung  solcher  gehört,  bei  denen 
stets  die  Koordinaten  durch  hyperelliptische  Integrale  vom  Geschlecht  3 
gegeben  sind,  und  hat  zugleich  gezeigt,  daß  die  Gleichung  einer  sol- 
chen Minimalfläche  in  der  Gestalt  d-([v))  =  0  dargestellt  werden  kann, 
wo  die  V  lineare  Funktionen  von  x,  y,  z  sind.  Die  Koeffizienten  dieser 
und  die  Modulen  der  O'- Funktion  sind  in  jedem  einzelnen  Falle  be- 
sonders zu  bestimmen. 

Für  die  Schivarssohe  Fläche  hat  diese  Bestimmung  Hettner^^^) 
durchgeführt  und  gezeigt,  daß  die  -ö'-Funktion  in  der  Tat  als  Aggre- 
gat von  Thetafunktionen  einer  Veränderlichen  dargestellt  werden  kann. 

83.  Bestimmung  von  dlogd'l[o]j  durch  die  Klassenmodulen  im 
allgemeinen  Abel  sehen  Falle.  Die  Th.  Char.  [s]  sei  so  gewählt,  daß 
9"[£]((o))  =1=  0  ist;  bestimmt  man  dann  zu  dem  Vp.  a  p  Punkte  3i,z^, 
.  .  .  Zp  so,  daß 

(513)  {v(a)-:Sv(ßS)--{^} 

^  v-1  ' 

ist,  sodaß  also  ^1,^2?  --'^p  die  0^-Funkte  der  Funktion  ^\i\^{z)  — 1?(«))) 
sind,  und  bezeichnet  mit  A  die  aus  den  Integranden  v  der  p  Riemann- 
schen  Normalintegrale  gebildete  Determinante 

(514)  A==|i;;(^„)|,  (/.,!/ ---1,2,...^) 
80  ist  nach  Thomae^^^) 

(515)  aiog^[tl((0))  ^        1  g'logA 

wo  rechts  der  Akzent  anzeigen  soll,  daß  bei  der  Diiferentiation  nach 
«  die  p  Funkte  z,.  als  konstant  anzusehen  sind. 

Fuchs^^^)  hat  an  Stelle  der  Riemannschen  Normalintegrale  v  in 
die  Formel  (515)  p  andere  linear  unabhängige  Integrale  1.  Gattung 

209)  Bari.  Ber.  1867,  p.  511  =  Math.  W.  3  (1903),  p.  241. 

210)  J.  f.  Math.  138  (1910),  p.  54. 

211)  J.  f.  Math.  66  (1866),  p.  95. 

212)  J.  f.  Math.  73  (1871),  p.  316  =-  Ges.  math.  W.  1  (1904),  p.  333. 

50* 
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u  eingeführt,  bei  denen  der  Integraiid  u],,  wenn  hi,h,  .  .  .  h^  p  will- 
kürliche Punkte  bezeichnen,  für  2  =^h^,  ...  &^,_i,  ^^,  +  1,  •  •  •  ^p  ver- 
schwindet, für  ^  =  h  aber  =  1  wird.  Bezeichnet  man  dann  mit 
tl^ai^)  *^i^  nach  Nr.  57  zu  der  linearen  Funktion  z  —  a  gehörige,  in  den 
Punkten  ^j,  ä'^,,  .  .  .  5^  0^  werdende  t/'-Funktion  und  mit  V  die  Deter- 
minante ^+  ^11^22  •  •  •  ^pp  ^^1"  Periodizitätsmodulen  der  Integrale 
M,,  an  den  Querschnitten  «,,,  so  ist 

wo  die  Konstanten  C  dadurch  bestimmt  sind,  daß 

allenthalben  endlich  bleibe ^^^). 

84.  Integration  der  erhaltenen  Gleichung  im  hyperelliptischen 
Falle.  Jeder  Th.  Char.  [e],  für  welche  ^[ejfo))  =|=  0  ist,  entspricht  (vgl. 
Nr.  76)  eine  Zerlegung  der  2p  -}-  2  Vp.  in  zwei  Gruppen  von  je  2;  -f-  1 
«0,  «1, .  .  .  «p  die  eine,  «^^j,  «^+0,  .  .  .  «gj^  +  i  ^ie  andere.  Bezeichnet  man 
dann  mit  Aj  die  Diskriminante  der  p  -\-  l  Größen  a^,  a^,  .  . .  a^,  mit 
Ao  diejenige  der  p  -i-  1  Größen  «p  +  i,  «^+2;  •  •  •  «2j9  +  i  ""<^^  bezeichnet 
auch  mit  A^^,,  den  Periodizitätsmodul  des  Integrals  1.  Gattung 

(518)  """-/'"'s^'  (iu  =  l,2,...i)) 

am  Querschnitte  a,,  und  mit  V  die  Determinante ^4^  A^iÄ^....Äpp 
dieser  p^  Größen,  so  entsteht  aus  (515)  durch  Integration  die  FormeP^') 

(519)  *W((o)=]/(J;,,.t/A,-4- 

Thomae  hat  a.  a.  0.  auch  die  Nullwerte  der  partiellen  Derivierten 

p-i 
der  ungeraden    Thetafunktionen    von    der    Form    ^[n  -\-^a]{{v}    be- 
rechnet und  dafür  die  Formel 

p 

(b20)  fimM\  =  ^  1 ^?^iJl-!_- 

^^  ^  l   dv,    )o       2^iy{2nly-Vv 

213)  Eine  weitere  Ausführung  dieser  Formel  unter  der  Annahme  einer  p- 
blättrigen  J?temo»m sehen  Fläche  bei  Thomae,  J.  f.  Math.  76  (1873),  p.  262,  und 
für  den  speziellen  Fall  j)  =  3  noch  besonders  in  Leipz.  Ber.  39  (1887),  p.  100, 

214)  Thomae,  3.  f.  Math.  71  (1870),  p.  216,  dazu  auch  Cayley,  J.  f.  Math. 
100  (1887),  p.  87  =  Coli.  math.  pap.  12  (1897),  p.  442;  man  vgl.  mit  (519)  die 
Formel  (484). 
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gefunden;  dabei  haben  A^^^  und  V  die  gleiche  Bedeutung  wie  vorher, 

p-i 

ferner  bezeichnet,  wenn  [e]  =  [n  -\-^a  ]  ist,  A^  die  Diskriminante 

der  jo  —  1  Vp.  a^,  «3;  •  •  •  «j3_i,  -S'^-i  die  Summe  aller  Produkte  von 
je  9  —  1  unter  ihnen  und  A2  die  Diskriminante  der  i?  +  3  übrigen  Vp. 

X.  Der  Fall  p  =.  3.2") 

85.  Charakteristikentlieorie.  Von  den  64  Th,  Char.  sind  36  ge- 
rade und  28  ungerade.  Man  kann  auf  288  Weisen  7  ungerade  Th. 
Char.  [ßxl^iß^],  ■  ■  -ißi]  so  auswählen,  daß  sie  eine  Hauptreihe  (bei 
Wef)er  vollständiges  System  genannt)  bilden.  Ihre  Summe  [p]  ist  dann 
gerade  und  die  35  Kombinationen  der  [ß]  zu  dreien  [ßiß^ßi]  sind  die 
35  übrigen  geraden  Th.  Char.,  während  die  Kombinationen  zu  5  oder 
die  Th.  Char  [pßißk]  die  21  noch  fehlenden  ungeraden  Th.  Char.  dar- 
stellen. Die  Kombinationen  gerader  Ordnung  der  7  Charakteristiken  [/3], 
also  die  21  Charakteristiken  (/3./3^),  die  35  {jyßM^  und  die  7  0/3.) 
liefern  zusammen  die  63  eigentlichen  Per.  Char. 

Addiert  man  zu  den  7  Th.  Char.  einer  Hauptreihe  und  [p]  eine 
beliebige  Th.  Char.,  so  bilden  die  entstehenden  8  ein  F.  S.  von  Th. 
Char.  Man  erhält  so  zu  jeder  Hauptreihe  einen  Komplex  von  64 
verschiedenen  F.  S.,  aber  zu  allen  288  Hauptreihen  zusammen  nur 
8  •  288  =  2304  verschiedene  F.  S.,  da  jedes  F.  S.  in  8  verschiedenen 
Komplexen  auftritt.  Von  den  64  F.  S.  eines  Komplexes  bestehen 
immer  8  aus  7  ungeraden  und  1  geraden,  die  übrigen  56  aus  3  un- 
geraden und  5  geraden  Th.  Char.    Bezeichnet  man  die  8  Th.  Char. 

eines  F.  S.  mit  [«J,  [aj,  .  .  .  [«-^I  und  mit  [w]  die  stets  gerade  Summe 

2 
der  ungeraden   unter  ihnen,   so   erhält   man   in   der  Form  [w  +-^«] 

215)  Biemann,  „Vorl.";  schon  vorher  Ges.  math.  W.  1876,  p.  456,  2.  Aufl. 
1892,  p.  487.  Webei',  ,j)=^3''',  dazu  J.  f.  Math.  88  (1880),  p.  82,  b.  auch  das 
Referat  von  Fuchs,  Gott.  N.  1875,  p.  288.  Cayley,  J.  f.  Math.  87  (1879),  p.  134, 
165  u.  190  =  Coli.  math.  P.  10  (1896),  p.  432,  441  u.  446;  Mesa.  of  Math.  7 
(1878),  p.  48  =  Coli.  math.  pap.  11  (1896),  p.  47;  dazu  Borchardt,  J.  f.  Math.  87 
(1879),  p.  169  =  Ges.  W.  1888,  p.  491;  vgl.  noch  Cayley,  J.  f.  Math.  68  (1868;, 
p.  176  =  Coli.  math.  pap.  7  (1894),  p.  123  u.  J.  f.  Math.  94  (1883),  p  93  =  Cambr. 
Phil.  Sog.  Proc.  4  (1883),  p.  321  =-^  Coli.  math.  pap.  12  (1897),  p.  74.  Schottky, 
„Abr.";  ferner  J.  f.  Math.  105  (1889),  p.  269;  Acta  math.  27  (1903),  p.  235; 
Berl.  Ber.  1903,  p.  978  u.  1022;  1904,  p.  486;  1906,  p.  752;  1910,  p.  182;  J.  f. 
Math.  146  (1916),  p.  128;  Frobenius,  Gott.  N.  1888,  p.  67;  J.  f.  Math.  106  (1889), 
p.  35;  Stahl,  J.  f.  Math.  130  (1905),  p.  153.  Eine  vollständige  algebraische  Be- 
gründung der  Charakteristikentheorie  bei  Noether,  Münch.  Abh.  17  I  (1888/9), 
p.  103. 
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4 

die  28  ungeraden  Th.  Cliar.,  während  [n  -\-^cc]  die  35  von  [n]  ver- 
schiedenen geraden  Th.  Char.  und  zwar  jede  zweimal  liefert,  da  zwei 
Th.  Char.,  in  denen  zusammen  alle  8  Th.  Char.  [a]  auftreten,  einander 
gleich  sind. 

86.  Thetarelationeu.  Die  Relationen  zwischen  den  64  Funk- 
tionen '©"[«] ((*'])  können  (ebenso  wie  die  Additionstheoreme  ihrer  Quo- 
tienten) aus  der  Formel  (167)  abgeleitet  werden.  Setzt  man  darin 
(w)  =  (w)  =  (0),  so  wird 

(521)  ^c,^  =  2/[,^  =  ^W((o))^[«+(j]((o))^[^  +  (,]H^[£-(.-(?]({-4 
und  man  erhält,  wenn  man  weiter  [o]  =  [^^^^'^e'^]  wählt 

4 

(522)  x^„^  =^|  n, na^(ir,a^a,  \  x^^,,_        „^^ , 

/«  =  0 

da  die  3  letzten  Glieder  der  rechten  Seite  wegfallen. 

Hieraus  folgt  für  ((?)  =  (0)  eine  lineare  Relation  zwischen  6  Theta- 
quadraten  von  der  Form 

^^[x«o]H,     ^^[««JW,     •••     ^'['««4]W     ^nd     #2[x«5«ea,]H 
und  für  (ö)  =  («^«ö)  ^^^®  lineare  Relation  zwischen  4  Thetaprodukten 

von  der  Form  „^  -i//  w«r  -.//  ^\  -         *  «  o^ 

^\}i%(^M^))^[^%a,]{vl  {..u  =  1,  2,  3) 

wobei  stets  (x)  eine  beliebige  Per.  Char.  bezeichnet. 

Mittelst  dieser  Relationen  ist  es  möglich,  durch  die  nämlichen  8 
linear  unabhängigen  Thetaquadrate  alle  weiteren  56  linear  auszudrücken, 
entsprechend  dem  Umstände,  daß  jedes  Thetaquadrat  eine  gerade  Theta- 
funktion  zweiter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0]  ist  und  solcher 
Funktionen  nur  8  linear  unabhängige  vorhanden  sind.  Weiter  ist  ein 
Thetaprodukt  '^[KO!.^a^{v}%'\iia^u^'\{v))  eine  Thetafunktion  zweiter  Ord- 
nung mit  der  Charakteristik  [cc^cc^  und  in  Übereinstimmung  damit, 
daß  es  nur  4  linear  unabhängige,  sowohl  gerade  wie  ungerade,  solche 
Funktionen  bei  gegebener  von  [0]  verschiedener  Charakteristik  gibt, 
läßt  sich  mittels  (522)  durch  vier  linear  unabhängige  solche  Pro- 
dukte jedes  weitere  fünfte  linear  ausdrücken. 

87.  Thetanullwerte.  Aus  der  Gleichung  (522)  kann  mau  für 
(v)  =  (0)  alle  Relationen  zwischen  den  Nullwerten  der  36  geraden 
Thetafunktiouen  erhalten. 

Für  (p)  =  (<?)  =  (0)  folgen  aus  ihr  lineare  Relationen  zwischen 
je  6  Biquadraten  der  Thetanullwerte;  setzt  man  dagegen  (9)  =  («40:5}; 
{6)  =  (0),  so  erhält  man  lineare  Relationen  zwischen  je  4  Produkten 
von  2  Thetaquadraten,  und  setzt  man  endlich  {q)  =  («40:5),  ip)  =  ("fs^^e)» 
80  entstehen  lineare  Gleichungen  zwischen  je  3  Produkten  von  4  Theta- 
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funktionell  mit  verschiedenen  Charakteristiken.  Über  die  Auflösung 
dieser  Gleichungen,  d.  h.  die  Darstellung  aller  36  Thetanullwerte  durch 
6  unabhängige  Größen,  siehe  Nr.  88. 

Dazu  treten  noch  jene  Relationen,  welche  die  Null  werte  der  36 
geraden  mit  den  Nullwerten  der  partiellen  Derivierten  der  28  unge- 
raden Thetafunktionen  verknüpfen  (vgl.  Nr.  81). 

Addiert  man  nämlich  zu  den  8  Th.  Char.  [a^],  [a^],  .  .  .  [a^]  eines 

3 

F.  S.  eine  Per.  Char.  von  der  Form  (w  +^a),  so  entsteht  ein  F.  S., 
das  aus  3  ungeraden  und  5  geraden  Th.  Char.  besteht.  Bezeichnet 
man  darin  die  3  ungeraden  Th.  Char.  mit  [Ä^],  [Ä^'],  [Ä^],  die  5  ge- 
raden mit  [-Bj],  [-Bg]»  •  •  •  [-B5],  auch  den  Wert,  den  die  Funktionaldeter- 
minante der  3  Funktionen  d-[Ä^]lv)),  i  =  1,  2,  3,  für  (v)  =  (0)  an- 
nimmt, mit  [Äi,A^,A^],  so  ist 

(523)  [A,  A,  A,]  =  ±  n^s^m. 

Diese  Formel,  welche  schon  Biemann^^^)  bekannt  war,  wurde  zu- 
erst von  Frobenius^^"^)  angegeben,  nachdem  Weher  und  Schott'ky  nur  die 
Verhältnisse  gewisser  Paare   solcher  Determinanten   berechnet  hatten. 

88.  Riemann -Weber.  Da  die  ebene  Kurve  vierter  Ordnung  C^ 
ohne  Doppelpunkt  vom  Geschlecht  3  ist,  kann  sie,  wie  zuerst  Riemann 
in  seiner  Vorlesung  vom  W.-S.  1861/62  getan  hat,  der  Theorie  der 
-4&C?  sehen  Funktionen  dreier  Variablen  zugrunde  gelegt  werden.  Die 
qp-Kurven  sind  dann  gerade  Linien;  unter  ihnen  gibt  es  28  spezielle, 
deren  Schnittpunkte  mit  G^  paarweise  zusammenfallen,  die  also  Doppel- 
tangenten von  (7i  sind.  Sie  sind  den  28  ungeraden  Th.  Char.  zugeord- 
net und  zeigen  daher  die  nämlichen  Gruppierungen  wie  diese;  insbeson- 
dere entsprechen  die  AronholdBch&a.  Systeme  von  7  Doppeltangenten, 
bei  denen  die  Berührungspunkte  von  keinen  dreien  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen  ^^^),  den  288  Hauptreihen  von  je  7  ungeraden  Th.  Char. 


216)  Ges  math.  W.  Nachtr.,  p.  64,  Anm.  31. 

217)  J.  f.  Math.  98  (1895),  p   260. 

218)  Näheres  über  die  Doppeltangenten  einer  C'j  und  insbesondere  die  ein- 
fichlägige  Literatur  III  C  5,  Nr.  59  u.  f. ;  auch  in  Pascals  Repert.  d.  höh.  Math.  2.  Bd., 
1.  Hälfte,  2.  Aufl.  1910,  p.  406  u.  f.;  hier  seien  nur  die  ersten  grundlegenden  Ar- 
beiten genannt:  Plncker,  Th.  d.  algebr.  Curven  1839;  Hesse,  J.  f.  Math.  40  (1860), 
p.  260;  49  (1855),  p  243  u.  279;  55  (1858),  p.  83  =  Ges.  W.  1897,  p.  260,  819, 
345  u.  469;  Steiner,  Paris  C.  R.  37  (185.^),  p.  121;  J.  f.  Math.  49  (1855),  p.  266 
=  Ges.  W.  2  (1882),  p.  603;  Aronhold,  Berl.  Der.  1864,  p.  499. 

Da  die  Kurven  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  vom  Geschlecht  2 
sind,  80  ist  auf  diese  speziellen  C^,  wie  schon  in  Nr.  72  erwähnt  wurde,  die  Theorie  • 
der  Abehchen  Funktionen  für  p  =  2   anwendbar;  bezüglich  des  Übergangs  von 
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Solche  7  Doppeltangenten  bestimmen  die  C,^  eindeutig.  Wie  man  aus 
ihren  Gleichungen  die  der  21  übrigen  Doppeltangenten  und  sodann 
die  Gleichung  der  64  selbst  ableitet,  hat  Weber  im  Anschluß  an  Bie- 
mann  ausführlich  gezeigt.  Es  erscheint  dabei  die  Gleichung  der  letz- 
teren in  der  Gestalt 

(524)  y'x,  I,  +  V^A  +  VocJ,  ==  0, 

wo  x^==  0,  X2=  0,  x^=  0  die  den  3  Th.  Char.  [/3J,  [ß^],  [ß^\  einer 
Hauptreihe,  ^^  =  0 J2  =  0,  I3  =  0  die  den  3  Th.  Char.  [pßoj^l  [pßsßil 
[Pßißi]  zugeordneten  Doppeltangenten  darstellen.  Die  Gleichung  der 
Grundkurve  enthält  6  wesentliche  Konstanten,  die  Klassenmodulen 
«1,  «2)  ^3?  "ij  ^'if  ^'i  WehcTB,  welche  zusammen  mit  3  daraus  abgelei- 
teten Modulen  cc",  a'^,  a'^  als  Koeffizienten  in  den  Gleichungen  der 
Doppeltangenten  auftreten.  Die  zwischen  ihnen  und  den  Nullwerten 
der  36  geraden  Thetafunktionen  bestehenden  Relationen,  welche  so- 
wohl diese  durch  jene  wie  umgekehrt  auszudrücken  gestatten,  hat 
gleichfalls  Weher  angegeben. 

Ist  für  die  3  Eie mann  achen  Norraalintegrale 

(525)  dv^  :  dv2  '■  dv^  ="  T'i  :  9^2  •  ^'s » 

so  sind,  bezogen  auf  das  Koordinatendreieck  qpj  =  0,  9)3  ^^  ^j  9^3  =  ^ 
die  Linienkoordinaten  der  irgendeiner  ungeraden  Th.  Char.  [e]  zuge- 
hörigen Doppeltangente  den  Nullwerten  der  3  partiellen  Derivierten 
von  '^[fjf^'))  proportional.  Es  entspricht  daher  durchaus  der  Aronhold- 
schen  Bestimmung  der  Kurve  4.  Ordnung  durch  7  Doppeltangenten, 
deren  Th.  Char.  eine  Hauptreihe  bilden,  wenn  Schotthy'  ^\xr(i\i  die  Null- 
werte der  partiellen  Derivierten  solcher  7  ungeraden  Thetafunktionen 
die  der  21  übrigen  und  die  Nullwerte  der  36  geraden  Thetafunktionen 
ausdrückt. 

Bei  der  Untersuchung  der  Gruppierungen  der  28  Doppeltangenten 
wird  man,  um  alle  gleichberechtigt  zu  haben,  von  der  Darstellung  der 
28  ungeraden  Th.  Char.  durch  die  8  Th.  Char.  eines  F.  S.  in  der  Form 

2 
[n  -f  ^a]  Gebrauch  machen,  wodurch  jetzt  jede  Doppeltaugente  darch 
ein  Zahlenpaar  aus  der  Reihe  1,  2, ...  8  bestimmt  wird,  wie  es,  von 
anderen  Gesichtspunkten  ausgehend,  schon  Hesse  getan  hat.  Auf  die 
Tripel  von  Doppeltangenten  kann  man  die  Begriffe  syzygetisch  und 
azygetisch  von  den  Th.  Char.  übertragen.  Es  zeigt  sich  dabei,  daß  von 
den  3276  Tripeln    1260   syzygetisch   und    2016   azygetisch    sind;    bei 

der  allgemeinen  C^  zu  dieser  speziellen  vgl.  Roch,  J.  f.  Math.  66  (1866)^  p.  114; 
Cayley,  J.  f.  Math.  94  (1883),  p.  270  ==  Coli.  math.  pap.  12  (1897),  p.  95;  Kleiny 
Math.  Ann.  36  (1890),  p.  59;  auch  Biemann,  Ges.  math.  W.  Nachtr.  (1902),  p.  97. 
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den  ersteren  liegen  ihre  6  Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt, 
bei  den  letzteren  nicht.  Wegen  der  übrigen  Gruppierungs Verhältnisse 
der  Doppeltangenten  C  III  5,  Nr.  73. 

89,  Die  "Würz elf ormen  zweiter  und  dritter  Dimension.  Ist  wie  in 
Nr.  60  X(^)  eine  ganze  homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  q>,  deren 
8  Nullpunkte  paarweise  zusammenfalleUj  also  X^'^^  =  0  die  Gleichung 
eines  die  C^  in  4  runkten  berührenden  Kegelschnitts,  so  stellt  "j/X^^^ 
eine  Wurzelform  zweiter  Dimension  dar  und  ist  als  solche  einer  be- 
stimmten Per.  Char.  zugeordnet.  Es  gibt  daher  den  63  eigentlichen 
Per.  Char.  entsprechend  63  verschiedene  Systeme  von  Kegelschnitten, 
von  denen  jeder  die  C^  in  4  Punkten  berührt.  Die  8  Berührungs- 
punkte von  je  2  zu  demselben  Systeme  gehörigen  Kegelschnitten 
liegen  selbst  wieder  auf  einem  Kegelschnitt. 

In  jedem  der  63  Systeme  berührender  Kegelschnitte  treten,  den 
6  Zerlegungen  der  dem  Systeme  zugeordneten  Per.  Char.  in  je  zwei 
ungerade  Th.  Char.  entsprechend,  6  zerfallende  Kegelschnitte  auf,  von 
denen  jeder  aus  zwei  Doppeltangenten  der  C^  besteht.  Diese  6  Paare 
von  Doppeltangenten,  welche  hier  in  einem  Systeme  auftreten,  bilden 
eine  Steiner  sehe  Gruppe  und  es  gibt  daher  63  verschiedene  Steiner  sehe 
Gruppen,  deren  jede  durch  eine  eigentliche  Per.  Char.  charakterisiert 
ist.  Infolgedessen  lassen  sich  die  Begriffe  azygetisch  und  syzygetisch 
(Nr.  23)  auf  die  Steinerschen  Gruppen  übertragen  und  ebenso  die  Sätze 
über  die  zwei  und  mehr  Gruppen  gemeinsamen  Th.  Char.  (Nr.  25).  Die 
8  Berührungspunkte  von  zwei  derselben  /S'^emer sehen  Gruppe  entnom- 
menen Paaren  von  Doppeltaugenten  liegen  auf  einem  Kegelschnitte; 
man  erhält  so  315  Kegelschuitte,  von  denen  jeder  8  Berührungspunkte 
von  4  Doppeltangenten  ausschneidet. 

Nachdem  Kummer  bereits  bemerkt  hatte,  daß  sich  durch  eine 
allgemeine  Kurve  4.  Ordnung  unendlich  viele  Kummer&che  Flächen 
hindurchlegen  lassen,  hat  Wirtinger  dieses  Verhältnis  dahin  präzi- 
siert, daß  die  63  Systeme  von  Berührungskegelschnitten,  von  denen 
jedes  einer  eigentlichen  Per.  Char.  (fe)  zugehört,  ebensoviele  Kummer- 
sche  Flächen  definieren,  auf  denen  die  Grundkurve  4.  Ordnung  C^ 
liegt.  Die  16  singulären  Ebenen  der  Kummersahew  Fläche  schneiden 
dabei  in  der  Ebene  der  C^  16  ihrer  Doppeltangenten  aus,  die  sich 
auf  16  Arten  zu  je  6  so  gruppieren,  daß  diese  6  jedesmal  einen 
Kegelschnitt  umhüUen.  Die  12  nicht  ausgeschnittenen  Doppeltangenten 
bilden  die  zu  der  Per.  Char.  (f)  gehörige  Steinersche  Gruppe.^^^) 


219)    Hierzu  Wirtinger,    „Thetaf.",  p.  113;    Ciani,  Anu.  di  Mat.  2^  (1897), 
p.  63,  schon  vorher  Lomb.  Ist.  Rend.  31,  (1898),  p.  312,  vgl.  auch  Cayley,  J.  f.  Math.  94 
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Ist  X(»)  eine  ganze  homogene  Funktion  dritten  Grades  der  cp,  deren 
12  Nullpunkte  paarweise  zusammenfallen,  also  X^^)  ==-  0  die  Gleichung 
einer  die  C^  in  6  Punkten  berührenden  Kurve  3.  Ordnung,  so  stellt  YX'^') 
eine  Wurzelform  dritter  Dimension  dar  und  ist  als  solche  einer  be- 
stimmten Th.  Char.  zugeordnet.  Es  gibt  daher  den  64  Th.  Char.  ent- 
sprechend 64  verschiedene  Systeme  von  Kui-ven  3.  Ordnung,  von  denen 
jede  die  Grundkurve  in  6  Punkten  berührt.  Die  12  Berührungspunkte 
zweier  Berührungskurven  eines  und  desselben  Systems  liegen  selbst 
wieder  auf  einer  Kurve  3.  Ordnung. 

Die  64  Systeme  von  Berührungskurven  3.  Ordnung  zerfallen  in 
2  Arten;  die  28  Systeme  von  Berührungskurven  1.  Art  entsprechen 
den  ungeraden  Th.  Char.,  die  36  Systeme  2.  Art  den  geraden. 

Die   den   ersteren   entsprechenden   Wurzelformen  yx^^)  sind  auf 
Wurzelformen  erster  Dimension  ]/^  reduzierbar.    Jedes  System  1.  Art 
ist  also  durch  eine  Doppeltangente  festgelegt  und   die  Gleichung  der 
C^  kann  mit  ihrer  Hilfe  in  der  Form 
(526)  9pX(3)  — ß2_o 

dargestellt  werden,  wo  ß  =  0  ein  Kegelschnitt  ist,  der  durch  die 
beiden  Berührungspunkte  von  9p  =  0  hindurchgeht  und  die  C^  in  6  wei- 
teren Punkten  schneidet,  eben  den  6  Berührungspunkten  von  X(^)  =-  0 
mit  der  Grundkurve.  Es  liegen  also  für  jede  Berührungskurve  1.  Art 
die  6  Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt  und  dieser  Kegel- 
schnitt geht  dann  immer  noch  durch  die  Berührungspunkte  der  zu  der 
gleichen  Charakteristik  wie  ]/'&  gehörigen  Doppelta^gente,  also  der 
nämlichen  für  alle  Kurven  des  gleichen  Systems,  hindurch. 

Zu  den  Berührungsformen  2.  Art  gelangt  man  folgendermaßen. 
Sind 

(527)  F,  .=.-^^«,,1,1,  =  0,   F,  =2ßaU,  -  0,  F,  ~2vaU,  =  0, 

''^'  i,k  i,k 

in  denen  Ij,  ^^,  |„,  |^  homogene  Punktkoordinaten  des  Raumes  be- 
zeichnen, die  Gleichungen  dreier  Oberflächen  2.  Ordnung  und  x^,  x^,  x.^ 
Parameter,  so  stellt  • 

(528)  x,F,  +  x,F,  4-  x,F,  =  0 
ein  Flächenuetz  2.  Ordnung  dar,  und  wenn  man 

(529)  a,,x^  4.  ß.^x,  +  y,,x^  =  «., 
setzt,  so  ist 

(^^^)  l«al-0  (!,/.=  1,2, 3, 4) 

die  Bedingung  dafür,  daß  die  Fläche  des  Netzes  ein  Kegel  wird.    Die 

(1883),  p.  270  =  Coli,  math,  pap.  12  (1897),  p.  95.   Ausführliches    über   die    Be- 
rührungakegelschnitte  einer  C^  und  die  einschlägige  Literatur  in  III  C  0,  Nr.  60—68. 
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Oleichuiig  (530)  ist  aber  eine  Gleichung  4.  Grades  in  den  x  und  stellt 
also,  wenn  mau  diese  als  homogene  Punktkoordinaten  der  Ebene  auf- 
faßt, eine  Kurve  4.  Ordnung  dar.  Man  kann  auf  die  Weise  die  all- 
gemeine Kurve  4.  Ordnung  erhalten. 

Rändert  man  nun  in  der  Gleichung  (530)  die  links  stehende 
Determinante  seitlich  und  unten  mit  den  nämlichen  4  Parametern, 
so  liefert  die  neue  Gleichung  eines  der  36  zu  der  erhaltenen  C^  ge- 
hörigen Systeme  von  Berührungskurven  2.  Art,  von  dem  aus  man  dann 
auch  zu  den  35  übrigen  gelangen  kann  (III  C  5,  Nr.  66). 

Zugleich  ist  dadurch  die  Grundkurve  in  ein-eindeutige  Beziehung 
zu  jener  Raumkurve  6.  Ordnung  gebracht,  welche  der  geometrische 
Ort  der  Spitzen  aUer  in  dem  Flächennetze  (528)  enthaltenen  Kegel 
oder  auch  der  geometrische  Ort  jener  Punkte  des  Raumes  ist,  deren 
Polarebenen  in  bezug  auf  alle  Flächen  des  Netzes  sich  in  einer  Ge- 
raden schneiden.  Man  erhält  diese  Raumkurve  6.  Ordnung,  wenn  man 
die  homogenen  Punktkoordinaten  des  Raumes  den  Werten  von  4  linear- 
unabhängigen zu  der  das  System  bestimmenden  geraden  Th.  Char.  [«] 
gehörigen  Wurzelformen  dritter  Dimension  proportional  setzt.  Jede 
der  eben  genannten  Geraden,  in  denen  sich  die  Polarebenen  eines 
Punktes  P^  der  Raumkurve  schneiden,  ist  eine  dreifache  Sekante 
dieser  und  ihre  3  Schnittpunkte  entsprechen  den  3  Nullpunkten  der 
Funktion  ^[«]((w(^)  —  w(^o)))-''') 

90.  Schottky-Frobenius.  Während  Biemann  und  Weher  von  vorne- 
herein von  dem  Zusammenhang  der -4&eZ  sehen  Funktionen  dreier  Veränder- 
lichen mit  der  allgemeinen  Kurve  4.  Ordnung  Gebrauch  machten,  hat 
Schottky  jenen  Weg  eingeschlagen,  den  Göpel  und  JRosenhain  im  Falle 
j?  =  2  gegangen  waren  und  der  von  den  Thetafunktionen  aus,  allein 
mittels  der  zwischen  ihnen  und  ihren  partiellen  Derivierten  bestehen- 
den Relationen  direkt  und  ohne  vorherige  Zuhilfenahme  eines  alge- 
braischen Gebildes  zu  den  Differentialgleichungen  des  Umkehrproblems 
der  ^6eZ sehen  Integrale  führt.  Da  die  Anzahlen  \p{p  -f-  1)  der  Theta- 
modulen  und  ^p  —  3  der  Klassenmodulen  des  algebraischen  Gebildes 
für  ^  ==  3  einander  gleich,  nämlich  6,  sind,  so  stand  von  dieser  Seite 
der  Lösung  der  Aufgabe  kein  prinzipielles  Hindernis  entgegen.  Zur 
Überwindung  der  technischen  Schwierigkeiten  aber  nahm  Schottky  ^^^) 

220)  Dazu  Frohenius,  G.  N.  1888,  p.  67. 

221)  Der  Gedanke,  durch  Hinzunahme  weiterer  algebraischer  Gleichungen 
zu  den  immer  geltenden  Thetarelationen  deren  Argumente  zunächst  als  Abelache 
Integrale  zu  erhalten  und  weiterhin  dann  die  Thetaquotienten  für  beliebige  Werte 
der  Argumente  mit  Hilfe  des  Additionstheorems  algebraisch  darzustellen,  rührt 
von  Weierstraß  her  [Berl.  Ber.  1869,  p.  853  =  Math.  Werke  2  (1895),  p.  451. 


782    IIB?.  Krazer-Wirtinger.  Abelsche  Funktionen  u.  allgem.  Thetafunktionen.. 

zunächst  nur  eine  partikuläre  Lösung  des  gestellten  Problems  in  An- 
griff, indem  er  die  Veränderliclikeit  der  3  Argumente  der  Thetafunk- 
tionen dadurch  beschränkte,  daß  er  zu  den  identischen  Relationen 
zwischen  den  Thetafunktionen  noch  eine  weitere,  für  beliebige  Argu- 
mente  nicht  bestehende  Gleichung  hinzuuahm,  so  daß  die  3  Argu- 
mente nur  von  2  Größen  abhängen. 
^     Zu  dieser  Gleichung  ist  ScJiotthy  folgendermaßen  gelangt. 

Zunächst  sei  bemerkt,  daß  Scliotthj  die  Thetafunktionen  durch 
0- Funktionen  ersetzt,  welche  sich  von  ihnen  um  konstante  Faktoren 
unterscheiden^*^),  und  die  64  verschiedenen  (^-Funktionen  durch  In- 
dizes charakterisiert,  welche  mit  den  Tli.  Char.  in  dem  Zusammenhang 
stehen,  daß  die  7  einfachen  Indizes  1,  2,  ...  7  den  7  ungeraden  Th. 
Char.  einer  Hauptreihe  mit  der  Summe  [p]  =  [0],  die  21  Kombina- 
tionen zu  zweien  also  den  21  übrigen  ungeraden  und  die  35  Kom- 
binationen zu  dreien  den  35  von  [0]  verschiedenen  geraden  Th.  Char. 
entsprechen. 

Mit  Hilfe  der  zwischen  den  (?- Funktionen  bestehenden  algebra- 
ischen Relationen  kann  man  die  21  Funktionen 

(531)  cp^^  =  6,a,6,,  (x,A=l,2,...7;x<Z) 

durch  6  unter  ihnen  oder  durch  6  andere  linearunabhängige  Größen 
ausdrücken.    Dies  geschieht  bei  ScJiottky  in  der  Gleichung 

(532)  cp,,  =  rAi  +  ^inh,  +  2UL,,  -f-  Ti'L,,  -f  2rj^L,,  +  t'L,,. 
Nimmt  man  nun  zwischen  den  Größen  L  die  Bedingung 

(533)  2±L,,L,,L,,^-0 

an,  so  zerfällt  q)^^  in  das  Produkt  zweier  Faktoren 

(534)  <p,,  =  (ix  -j-vy  +  e^)(l^'  +  VP'  +  t^')- 

Diese  Annahme  ist  die  von  Schottky  eingeführte  Beschränkung  der 
Argumente  u,  u,  u"  der  Thetafunktionen,  Da  jedes  L  eine  ungerade 
Thetafunktion  3.  Ordnung,  ihre  Determinante  also  eine  ungerade  Theta- 
funktion  9.  Ordnung  ist,  so  sagt  die  Schottky  sehe  Bedingung  aus,  daß 
für  M, «',  u"  nur  solche  Werte  zugelassen  werden,  für  welche  eine  ge- 
wisse ungerade  Thetafunktion  9.  Ordnung  verschwindet.  Geleitet  wurde 
aber  Schottky  bei  der  Einführung  seiner  Beschränkung  der  u  von  der 

222)  Bezüglich  dieser  Faktoren  sei  auf  eine  spätere  Arbeit  Scfiotthya,  Berl. 
Ber.  1903,  p.  981,  sowie  auf  Frobenius,  J.  f.  Math.  106  (1889),  p.  39  verwiesen. 
Es  sei  hier  schon  bemerkt,  daß  diese  SchoWcyachen  c-Punktiooen  weder  mit  den 
in  Nr.  94  eingeführten  Kleinaohen,  noch  mit  den  in  Nr.  103  erwähnten  Krmise- 
schen  identisch  sind. 
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Xjleichnng  (374),  nach  welcher  bei  der  algebraischen  Darstellung  des 
<^uotienten  zweier  ungeraden  Thetafunktionen  mit  den  Argumenten 
^fX^)  -~'^fM  diö  rechte  Seite  in  das  Produkt  zweier  Faktoren  zer- 
fällt, von  denen  der  eine  nur  z,  der  andere  nur  a  enthält.  Dement- 
sprechend findet  auch  SclioWcy  in  der  Tat,  daß  seine  in  obiger  Weise 
beschränkten  Argumente  u,u',u"  sich  als  Integrale  I.Gattung  einer 
durch  eine  Gleichung  G.  Grades  Z  =  0  charakterisierten  Klasse  alge- 
braischer Funktionen  ausdrücken.  Setzt  man  dabei  du  :  du' :  du" 
^^  H:  H  :  H,  so  sind  die  H  homogene  Formen  3.  Grades  in  x,  y,  z. 

Zu  der  von  Schotthj  auf  diese  Weise  der  Theorie  der  ^6eZ  sehen 
Funktionen  von  drei  Veränderlichen  zugrunde  gelegten  Arorüioldsohen 
Kurve  6.  Ordnung  L  =  0  ist  er  später  folgendermaßen  gelangt. 

Es  seien  7  Punkte  der  Ebene  «,  /3,  .  .  .  in  allgemeiner  Lage  ge- 
geben, so  daß  keine  3  auf  einer  Geraden  und  keine  6  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen;  dann  gibt  es  eine  dreifach  unendliche  lineare 
Schar  von  Kurven  3.  Ordnung,  welche  durch  diese  7  Punkte  hindurch- 
gehen; diese  lassen  sich  durch  3  linear  unabhängige  X  ==  0  Y  =  0 
Z  =  0  unter  ihnen  linear  zusammensetzen  und  dabei  diese  letzteren  so 
wählen,  daß  für  sie  identisch  xX  -{-  yY  -\-  zZ  =  0  ist.  Setzt  man 
dann  die  Funktionaldeterminante  der  3  Formen  X,  Y,  Z  Null,  so  er- 
hält man  die  Gleichung  der  Kurve  6.  Grades  Zr  =  0. 

Auf  der  Kurve  L  =  0  liegen  die  Doppelpunkte  aller  vorher  ge- 
nannten durch  die  7  Punkte  a,  ß,  .  .  .  gehenden  Kurven  3.  Ordnung. 
Unter  diesen  befinden  sich  21  zerfallende  i^^  =  0,  wobei  H^^  =  F  G^^^ 
ist  und  F^ß  =  0  die  Gerade  durch  a  und  ß,  G^^  =  0  aber  den  Kegel- 
schnitt durch  die  5  übrigen  Grundpunkte  darstellt.  Die  Kurve  L  =  0 
geht  durch  jene  beiden  Punkte  hindurch,  in  denen  Gerade  und  Kegel- 
schnitt sich  schneiden.  Es  gibt  ferner  7  Kurven  3.  Ordnung  H^^  =  0 
E^  —  0,  .  .  .,  von  denen  H„  =  0  in  a  einen  Doppelpunkt  hat.  Die 
Kurve  Z  =  0  geht  daher  auch  die  7  Grundpunkte  hindurch:  sie  hat 
in  jedem  dieser  Punkte  selbst  einen  Doppelpunkt  und  ihre  beiden 
Zweige  berühren  in  a  die  beiden  Zweige  von  H^  =  0. 

Infolge  der  Gleichung  i  =  0  besteht  nun  aber  zwischen  den 
3  Formen  X,  Y,  Z  selbst  eine  Gleichung  4.  Grades  M=Q,  die  mit 
X  =  0  in  birationalem  Zusammenhange  steht  und  sich  damit  als 
gleichfalls  vom  Geschlecht  3  erweist.  Die  vorher  genannten  28  Glei- 
<5hungen  H^^^  =  0  und  jy„  =  0  sind  die  Gleichungen  ihrer  28  Doppel- 
tangenten. 

Damit  ist  Schotthj  gleichfalls  zu  der  allgemeinen  Kurve  4.  Ord- 
nung gelangt,  von  der  liiemann  und  Weber  in  ihrer  Theorie  der 
^feeZ sehen  P'unktionen  im  Falle  j9  =  3  ausgegangen  sind. 
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Frobenius^^^)  hat  gezeigt,  daß  die  von  SchoUky  eingeführte  un- 
gerade Thetafimktion  9.  Grades  das  Produkt  0^6^  .  .  .  a^  als  Faktor 
enthält,  der  andere  Faktor  <p  aber  eine  gerade  Thetafunktion  2.  Ord- 
nung ist,  deren  Entwicklung  nach  Potenzen  von  u,  u,  u"  mit  den 
Gliedern  der  4.  Dimension  beginnt.  Diese  Funktion  qp  (die  im  hyper- 
elliptischen Falle  in  das  Quadrat  der  gleichzeitig  mit  den  Argu- 
menten verschwindenden  geraden  Thetafunktion  übergeht)  ist  durch 
diese  Bedingung  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmt.  Die 
Glieder  der  4.  Dimension,  mit  denen  die  Entwicklung  von  (p  beginnt, 
bilden  eine  ganze  Funktion  4.  Grades  F(ti,  u,  u").  Werden  hier  u,  u',  it" 
durch  die  homogenen  Punktkoordinaten  x^^x^^x^  ersetzt,  so  liefert 
F{x^,,  X2,  Xq)  =  0  jene  Kurve  4.  Ordnung,  zu  welcher  die  vorge- 
gebenen Thetafunktionen  im  Biemannschen  Sinne  gehören. 

Eine  Anwendung  von  Thetafunktionen  dreier  Veränderlichen  auf 
ein  Problem  der  Statik  biegsamer,  unausdehnbarer  Flächen  hei  Kötter^^). 

Weiteres  über  den  Fall  ^  =  3  in  Nr.  100  u.  101. 

XI.  Der  Fall  i>  =  4. 

91.  Noether.  An  dem  Falle  p  =  4  hat  Noether^^^)  seine  Cha- 
rakteristikentheorie, die  er  dann  später '^^)  auf  beliebiges  p  ausdehnte, 
zuerst  entwickelt  und  mit  ihrer  Hilfe  das  Additionstheorem  der  Theta- 
quotienten  und  die  algebraischen  Relationen  zwischen  den  256  Theta- 
funktionen, sowie  speziell  jene  zwischen  den  Nullwerten  der  136  ge- 
raden unter  ihnen  aufgestellt. 

Bei  der  Lösung  dieser  Aufgaben  geht  man  von  der  aus  (166) 
folgenden  Formel 

Vlncr,]  +   I  O«o,  «8^9  |  2/[n  a,] 
7 

=  ^(i  nag,  (au^  \  a:[,„„  1  +  |  na^,  coa^a^ccg  \  Xi,,a   a,a,]) 

aus,  in  der  mit  [uq],  [aj,  . . .  [«9]  die  10  Th.  Char.  eines  F.  S.,  mit  [w] 
die   Summe   der  ungeraden   unter   ihnen   und   mit  [co]  eine  beliebige 

228)  J.  f.  Math   105  (1889),  p.  39. 

224)  Dies.  Halle  1883;  J.  f.  Math.  103  (1888),  p.  44. 

22Ö)  Noether  wurde  [vgl.  Math.  Ann.  33  (1889),  p.  525]  auf  die  Gruppierung 
der  Charakterißtiken  im  Falle  j?  =  4  durch  algebraische  Betrachtungen  an  ßpe- 
ziellen  Kurven  vom  Geschlecht  4  geführt,  bei  denen  eine  der  136  geraden  Th. 
Char.  ausgezeichnet  ist  (vgl.  dazu  den  Schluß  von  Nr.  92),  er  hat  aber  seiner  Cha- 
rakteristikentheorie [Math.  Ann.  14  (1879),  p.  248;  vorher  Erl.  Ber.  10  (1878),  p.  87] 
eine  Form  gegeben,  bei  der  diese  Auszeichnung  nicht  auftritt. 

226)  Math.  Ann.  16  (1880),  p.  270;  vorher  Erl.  Ber.  11  (1879),  p.  198  und 
12  (1880),  p.  L 


(535) 
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Th.  Char.  bezeichnet,  die  Größen  rc,  y  aber  durch  die  Gleichungen  (165) 
definiert  sind.  Indem  man  darin  {iv)  =  ( —  v)  setzt,  erhält  man  aus 
den  Gleichungen  (535)  die  Additionstheoreme;  setzt  man  dagegen 
(w)  ■■=  {w)  =  (0),  so  entsteht,  wenn  man  noch  [oj]  ==  [w]  setzt,  die 
Formel  9 

(536)  x^nao]  =  ^\ncCf^,na    \  X^r^a.] , 

aus  welcher  die  algebraischen  Relationen  zwischen  den  256  Thetafunk- 
tionen  hervorgehen.  Setzt  man  endlich  darin  auch  (v)  =  (0),  so  er- 
hält man  die  Relationen  zwischen  den  Nullwerten  der  geraden  Theta- 
funktionen,  und  zwar  lineare  Relationen  entweder  zwischen  je  10  Bi- 
quadraten von  Thetanullwerten  oder  zwischen  je  6  Produkten  von 
zwei  Quadraten  solcher  oder  endlich  zwischen  je  4  Produkten  von 
vier  Thetanullwerten  mit  verschiedenen  Charakteristiken  je  nach  der 
Wahl  der  Per.  Char.  (q),  (ö).^^^) 

Wenn  man  diese  Resultate  mit  denen  der  FäUe  p  =  ^  und  p  =  2 
vergleicht,  so  bemerkt  man  jene  Analogien,  welche  schon  in  Nr.  36  er- 
wähnt worden  sind  und  welche  insbesondere  SchottJcy--^)  näher  ver- 
folgt hat. 

Ist  nämlich  c^  der  Nullwert  einer,  p.  der  Nullwert  eines  Pro- 
duktes von  zwei  und  q^  der  Nullwert]  eines  Produktes  von  vier  ge- 
raden Thetafunktionen  (wobei  in  letzterem  Falle  die  4  Th.  Char.  stets 
einem  syzygetischen  Systeme  entnommen  sind),  so  bestehen  Relationen 
von  den  3  Typen       ^  ,     .        v_i_    2       Vi 

und  zwar  dreigliedrige  ^^^)  für 

p==\, 
viergliedrige*''')  für  y  ^=2, 
sechsgliedrige^^^)  für  p  =  3, 


P  --  2, 

i>  =  3. 

i>  =  3. 

i)  =  4. 

i>=-4, 

. . . 

Auch  bei  den  Relationen  zwischen  Thetafunktionen  mit  veränderlichen 
Argumenten  kann  man  solche  Analogien  in  verschiedenen  Formen 
nachweisen, 

227)  Über  Relationen  zwischen  Thetafunktionen  von  vier  Argumenten  auch 
bei  Craig,  Amer.  J.  6  (1884),  p.  14,  183  und  206. 

228)  Acta  math.  27  (1903),  p.  236. 

229)  Jacobi,  Ges,  W.  1  (1881),  p.  611  Gl.  (E);   Gö^d,  Gl.  (26)— (28),  Kosm- 
hain.  Gl.  (90),  Krazer,  „p  =  2",  p.  36  u.  41 ;   Weber,  „p  =  3»,  p.  44. 

230)  Göpel,  Gl.  (23),  (24);  Rosenhain,  Gl.  (89);  Krazer,  p.  34  u.  41;    Webtr, 
p.  40;  Noether,  Math.  Ann.  14  (1879),  p.  291. 

231)  Weher,  p.  40;  Noether,  p.  290. 
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92.  Schottky.  Da  die  Gleichung,  welche  zur  Definition  einer 
Klasse  algebraischer  Funktionen  Tom  Geschlecht  4  dient,  nur  9  we- 
sentliche Konstanten  enthält,  die  Anzahl  der  Modulen  der  vierfach 
unendlichen  Thetareihe  aber  10  beträgt,  so  sind  diese,  wie  schon  in 
Nr.  46  erwähnt  wuide,  bei  denjenigen  Thetafunktionen,  welche  bei  der 
Umkehrung  der  Integi'ale  algebraischer  Funktionen  vom  Geschlecht  4 
auftreten,  oder,  wie  wir  kurz  sagen,  bei  den  „BiemannsoheR  Theta- 
funktionen" von  vier  Veränderlichen,  nicht  unabhängig  voneinander, 
sondern  durch  eine  Relation  verknüpft;  diese  Relation  hat  SchoUky'^^^) 
aufgestellt;  er  ist  dazu  auf  folgende  Weise  gelangt. 

Für  die  Biemannschen  Thetafunktionen  wird  der  Quotient  zweier 
ungerader  Thetafunktionen  mit  den  Argumenten  v  (ß)  —  'i^„(«)  ge- 
mäß (374)  eine  symmetrische  und  zerfallende  Funktion  der  beiden 
Grenzen  a  und  ß.  Nun  gibt  es  in  der  Theorie  der  allgemeinen  Theta- 
funktionen von  4  Yeräuderlichen  ein  System  von  homogenen  quadra- 
tischen Gleichungen,  welches  nur  ungerade  Thetafunktionen  enthält. 
Diesen  dadurch  zu  genügen,  daß  man  jede  vorkommende  ungerade 
Thetafunktion  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  Y^(cc)  •  Y^(ß) 
ersetzt,  ist  nur  dann  möglich,  wenn  zwischen  den  Nullwerten  der  ge- 
raden Thetafunktionen  eine  im  allgemeinen  Falle  nicht  bestehende 
Gleichung  angenommen  wird.  Es  gibt  nämlich  im  Falle  2^  '-~=  4  in  dem 
zu  einer  syzygetischen  Gruppe  vom  Range  3  gehörigen  Komplexe  von 
Systemen  von  Th.  Char.  immer  3  Systeme,  die  aus  8  geraden  Th.  Char. 
gebildet  sind  (Nr.  29).  Bezeichnet  man  mit  r^,  r^,  r^  die  Nullwerte 
der  3  zugehörigen  Produkte  von  je  8  geraden  Thetafunktionen,  so 
hat  auch  für  allgemeine  Modulen  der  Ausdruck 

(537)  J=n  +  rl-\-rl-2r,r,-  2r,r,  —  2r,r, 

für  jede  syzygetische  Gruppe,  von  der  man  ausgehen  mag,  den  näm- 
lichen Wert.  Den  Wert  Null  aber  nimmt  diese  Invariante  nur  dann 
an,  wenn  die  Thetafunktionen  Biemannsche  sind,  und  es  ist  also  eine 
Gleichung  von  der  Form 

(538)  2±Vr,-0 

t  =  i 

die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür. 

Deu  (2»  —  1)  (2«  —  1)  (2*  —  1)  -=  240975  verschiedenen  syzy- 
getischen Gruppen  vom  Range  3  entsprechend  existieren  ebenso  viele 
verschiedene  Gleichungen  (538),  die  aber  nur  eine  Beziehung  zwischen 

232)  J.  f.  Math.  102  (1888),  p.  304;  siebe  auch  Foincare,  Paris  C.  R.  120 
(1895),  p.  242;  J.  de  Math.  1.  (1895),  p.  292;  S.  M.  F.  Bull.  29  (1901),  p.  61  u. 
Acta  math.  26   '1902),  p.  94. 
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den    10  Thetamodulen  darstellen,  so  daß   eine  einzige  von  ihnen  mit 
Notwendigkeit  alle  anderen  nach  sich  zieht. 

Daß  die  Relation  (538),  die  doch  nur  für  Riemannsche  Theta- 
funktionen  gilt,  sich  der  oben  angeschriebenen  Reihe  der  für  allge- 
meine Modulen  in  den  Fällen  ^;  =-^  1,  p  =^  2  und  })  -^  o  geltenden 
dreigliedrigen  Gleichungen  anfügt,  läßt  erkennen,  daß  für  die  darin 
zum  Ausdruck  gebrachte  Analogie  noch  eine  andere  Quelle  als  die  in 
Nr.  36  aufgezeigte  existieren  muß;  vgl.  dazu  Nr.  124. 

Daß  man  die  allgemeinen  Thetafunktionen  von  4  Veränderlichen 
mit  algebraischen  Gebilden  höheren  Geschlechts  in  Verbindung  setzen 
kann,  ist  schon  in  Nr.  34  angegeben  worden.  Wie  später  (Nr.  119)  ge- 
zeigt werden  wird,  gestaltet  sich  diese  Beziehung  so,  daß  die  zu  einem 
speziellen  algebraischen  Gebilde  von  einem  Geschlechte  g  >  4  ge- 
hörigen Biemannschen  Thetafunktionen  nach  einer  Transformation 
höheren  Grades  in  solche  von  4  und  von  q  —  4  Veränderlichen  zer- 
fallen, derart  daß  die  ersteren  allgemeine  Thetafunktionen  sind.  Dies 
ist  unter  der  Annahme  g  =  7  von  Jung^"^^)  durchgeführt  worden  (hier- 
über und  über  das  folgende  vgl.  Nr.  123). 

Von  der  gleichen  Allgemeinheit  wie  die  Biemann ächen  Theta- 
funktionen, d.  h.  von  9  Parametern  abhängig  sind  die  von  Jung^^^j 
betrachteten  Thetafunktionen  von  4  Veränderlichen,  die  in  der  oben 
geschilderten  Weise  aus  einem  algebraischen  Gebilde  vom  Geschlechte 
q  ^-=  (3  abgeleitet  werden  und,  wie  die  Itiemannachen,  durch  eine  zwi- 
schen den  Nullwerten  der  geraden  Thetafunktionen  bestehende  Rela- 
tion 8.  Grades  charakterisiert  werden  können. 

Von  8  Parametern  hängen  die  elliptisch -hypereUiptischen  Funk- 
tionen Sdwttkys'^'^'-')  ab,  die  aus  einem  algebraischen  Gebilde  vom  Ge- 
schlechte ^  ^=  5  abgeleitet  sind  und  bei  denen  für  (v)  =  (0)  zwei  der 
geraden  Thetafunktionen  verschwinden. 

Die  gleiche  Allgemeinheit  besitzen  die  zuerst  von  Weher^'^^')  er- 
wähnten speziellen  i^i'emawwschen  Thetafunktionen  von  4  Veränder- 
lichen, bei  denen  eine  der  geraden  Funktionen  gleichzeitig  mit  den 
Argumenten  verschwindet.  Die  Normalkurve  der  (p,  welche  im  Falle 
j;  =  4  eine  Raumkurve  6.  Ordnung  ist,  liegt  in  diesem  Falle  auf 
einem  Kegel  und  die  Tangentialebenen  dieses  Kegels  liefern  die 
zu  der  ausgezeichneten  geraden  Th.  Char.  gehörige  einfach  unendliche 
Schar  Ahehch&r  Funktionen,  die  hier  neben  den  120  einzelnen,  den 

233)  Berl.  Ber.  1905,  p.  484. 
284)  J.  f.  Math.  130  (1906),  p.  1. 

235)  J.  f.  Math.  108  (1891),  p.  147  u.  193. 

236)  Math.  Ann.  13  (1878),  p.  47;  auch  Kraus,  Math.  Ann.  16  (1880),  p.  264. 
Enoyklop.  d    math.  Wisftensoh.    IIS.  61 
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ungeraden  Th.  Char.  entsprechenden  existieren.  Auf  die  nämliclien 
Funktionen  stützte  sich  Noetlier  (s.  Anm.  225)  bei  Begründung  seiner 
Charakteristikentheorie  für  J3  =  4;  er  ging  dabei  aus  von  einer  auf 
die  einfache  Ebene  rational  eindeutig  abbildbaren  Doppelebene  (vgl, 
auch  Nr.  111)  mit  einer  Übergangskurve  6.  Ordnung  -ß  =  0,  welche 
zwei  unendlich  benachbarte  dreifache  Punkte  besitzt  und  infolgedessen 
vom  Geschlecht  4  ist.  Endlich  hat  auch  Schott'ky'^^'^)  für  den  vor- 
liegenden Fall  die  Beziehungen  zwischen  den  256  Thetafunktionen 
und  ihre  algebraische  Darstellung  eingehend  untersucht;  er  ist  dabei 
auf  eine  ebene  Kurve  9.  Ordnung  {ßertinhche^  Kurve)  geführt  worden, 
zu  der  die  obengenannte  Raumkurve  6.  Ordnung  in  der  gleichen  Be- 
ziehung steht,  wie  im  Falle  p  ==  3  die  ebene  Kurve  4.  Ordnung  zu 
der  von  Schotthy  seiner  Theorie  zugrunde  gelegten  Kurve  6.  Ordnung. 
Verschwindet  bei  diesen  Thetafunktionen  noch  eine  zweite  der  ge- 
raden gleichzeitig  mit  den  Argumenten,  so  werden  sie,  wie  Weber  ge- 
zeigt hat,  zu  den  von  7  Parametern  abhängigen  hyperelliptischen. 

Vom  Geschlechte  p  =  4:  ist  endlich  das  binomische  algebraische 
Gebilde  s"  ==/6(^),  dessen  Zweiteilungsproblem  (vgl.  dazu  auch  Nr.  110) 
Osgood^^^)  mit  Hilfe  der  Charakteristikentheorie  auf  seine  gruppen- 
theoretischen Eigenschaften  untersucht  hat.  Da  auch  hier  eine  der 
geraden  Thetafunktionen  gleichzeitig  mit  den  Argumenten  verschwin- 
det, so  gibt  es  wieder  dieser  entsprechend  eine  einfach  unendliche 
Schar  von  Ahehchen  Funktionen,  während  die  den  120  ungeraden 
Th.  Char.  entsprechenden  sich  in  40  Zyklen  von  je  3  anordnen. 

f 

V 

XIT,  Kleins  Sigmafunktionen. 

93.  Vorbemerkung.  Die  Durchführung  der  in  Kap.  VII  mit- 
geteilten Lösungen  des  t7«co&«schen  Umkehrproblems  verlangt  in  erster 
Linie  die  Bildung  der  Thetafunktionen,  also  die  Ermittlung  der  zur 
Klasse  gehörigen  p  Piiemannachen  Normalintegrale  ü^  und  ihrer  Perio- 
dizitätsmodulen  a^/'^^).  Abgesehen  davon,  daß  diese  Elemente  der  ur- 
sprünglichen Formulierung  des  Umkehrproblems  fremd  sind,  hängen 
sie  von  der  Wahl  des  Querschnittsystems  ab  und  ändern  sich  mit 
dieser,  d.  h.  bei  jeder  linearen  Transformation  der  Perioden. 

Aber  weiter  wird  noch  die  Bildung  gewisser  Berührungsformen 
und  deren  Zuordnung   zu  den  2^^  verschiedenen  Funktionen   9^[«]((t^)) 

237)  J.  f.  Math.  103  (1888),  p.  185;  Berl.  Ber.  1920,  p.  21;  auch  J.  f.  Math. 
146  (1916),  p.  139. 

238)  Dies.  Erlangen  1890. 

239)  Vgl.  darüber  Stahl,  Dias.  Berlin  1882,  „A.  F."  §  83. 
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verlangt;  auch  diese  Aufgaben  sind  in  dem  Umkehrproblem  selbst 
nicht  enthalten.  Was  sie  verlangen,  erkennt  man  am  klarsten  im  hyper- 
elliptischen Falle,  wo  die  2^p  verschiedenen  Thetafunktionen  den  Zer- 
legungen der  gegebenen  binären  Form  /"j^^g  ^^  ^'Wei  Faktoren  ent- 
sprechen, die  Bildung  der  zugehörigen  Wurzelformen  also  letzten 
Endes  die  Kenntnis  der  Verzweigungspunkte  voraussetzt. 

Es  entsteht  daher  naturgemäß  die  Aufgabe,  zu  untersuchen,  in- 
wieweit die  Lösung  des  Umkehrproblems  möglich  ist,  ohne  daß  die 
Erledigung  der  hier  genannten  Aufgaben  vorangehen  muß.  Es  zeigt 
nun  vorab  die  Weiersiraß  sehe  Theorie  der  elliptischen  Funktionen, 
daß  man  die  Einführung  der  Biemannschen  Normalintegrale,  also 
die  Annahme  einer  bestimmten  Zerschneidung  der  Biemannschen 
Fläche  dadurch  umgehen  kann,  daß  man  statt  der  -9'- Funktionen  die 
AI-  oder  ^-Funktionen  benutzt,  deren  Argument  u  das  nicht  normierte 
Integral  1.  Gattung  ist,  und  man  wird  dabei  noch  bemerken,  daß  die 
0-Funktionen  sich  vor  den  -4Z-Funktionen,  von  denen  sie  sich  um  den 

Faktor  e  unterscheiden^^**),  dadurch  auszeichnen,  daß  sie  sich 

bei  linearer  Transformation  der  Perioden  ohne  Hinzutritt  von  Fak- 
toren per  mutieren. 

In  der  gleichen  Weise  enthalten  die  Weierstraßschen  hypereUip- 
tischen  ^Z- Funktionen  (Nr.  7)  als  Argumente  u^,  .  .  .  u^  die  im  Umkehr- 
problem (15)  selbst  auftretenden  Integrale  1.  Gattung.  Diese  setzen 
gewisse  Zerspaltungen  der  Grundform  B{x)  voraus;  das  gleiche  gilt 
daher  auch  von  den  J^Z- Funktionen  selbst.  Es  wird  sich  nun  darum 
handeln,  einmal  an  Stelle  des  Systems  der  2^^,  den  sämtlichen  mög- 
lichen Zerlegungen  der  Grundform  in  zwei  Faktoren  entsprechenden 
^-Funktionen  ein  System  von  ebenso  vielen  ylZ- Funktionen  zu  defi- 
nieren, sodann  aber  diese  gleichzeitig  so  mit  Faktoren  zu  multipli- 
zieren, daß  sie  sich  bei  linearer  Transformation  der  Perioden  ohne 
Hinzutritt  von  Faktoren  permutieren.  Diese  Forderungen  werden  von 
den  in  Nr.  94-  aufgestellten  Kleinschen  ö-Funktionen  erfüllt. 

Die  Frage  nach  dem  Rationalitätsbereich  der  Entwicklungskoeffi- 
zienten der  J./- Funktionen  ist  bei  Weierstraß  dahin  zu  beantworten, 
daß  diese  Koeffizienten  sich  rational  aus  den  Verzweigungspunkten 
(genauer  gesagt,  aus  einem  Teile  dieser  und  den  symmetrischen  Funk- 
tionen der  übrigen)  zusammensetzen.  Klein  zeigt,  daß  seine  ö-Funk- 
tionen  das  Minimum  der  jeweils  erforderlichen  Irrationalitäten  ent- 
halten, indem  in  ihren  Reihenentwicklungen  im  hyperelliptischen  Falle 
lediglich  die  Koeffizienten  der  Formen  cp  und  ^,  in  welche  die  Grund- 

240)  Fricke,  Ellipt.  Funktionen  1  (1916),  p.  401. 

ftl' 
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form  jedesmal  zerlegt  ist,  im  aUgemeineu  Falle  ^  =  3  (Nr.  100)  die 
Koeffizienten  der  die  einzelne  0- Funktion  bestimmenden  Berührungs- 
form  3.  Dimension  auftreten,  und  Klein  charakterisiert  diese  Reihen- 
entwicklungen noch  genauer  dadurch,  daß  sie  die  einzigen  sind,  welche 
nach  ganzen  rationalen  Kovarianten  der  eben  genannten  Formen  fort- 
schreiten. 

Der  Umstand,  daß  bei  linearer  Transformation  der  Perioden  die 
g  geraden  und  ebenso  die  w^  ungeraden  ö-Funktionen  jeweils  unter 
sich  permutiert  werden,  bringt  es  mit  sich,  daß  im  Falle  p  ^^  1  die 
einzige  ungerade  ö- Funktion  bei  jeder  linearen  Transformation  der 
Perioden  in  sich  übergeht.  Diese  AusnahmeroUe  der  ungeraden  den 
drei  geraden  (^-Funktionen  gegenüber  tritt  darin  in  die  Erscheinung, 
daß  ihre  Entwicklungskoeffizienten  sich  ausschließlich  aus  den  Größen 
g^  und  ^3  rational  zusammensetzen,  während  die  drei  geraden  6  außer- 
dem noch  die  einzelnen  Verzweiguugspunkte  e^,  e^,  e.^  enthalten,  wobei 
man  noch  bemerken  wird,  daß  g^,  g^  nicht  nur  bei  jeder  linearen  Trans- 
formation der  Perioden  ungeändert  bleiben,  sondern  zugleich  auch  die 
Invarianten  der  das  elliptische  Gebilde  definierenden  Binärform  sind. 
Es  wird  sich  nun  darum  handeln,  auch  im  Falle  ^  >  1  solche  Punk- 
tionen zu  bilden,  welche  bei  allen  linearen  Transformationen  der 
Perioden  ungeändert  bleiben  und  deren  Entwicklungskoeffizienten  dem- 
entsprechend sich  rational  ausschließlich  aus  den  Koeffizienten  der  das 
algebraische  Gebilde  definierenden  Gleichung  zusammensetzen,  und  es 
wird  anzustreben  sein,  das  ümkehrproblem  unter  alleiniger  Anwen- 
dung solcher  Funktionen  zu  lösen.  Funktionen  der  verlangten  Art 
sind  die  in  Nr.  95  eingeführten  Funktionen  1.  Stufe  2J  und  eine  Lösung 
des  Umkehrproblems  von  der  gewünschten  Weise  ist  die  WirtingerBche 
der  Nr.  101. 

94.  Hyperelliptisclie  <?-Punktionen.  Klein  hat  erstmals  1886*^^) 
auf  die  Aufgabe  hingewiesen,  die  neueren  Fortschritte,  welche  die 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  in  der  Weierstraßschen  Behand- 
lungs weise  gemacht  hat,  auf  hyperelliptische  und  Ähelache  Funktionen 
zu  übertragen. 

Einen  solchen  Fortschritt  sah  Klein  zunächst  in  dem  einfacheren 
Verhalten  der  ö-Funktionen  im  Vergleich  mit  den  Tfietafunktionen 
bei  linearer  Transformation  der  Perioden  und  er  stellte  daher,  sich  zu- 
nächst auf  den  FaU  p  =  2  beschränkend,  die  Aufgabe,  die  ^-Funktio- 
nen so  mit  einem  Faktor  zu  multiplizieren,  daß  die  neuen  Funktionen 

241)  Math.  Ann.  27  (1886),  p.  431,  vgl.  auch  Krazer,  Math.  Ann.  33  (1889), 
p.  691;  zum  folgenden  auch  Klein,  Evanston  Colloquium  1893. 
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sich  bei  linearer  Transformation  der  Perioden  ohne  Zutritt  irgend- 
welcher Faktoren  permutieren.  Diese  Forderung  erweist  sich  in  ein- 
fachster Weise  erfüllt,  wenn  man 

(539)  <i{v„v,)  =  e      ^'  '  '  ^*(y^»>) 

10 

setzt -*^);  dabei  sind  die  Summen  ^  über  die  10  geraden  Thetafunk- 
tionen  zu  erstrecken,  #■  bezeichnet  den  Wert  von  ^(v^,  v^)^  d-^^  den 
Wert  von  -^l'V"-^^  ^^^  ^,,.  den  Wert  von  ^lp^l^'^^mrv,=v.^O: 
endlich  ist  C  eine  Konstante,  für  welche  im  Falle  einer  geraden  Theta- 

funktion  deren  NuUwert  d;  im  FaUe  einer  ungeraden  —d;  oder  —  ■9-„ 

°  Pi    ^  Pi    ^ 

gesetzt  wird,  wobei  die  Größen  p^,  p^  zur  Verfügung  bleiben,  um  die 

Koeffizienten    der  Anfangsglieder   in    der  Entwicklung  von   (?(vj,  i\^ 

nach  Potenzen  der  v  festzulegen. 

Das  weitere  Ziel  Kleine  Avar,  die  ^-Funktionen  unabhängig  von 
den  Thetafunktionen  zu  definieren;  er  erkannte  im  Verlaufe  seiner 
Untersuchungen  gerade  umgekehrt  in  den  ö- Funktionen  den  natür- 
lichen Durchgangspunkt,  um  von  dem  algebraischen  Gebilde  zu  den 
Thetafunktionen  zu  gelangen.  Indem  er  gleichzeitig  seine  Untersuchun- 
gen auf  hyperelliptische  Funktionen  beliebigen  Geschlechts  ausdehnte, 
erhielt  er  folgende  Resultate**^): 

Man  wähle  als  p  Integrale  1.  Gattung 

^    '     '    J    Vm   '    ■    J     VW)    '        "    J    VM 

und  bezeichne  die  Periodizitätsmodulen  von  w,^  an  den  Querschnitten 
a^,  h^  mit  oj^^,,  03,^^^^^.  Man  definiere  weiter,  indem  man  in  der  Be- 
zeichnungsweise der  Invariantentheorie  f(z)  =  a^.P  +  ^  setzt,  das  Inte- 
gral 3.  Gattung  durch  die  Gleichung 

X  x' 

y  y 

242)  Man  wird  auf  diesen  Ansatz  auch  geführt,  wenn  naan  verlangt,  daß  in 
der  Entwicklung  des  Produkts  der  10  geraden  Thetafunktionen  nach  Potenzen 
der  Variablen  die  Glieder  zweiter  Dimension  sich  wegheben.  DaS  diese  Klein- 
schen  Sigmafunktionen  weder  mit  den  von  Schottky  (Nr.  ÜO)  noch  mit  den  von 
Krause  (Nr.  103)  so  bezeichneten  Funktionen  identisch  sind,  ist  schon  in  Anm.  222 
bemerkt  worden. 

243)  Gott.  N.  1887,  p.  515,  Math.  Ann.  32  (1888),  p.  351:  die  ausfuhrlichen 
Beweise  bei  Burkhardt,  ebenda  p.  381. 
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lind  leite  die  p  Integrale  2.  Gattung  aus 


X 

(542)  ^     ZW  =  r^ 


i/myA*)+«r'«? 


+i/,p+i 


2(2«)- 
J/    '  ■  ^  ' 
in  der  Form 

(543)  Z«  -  — ^—  ^'"'^"'        Zi^  =  -^~^')i  -^-^- 
<^o*o;  ^1  —  (_p_i)!   a<f-i  '       ^s         (p_i)!  ^^P-sa«,  '     ••• 

ab;  diese  Integrale  Z  werden  dann  alle  an  der  Stelle  t  oqp  und  ihre 
Periodizitätsmodulen  —  ij^^,  ...  —  ri^^  {a=  \,2,  .  .  .p)  sind  von  der 
Wahl  des  Punktes  t  unabhängig.^**)  Man  bilde  weiter  den  Prim aus- 
druckt«) _^Q~y 

(544)  ^{x,y)^  -rß&=  e      "\ 

wo  x,  y  die  mit  x,  y  verbundenen  (Nr.  74)  Punkte  der  Fläche  bezeich- 
nen, und  setze  aus  solchen  den  „transzendenten  Zusatzfaktor" 


(545)  M  = 


t     k 


i    k  i    k  i    k 


zusammen,  wobei  der  Akzent  am  Produktzeichen  andeuten  soll,  daß 
die  Glieder  mit  i  =  Ic  auszulassen  sind.  Bezeichnet  mau  dann  endlich 
mit  w^,  w^,  .  .  .  Wp  die  Integralsummen 

x'  x"  ajC*) 

(546)  tv^,  =fo%  -i-ß%  +  •  •  ■  +ß%,        (/i  =  1,  2, ...  2)) 

y'  y"  y^"' 

indem  man  die  Zahl  n  einstweilen  beliebig  läßt,  so  ei-hält  man  den 
2^^  Zerlegungen 

entsprechend  ebensoviele  (^-Funktionen  durch  die  Gleichung 

(548)  (i,^^^(w, ,...  tVp)  =  '—^^L-Tn J^-I>^y. 

definiert,  wo  D  ^  die  2w-reihige  Determinante 

_  :  . . .  xl*-"-'x',  Y^x)  . . .  xl--':^  Vi,{x)  .  .  . 

bezeichnet,  deren  2n  Vertikalreihen  aus  den  beiden  angeschriebenen 
erhalten  werden,  wenn  man  für  x  der  Reihe  nach  die  Zahlen  0,  1, 
.  .  .  n  -\-  m  —  l  und  für  X  der  Reihe  nach  die  Zahlen  0,  1,  ...  n  —  m  —  1 
treten  läßt,   während   die  2n  Horizontalreihen   aus   den   beiden   ange- 

244)  Eine  spätere,  allgemeinere  Form  der  Integrale  2.  Gattung  in  II  B  2,  Nr  33. 

245)  Wie  die  allgemeine  Primform  (397)  im  hyperelliptiachen  Falle  zu  dem 
Ausdrucke  (ö44)  führt,  zeigt  Klein,  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  17  u.  f. 
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schriebeuen  entstehen,  wenn  man  a',  y  der  Reihe  nach  durch  x',  y  \ 
x'\  «/";  .  .  .  a;^"\  y^"^  ersetzt.  Dabei  muß  n  >  m  sein,  doch  kann  man 
den  Fall  n  =^  m  mit  einscliließen,  indem  man  dann  unter  Z)  ^  den 


Ausdruck 

•^50)    2>,^  =  (- 

1)« 

2n-l       2m-2 

Xi     ■     Xi        x^    . 

.    .    Xi 

2n-l 
•    ^2 

nyq){x^^)yt(y^^) 

Vi  2/1  2/2     •••    2/2  i 

versteht. 

Wenn  man  ö-Funktionen  für  n  <im  dadurch  definiert,  daß  man 
bei  den  einem  größeren  n  entsprechenden  die  beiden  Grenzen  y  und 
X  von  einem  Teile  der  Integrale  zusammenfallen  läßt,  so  sind  diese 
Funktionen  bei  beliebigen  Werten  der  übrigen  x,  y  stets  (tn  —  w)-fach 
Null.  lusbesondere  verschwinden  dann  für  m?,  ^-  •  .  .  =  tv  =.^  0  alle  6- 
Funktionen,  bei  denen  m  >  0  ist. 

Die  durch  (548)  definierten  ff- Funktionen  sind  einwertige  und 
ganze  Funktionen  der  Integralsummen  w.  Bei  Überschreitung  der 
Querschnitte  a^,  h^  erlangen  sie  durch  die  Vorzeichen  unterschiedene 
Exponentialfaktoren 

(551)    i-iy^-e'  '  ^         -    ,       {-1)"'  -e^  ^  \ 

bei  denen  ein  g  bzw.  fe  =  0  oder  1  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  sich  die 
beiden  vom  betreffenden  Integrationsweg  umschlossenen  Verzweigungs- 
punkte auf  (p  und  rl>  verteilen  oder  nicht.  Die  Funktion  6  ^  ist  eine 
gerade  oder  ungerade  Funktion  der  w,  je  nachdem  m  gerade  oder  un- 
gerade ist;  ihre  Entwicklung  nach  Potenzen  der  tv  hat  die  Form 

<'''^2)     S  +  t_2,.V^  +  l+2m  ^=  (^)-  +  (^)«  +  2   +   •   •   •   +   H».  +  2o  +  •  •   •, 

WO  (m^),„4.8o  eine  ganze  homogene  Funktion  m  -{-  2q^'^  Grades  der  w 
ist,  deren  Koeffizienten  rationale  ganze  Funktionen  der  Koeffizienten 
von  (p  vom  m  -f-  (j**""  und  t/>  vom  q^^  Grade  mit  rationalen  Zahlen- 
koeffizienten sind,  von  der  Art,  daß  sich  (w)m+2D  ^^^  ganzen  ratio- 
nalen Kovarianten  der  Formen  qp  und  ^,  in  denen  die  Variablen  durch 
w^,  .  .  .  Wp  ersetzt  sind,  zusammensetzen  läßt. 

Daß  die  so  erhaltenen  ^-Funktionen  in  der  Tat  die  Verallgemei- 
nerungen der  4  Weierslra ßschen  elliptischen  ff- Funktionen  sind,  hat 
Klein^^^)  des  Näheren  ausgeführt  und  auch  dargetan,  daß  sowohl  bei 
der  ursprünglichen  Definition  die  Wahl  des  den  ^-Funktionen  beige- 
fügten Faktors,  als  bei  der  neuen  die  Wahl  des  zugrunde  gelegten 
Integrals   li.  Gattung  dadurch  charakterisiert  ist,   daß   die   erhaltenen 

246)  Math.  Ann.  27  (1886),  p.  455;  vgl.  dazu  Bolza,  Amer.  M.  S.  Trans.  1 
(1900),  p.  53. 
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tf-Funktionen  die  einzigen  sind,  deren  Reihenentwicklungen  nicht  nur 
nach  rationalen,  sondern  auch  nach  ganzen  Kovarianten  der  Formen  q) 
und  ^  fortschreiten. 

Von    den    ö- Funktionen    gelangt    man   nun   zunächst    durch    die 
Gleichung 

(553)  Th  (w,,...  w^)  --  V^p  •  "^  6{w„..  .  «g , 

in  der  ^  ,  ^^  die  Diskriminanten  von  (p  und  il;  bezeichnen,  zu  den 
von  Wütheiß^^'')  zuerst  eingeführten  TÄ-Funktionen  und  sodann  von 
diesen  zu  den  -O'-Funktionen  durch  die  Gleichung 

(554)  »i^(y,  t)  =  c  yM^' ■■"-'■  /<"-■  V  TÄ(«.„ •    •  ,o^), 

wo  die  Argumente  v  und  die  Modulen  x  in  bekannter  Weise  aus  den 
w  und  03  berechnet  werden,  wo  ferner  c  einen  rationalen  Zahlenfaktor 
bedeutet  und 


(555)  G{w„  ■■■w^)  =  2^+--;-; 


>pp 


«>ii         •  •       (Oip 


Ip  pp 


gesetzt  ist.^^*) 

Bolm^*^)  hat  durch  die  Gleichungen 

^^K,  •  •  •  %;  0  =^^^°^^::-^^.(0, 

(556)  ^  a  (^^a 

/  J^\  -V^   log    <>«,«,    (tCj,    •••    10«)  /N  /,N 

vVv'K'  •  •  •  %5  s,  t)  =  -2-  -  -a^-fät^-  '''.^«(«) ^<^(0 . 

in  denen  die  g  ganze  rationale  Funktionen  p  —  1*®"  Grades  bezeichnen, 
zu  den  erhaltenen  ö- Funktionen  l-  und  t;»- Funktionen  definiert  und 
deren  Verwendung  zur  Lösung  des  Umkehrproblems  gezeigt. 

yö.  Funktionen  1.  Stufe.  PJin  fortgesetzter  Vergleich  mit  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  führte  aber  Klein  noch  weiter. 
Er  sah  die  Normalform  für  diese  Theorie  nicht  in  jener,  welche  sich 
auf  die  Nebeneinanderstellung  der  4  ö-Funktionen  stützt,  sondern  in 
der  anderen,  welche  konsequent  mit  v  w,  <>.>'m  und  6ti  operiert.  Auch  hier 
liegt  das  entscheidende  Moment  in  dem  Verhalten  der  Funktionen  bei 
linearer  Transformation  der  Perioden.  Während  nämlich  die  drei  zu- 
letzt genannten  Funktionen  bei  jeder  ganzzahligen  linearen  Transfor- 
mation ungeändert  bleiben,  ist  dies  bei  den  drei  übrigen  (^-Funktionen 

247)  Math.  Ann.  29  (1887),  p.  272. 

248)  Zu  dem  vorstehendeu  auch  Sdiröder,  Diss.  üöttingeu  18y0,  Hamburg 
Math.  Ges.  Festschr.  1890,  p.  162  und  Mitt.  3  (1891/1900),  p.  73. 

249)  Gott.  N.  1894,   p.  268;  Amer.  .T.  17  (1895),  p.  11. 
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nur  für  solche  Traasformationen  der  Fall,  welche  der  identischen  J" 
nach  dem  Modul  2  kongruent  sind.  In  diesem  Sinne  nennt  man  die 
ersteren  Funktionen  der  1.  Stufe,  die  3  geraden  Sigmafunktionen  aber 
solche  der  2.  Stufe. 

Diesen  Stufenbegriff  hat  nun  Klein  auch  in  der  Theorie  der 
hyperelliptischen  Funktionen,  sich  wieder  auf  den  Fall  p  =  2  be- 
schränkend, eingeführt.^^") 

Betrachtet  man  die  rationalen  symmetrischen  Verbindungen  der 
durch  die  Grieichungen 

(»57)  ^^^J.^^^+J^^.  ,„=l,2) 

gegebenen  Werten  tv^,  w^  zugeordneten  beiden  Stellen  x,  x"  der  zu 
y^  ==  f{x)  gehörigen  JRfemawwschen  Fläche  nicht  nur  als  Funktionen 
dieser  Integralwerte,  sondern  gleichzeitig  auch  als  abhängig  von  den 
Periodizitätsmodulen  G3^,„(«'=i^2,'3,'t)  der  Integrale,  so  besitzen  sie  die 
Eigenschaft  ungeändert  zu  bleiben  bei  jeder  Substitution  von  der  Form 

'^\'  =  ^f,  +  \  «^,1   +  h  (^,u2  +  \  <^u3  +  ^4«u4, 

(558)  o?;,  =  Cji  »«1  +  Cgj  cj^,2  +  ^23  »u3  +  Cu(^,,u>  (/^=1;2), 

^31  O»«!   +  C32  05«2  +  CggCJ^g   +  Cgiö^^, 
C4lö.a  +  ^12««  2  +  ^43»«  3  +  <^U<^fU, 

in  welcher  die  h  und  die  c  ganze  Zahlen  bezeichnen,  von  denen  die 
letzteren  den  Bedingungen  für  Transformationszahlen  (40)  genügen 
müssen. 

Die  Substitutionen  (558)  bilden  eine  Gruppe,  welche  die  Haupt- 
gruppe genannt  wird.  Sind  Cji  -^  c,  'E^  Cr^ '-'~  c^^^l,  alle  anderen 
Zahlen  c  sowie  die  4  Zahlen  h  aUe  ^  0  (mod.  w),  wo  n  irgendeine 
positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  heißt  die  Substitution  (558)  der 
Identität  kongruent  nach  dem  Modul  n.  Diese  Substitutionen  bilden 
für  sich  eine  Gruppe,  die  Prinzipaluntergruppe  w*^'  Stufe.  Man  nennt 
nun  hyperelliptische  Funktionen  w*®'  Stufe  jene  einwertigen  Funktionen 
der  w  und  o,  welche  bei  allen  Substitutionen  der  Prinzipal  Untergruppe 
w*®'  Stufe  ungeändert  bleiben,  wobei  man  noch  solche  Funktionen  als 
adjungierte  zu  bezeichnen  pflegt,  welche  bei  diesen  Substitutionen  nur 
Einheitswurzeln  als  Faktoren  erlangen. 

Im  Falle  n  ^^  1  ist  die  Prinzipaluntergrnppe  die  Hauptgruppe 
selbst  und  die  hyperelliptischen  Funktionen  1.  Stufe  sind  die  vorher- 

250)  Burkhardt,  Math.  Ann.  35  (1890),  p.  198;  dazu  Pa»caZ,  Ann.  di  Mat.  1 8, 
(1890),  p.  131  u.  227;  19,  (1891/2),  p.  169. 
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G>^2 

= 
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= 
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= 
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genannten  rationalen  symmetrischen  Verbindungen  der  x,  x",  wobei 
man  als  Konstanten  (Modulfunktionen  1.  Stufe)  die  Koeffizienten  der 
Form  /^  zuläßt. 

Die  hypereUiptischen  Funktionen  1.  Stufe  lassen  sieb  durch  die  4 

^    ^        x.^^VfixlVfix"),  x,^yf{x')-^YKx") 

rational  zusammensetzen,  welche  selbst  durch  Relationen  von  der  Gestalt 
(560)  AI  r^^  G,  (X„  X,),    X\  ^^^  G,  {X„  X,)  +  2  X, 

miteinander  verknüpft  sind,  wo  (r^,  G[.  ganze  rationale  Funktionen 
6.  Grades  bezeichnen. 

Bei  Einführung  homogener  Variablen  kann  man  das  volle  Formen- 
system 1.  Stufe  durch  die  folgenden  8  Formen  darstellen 

^''^^^^  X,  ^-=  1//-KS)  VfiKÄ) 

und  4  Formen  F„,  welche  unter  Einführung  eines  Hilfspunktes  t  zu 
der  einen 


(562)         Y,  ^  (xtyVfixi,  <)  +  ix"tyyf{x[x,) 

zusammengezogen  werden  können. 

Aus  diesen  hyperelliptischen  Formen  1.  Stufe  leitet  Klein  die 
hyperelliptischen  2^Funktionen  1.  Stufe  in  der  Weise  ab,  daß  er  zu- 
nächst die  Formen  X  durch  die  allgemeineren 

X,=^lJ^,{xxy,    X,==m,,m,„(xxy,     X,  ^  n^,n^„ix'xy, 

wo   II,  ml,  nl    drei    ganze    rationale    quadratische    Ko Varianten    von 
/e  =  ^l  bezeichnen,  die  Form  Y^  aber  durch 

(564)  X,  ^-  aAai-a,„VfW')  +  a'^,a^,Vf{x')\{x  x"f 

ersetzt  und  nun  jede  der  Formen  X^,  X^,  Xg,  X^  mit  Z^,  X^  mit  Z^ 
multipliziert,  wo  Z  den  Zusatzfaktor 

(565)  Z=^j^=.  , 

bezeichnet.    Es   entstehen   so   die  Funktionen  2;\,  .  .  .  2^5,  welche   das 
Analogon  der  ungeraden  (j-Funktion  des  Falles  ^  =  1  sind. 

Entsprechend  den  Gleichungen  (560)  besteht  für  die  Funktionen  27 
(oder  was  dasselbe  für  die  Formen  X)  einmal  eine  homogene  Glei- 
chung 4.  Grades  zwischen  H^.  ...  21^  allein  von  der  Gestalt 

(566)  ^  .  G,  (E„2:„Z,)^+  E,  .  G,  {E,,Z„Z,^  +  G,  (2J„2J„I],)  =  0 
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und  ferner  läßt  sich  das  Quadrat  Ton  U^  durch  2;\,  .  .  .  U^  ausdrücken 
in  der  Form 

(567)  2^  ==  Z,  .  Gs  {2J„  2„  2J,)  +  G,  (U,,  U„  U,). 

Die  Gleichung  (566)  ist  die  Gleichung  der  Äwmme^'schen  Fläche,  die 
Gleichung  (567)  stellt  eine  Schar  von  Flächen  6.  Ordnung  dar,  welche 
die  Kummersche  Fläche  längs  einer  Kurve  12.  Ordnung  berühren. 

Die  Reihenentwicklungen  der  Funktionen  2J  nach  Potenzen  der  w 
charakterisieren  sie  dadurch  als  hypereUiptische  Funktionen  1.  Stufe, 
daß  sich  alle  Koeffizienten  rational  aus  den  Invarianten  der  Form  /"; 
zusammensetzen. 

96.  Funktionen  2.  Stufe.  Da  hypereUiptische  Funktionen  2.  Stufe 
nach  zweimaligem  Durchlaufen  eines  Periodenweges  zum  Anfangswerte 
zurückkehren  müssen,  so  lassen  sich  dieselben  als  Quadratwurzeln  ra- 
tionaler Funktionen  der  Stellen  x,  x"  darstellen,  und  da  weiter  jeder 
Periodentransformation  der  Prinzipaluntergruppe  2.  Stufe  eine  solche 
Monodromieänderung  der  Verzweigungspunkte  entspricht,  welche  jeden 
einzelnen  in  seine  Anfangslage  zurückbringt,  so  wird  man  als  Modul- 
funktionen 2.  Stufe  alle  rationalen  Funktionen  der  Verzweigungspunkte 
tt,  ß,  .  .  .  zulassen. 

Demgemäß  sind  hyperelliptische  Formen  2.  Stufe  die  6 


(568)  D^^Y{ax'){ax") 

und  die  10  den  Zerlegungen  der  Form  f^  in  zwei  Formen  cp  und  ^ 
des  3.  Grades 

(569)  (p (x)  =  (a X)  {ß x)  {y x),     t (x)  =  {ß x)  {e x)  {t,x) 
entsprechenden 

(570)  B  r^K   j       vyy   j 


(pxp 


~~ytp{x")  yn^{x") 


AUe  hyperelliptischen  Formen  2.  Stufe  lassen  sich  mit  Hilfe  der  De- 
terminanten {aß)  als  Koeffizienten  rational  durch  7  dieser  Formen 
ausdrücken,  nämlich  durch  die  6  Formen  D^  und  irgendeine  der 
10  Formen  D^^. 

Bezüglich  der  algebraischen  Gleichungen,  durch  welche  die  For- 
men JD  untereinander  verknüpft  sind,  kann  auf  die  zwischen  den 
16  Thetafuuktionen  zweier  Veränderlichen  bestehenden  verwiesen  wer- 
den, denen  die  16  Formen  D  proportional  sind. 

Aus  den  Formen  B  entstehen  durch  Hinzunahme  des  Zusatzfak- 
tors (565)  als  hypereUiptische  Funktionen  2.  Stufe  die  16  Sigma- 
funktionen  und  zwar  die  zu  einer  Zerlegung  f^^  =  ^ith  gehörige  un- 
gerade in  der  Form 
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(571) 


<Pl^5 


(w^,  w^)  - 


{X  X")  -\/cp^  (X)  qPi  {X")     ^  *^^'^" 


nnd  die  zu  einer  Zerlegung  /J., 


2t//>')7(a^") 

'■  'Ps^s  gehörige  gerade  in  der  Form 


(572)       tf„  ,  (w„  w,)  =  >>a^^lL^«i^l±^^)  V^^l  ^^^ 

Die  Gleichungen  (571),  (572)  charakterisieren  die  0- Funktionen 
als  Funktionen  2.  Stufe  dadurch,  daß  ihre  Bildung  die  Zerlegungen 
der  Form  f^  in  die  Formen  cp^  und  ifj^  bzw.  93  und  V'a  "nd  damit  die 
Kenntnis  der  Verzweigungspunkte  des  hypereUiptischen  Gebildes  ver- 
langt; in  der  Reihenentwicklung  (552)  der  <y-Funktionen  ist  die  gleich© 
Tatsache  damit  in  die  Erscheinung  getreten,  daß  die  Koeffizienten  sich 
rational  aus  den  Koeffizienten  der  Formen  cp  und  ^  zusammensetzen. 

97.  Die  Funktionen  X„,^,  Y^^^,  Z„^.  Die  gleiche  Aufgabe,  die 
Th etafunk tionen  derart  mit  Faktoren  zu  multiplizieren,  daß  die  so  ent- 
stehenden Funktionen  sich  bei  linearer  Transformation  der  Perioden 
einfacher  verhalten  als  die  ursprünglichen,  hat  Klein  auch  für  Theta- 
funktionen  höherer  Ordnung  gestellt  und  auch  hier  konnte  ihm  die 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  als  Wegweiser  dienen,  in  wel- 
cher er  selbst ^^^)  in  den  Größen  X^  solche  Funktionen  gebildet  hatte. 

Jede  Thetafunktion  n*^'  Ordnung  mit  gegebener  Charakteristik  k  1 
läßt  sich  nach  (86)  aus  den  nP  Funktionen 


(573) 


» 


(nv 


))na     i^V-^p~---P7^,- 


0 


homogen  und  linear  mit  konstanten,  d.  h.  von  den  v  freien  Koeffizi- 
enten zusammensetzen.  Unterwirft  man  dann  die  Größen  v?  «,  f  einer 
linearen  ganzzahligen  Transformation  und  nennt  die  dadurch  gemäß 
(99),  (101)  und  (105)  entstehenden  neuen  Größen  v,  a,  |  ,  so  sind 
die  diesen  entsprechenden  n^  Funktionen 


(574) 


d- 


n 


[nv 


(^v 


•  a^ 


-0,  1,.  ..  w— 1) 


homogene  lineare  Funktionen  der  ursprünglichen  (573),  so  daß  jeder 
linearen  ganzzahligen  Transformation  hier  eine  homogene  lineare  Sub- 
stitution entspricht. 

Unsere  Aufgabe  ist  nun,  die  Funktionen  (573),  (574)  durch  Hiu- 
zunahme  von  Faktoren  so   zu  normieren,   daß   die  genannten  Substi- 

261)  Leipz.  Ber.  36  (1884),  p.  70;   Leipz.  Abb.  18  (1886),  p.  367  und  P^llipt. 
Modnlfunktionen  2  (1892),  p.  236. 
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tutionen  in  ihren  Koeffizienten  möglichst  einfach  werden.  Auf  diese 
Weise  entstanden  für  den  Fall  ^)  =^  2  die  zuerst  von  Witting^'^^)  ein- 
geführten und  sodann  von  BurkhardP'''-^)  weiter  untersuchten  Funk- 

n   n 
0    0 


tionen  X^  ^,  die  sich  von  0- 


nur  um   einen    von   den  v 


unabhängigen  Faktor  unterscheiden  und  aus  denen  die  weiteren  Funk- 
tionen 

(575)       Y^ß  --  \  (X„  ^.  -f  X_  ^  _  ^),    Z^^  =  X^^^—  X_  „^  _  ,y 
zusammengesetzt  werden. 

Für  den  Fall  w  =  3  ist  die  quinäre  Gruppe  der  25  920  linearen 
Substitutionen  der  5  Funktionen  Y^^  und  die  quaternäre  Gruppe  der 
51840  linearen  Substitutionen  der  4  Funktionen  Z^/^)  von  Burk- 
JiardP^^)  eingehend  untersucht  worden. 

Die  Gruppe  der  Z^.^  ist  dadurch  von  besonderem  Interesse,  weil 
nach  Jordan^^^)  die  Gruppe  der  Gleichung  27.  Grades,  von  welcher 
die  27  Geraden  einer  Fläche  3.  Ordnung  abhängen,  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  vom  Index  2  enthält,  welche  mit  der  Gruppe  der  Z^^ 
isomorph  ist.  Nachdem  auf  Grund  dieses  Zusammenhanges  Klein^''''^) 
die  Reduktion  des  einen  Problems  auf  das  andere  skizziert  hatte, 
wurde  sie  von  Burkhardt^'^^)  weiter  ausgeführt  (siehe  Nr.  110  u.  I  B  3  f., 
Nr.  23). 

98.  Borchardtsolie  Modiüen.  Borchardt^^^)  hat  als  Modulen  des 
hyperelliptischen  Gebildes  im  Falle  p  =  2  die  Verhältnisse  der  Qua- 
drate der  Nullwerte  von  4  geraden  GÖ2)elsc\ien  Thetafunktionen  vorge- 
schlagen.^^'') Etwas  abweichend  davon  hat  Klein  in  seiner  Vorlesung  vom 
S.-S.  85  die  Null  werte  von  4  geraden  Göpehchen  Thetafunktionen  mit 
den  doppelten  Modulen  als  „Borchardtsche  Modulen"  bezeichnet.  Nach 
einer  ganzzahligen  linearen  Transformation  der  Perioden  drücken  sich 

252)  Diss.  Göttiugen  1887;  Math.  Ann.  29  (1887),  p.  157. 
263)  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  161. 

254)  Diese  im  Anschloß  an  die  Untersuchungen  Wittings  a.  a.  0.  und 
Maschkes  Gott.  N.  1888,  p.  78;  Math.  Ann.  33  (1889),  p.  317. 

255)  Gott.  N.  1890,  p.  376  u.  1892,  p.  1 ;  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  161  u.  41 
(1893),  p.  313;  dazu  noch  Morrice,  Lond.  M.  S.  Proc.  21  (1891),  p.  58. 

256)  J.  de  Math.  14j  (1869),  p.  147;  Paris  C.  R.  68  (1869),  p.  865;  „Traitä", 
p,  816  u.  365;  dazu  Pascal,  Ann.  di  Mat.  20j  (1892/3),  p.  163  u.  269;  21,  (1893), 
^p.  85;  Acc.  Line.  Rend.  2^  (1893)  I,  p.  120. 

257)  J.  de  Math.  4^  (1888),  p.  169. 

258)  Math,  Ann.  41  (1893),  p.  339. 

259)  Paris  C.  R.  88  (1879),  p.  834  ==  Ges.  W.  1888,  p.  439, 

260)  Anders  bei  Brioschi,  Acc.  Line.  Rend.  2^  (1886).  I,  p.  159  =  Op.  mat. 
3  (1904),  p.  425. 
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die  neuen  Größen  homogen  und  linear  durch  die  ursprünglichen  aus 
und  es  wird  dadurch  eine  quaternäre  Gruppe  von  46080  homogenen 
linearen  Substitutionen  definiert,  deren  volles  Formensystem  von 
MascMe^^')  aufgestellt  worden  ist -^2)  (I  B  3 f.,  Nr.  22). 

99.   Auflösung   der   Gleichung  6.  Grades.     Brioschi^^^)  hat  die 
allgemeine   Gleichung  6.  Grades   auf  eine  gewisse  Normalform  irans- 
formiert, wobei  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  rationale  Funk- 
tionen der  Wurzeln  der  neuen  sind.    Diese  Normalform  stimmt  über- 
ein mit  einer  von  Masclike"^^)   aufgestellten  Partialresolvente  6.  Gra- 
des des  quaternären  Formenproblems  der  Borchardt^chein  Modulen.  Es 
war  jetzt  nicht  nur  möglich,  gewisse  Ausdrücke  aus  den  Nullwerten 
der  10  geraden  Thetafunktionen  des  Falles  p  =  2  zu  bilden,  welche 
einer  Gleichung  6.  Grades  von  derselben  Form  genügen,  sondern   es 
gelang  auch  die  Konstanten  des  den  Thetafunktionen  zugrunde  liegen- 
den algebraischen  Gebildes   so  zu  bestimmen,   daß  beide  Gleichungen 
identisch  werden.^^")    Auf  solche  Weise  wird  die  Auflösung  einer  ge- 
gebenen Gleichung  6.  Grades  auf  die  Bildung  der  zu  einem  gegebenen 
algebraischen  Gebilde  gehörigen  Thetafunktionen,  also  die  Berechnung 
der  Periodizitätsmodulen  der  Integrale  1.  Gattung  zurückgeführt.     Da 
aber  in  unserem  Falle  die  6  Verzweigungspunkte  die  Wurzeln  der  zu 
lösenden  Gleichung  6.  Grades  sind  und  also  erst  bestimmt  werden  sollen, 
so  muß  man  zur  Berechnung  der  Periodizitätsmodulen  jene  linearen 
Differentialgleichungen  heranziehen,   welchen   sie  als  Funktionen   der 
Koeffizienten  der   Gleichung  6.  Grades  genügen.    Daß   das  so  geschil- 
derte Verfahren,  auf  dessen  Notwendigkeit  auch  Lindemann^^^)  hin- 
weist, zur  Lösung  der  Gleichung  6.  Grades  angewandt  werden  kann, 
ohne    diese    vorher   auf    die   Brioschische   Normalform   reduziert    zu 
haben,  hat  BurkhardP^^')  ausgeführt. 

Lindemmm^^^)    hat    ferner    in    Ergänzung    eines    Jordanachen 
Satzes  *^^),  nach  welchem  die  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung 

261)  Gott.  N.  1887,  p.  421;  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  496. 

262)  Vgl.  dazu  auch  Beichardt,  Leipz.  Ber.  37  (1885),  p.  419;  Math.  Ann.  28 
(1887),  p.  84;  N.  Acta  Leop.  60  (1887),  p.  373. 

263)  Acc.  Line.  Rend.  4^  (1888),  1,  p.  183,  301  u.  485  =  Dp.  mat.  4  (1906,, 
p.  41  u.  43;  Acta  math.  12  (1889),  p.  83  =  Op.  mat.  5  (1909),  p.  313. 

264)  A.  a.  0.  u.  Acc.  Line.  Rend.  4^  (1888),  I,  p.  181. 

266)  Brioschi  a.  a.  0.  u.  Ann.  Ec.  Norm.  12,  (1895),   p.  343  =  Op.  mat.  5 
(1909),  p.  176. 

266)  Gott.  N.  1892,  p.  292. 

267)  Math.  Ann.  35  (1890),  p.  277;  dazu  Cole,  Amer.  J.  8  (1886),  p.  265. 

268)  Gott.  N.  1884,  p.  246  n.   1892,  p.  292. 

269)  „Traitö",  p.  380;  vgl.  dazu  I  B  3f.,  Nr.  21,  Anm.  95. 
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beliebig  hohen  Grades  auf  das  Zweiteilungsproblem  der  hyperellip- 
tischen Funktionen  zurückgeführt  werden  könne,  gezeigt,  daß  die  Auf- 
lösung einer  algebraischen  Gleichung  beliebigen  Grades  auf  die  fol- 
genden 4  Prozesse  zurückgeführt  werden  kann:  1.  Auflösung  von 
Gleichungen  niedrigeren  Grades,  2.  Lösung  von  linearen  homogenen 
Differentialgleichungen  mit  rationalen  Koeffizienten  und  bekannten 
singulären  Punkten,  3.  Berechnung  der  Periodizitätsmodulen  hyper- 
eUiptischer  Integrale  aus  den  Lösungen  der  genannten  Differential- 
gleichungen, 4.  Berechnung  von  Thetafunktionen  mehrerer  Veränder- 
lichen für  besondere  Werte  der  Argumente  (I  B  3f.,  Nr.  22).- 

100.  Der  besondere  Fall  ^  ==  3  in  Kleins  Theorie  der  Abel- 
sclien  Funktionen.  Da  die  Normalkurve  der  (p  im  Falle  ^  =  3  die 
allgemeine  Kurve  4.  Ordnung  ist,  so  liegt  der  ÄZemschen  Theorie  (Nr.  64) 
im  Falle  p  =  3  ebenso  wie  der  Riemann-WehersckQn  diese  (7^  zu- 
grunde und  Klein  knüpft  bei  seinen  Untersuchungen^^")  speziell  an 
die  beiden  Systeme   von  Berührungskurven  3.  Ordnung  (Nr.  89)  an. 

Mittelst  jeder  Berührungsforra  1.  Art  X^^)  kann  man  die  Gleichung 
der  O4  in  die  Gestalt  (526)  bringen.    Nimmt  man   dann  noch  x^  als 
vierte  Koordinate  hinzu,  so  stellt 
(576)  xl(p  —  2x^^+  X(3)  ==  0 

eine  Fläche  3.  Ordnung  F,^  dar,  welche  durch  den  vierten  Eckpunkt 
des  Koordinatentetraeders  hindurchgeht,  und  die  ursprüngliche  C4  ist 
der  Schnitt  des  Umhüllungskegels,  der  sich  von  dieser  Ecke  aus  an 
die  F^  legen  läßt,  mit  der  Ebene  x^  ^=  0.  Bezeichnet  man  mit  Z  die 
Diskriminante  dieser  Fg,  deren  Verschwinden  aussagt,  daß  Fg  einen 
Doppelpunkt  besitzt,  und  mit  T  =  0  die  Bedingung,  daß  die  Ecke 
x^  =  0,  x^  =  0,  iPg  =  0  auf  einer  der  27  Geraden  der  F^  liegt,  so 
erweist  sich  HJ^  als  die  Diskriminante  der  gegebenen  C^. 

Einem  jeden  der  36  Systeme  von  Berührungsformen  2.  Art  ent- 
spricht ein  Flächennetz  (528).  Bezeichnet  man  mit  S  die  Takt- 
invariante dieses  Flächennetzes,  deren  Verschwinden  aussagt,  daß  zwei 
von  den  8  Grundpunkten  des  Netzes  zusammenfallefi,  und  ist  T  =  0 
die  Bedingung  dafür,  daß  sich  unter  den  Flächen  des  Netzes  ein 
Ebenenpaar  befindet,  so  stimmt  wieder  ST'^  mit  der  Diskriminante 
von  C^  überein. 

Indem  Klein  nun  einerseits  das  Verschwinden  der  Diskriminante 
der  64  bei  Auftreten  eines  Doppelpunktes,  andererseits  das  Verhalten 
der  Berührungskurven  3.  Ordnung  in  diesem  Falle  untersucht,  gelingt 
ihm  durch  diesen  Grenzübergang   auch  für  den  allgemeinen  Fall  die 

270)  Math.  Ann.  36  (1890),  p.  45. 
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Bestimmung  der  konstanten  Faktoren  der  Thetareihen.  Es  ergibt  sieh 
■für  das  Produkt  der  36  geraden  ThetanuUwerte 

(577)  n^ii]  ((o))  -  cp\l  Discr.^ 

femer  für  eine  beliebige  gerade  Thetafunktion 

(578)  »[^]io))--c'yp;,,ys 

und  für  den  bei  einer  beliebigen  ungeraden  Thetafunktion  in  (403) 
auftretenden  Faktor  C 

(579)  G==c"y^J/2:. 

Dabei  bezeichnet  2>i23  ^^^  ^^^  Periodizitätsmodulen  der  Integrale 
1.  Gattung  gebildete  Determinante  2J  +  a^^  coga  ^»33,  Discr.  die  schon 
mehrfach  genannte  Diskriminante  der  0^,  c,  c,  c'  rein  numerische 
Konstanten,  während  S  und  2J  die  vorher  angegebene  Bedeutung  haben. 
Aus  den  O-- Funktionen  erhält  man  zunächst  die  Wiltheißschen 
Funktionen  Th  mit  Hilfe  der  Gleichung 

(580)  Thr,^ {w„w„ w,;  a>J  =  i^i--  e-««,v "^< ^ß, 

'  VPllS 

wobei  der  auf  der  rechten  Seite  stehende  Exponentialfaktor  durch  die 
Bedingung  festgelegt  ist,  daß  in  der  Reihenentwicklung  des  Produktes 
der  36  geraden  T^-Funktionen  das  Glied  zweiter  Dimension  ausfallen 
soll,  woraus  sich  analog  wie  bei  (539) 

.36  ^*'   o,  \ 

(581)  ^a^,v,v,  =  -  4  (^^  .;  +  2  ^%  v,k  +  ■  ■  .) 

ergibt.  Gleichzeitig  werden  aber  zwecks  Definition  der  Th  die  unter 
(402)  und  (405)  für  die  -9-  aufgestellten  Formeln  in  der  Weise  modi- 
fiziert, daß  man  an  Stelle  des  transzendent  normierten  Integrals 
3.  Gattung  //  das  Picksche  Integral  P  (II  B  2,  Nr.  37)  einführt. 
Diese  Funktionen  Th  haben  die  Eigenschaft,  sich  bei  linearer  Trans- 
formation der  Perioden  lediglich  unter  Hinzutritt  8*«'  Einheitswurzeln 
als  Faktoren  zu  permutieren. 

Setzt  man  endlich  bei  gerader  Th.  Char.  L  J 

(582)  tf[-gj  (H  =  Th^j :  c'  Vs, 
bei  ungerader  Th.  Char. 

(583)  6^jiw))  =  Th[,j:c"Vi:, 

so  sind  diese  ö  Funktionen  einwertige,  ganze  Funktionen  der  Integral- 
summen w,  die  sich  bei  linearer  Transformation  der  Perioden  ohne 
Hinzutritt  von  Faktoren  permutieren.     In  ihren  Entwicklungen  nach 
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fortschreitenden  Potenzen  der  w  sind  alle  Koeffizienten  ganze  rationale 
Funktionen  innerhalb  des  durch  die  Charakteristik  ^  festgelegten 
Rationalit'ätsbereiches,  enthalten  also  in  jedem  Falle  das  jeweils  mög- 
liche Minimum  von  Irrationalitäten,  Es  ist  nämlich  in  der  Entwick- 
lung einer  geraden  <j-Funktion 

(584)  1  +  iw\  +  (w\  +  •  •  •  +  {w\,  +  ■■■ 

(w)^^  eine  rationale  ganze  Kovariante  der  gemischt  ternär-quaternären 
Form 

(585)  tv,  2Ja,,i,l,  +  ^»  ^ßa^ih  +  ^s  ^TiMk 

(oder  eine  Kombinante  des  früher  genannten  Flächennetzes) ,  welche 
in  den  w  den  Grad  2v,  in  den  a^j.,  /3,.^,  y^^  zusammengenommen  den 
Grad  8v,  in  den  ^  den  Grad  Null  besitzt.  Für  eine  ungerade  tf-Funk- 
tion  ist  die  Entwicklung  von  der  Form 

(586)  cp^w^  +  (p^iv^  -f  (p^Ws  +  {w\  +  (w%  -\ 1-  {w\^^,  H , 

wo  (M;)2y .  1  ein  Aggregat  rationaler  ganzer  Ko Varianten  der  drei  zu 
der  ungeraden  Charakteristik  ^  gehörigen  ternären  Formen  qp,  Si,  X'^^' 
bezeichnet,  in  denen  man  die  Koordinaten  x^,  x^,  x^  durch  w^^  w^,  w^ 
ersetzt  hat;  es  ist  nämlich 

(587)  {w\,^^==2   \  w,  q>,     Si      X(«)). 

Zur  Ableitung  von  Rekursionsformeln  für  die  Koeffizienten  in 
den  Entwicklungen  (584)  und  (586)  dienen  Difi'erentialgleichungen, 
von  denen  berichtet  werden  soll,  nachdem  vorher  noch  von  einer 
gleichfalls  den  Fall  p  =  3  betreffenden  Abhandlung  Wirtingers  ge- 
sprochen ist. 

101.  "Wirtingers  Lösung  des  Umkehrpro blems  im  Falle  ^  =  3.^^^) 
Setzt  man 

(588)  w^^'^^ -Ir  wj,^^  +  w'/- -\- w'^^^  =  w^,  (^  =  1,2,3) 

■^o  g^,  g^,  g^,  ^r^  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der  zugrunde 
liegenden  C^  sind,  so  entspricht  einem  gegebenen  Wertesystem  (w)  eine 
einfach  unendliche  Schar  korresidualer  Quadrupel  {xyzt).  Durch  die 
vier  Punkte  eines  solchen  Quadrupels  geht  ein  Büschel  von  oo^  Kegel- 
schnitten; jeder  davon  schneidet  die  C^  in  vier  weiteren  Punkten,  die 
ein  zu  {xyzt)  residuales  Quadrupel  (x'y'e'f)  bilden,  das  zu  ( — w) 
gehört. 

Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  ^  der  Ebene  in  bezug  auf 
alle    Kegelschnitte    eines   solchen    Büschels   schneiden    sich  in   einem 


271)  Monatsh.  f.  Math.  2  (1891),  p.  56;  Math.  Ann.  40  (1892),  p.  261. 
EncyUop.  d.  math.  Wissensoh.    II  2.  62 
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Punkte  7j,  der  zu  |  hinsichtlieh  {xyzt)  konjugiert  heißt.  Durchläuft 
{xyzt)  alle  Quadrupel  der  korresidualen  Schar,  so  durchläuft  der  zu 
§  konjugierte  Punkt  ri  einen  Kegelschnitt  Ic  {xyzt,  ^  i^).  Der  geome- 
trische Ort  jener  Punkte  |,  für  welche  dieser  Kegelschnitt  zerfällt,  ist 
eine  Kurve  6.  Ordnung  ^  =  0. 

Die  oo^  Kegelschnittbiischel,  welche  den  verschiedenen  korresidu- 
alen Quadrupelscharen  {xyzt)  entsprechen,  bilden  ein  System  S  von 
Kegelschnitten,  das  in  einem  dreifach  unendlichen  linearen  Kegel- 
schnittsystem jRg  enthalten  ist  und  darin  eine  F^  bildet,  derart  daß 
deren  beide  Regeischaren  den  Quadrupelsystemen  {xyzt)  und  den  resi- 
dualen {x'y  z't')  entsprechen.  Um  diese  F^  darzustellen,  bezieht  man 
alle  oo^  Kegelschnitte  der  Ebene  auf  die  Punkte  eines  iig;  in  diesem 
liegt  die  vorhergenannte  B^,  deren  Koordinaten  )\j^  seien;  die  F^  wird 
dann  durch  eine  Gleichung  zwischen  diesen  r-i  bestimmt. 

Die  Formen  k,  z/,  r  hängen  im  wesentlichen  von  den  Quadrupel- 
schareu  ab,  gestatten  aber  umgekehrt  das  einzelne  Quadrupel  explizit 
zu  berechnen.  Es  erwächst  so  die  doppelte  Möglichkeit,  einmal  die 
Tiy  z/,  r  als  Funktionen  der  w^^  darzustellen  und  sodann  mit  ihrer 
Hilfe  das  Umkehrproblem  zu  lösen. 

Die  Funktionen  h,  z/,  r  werden  nach  Multiplikation  mit  passen- 
den Mittelformen  zu  Jaco&ischen^^^)  Funktionen  K,  D,  U  der  w  , 
deren  Reihenentwicklungen  nach  Potenzen  der  w^^  nach  ganzen  ratio- 
nalen Kovarianten  der  C^  fortschreiten,  in  denen  die  eine  Reihe  der 
Punktkoordinaten  durch  die  w^  ersetzt  ist.  K,  D,  R  sind  also  Funk- 
tionen 1.  Stufe  2J  im  Sinne  von  Nr.  95  und  zwar  ergibt  sich  K  als 
eine  gerade  2^-Funktion  2.  Ordnung.  Mit  ihr  hängt  nahe  zusammen 
jene  von  Frohenius  eingeführte  ö-Funktion  2.  Ordnung  (p^  welche  am 
Schlüsse  von  Nr.  1)0  erwähnt  wurde;  ferner  sind  die  Quadrate  der  28 
ungeraden  Ä'^emschen  (?-Funktionen  spezielle  Fälle  von  K,  aus  diesem 
hervorgebend,  wenn  ^,  t;  auf  einer  Doppeltangente  liegen.  D  ist  eine 
gerade  2^-Funktion  4.  Ordnung,  deren  Reihenentwicklung  mit  Gliedern 
6.  Gtades  beginnt  und  die  sich  als  Aggregat  der  36  geraden  0-Funk- 
tionen  der  doppelten  Argumente  ausdrücken  läßt.  Da  diese  als  homo- 
gene Funktionen  2.  Grades  von  8  linearunabhängigen  ö- Quadraten 
darstellbar  sind,  so  ergibt  sich  unmittelbar  ein  Zusammenhang  der 
Kurven  J)  =  0  mit  den  Punkten  der  zu  p  =  3  gehörigen  Mannig- 
faltigkeit 3Ip  (Nr.  34).     Die  R  endlich  sind  ungerade  2J- Funktionen 

272)  Unter  diesem  Nameu  faßt  Klein  [Math.  Ann.  27  (1886),  p.  432]  alle 
Funktionen  zusammen,  welche  wie  die  c-,  Th-,  E-  Funktionen  aus  Thetafunktio- 
nen durch  Hinzufügung  von  Faktoren  der  Form  ce^^^"^^  entstehen,  wo  c  eine  Kon- 
stante und  (p'{v)j  eine  homogene  ganze  rationale  Funktion  2.  Grades  der  v  ist. 
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4.  Ordnung,  deren  Reihenentwicklungen  mit  Gliedern  5.  Grades  be- 
ginnen und  die  linear  durch  die  28  ungeraden  ö- Funktionen  der  dop- 
pelten Argumente  darstellbar  sind.  Es  wird  sich  noch  darum  han- 
deln, die  allgemeinen  Gesetze  für  die  Bildung  der  Glieder  in  den 
Reihen  für  die  K,  D,  R  mit  Hilfe  von  Differentialgleichungen,  welche 
den  im  nächsten  Paragraphen  betrachteten  Wiltheißschen  analog  sind, 
aufzufinden.  Ist  dies  geschehen,  so  hat  die  Berechnung  der  Punk- 
tionen für  gegebene  iv  keine  Schwierigkeiten  mehr. 

Wirtinger  erhält  aber  jetzt  weiter  die  explizite  Lösung  des  üm- 
kehrproblems  mit  Hilfe  der  Funktionen  K  und  R  in  rationaler  Weise, 
indem  er  für  jeden  Punkt  ^  der  C4  ein  Kegelschnittbüschel  angeben 
kann,  dessen  Basispunkte  ein  zu  den  (w)  gehöriges  Quadrupel  bilden, 
welches  g  enthält,  und  er  hat  damit  das  Umkehrproblem  mit  Vermei- 
dung jeder  überflüssigen  Irrationalität  und  mit  durchaus  an  der  C^  in- 
varianten Funktionen  gelöst. 

102.  Die  Wiltheißsclien  Differentialgleichungen  und  die  Eeihen- 
entwicklungen  der  (?-Punktionen.  Wiltheiß^"'^)  hat  in  die  Riemann- 
schen  Differentialgleichungen  (69)  der  Tbetafunktion^  für  den  Fall, 
daß  diese  Funktionen  hypereUiptisch  sind,  an  Stelle  der  Differentia- 
tionen nach  den  Modulen  solche  nach  den  Verzweigungspunkten  der 
Riemann^okQn  Fläche  eingeführt  und  hat  diese  Gleichungen  dann 
zuerst  im  speziellen  Falle  ^==2^^^)  und  später  für  beliebiges  jp "5^ 
so  umgeformt,  daß  die  sämtlichen  darin  vorkommenden  Ausdrücke 
Kovarianten  sind  oder  sonst  mit  der  Invariantentheorie  in  engster 
Verbindung  stehen. 

Die  Verwertung  der  so  erhaltenen  Differentialgleichungen  zur 
Reihenentwicklung  der  0- Funktionen  geschah  dann  gleichfalls  zuerst 
für  den  speziellen  Fall  p  =  2.  In  diesem  hatte  Klein^''^)  schon  die 
Form  der  Ausdrücke  für  die  ersten  drei  Glieder  der  Reihenentwick- 
lungen der  geraden  und  der  ungeraden  ^-Funktionen  durch  Kovarianten, 

273)  J.  f.  Math.  99  (1886),  p.  236. 

274)  Math.  Ann.  29  (1887),  p.  272;  später  noch  Math.  Ann.  85(1890),  p.  433; 
86  (1890),  p.  134  und  37  (1890),  p.  229. 

276)  Math.  Ann.  31  (1888),  p.  134  u.  410;  33  (1889),  p.  207;  es  seien  hier 
auch  erwähnt  die  in  Math.  Ann.  34  (1889),  p.  150  angegebenen  ^{p—l)ip—  2) 
linearen  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  zwischen  den  Periodizitätsmodulen 
-der  Integrale  1.  Gattung,  welche  diese  als  hyperelliptische  charakterisieren,  und 
die  im  Jahresber.  d  D.  M.-V.  1  (1892),  p.  72  mitgeteilten  Gleichungen  zwischen 
den  partiellen  Derivierten  2*"-,  3*'='^  und  4*"  Ordnung  der  hypereUiptisch en  Theta- 
funktionen  1.  Ordnung. 

276)  Math.  Ann.  27  (1886),  p.  462. 

52* 


806    ÜBT.  Krazer -Wirtinger.  Abelsche  Punktionen  u.  allgem.  Thetafunktionen. 

ohne  Bestimmung  der  numerischen  Koeffizienten,  angegeben  und 
BrioschP'''^)  hatte  im  Anschluß  an  die  kurz  vorher  erschienene,  oben 
an  erster  Stelle  genannte  Abhandlung  von  Wütheiß  schon  ein  Rekur- 
sionsverfahren für  die  Berechnung  der  Entwicklungskoeffizienten  der 
Funktion  tf  (w^,  m»)  mit  der  Charakteristik  [0]  mitgeteilt.  Wilthelß  gab 
nun  in  der  oben  an  zweiter  Stelle  genannten  Abhandlung  für  die  Be- 
rechnung des  allgemeinen  Gliedes  in  der  Entwicklung  der  geraden 
und  der  ungeraden  (^-Funktionen  Rekursionsformeln  und  berechnete 
mit  ihrer  Hilfe,  nachdem  jeweils  die  ersten  zwei  Glieder  bestimmt 
waren,  die  folgenden  beiden,  {iv),^  und  (w)^  im  Falle  der  geraden,  {w\ 
und  (w\  im  Falle  der  ungeraden  ö-Funktionen.^^^) 

Für  den  allgemeinen  hyperelliptischen  Fall  hatte  Elein-'^^)  die 
Form  des  ersten  Gliedes  der  Entwicklung  der  ö-Funktionen  bestimmt; 
mit  der  Berechnung  des  zweiten  Gliedes  beschäftigt  sich  für  den  Fall 
Qn  =z  0  Schröder^^),  für  beliebiges  m  Brioschi}^^) 

Weiter  hat  Wütheiß'^'^)  die  DifiTerentialgleichung,  welcher  die 
T/i-Funktionen  im  allgemeinen  Falle  p  ---  3  genügen,  in  einer  äußerst 
eleganten  Form  aufgestellt;  bei  dieser  treten  neben  den  Differential- 
quotienten nach  den  Argumenten  diejenigen  nach  den  Koeffizienten 
der  Gleichung  der  zugrundeliegenden  6^  auf.  FoscaP^^)  bat  gezeigt, 
wie  sich  diese  Gleichungen  gestalten,  wenn  man  die  an  zweiter  Stelle 
genannten  Differentiationen  nach  den  Koeffizienten  der  bei  den  tf-Funk- 
tionen  auftretenden  Kovarianten  ausführt,  und  hat  auf  Grund  der  dann 
sich  ergebenden  Rekursionsformeln  für  die  Reihenent]wicklung  (58ö) 
den  Term  {w\,  für  (584)  den  Term  (iv\  berechnet. 


277)  Acc.  Line.  Rend.  2^  (1886),  I  p.  Iü9  u.  216  =  Op.  mat.  4  (1906),  p.  1; 
auch  Ann.  di  Mat.  14,  (1887),  p.  241  =  Op.  mat.  2  (1902),  p.  345. 

278)  Vgl.  dazu  noch  Brioschi,  Rend.  Acc.  Line.  A^  (1888),  II,  p.  341  u.  429 
=  Op.  mat.  4  (1906),  p.  53;  Gott.  N.  1890,  p.  236  ==  Op.  mat.  6  (1909),  p.  375; 
J.  f.  Math.  116  (1896),  p.  326  =  Op.  mat.  5  (1909),  p.  307  und  Bolza,  Amer.  J.  21 
(1899),  p.  107  u.   175;  22  (1900),  p.  101. 

279)  Math.  Ann.  32  (1888),  p.  351. 

280)  Siehe  Anm.  219  und  Hamburg  Math.  Ges.  Mitt.  3  (1891/1900),  p.  7. 

281)  Acc.  Line.  Trans.  6^  (1890),  p.  471  =  Op.  mat.  4  (1906),  p.  85. 

282)  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  1,  vorher  schon  Gott.  N.  1889,  p.  381. 

283)  Ann.  di  Mat.  17,  (1889/90),  p.  81  u.  197;  18,  (1890),  p.  1;  24,  (1896), 
p.  193,  auch  Gott.  N.  1889,  p.  416  u.  547.  Für  den  speziellen  hyperelliptischen 
FaUi)  =  3  hat  Pascal,  Ann.  di  Mat.  17.,  (1889/90),  p.  257  die  Diiferentialglei- 
chungen  aufgestellt  und  die  ersten  Glieder  der  Entwicklung  der  c-Punktionen 
berechnet,  und  zwar  für  die  28  ungeraden  Funktionen  die  Glieder  {w\  und  ^w\\ 
für  die  85  nicht  mit  den  Argumenten  verschwindenden  geraden  Funktionen  das 
Glied  {w\,  für  die  36'^  gerade  Funktion  die  Glieder  {iü\,  (w)^  und  {w\. 
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103.  "Weitere  Differentialgleicliungen  im  Gebiete  der  Theta- 
funktionen  zweier  Veränderlichen.  Fuclis^^)  hat  auf  eine  Klasse 
von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  hingewiesen,  welche  durch 
hyperelliptische  Funktionen  integriert  werden  und  von  denen  die 
Lamcache  Differentialgleichung  (11  B  3,  Nr.  80  u.  5,  Nr.  23)  der  dem 
Falle  p  =^  1  entsprechende  besondere  Fall  ist.  Diese  Differentialglei- 
chungen haben  für  den  Fall  p  =  2  eine  eingehende  Behandlung  durch 
Krause'^^^)  erfahren. 

Es  wurden  dann  weiter  in  mehreren  Abhandlungen  jene  Differen- 
tialgleichungen, welchen  die  von  BoUa  (Nr.  94)  aufgestellten  ^j-Funk- 
tionen  genügen,  von  Baker^^^)  und  Wright^^'^)  untersucht, 

Krause^^^)  hat  ferner  für  die  von  ihm  eingeführten  „hyperellip- 
tischen Funktionen" 

(589)  «?«Kw2)  =  -^>^4 

die  Differentialquotienten  sowohl  für  beliebige  Werte  der  Argumente, 
wie  auch  speziell  deren  Nullwerte  untersucht;  er  hat  endlich  auch  jene 
Differentialgleichungen  aufgestellt,  denen  die  Nullwerte  der  geraden 
Thetafunktionen  als  Funktionen  der  i?0:>ej?Äamschen  Modulen  x,  A,  a 
genügen.  Im  Anschlüsse  an  Staude^^^)  werden  dabei  die  (^-Funktionen 
von  Krause  in  der  Weise  eingeführt,  daß  man  'd-^{i\,  v^  als  Funktion 
der  nicht  normierten  Integrale  u^,u^  mit  &a(^hf''h)  bezeichnet,  unter 
0„  den  Null  wert  dieser  Funktion  und  unter  &'J^^  bzw.  0'J-^  den  ihrer 
partiellen  Derivierten  nach  u^  bzw.  u^  versteht  und  nun  eine  gerade 
0-Funktion  durch  die  Gleichung 

(590)  «»(«„»=)=--°-^f'^ 

284)  Gott.  N.  1878,  p.  19  =  Ann.  di  Mat.  93  (1878),  p.  25  =  Ges.  math. 
W.  2  (1906),  p.  151;  auch  J.  de  Math.  4^  (1878),  p.  125  ==  Ges.  math.  W.  2  (1906), 
p.  161;  schon  vorher  J.  f.  Math.  81  (1876j,  p.  97  =  Ges.  math.  W.  2  (1906),  p.  11. 

285)  Paris  C.  R.  126  (1898),  p  1086, 1489  u.  1618;  127  (1898),  p.  91;  Leipz.  Ber. 
50  (1898),  p.  192  u.  231;  Ann.  di  Mat.  1,  (1898),  p.  265;  Amer.  M.  S.  Trans.  1 
(1900),  p.  287;  dazu  Beichardt,  Leipz.  Ber.  63  (1901),  p.  124  u.  Progr.  Dresden  1902. 

286)  Cambr.  Ph.  Soc.  Proc.  9  (1898),  p.  513  u.  12  (1904),  p.  219;  Acta  math. 
27  (1903),  p.  135. 

287)  Amer.  J.  31  (1909),  p.  271. 

288)  Acta  math.  3  (18ö3),  p.  283;  J.  f.  Math.  95  (1883),  p.  256  u.  98  (1885), 
p.  148;  Math.  Ann.  26  (1886),  p.  1  u.  16;  „Transf.",  §  27  u.  f.;  ferner  J.  de  Math. 
:\  (1887),  p.  87;  Ann.  di  Mat.  15.  (1887/8),  p.  173  u.  187;  dazu  Bertolani,  Giorn. 
di  Math.  34  (1896),  p.  135. 

289)  Math  Ann.  24  (1884),  p  281;  Stmide  fügt  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (591)  ein  Minuszeichen  bei. 
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eine  ungerade  durch  die  Grleichung 

(591)  ^a{^u^H)--^l'^. 

definiert.  Es  sind  also,  wie  schon  früher  (Anm.  222  u.  242)  bemerkt 
wurde,  die  Ä"raMseschen  Sigmat'unktionen  weder  mit  den  Schottky^ahQVi 
(Nr.  90)  noch  mit  den  jÖT^emschen  (Nr.  94)  identisch. 

XIII.  Erweitertes  Umkelirproblem  und  Teiluug. 

1 04.  Clebsch  und  Gordans  erweitertes  Umkehrproblem.  Clehsch 
und  Gordan^^^)  erweitern  das  Jaco&/sche  Umkehrproblem  (vgl.  Nr.  47)  in 
der  Form,  daß  sie  zu  p  Summen  von  je  p  +  g  Integralen  1.  Gattung 
q  Summen  von  ]&  p  -\-  q  Integralen  3.  Gattung  hinzufügen,  also  ver- 
langen, daß  aus  p  -\-  q  Gleichungen  von  der  Form 

p  +  'i  ^'^ 

2  /  ^^h  ^  'OhJ  (h  =  1,  2, .  .  .  p) 

<  =  1   cd) 

(592) 

^Jdn^m,^a)  =  w,  (1-=  1,2,  ...g) 

i  =  1  cd) 

bei  gegebenen  Punkten  c^'^  und  gegebenen  Unstetigkeitsstellen  i,^^\  i^'^^ 
die  p  -{-  q  Punkte  a;W  als  Funktionen  der  p  -{-  q  Größen  v^  und  w^ 
dargestellt  werden. 

Zur  Lösung  dieses  Problems  bestimme  man  bei  beliebig  gewähl- 
ten unteren  Grenzen  c^+2+i),  c^+9+^\  ...  d^P+'i^  p  Funkte  x^'^'i+^\ 
^(p+3+2)^  ...  a;(2p+2)  mit  Hilfe  des  tTocoMschen  Umkehrproblems  aus 
den  «  Gleichungen  ,   ,    ,  ., 

(593)  J'/  du,  =  -  V,-  {h  ==  1,  2,  .  .   p) 

dann  ergibt  sich  aus  diesen  verbunden  mit  den  ersten  p  Gleichungen 
(592),  daß  eine  Funktion  der  Klasse  existiert,  die  c»^  wird  in  den 
2p  -\-  q  Punkten  c^'^  und  0^  in  den  2p  -\-  q  Punkten  x^^.  Um  eine  solche 
Funktion  zu  bilden,  Avähle  man  eine  adjungierte  Funktion  W  von  ge- 
nügend hohem  Grade  so,  daß  sie  0^  wird  in  den  2p  -\-  q  Punkten  (ß:, 
sie  mag  noch  verschwinden  in  Punkten  ß^,  ß^,  .  .  .;  man  wähle  dann 
eine  zweite  adjungierte  Funktion  gleich  hohen  Grades  ^  so,  daß  sie 
in  den  Punkten  ß  ebenso  verschwindet  wie  W,  ferner  0*  wird  in  den 
p  bekannten  Punkten  a;^+2  +  ^),  a;^+2+2)^  ,  .  .  a;(*p+»);  man  kann  ihr  dann 
noch  q  weitere  Bedingungen  auferlegen,  wodurch  sie  bestimmt  ist. 
Dies  geschieht  in  folgender  Weise: 


290)  „A.  F."  §  43,  p.  143. 
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Man  definiere  q  Größen  l^  durcli  die  Gleichungen 

(594)  l,  =  ^  .  /'^  ^^'"""  («'--«      .'"-" );     (;fc  =  1,  2, . . . 3) 

dann  ist  wegen  der  g  letzten  Gleichungen  (592)  und  des  -4&eZschen 
Theorems 

(595)  ^^(i.)  —  \  0^w  =  0.  (1c  =^--1,2,...  q) 

Aus  diesen  q  Gleichungen  können  die  noch  unbestimmten  Koeffizienten 
von  0  berechnet  werden  und  es  drücken  sich  dann  alle  Koeffizienten 
von  0  rational  durch  die  Größen  e'"  und  durch  Transzendenten  e^?v 
aus.  Die  Punkte  x''^\  x^^\  .  .  .  3;^^  +  '^)  aber,  die  wir  suchen,  sind  die 
p  -\-  q  von  den  ß  und  den  3:^?+'?  +  ')  verschiedenen  Schnittpunkte  von 
<ä&  =  0  mit  der  Grundkurve. 

Man  kann  nun  auch  die  Werte,  welche  eine  gegebene  Funktion 
für  die  gesuchten  Punkte  fl;(*\  x^-\  .  .  .  a:^  +  '^)  annimmt,  als  Wurzeln 
einer  Gleichung  darstellen,^ deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen 
der  e"'  und  der  Transzendenten  e^^n  sind. 

Bezeichnet  man  auch  hier  die  symmetrischen  Funktionen  der  x 
als  Ahehche  Funktionen,  so  sind  diese  {2p  -j-  g')-fach  periodisch,  in- 
dem sie  ungeändert  bleiben,  wenn  man  die  p  Variablen  Vf^  um  Größen 

(596)  2m,:rr  + Ja,,^,  {h  ^  \,2,  .  .  .p) 

i=i 
und  gleichzeitig  die  w^  um 

(597)  2wt  Tti  +  ^1  du^  (k  =  l,2,...q) 

vermehrt,  wobei  die  m,  n,  q  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Zu  dem  erweiterten  Umkehrproblem  kann  man  gleichfalls  Ähel- 
ache  Transzendenten  3.  und  2.  Gattung  durch  die  Gleichungen 

(598)  .  n'l{en^%^...c^P.^^)-2fdn^  und 


'■=lc(») 


(599)  r[?)  (^,,^(3,     ^,^^„ )  =  _^J  ^z^ 

einführen;  es  lassen  sich  diese  unter  Benutzung  der  vorher  dafinierten 

Funktion  —  auf  die  Transzendenten  des  «Toco&ischen  Umkehrproblems 

(593)  zurückführen. 

Gehen  r  der  Integrale  3.  Gattung  durch  Zusammenrücken  ihrer 
ünstetigkeitspunkte  in  Integrale  2.  Gattung  über,  so  sind  die  entspre- 
chenden -46eZschen  Funktionen  nur  noch  {2p  -\-  q  —  r)-fach  periodisch. 
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In  einem  späteren  Teile  ihres  Buches  ^^^)  nehmen  ClehscJi  und 
Gordan  das  erweiterte  Umkehrproblem  nochmals  auf  und  führen  es 
unter  der  Voraussetzung,  die  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
gemacht  werden  kann,  weiter,  daß  die  Integrale  3.  Gattung  in  Doppel- 
punkten der  Grundkurve  unstetig  werden.  Sind  dann  noch  d  weitere 
Doppelpunkte  und  r  Rückkehrpunkte  vorhanden,  so  hat  man  an  Stelle 
der  adjungierten  Kurven  solche  einzuführen,  die  nur  durch  die  d  -\-  r 
zuletzt  genannten  Ausnahmepunkte  hindurchgehen.  Unter  Benutzung 
dieser  gelingt  es  Clebsch  und  Gordan,  ganz  analog  den  Untersuchun- 
gen beim  e/aco&ischen  Umkehrproblem,  die  Transzendente  T^^^  zunächst 
auf  speziellere,  nur  von  p  -{-  q_  -\-  '^  Punkten  abhängige  Tf^i{x)  zurück- 
zuführen und  dann  weiter  jede  solche  als  Differenz  zweier  nur  von 
p  +  ?  +  1  Punkten  abhängigen  Funktionen  U^'^'^  darzustellen.  Die 
Funktion  F^*^  ==  e~  ^^^  ist  dann  eine  einwertige  und  für  alle  endlichen 
Werte  ihrer  Argumente  stetige  Funktion  der  p  -\-  q  Größen 


p  +  1 


xii)  I 


(600)  w,  ^2fdu,~fdu,  -f  K„  (Ä=  1,  2, .  .  .p-^rq) 

welche  nur  verschwindet,  wenn  entweder  |  mit  einem  der  x  zusammen- 
fällt oder  wenn  die  letzteren  auf  einer  Kurve  n  —  3*^'  Ordnung  liegen, 
welche  durch  die  8  -\-  r  abgesonderten  Ausnahmepunkte  hindurchgeht, 
und  man  kann  dabei  die  Konstanten  Kj^  so  wählen,  daß  F^'^^  bis  auf 
das  Vorzeichen  ungeändert  bleibt,  wenn  alle  Wj^  gleichzeitig  ihr  Zeichen 
wecheln.    Durch  Hinzufügung  eines  Faktors  von  der  Gestalt 

^601)  •  Ce     '  =  '        , 

in  welchem  die  Tc  ganze  Zahlen  sind,  entsteht  endlich  aus  der  Funktion 
F^*)  die  Funktion  ®^''\  die  auf  Grund  ihrer  Periodizitätseigenschaffcen 
entwickelt  sich  als  Summe  von  2*  0- Funktionen  von  p  -\-  q  Argu- 
menten darstellt. 

Mit  Hilfe  der  Funktion  0^'')  erfolgt  dann  die  Darstellung  der  spezi- 

eUeren  Transzendenten  T^,)  {x),  der  allgemeineren  T|,j(  (j,  ^g)  (i'+s)) 
sowie  der  Produkte  /  /  -^-— -  -      und  damit  die  Lösung  des  erwei- 

terten  Urakehrproblems. 

Zum  Schlüsse  besprechen  Clebsch  und  Gordan  diejenigen  Modi- 
fikationen,  welche    die  vorstehenden  Untersuchungen  erfahren,  wenn 

291)  „A.  F.",  Elfter  Abschnitt,  p.  270;  die  q  Integrale  3.  Galtung  sind  hier 
™i*  **p  +  i'  •  •     "p  +  2  bezeichnet. 
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einige  der  q  bevorzugten  Doppelpunkte  in  Rückkehrpunkte  übergehen, 
in  welchem  Falle  an  Stelle  der  Integrale  3.  Gattung  in  dem  Rückkehr- 
punkte oü^  werdende  Integrale  2.  Gattung  treten. 

105.  Zur  Geschichte  des  erweiterten  Umkehrproblems.  Ein  er- 
weitertes Umkehrproblem  wurde  zum  ersten  Male,  durch  JacobP'-''^) 
veranlaßt,  von  Rosenhain^^^)  behandelt,  der  aus  den  Gleichungen 

J   {l-l'x)s    ^J    {1-X^x)s  ' 

W  "...  "    ,^ 

„  =,    / V  +  ß'^)J^    I      A«'  +  ß'^)  d  X 

J    {1-V'x).s   ^J  ''Ji-X'-x)s    '  ^^ 


(603)  6^  =  yx{l—  x)  (1  —  Ä) 

gesetzt  ist,  die  Größen  x^,  x^  als  Funktionen  von  u  und  v  bestimmte 
In  der  Tat  folgen  aus  (602)  durch  passende  Verfügung  über  die  Kon- 
stanten a,  ß,  a\  ß'  oder,  was  dasselbe,  durch  lineare  Verbindung  der 
beiden  Gleichungen,  die  folgenden 


■'1  "% 

y'dx    ,      Cdx  , 


(604)  "  " 
V  +  M  ^(a)  =  n{u^,  a)  +  ii(w2,  a), 

wo  der  Parameter  a  des  Jaco&ischen  Integrals  3.  Gattung  [l{u,  d) 
durch  die  Gleichung 

(605)  A^  =  x^  sin^  am  (a,  k) 

bestimmt  ist  und  Z  das  Jacobkahe  Integral  2.  Gattung  bezeichnet. 
Rosenhain  zeigt,  daß  x^,  x^  die  Wurzeln  einer  Gleichung  zweiten 
Grades  sind,  deren  Koeffizienten  einwertige  Funktionen  von  u  und  v 
sind,  und  weiter,  daß  sie  dreifach  periodisch  sind  mit  den  Perioden 

(606)  (2Z,0),    [2iK',  ^J«),     {0,i^). 

Clebsch^^*)  hat  den  i?osm/iamschen  Ansatz  verallgemeinert,  indem 
er  die  Summe  von  ft  -f  1  elliptischen  Integralen  1.  Gattung  und  /i- 
Summen  von  je  .it  +  1  Integralen  3.  Gattung  gegebenen  Größen  v, 
^i>  •  •  •  '^fi  gleich  setzt.  Er  zeigt,  daß  man  immer  eine  Gleichung 
^  _j_  iten  Grades  mit  in  den  o  einwertigen  Koeffizienten  angeben  kann, 
deren  Wurzeln  die   in  jenen  Integralen  auftretenden  oberen  Grenzen 

292)  J.  f.  Math.  39  (1850),  p.  349  =-  Ges.  W.  2  (1882),  p.  361. 

293)  Mem.  pres.  11  (1861),  p.  376. 

294)  J.  f.  Math.  64  (1865),  p.  234. 
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g,  z^,  .  .  .  z^  sind,  und  weiter,  daß  z,  s^.  ...  z^,  (,a  -f-  2) -fach  periodische 
Funktionen  von  v,  Vj,  .  .  .  v    sind. 

BrilP^^)  behandelt  dann  ebenso  den  Fall,  wo  neben  zwei  Summen 
von  je  fi  -j-  2  hyperelliptischen  Integralen  1.  Gattung  vom  Geschlecht 
p  =  2  fi  Summen  von  je  ;«.  -|-  2  gleichartigen  Integralen  3.  Gattung 
treten. 

Schirdewahn^^^)  leitet  den  Fall  p  ^=^  2,  (i  =  1  aus  dem  höheren 
p  ^^  2,  fi  =  2  her,  indem  er  schließlich  den  vierten  oberen  Grenzpunkt 
in  einen  Verzweigungspunkt  rücken  läßt. 

Weitergeführt  wurden  die  Untersuchungen  von  Clehsch  und  Gor- 
dan durch  Elliot'^''),  der  den  von  diesen  nur  angedeuteten  Fall  des 
Auftretens  von  Integralen  2.  Gattung  ausführlich  behandelt,  und  zwar 
in  der  Weise,  daß  er  eine  Funktion  &[f]  bildet,  welche  von  den 
p  -{-  C[  -\-  v  Argumenten 

u^){x)  --  2^^;)  +  0,,       {i  =  \,2,...p) 

(607)  v^\x)  -^^2v^'\x;}  +  l\,  (^  =  1,  2, . .  .  q) 

.?■  =  ! 

abhängt,  in  denen  die  m^  Integrale  1.  Gattung,  die  i^*)  Integrale  3.  Gat- 
tung und  die  t^^*'  an  einer  Stelle  oo^  werdende  Integrale  2.  Gattung 
bezeichnen.  Dadurch,  daß  die  Funktion  @|«j  dann  und,  im  allgemeinen 
nur  dann  verschwindet,  wenn  x  mit  einem  der  p  -}-  q  -\-  r  Punkte  Xj 
zusammenfällt,  vermittelt  sie  die  Lösung  jenes  Umkehrproblems,  in 
welchem  die  Summen  der  p  Integrale  1.  Gattung  w^'^,  der  g-^Integrale 
3.  Gattung  v^  und  der  r  Integrale  2.  Gattung  w^'''^  auftreten. 

In  einem  zweiten  Teile  ^^^)  seiner  Arbeit  untersucht  ElUot  die 
Bedingungen  für  die  Eindeutigkeit  des  gestellten  Umkehrproblems.^^^j 

Den  EUiotscYien  Ansatz  hat  AppelP^^)  verallgemeinert,  indem  er 
auch  Integrale  2.  Gattung  aufnimmt,  die  von  höherer  Ordnung  unend- 
lich werden. 

Am    Schlüsse   seiner  Abhandlung   bemerkt  Appell,   daß   man  zu 


295)  J.  f.  Math.  65  (1866),  p.  277. 

296)  Diss.  Breslau  1886. 

297)  Ann.  Ec.  Norm.  11^  (1882),  p.  79. 

298)  Ebd.  p.  425, 

299)  Diese  Frage  auch  bei  Appell  et  Goiirsat,  Fonct.  algöbr.  1895,  p.  466; 
vgl.  auch  Wiltheiß,  Diss.  Berlin  1879. 

800)  J.  de  Math.  1^  (1885),  p.  246. 
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noch  allgemeineren  Ansätzen  aufsteigen  könne,  in  denen  Summen  be- 
liebiger Integrale  der  Klasse  auftreten.  Diese  Frage  hat  Goursat^^^) 
weiter  verfolgt,  indem  er  durch  dieselben  Schlüsse,  wie  sie  Clebsch 
und  Gordan  angewandt  haben,  zeigt,  daß  die  Lösung  eines  Umkehr- 
problems, in  welchem  neben  p  Integralen  1.  Gattung  q  ganz  beliebige 
Integrale  der  Klasse  auftreten,  vorausgesetzt  nur,  daß  diese  p  -\-  q 
Integrale  linear  unabhängig  sind,  auf  ein  JJ^/co&^sches  ümkehrproblem 
und  die  Auflösung  gewisser  im  allgemeinen  Falle  transzendenter  Glei- 
chungen von  einfacher  Form  reduziert  werden  kann. 

An  die  geometrische  Tatsache,  daß  bei  Clebsch  und  Gordan  die 
J^  -\-  ([  gesuchten  oberen  Grenzpunkte  der  Integrale  aus  der  Grund- 
kurve durch  Kurven  ausgeschnitten  werden,  welche  durch  q  ihrer  Doppel- 
punkte nicht  hindurchgehen,  ihr  also  nicht  adjungiert  sind,  hat  Linde- 
mann^^^)  angeknüpft  und  ganz  allgemein  solche  Scharen  von  Punkt- 
gruppen untersucht,  welche  auf  Grundkurven  mit  ganz  beliebigen 
Singularitäten  durch  nicht  adjungierte  Kurven  ausgeschnitten  werden, 
alio  durch  Kurven,  welche  in  einem  s  fachen  Punkte  der  Grundkurve 
selbst  nur  einen  0- fachen  Punkt  besitzen,  daher  c- Kurven  genannt. 
Lindemann  hebt  am  Schlüsse  seiner  Arbeit  hervor,  daß  die  hier  auf- 
tretenden algebraischen  Bedingungen  in  transzendente  umgesetzt  wer- 
den können  und  so  auf  Umkehrprobleme  führen,  deren  Lösungen  von 
den  genannten  Punktgruppen  geliefert  werden. 

Diesen  Weg  zur  Aufstellung  erweiterter  Umkehrprobleme  hat 
Boih^^)  weiter  verfolgt.  Während  im  Falle  6  =  0  Umkehrprobleme 
entstehen,  in  denen  wie  bei  Clebsch  und  Gordan  die  Integralsummen 
linear  auftreten,  trifft  dies  im  Falle  <?  >  0  nicht  mehr  zu,  wodurch 
der  Charakter  und  der  Bau  der  Gleichungen  ziemlich  kompliziert  wer- 
den; doch  gelingt  es  Roth  auch  in  diesem  Falle,  die  eindeutige  Lös- 
barkeit des  Umkehrproblems  im  allgemeinen  Falle  zu  beweisen. 

106.  Lindemanns  Verallgemeinerung  des  Jacobischen  Ümkehr- 
problems.  In  anderer  Weise  als  Clebsch  und  Gordan  hat  Lindemann^°^) 
das  Jacobisahe  ümkehrproblem  verallgemeinert,  indem  er  die  Aufgabe 
stellte,  aus  p  Gleichungen  von  der  Form 

(608)  Qj'dth.  +  Q^fd^H  H h  Qpß^H  =  ^h,  (ä  =  1, 2, . .  .p) 


301)  Paris  C.  R.  115  (1892),  p.  787. 

302)  Unters,  ü.  d.  liieynann-Rochschen  Satz.     Akad.  Antrittsschr.   Freiburg 
1879;  vgl.  dsizvL  Noether,  Erl.  ßer.  11  (1879),  p.  144  u.  Math.  Ann.  15  (1879),  p.  507. 

303)  Monatsh.  f.  Math.  24  (1913),  p.  87. 

304)  Freib.  Ber.  7  (1878),  p.  273. 
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in  denen  Mj,  u.^,  .  •  ■  u^  die  Normalintegrale  1.  Gattung,  v^,  v^,  .  .  .v  ge- 
gebene Größen  und  g,,  ^o,  .  .  .  Qp  beliebige  positive  ganze  Zahlen  ^  1  be- 
deuten, die  oberen  Grenzen  x^,  x^,  .  .  .  x^^  zu  bestimmen. 

Geometrisch  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  jener  durch  eine 
passende  Zahl  fester  Punkte  der  Grundkurve  gehenden  adjungierten 
Kurven,  welche  die  Grundkurve  in  x  Punkten  it^p)  von  den  Ordnungen 
qi  — 1,  q^  "~  \,  .  .  .  q^  —  1  berühren. 

Ist  ^1  =  ^2  =  •  •  =  '/p,  SO  geht  das  gestellte  Problem  in  das 
Teilungsproblem  über  und  schon  dieser  spezielle  Fall  zeigt,  daß  man 
es  nicht  mehr  mit  einem  eindeutig  lösbaren  Problem  zu  tun  hat.  In 
der  Tat  gibt  es,  wenn  etwa  p  —  r  der  Zahlen  q  den  Wert  1  haben^ 
die  übrigen  x  aber  von  1  und  voneinander  verschieden  sind,  nach 
Lindemann 

(609)         yJ  -^  q\q\  .  .  .  qlp(p  _  1)  (^  _  2)  .  .  .  (;>  _  r  +  1) 

verschiedene  Lösungen,  die  von  ihm  als  Nullpunkte  einer  gewissen 
Thetafunktion  höherer  Ordnung  nachgewiesen  werden. 

Dieselbe  Verallgemeinerung  kann  man,  wie  schon  Lindemann  be- 
merkt hat,  auch  an  dem  erweiterten  ümkehrproblem  anbringen  und 
nach  nicht  adjungierten  Kurven  fragen,  welche  die  Grundkurve  in  zu 
bestimmenden  Punkten  von  gegebenen  Ordnungen  berühren. 

Solche  Probleme  sind  schon  in  den  obengenannten  Abhandlungen 
über  das  erweiterte  ümkehrproblem  von  Clehsch  und  BrilP^^)  behandelt 
worden.  Die  Abzahlungen,  welche  in  diesen  Schriften  hinsichtlich  der 
Systeme  von  Berührungskurven,  insbesondere  der  Berührungskegel- 
schnitte  einer  ebenen  Kurve  4.  Ordnung  gegeben  werden,  sind,  wie 
Humhert^^'^)  und  Weiß^^'^)  auf  anderem  Wege  nachgewiesen  haben,  nicht 
immer  richtig.  Hoih  hat  sie  a.  a.  0.  aus  dem  erweiterten  Umkehrproblem 
heraus  richtig  gestellt. 

107.  Das  Teilungsproblem  bei  Clebsch  und  Gordan.^"^)  Es  sei 
eine  adjungierte  Kurve  v*®"  Grades  gegeben,  welche  die  Grundkurve 
i^  =-  0  in  ^  Punkten  c^^\  c'^^\  .  .  .  c<^^  w?- punktig  berührt;  ihre  weiteren 
Schnittpunkte  mit  i^  =  0  seien  d^\  a^^\ .  .  .  a^'^\  U^\  W\  .  .  .  U^^;  gesucht 

.305)  Dazu  noch  C/f&scÄ,  J.  f.  Math.  64  (1866)  p.  43;  Ckbsch-Lindemann,  Vorl. 
über  Geometrie  Bd.  1  (1876),  p.  866;  auch  Appell  et  Gottrsat,  Fonct.  algebr.  1895, 
p.  609. 

306)  J.  de  Math.  2^  (1886),  p.  306. 

307)  Wiener  Sitzb.  99  (1890),  IIa,  p.  284  (auch  Diss.  Erlangen  1890)  und  102 
(1893),  IIa,  p.  1026. 

308)  „A.  F.",  10.  Abschnitt,  p.  230;  man  vgl.  auch  Clebsch,  J.  f.  Math.  63 
(1864),  p.  198.  Unter  der  speziellen  Anna'nme,  daß  auch  die  Punkte  a  und  x 
zu  je  m  zuHammenfallen,  ist  das  Problem  schon  in  Nr  56  behandelt  worden. 
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ist  eine  adjungierte  Kurve  qp  =  0  gleich  hohen  Grades,  welche  eben- 
falls durch  die  Punkte  U^\  U^\  .  .  .  ?A)  hindurchgeht,  die  Grundkurve 
in  q  weiteren  gegebenen  Punkten  a;(^^,  x^^\  .  .  .  x^''^  trifft  und  deren  noch 
übrige  mp  Schnittpunkte  mit  F  =^-^  0  zu  je  m  zusammenfallen,  so  daß 
sie  gleichfalls  diese  in  p  Puukten  m-puuktig  berührt.  Heißen  diese 
unbekannten  Punkte  y^^\  y^^\  .  .  .  y^P\  so  sind  sie  auf  transzendentem 
Wege  bestimmt  durch  die  Kongruenzen 

(610)  m  ^  fdii,,  +  ^   Cdu,  =  0  (Ä  =-  1, 2, . . .  p) 

dt)  aM''- 

oder  j,(i)  a.(i) 

(611)  i'   (du,  =  l  (P,  -  2'fduX     (h  =^1,2, . .  p) 

•■=%  '  =  %:) 

WO  P,,  irgendein  System  zusammengehöriger  Ganzen  der  Periodizitäts- 
modulen  bezeichnet.  Den  m-P  verschiedenen  mit  Zahlen  0, 1, . .  .m  -  1  ge- 
bildeten Systemen  P^  entsprechen  ebensoviele  verschiedene  Berührungs- 
kurven, von  denen  jede  durch  das  ihr  zugehörige  Größensystem       P^, 

also  durch  eine  der  m'^P  aus  m^^"^  ganzer  Zalilen  gebildete  Per.  Char.  («),„ 
(Nr.  40),  charakterisiert  ist.     Die  Aufgabe  hat  also  tn^^'  Lösungen. 

Wenn  die  q  gegebenen  Punkte  .t^  sich  stetig  ändern,  so  ändern 
sich  auch  die  ^('^  stetig  und  es  kann  daher  auf  diesem  Wege  nie  das 
zu  einer  Per,  Char  {s)^  gehörige  System  von  Berührungspunkten  y'-^^ 
in  das  zu  einer  anderen  {ri)„^  gehörige  übergehen;  es  gibt  also  m^P  ge- 
trennte Systeme  von  Berührungskurven. 

Denkt  man  sich  das  Teilungsproblem  für  m  verschiedene  Per. 
Char.  {e)^  gelöst,  deren  Summe  =  0  (mod.  m)  ist,  so  zeigt  die  Addition 
der  m  entsprechenden  Gleichungen  (611),  daß  es  eine  adjungierte 
Kurve  v*^""  Ordnung  gibt,  welche  durch  die  gegebenen  Punkte  x  (und 
1)  und  die  m  Systeme  von  Berührungspunkten  «/(')  geht,  daß  also, 
wenn  man  eine  adjungierte  Kurve  v^^  Ordnung  durch  die  x  (und  die 
h)  und  m  —  1  von  Systemen  von  Berührungspunkten  i/W  legt,  diese 
Kurve  dann  immer  noch  durch  ein  ganz  bestimmtes  m**^  System  von 
Puukten  y^*^  hindurchgeht. 

Zur  algebraischen  Bestimmung  der  y  bezeichne  man  mit  q)^  ==  0, 
^2  =  0,  ...  9'(„,_i)p  +  i  =  0  die  Gleichungen  von  (m  —  1)  p  -{-  1  ad- 
jungierten  Kurven  »/'"  Grades,  die  alle  durch  die  Punkte  h  und  x  hin- 
durchgehen; es  läßt  sich  dann  (p  stets  in  der  Form 

(612)  (p  =  X,cp,  +  X,(F,  -I h  X{m-l)p  +  l^(r,.-l)p  +  l 

darstellen  und   die  Aufsuchung  der  Punkte  y   führt  nun  auf  zwei  al- 
gebraische Gleichungen.   Die  erste  K  =  0  mit  der  Unbekannten  x^ :  ;<j 
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ist  vom  Grade  m-^;  ihre  Koeffizienten  enthalten  die  a;^*)  rational  und 
symmetrisch.  Kennt  man  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  sind  Xg, 
^4.:  •  ■  • '^{m-i)p+i  rationale  Funktionen  derselben  und  der  x\  die  Glei- 
chung qo  =  0  ist  mithin  rational  durch  diese  Wurzel  und  die  x  dar- 
gestellt. Alsdann  ist  noch  eine  Gleichung  p*®°  Grades  ^°^)  zu  lösen,  deren 
Koeffizienten  gleichfalls  rational  und  symmetrisch  in  den  x  sind  und 
deren  Wurzeln  die  Punkte  y  liefern. 

Den  Fall  q  ■--=  0  nennt  man  das  Problem  der  speziellen  Teilung, 
Es  ist  also  eine  adjungierte  Kurve  v*®'  Grades  gegeben,  welche  die 
Grundkurve  in  p  Punkten  d^\  d^\  .  .  .  c^^  w  punktig  berührt  und  in  ge- 
wissen weiteren  Punkten  6^^),  U^^  .  .  .  U""^  schneidet  und  es  ist  eine  adjun- 
gierte Kurve  gleich  hohen  Grades  gesucht,  welche  durch  alle  r  Punkte 
h  hindurchgeht  und  die  Grundkurve  gleichfalls  in  p  Punkten  w-punktig 
berührt.  Heißen  diese  unbekannten  Punkte  wieder  y^^\  y^^\  .  .  ,  y^\ 
so  ist  jetzt  (,.) 

(613)  JP"/.^-^A-  (h^-.l,2,...p) 

Bei  der  algebraischen  Bestimmung  der  Berührungskurve  ^  =  0  tritt 
an  Stelle  der  Gleichung  K^^O  eine  Gleichung  desselben  Grades  wie 
vorher,  von  der  aber  jetzt,  der  Lösung  !/<^)  =  c^^\  .  .  .  y'^P^  ==  c^^^  ent- 
sprechend, eine  Wurzel  bekannt  ist,  so  daß  nur  noch  eine  Gleichung 
jfi"p  —  it«n  Qrades  31  =^  0  zu  lösen  übrig  bleibt. 

Bezüglich  der  Wurzeln  der  speziellen  Teilungsgleichung  (613) 
wird  man  aber  bemerken,  daß  nicht  allen  m^P  verschiedenen  Per. 
Char.  (e)^  wirkliche  Berührungskurven  der  gesuchten  Art  entsprechen. 
Haben  nämlich  die  in  (e)^  auftretenden  2p  ganzen  Zahlen  alle  einen 
Faktor  d  mit  m  gemeinsam,  so  berührt  die  zugehörige  Kurve  die 
Grundkurve  nur  -  punktig  und  kann  für  das  vorliegende  Problem 
nur  insofern  in  Betracht  kommen,  als  sie  d-fach  gerechnet  eine  un- 
eigentliche wi-punktig  berührende  Kurve  darstellt.  Sondert  man  diese 
Fälle,  für  welche  die  entsprechenden  Wurzeln  y  schon  als  Wurzeln 
niedrigerer  Teilungsgleichungen  auftreten,  aus,  so  bleiben,  wenn 

(614)  m  —  Vi"'»<'.  .  .  ist,  nur 

(615)  v^p(«i-i)v2/(-2-i)...(v2p- l)(vf  — 1)... 
eigentliche  Berührungskurven  übrig. 

108.  Zurückfülirung  des  allgemeinen  Teilungsproblems  auf  das 
spezielle.  Es  möge  y''^\  y^^\  .  .  .  iß''^  diejenige  Lösung  des  allgemeinen 
Teilungsproblems  (611)  sein,  welche  einer  bestimmten  Per.  Char  (a)^ 

309)  Vgl  dazu .BnoscÄ»,  Paris  C.  R.  70  (1870),  p.  604  =  Op.  mat.  4  (1906),  p.  871. 
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entspricht  und  rp^,  rP\  .  .  .  rj^^  die  zu  einer  andern  Per.  Char.  (rj)^^  ge- 
hörige. Ist  dann  weiter  t,^^\  t,^^\  .  .  .  t,^^  jene  Lösung  des  speziellen  Tei- 
lungsproblems, welche  der  Per.  Char.  (^)„  des  Periodensystemes  P^  —  P/ 
zugehört,  so  ist  ,^(,^  ^(,, 

(616)  ;^Jdu,  -f  ;^Jdu,  =  0  {h=-l,2,...p) 

und  man  sieht  daraus,  daß  aus  den  Punkten  y^*^  und  t^^  sich  die  rj^\ 
transzendent  wie  aljj^ebraisch,  bestimmen  lassen.  Indem  man  aber  au 
Stelle  von  $(')  alle  m^P  —  1  verschiedenen  Lösungen  des  speziellen  Tei- 
lungsproblems treten  läßt,  erhält  man  alle  von  y^")  verschiedenen 
Lösungen  rj^^^  des  allgemeinen  Problems.  Dies  zieht  für  die  Gleichung 
K  =  0  die  folgende  Eigenschaft  nach  sich. 

Durch  irgendeine  Wurzel  k  der  Gleichung  K  =  0  können  wir  alle 
übrigen  Wurzeln  derselben  rational  ausdrücken  und  zwar  mit  Hilfe 
einer  Formel 

(617)  x'-=@(jf,^), 

in  der  @  eine  gewisse  rationale  Funktion  bezeichnet,  (i  aber  eine  Wurzel 
der  Gleichung  m^^  —  1*"°  Grades  M  =  0  ist  und  aus  der  man  alle 
Wurzeln  x'  erhält,  wenn  man  für  ^  der  Reihe  nach  alle  Wurzeln 
dieser  letzten  Gleichung  setzt. 

Da  aber  ferner  bei  wiederholter  Benutzung  verschiedener  Wur- 
zeln von  M  =  0  die  Reihenfolge,  in  welcher  dieselben  benutzt  werden, 
keinen  Unterschied  macht,  so  ist  die  Gleichung  K  =0  eine  Ähelsche 
Gleichung  und  folglich  algebraisch  auflösbar,  natürlich  unter  Adjunk- 
tion der  Wurzeln  der  Gleichung  Jf  =  0. 

Wenn  man  weiter  immer  mit  Anwendung  der  nämlichen  Wurzel 
(i  die  aufeinanderfolgenden  Wurzeln 

(618)  X  =  &{x,  ^),  x"  =  &{x,  (i),  x'"  -=  @{x",  n),... 

bildet,  so  schließt  sich  dieser  Zyklus  nach  m  wiederholten  Bildungen, 
d.  h.  es  ist 

(619)  ;«("')  =  X. 

Daraus  ergibt  sich,  daß  die  Auflösung  der  Gleichung  ^  =  0  durch 
Ausziehen  von  m**°  Wurzeln  aus  Ausdrücken  T  geschieht,  welche, 
neben  den  Wurzeln  der  Gleichung  M=0,  die  x  rational  und  symme- 
metrisch  enthalten,  und  zwar  werden,  da  sich  die  sämtlichen  dabei  auf- 
tretenden Größen  ]p^T  durch  2p  unter  ihnen  ausdrücken,  schließlich 
die  m^^  Wurzeln  der  Gleichung  K  =  0  durch  den  nämlichen  linearen 
Ausdruck  dieser  2p  Größen  'YT  geliefert,  wenn  man  jede  dieser 
2p  Wurzeln  auf  die  m  verschiedenen  möglichen  Weisen  wählt 
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109.  Beduktion   der     speziellen    Teilungsgleichung    M  s=ss  0. 

Diese  stützt  sich  zunächst  auf  die  beiden  Sätze: 

Hat  man  das  Teilungsproblem  für  die  Grade  m  =  v^',  w  =  v^,. . . 
gelöst,  so  setzen  sich  aus  deren  Wurzeln  die  Wurzeln  der  Teilungs- 
gleichung für  m  ^^  v'l^vf-  .  ■  .  rational  zusammen. 

Hat  man  das  Teilungsproblem  für  den  Grad  m  =--  v  gelöst,  so  er- 
hält man  durch  wiederholtes  Wurzelziehen  aus  rationalen  Funktionen 
seiner  Wurzeln  die  Wurzeln  der  Teiluugsgleichung  für  m  ==  v". 

Damit  ist  die  Lösung  des  speziellen  Teilungsproblems  auf  den 
FaU  reduziert,  wo  m  eine  Primzahl  ist.  Läßt  man  den  Fall  m  ==  2,  der 
unten  gesondert  behandelt  wird,  zunächst  beiseite,  so  hat  man  endlich 
den  Satz: 

Die  Auflösung  der  speziellen  Teilungsgleichung  für  eine  ungerade 
Primzahl  m  reduziert  sich   auf  die  Auflösung   einer   Gleichung  vom 

Grade    — -~^-    und  das  Ausziehen  einer  m  —  l*^""  Wurzel  aus  einer  ra- 
ni  —  1 

tionalen  Funktion  ihrer  Wurzeln.  ^^'^) 

110.  Monodromiegruppe  der  Teilungsgleicliung.  Jordan^^^) 
hat  die  Galoissche  Theorie  auf  das  Teilungsproblem  der  hyperellipti- 
schen Funktionen  1.  Ordnung  (p  --^  2)  angewandt. 

310)  Die  von  Clebsch  und  Gordan  gegebene  Lösung  der  allgemeinen  Tei- 
lungsgleichung war  für  den  Fall  p=^2  schon  1846  von  Hermite  [J.  f.  Math.  32 
(1846),  p.  277  =-  (Euv.  1  (1905),  p.  10  =-  Jacobis  Ges.  W.  2  ^(1882),  p.  87  und 
Mdm.  pr^s.  10  (1848),  p.  563  --=  ffiuv.  1  (1905),  p.  38]  angegeben,  der  dabei  an 
eine  Bemerkung  Jacobia  [J.  f.  Math.  3  (1828),  p.  86  -=  Ges.  W.  i  (1881),  p.  241 J 
über  die  Teilung  der  elliptischen  Funktionen  anknüpfte. 

Auch  die  Reduktion  des  speziellen  Teilungsproblems  (la  division  des  in- 
dices)  auf  die  Auflösung  einer  Gleichung  vom  Grade  1  -f  w  -f  m-  -\-  m'  und  einer 
algebraisch  auf  lösbaren  Gleichung  vom  Grade  m— 1  Toder,  da  bei  Hermite  die 
auftretenden  Funktionen  gerade,   die  Wurzeln  des  speziellen  Teilungsproblems 

also  paarweise  einander  gleich  sind,  vom  Grade  — - — j  ist  bereits  von  Hermite 

angegeben. 

Die  Division  der  hypereliiptischen  Funktionen  1.  Ordnung  auch  bei  Krause 
(Festschr.  Rostock  1886,  und  „Transf.",  p.  257);  hier  wird  gezeigt,  in  welcher 
Weise   auf  Grund    der   Zerlegung  der  Division  in   zwei  Transformationen  vom 

Grade  —  ^z  =  i_  ^"       a'     =  -  a" 

^  i«       m    '''        ^'»'       m    ''"  (|u-,  v-=l,2, ,.  .^) 

v"  =  V  ,  a"   =ma 

M  fl^  MV  MV 

die  Lösung  des  Teilungsproblems  auf  die  Lösung  dieser  beiden  Transformations- 
probleme zurückgeführt  werden  kann. 

311)  Jordan,  „Trait^",  p.  354;  dazu  Burkhardt,  Math.  Ann.  35  (1890),  p.  198. 
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Da  jede  Wurzel  der  (allgemeinen  oder  speziellen)  Teilungsgleichung 
einer  bestimmten  Per.  Char.  zugeordnet  ist,  so  läßt  sich  die  Mono- 
dromiegruppe der  Teilungsgleichung  an  den  Per.  Char.  studieren  und 
man  sieht,  daß  die  Monodromiegruppe  der  speziellen  Teilungsgleichung 
keine  andere  ist  als  die  Gruppe  der  mod.  m  inkongruenten  linearen 
ganzzahligen  Transformationen  der  Per.  Char.,  deren  Ordnung 

(620)  N==(m^  —  1)  (m«  —  1)  w»  •  m 

ist.  Die  Monodromiegruppe  der  allgemeinen  Teilungsgleichung  ent- 
hält diese  als  ausgezeichnete  Untergruppe  und  enthält  ferner  jene  w* 
Substitutionen  von  Per.  Char.,  welche  der  Addition  ein  und  derselben 
Per.  Char.  zu  allen  w*  entsprechen.  Diese  bilden  eine  Abehche  Gruppe 
von  der  Ordnung  m*  mit  vier  erzeugenden  von  der  Ordnung  tn.  Dar- 
aus zeigt  sich,  wie  oben,  daß  nach  Adjunktion  der  Wurzeln  der  spe- 
ziellen Teilungsgleichung  die  allgemeine  durch  vier  nebeneinander  ge- 
stellte m**  Wurzeln  lösbar  ist. 

Die  Monodromiegruppe  der  speziellen  Teilungsgleichung  enthält, 
dem  Übergang  von  der  Per.  Char.  (f)^  zu  ( —  i)^  entsprechend,  eine 
ausgezeichnete  Untergruppe  von  der  Ordnung  2.  Daher  läßt  sich  die 
spezielle  Teilung  spalten  in  ein  Problem  mit  einer  Gruppe  von  der 
Ordnung  ^  ^^  ^"^  ^'^  solches  mit  einer  Gruppe  von  der  Ordnung  2. 
Als  das  erstere  kann  die  spezielle  Teilung  der  geraden  Funktionen 
gewählt  werden;  ist  diese  erledigt,  so  erfordert  die  Teilung  der  un- 
geraden Funktionen  nur  noch  die  Ausziehung  einer  Quadratwurzel. 
Eine  weitere  Spaltung  des  speziellen  Teilungsproblems  ist  nicht  mehr 
möglich. 

Über  Untergruppen  der  speziellen  Teilungsgleichung,  insbeson- 
dere solche  von  der  Ordnung  1  -\-  m -\- m^  -{-  wi^  bei  Jordan  und  Burk- 
hardt  a.  a.  0. 

Eine  eingehende  Untersuchung  hat  nur  der  Fall  der  Dreiteilung 
der  hypereliiptischen  Funktionen  vom  Geschlecht  2  gefunden.  Hier 
hat  Clebsch^^^)  das  Problem  darauf  zurückgeführt,  die  gegebene  binäre 
Form  6.  Grades  f  in  die  Gestalt  f  =  v^  —  u^  zu  bringen,  wo  v  eine 
Form  3.  Grades,  u  eine  solche  2.  Grades  ist.'^^)  Den  80  eigentlichen 
Per.  Char.  des  Falles  p  ^  2,  r  =  $  entsprechen  ebenso  viele  Lösungen 
des  Problems,  die  sich  aber,  da  neben  der  Lösung  u,  v  auch  die  Lö- 
sung M,  —  V  auftritt,  (allerdings  auf  Kosten  der  Übersichtlichkeit  ihrer 

312)  Gott.  Abb.  14  (1869),  p.  17;  vgl.  Clehsch- Lindemann,  Vorl.  ü.  Geometrie 
1  (1876),  p.  920;  BrioHchi,  Ann.  di  Mat.  7,  (1875/76),  p.  89  n.  247;  8j  (1877),  p.  43 
u.  147,  auch  gesondert  erschienen  1877,  vgl.  Op.  mat  2  (190;J),  p.  101. 

S13)  Dazu  Catjley,  Quart.  J.  9  (1«68),  p.  210  =  Coli.  math.  pap.  6  (1893),  p.  105. 

Enoyklop.  d.  math.  Wisicnach.    II  S.  53 
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Gruppierungsverhältnisse)  auf  vierzig  wesentlich  verschiedene  redu- 
zieren lassen,  so  daß  Clebsch  auf  eine  Gleichung  40.  Grades  geführt 
wird.  Die  Monodromiegruppe  des  Problems s^*)  ist  schon  in  Nr.  97  als 
Gruppe  der  Z„^^  besprochen  worden  und  es  ist  dort  bereits  auf  dessen 
Zusammenhang  mit  dem  der  27  Geraden  einer  Fläche  3.  Ordnung  hin- 
gewiesen worden.  Daß  mit  dem  Dreiteilungsproblem  des  Falles  p=2 
das  Zweiteilungsproblem  für  das  durch  die  Gleichung  s'^  =  f^(z)  de- 
finierte binomische  algebraische  Gebilde  vom  Geschlecht  4  (vgl.  Nr.  92) 
gruppen-  und  invariantentheoretisch  identisch  ist,  hat  Osgood^^^) 
gezeigt. 

Die  arithmetische  Gruppe  der  (spezieUen  und  aUgemeinen)  Tei- 
lungsgleichung ist  (m  —  l)-mal  so  groß  wie  die  Monodromiegruppe; 
an  Stelle  der  Gruppe  der  mod.  m  inkongruenten  linearen  ganzzahligen 
Transformationen  tritt  bei  ihrer  Betrachtung  die  der  ganzzahligen 
Transformationen  von  den  Graden  1,  2, ...  m  —  1. 

111.  Zweiteilung.  Auf  ein  Zweiteilungsproblem  führt  die  Auf- 
gabe (Nr.  57),  eine  adjungierte  Kurve  n  -  2*«''  Grades  ^  zu  bestimmen, 
welche  durch  die  Schnittpunkte  der  Grundkurve  mit  ihrer  Tangente' 
in  a  hindurchgeht  und  deren  2  p  weitere  Schnittpunkte  mit"  der 
Grundkurve  paarweise  zusammenfallen,  so  daß  sie  also  die  Grund- 
kurve in  p  zu  bestimmenden  Punkten  berührt.  Es  gibt  2^p  ver- 
schiedene solche  Kurven;  berührt  eine  von  ihnen,  %,  die  Grundkurre 
in  a^i),  cc<^\  .  .  .  a'p\  so>ind  die  Berührungspunkte  «(')  einer  andern 
durch  die  Kongruenzen 

(^^^)  2ß^n  =  \P.  (Ä  =  l,2,...;,) 

bestimmt,  wo  P^  ein  System  zusammengehöriger  Ganzen  der  Periodi- 
zitätsmodulen  bezeichnet.  Läßt  man  an  seine  SteUe  der  Reihe  nach 
alle  2^P  mod.  2  verschiedenen  solchen  Systeme  treten,  so  erhält  man 
2^p  Systeme  von  Berührungspunkten  a"^  und  ihnen  zugehörig  ebenso- 
viele  Berührungskurven;  aber  nur  2^-^  {2p  +  1)  von  diesen  sind  eigent- 
liche Berührungskurven  w  —  2*«'»  Grades,  die  übrigen  2^"^  (2^—1) 
zerfallen  in  die  Tangente  in  a  und  je  eine  adjungierte  Kurve  n  —  3*«" 
Grades,  welche  die  Grundkurve  in  ^  —  1  Punkten  berührt. 

Diese  p  —  l  Berührungspunkte  und  damit  auch  das  System  der 
genannten  2^- »(2^—1)  Berührungskurven  w  —  3*«'^  Grades  sind  von 
a  ganz  unabhängig.    Wenn  man  unmittelbar  auf  algebraischem  Wege 

314)  Vgl.  Jordan,  Paris  C.  R.  68  (1869),  p.  866;  „Trait^",  p.  316  u.  365. 
316)  Dias.  Erlangen  1890. 
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eine  adjungierte  Kurve  n  —  3**"  Grades  zu  bestimmen  sucht,  welche  die 
Grundkurve  in  ^  —  1  Punkten  berührt,  so  wird  man  auf  eine  Glei- 
chung 72  =  0  vom  Grade  2p~^{2p —  1)  geführt.  Als  Beispiel  dafür 
kann  die  Bestimmung  der  28  Doppeltangenten  der  zum  Geschlecht  3 
gehörigen,  allgemeinen  Kurve  4.  Ordnung  dienen.  ^*^) 

Ebenso  führt  die  Bestimmung  der  zu  einem  gegebenen  Punkte 
tt  gehörigen  adjungierten  Kurven  n  —  2**"  Grades  auf  eine  Gleichung 
vom  Grade  2P~^(2^-f-  1).  Clehsch  und  Gordan  zeigen,  daß  die  Wurzeln 
dieser  Gleichung  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung  B,  =  0  rational 
ausdrückbar  sind. 

Zweiteilungsprobleme  sind  auch  die  Bestimmungen  jener  homo- 
genen Formen  X^"")  m*^'  Dimension  in  den  qp,  welche  die  Grundkurve 
überall,  wo  sie  ihr  begegnen,  berühren  und  so  zu  den  in  m(p  —  1) 
Punkten  0^  werdenden  Wurzelfunktionen  ]/X("'^  Anlaß  geben  (Nr.  60); 
diese  scheiden  sich  in  zwei  getrennte  Klassen,  je  nachdem  sie  ungerader 
oder  gerader  Dimension  sind.  Den  ersteren  wurden  die  Th.  Char.  zu- 
geordnet und  entsprechend  ist  die  Monodromiegruppe  der  ihrer  De- 
finition zugrunde  liegenden  Teilungsgleichung  die  Gruppe  I£  der 
ganzzahligen  linearen  Transformationen  der  Th.  Char.  (Nr.  31).  Den 
Wurzelformen  gerader  Dimension  sind  die  Per.  Char.  zugeordnet  und 
entsprechend  ist  die  Monodromiegruppe  ihrer  Teilungsgleichung  die 
Gruppe  H  der  Transformationen  der  Per,  Char. 

Für  die  hyperelliptischen  Funktionen  fällt  das  Zweiteilungs- 
problem mit  dem  Problem  der  Verzweigungspunkte  zusammen  (vgl, 
Nr.  75  u,  76), 

So  führt  im  Falle  2?  =  2  die  Bestimmung  der  einer  ungeraden  Th. 
Char.  zugeordneten  Wurzelform  1*"  Dimension  zu  einem  der  6  Linear- 
faktoren der  das  hyperelliptische  Gebilde  definierenden  Binärform  f^ 
ßt«"»  Grades,  leistet  also  deren  Zerlegung  in  eine  Form  1*^"  und  eine 
solche  5**''  Grades  f^  =  tp^  .  i^^.  Jeder  einer  geraden  Th.  Char,  zu- 
geordneten Wurzelform  3**''  Dimension  entspricht  in  der  gleichen 
Weise  eine  der  10  Zerlegungen  von  f^  in  zwei  Faktoren  3*®"  Grades 
/e  =  9'3  •  ^3  (^gl-  Nr.  96),  während  endlich  die  15  den  eigentlichen  Per. 
Char.  zugehörigen  Wurzelformen  2*"  Dimension  die  15  Zerlegungen 
von  /;  in  je  einen  Faktor  2*^"  und  4*«'»  Grades  f^  =  (p^  .  ^^  vermitteln. 

Bezeichnen  J/,.,  N.  und  Si  homogene  Funktionen  von  iCj,  x^,  x^, 
so  wird  durch  die  Gleichungen 

(622)  ^i  =  M,  +  N,  y^  (i  =  1, 2, 3) 

316)  Über  die  Galoisache  Gruppe  des  Doppeltangentenproblems  bei  Weber, 
Math.Ann.23(1884),  p.  489u.  Lehrb.  d.  Algebra  2  (1899),  p.  447,  vgl.  auch  Anm.  218. 

53* 
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die  zweiblättrige  a:-Ebene  auf  die  einblättrige  £^-Ebene  abgebildet,  mit 
der  Übergangskurve  ß  =  0  in  der  a:-Ebene.  Clehsch^^'^)  hat  den  Zu- 
sammenbang dieser  Art  von  Flächenabbildungen  mit  der  Zweiteilung 
der  -46e/schen  Funktionen  gezeigt. 

XIV.  Periodische  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen. 

112.  Die  allgendeinen  2jp-faeh  periodischen  Funktionen  von 
p  Veränderlichen.  Erfüllt  eine  Funktion  /"(«i,  .  .  .  «  )  der  p  komplexen 
Veränderlichen  w^ ,  .  .  .  m^  für  bestimmte  Systeme  konstanter  Größen 
P^,  .  .  .  Pp  bei  allen  Werten  der  Variablen  u  die  Gleichung 

(623)  fiu,  +  P„  .  .  .  u^  +  P,)  =  f(u„  .  .  .  n^\ 

so  nennt  man  sie  periodisch  und  jedes  Größensystem  P^, .  .  .  P^  ein 
System  zusammengehöriger  oder  simultaner  Perioden  von  ihr.  Sind 
dann  P^^,  .  .  .  P^„  (cc  =  1,2, ..  .h)  irgend  k  solcher  Periodensysteme 

k  k 

und  m^  ganze  Zahlen,  so  ist  stets  auch  ^m^P^^,  .  .  .  ^ni^P^^  ein 

a  =  1  «  =  1 

Periodensystem  von  f.  Zu  p -}- 1  Periodensystemen  Pj^,  ...P^„ 
(a=  1,  2,  . .  .p-j-l)  kann  man,  wenn  Q^2p  ist,  immer  reelle  Zahlen 
^^  finden,  so  daß  gleichzeitig  die  p  Gleichungen 

(624)  !^/*«Pi„  =  0, .  . .  'i^k^p«  =  0 

bestehen.  Möglicherweise  ist  dies  auch  schon  für  p  <  2p  der  Fall:  der 
kleinste  Wert  von  p,  für  welchen  es  stattfindet,  sollr  heißen.  Dann 
gibt  es  r  Periodensysteme,  für  welche  die  Gleichungen  (624),  wenn 
man  darin  q  -\-  \  =  r  setzt,  nur  durch  die  W^erte  /[i,  ==  0,.../i^  =0 
befriedigt  werden  können;  solche  r  Periodensysteme  heißen  voneinander 
unabhängig  und  aus  ihnen  läßt  sich  jedes  Periodensystem  von  f  in 
der  Form 

(625)  P,  =  ^/i„P,  „, . . .  P,  =  ^i^'^^P'^ 

zusammensetzen. 

Hat  nun  die  Funktion  f  solche  Periodensysteme,  in  denen  jede  ein- 
zelne Periode  ihrem  absoluten  Betrage  nach  eine  vorgegebene  Grenze 
nicht  überschreitet,  nur  in  endlicher  Anzahl  oder,  was  dasselbe,  besitzt 
die  Funktion  f  kein  System  unendlich  kleiner  Perioden,  so  sind  die  ,a^ 
rationale  Zahlen  und  es  können  die  r  Periodensysteme  P^„,  . .  .  P^„ 


317)  Math.  Ann.  3  (1871)  p.  45;  vgl.  de  Paolis,  Acc.  Line.  Mem.  1,  (1877), 
p.  511;  2,  (1878),  p.  31  u.  851;  Noether,  Erl.  Ber.  10  (1878),  p.  81  u.  Math.  Ann. 
33  (1889),  p.  526. 
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(«  ==  1,  2,  .  .  .  r)  so  gewählt  werden,  daß  die  (i^  ganze  Zahlen  sind; 
solche  Periodensysteme  heißen  primitive.  Ist  f  eine  einwertige  oder 
endlich  vielwertige  analytische  Funktion,  welche  sich  nicht  als  Funk- 
tion von  weniger  denn  p  linearen  Verbindungen  der  u  darstellen 
läßt,  so  trifft  für  sie  die  ebengenannte  Voraussetzung  zu^'*)  und  es 
sind  daher  alle  ihre  Periodensysteme  linear  und  ganzi;ahlig  aus  r^2p 
unter  ihnen  zusammensetzbar;  dies  gilt  nicht  mehr  unter  allen  Um- 
ständen für  nicht  analytische  oder  unendlich  vielwertige  analytische 
Funktionen.  31») 

Jacohi  und  Hermite  bezeichnen  die  Perioden  als  Indizes,  Riemann 
als  Modulen,  ferner  nennt  Eiemann  für  eine  2^-fach  periodische 
Funktion  von  p  Variablen   mit   den  2p  primitiven  Periodensystemen 

P,„,  .  .  .  P^„  («  =  1,  2,  .  .  .  2p)  das  Gebiet  der  p  Größen  ^|„P,„, .  . . 

^|„P-„,   bei  dem  die  |  die  Werte  0^|^<1   durchlaufen,  das  bei 

diesen  2  p  Modulensystemen  periodisch  sich  wiederholende  Größen- 
gebiet. Interpretiert  man  die  reellen  und  imaginären  Teile  der  Vari- 
ableu u  als  rechtwinklige  Punktkoordinaten  in  einem  Räume  von  2p 
Dimensionen,  so  ist  dieses  Gebiet  ein  ParaUelotop  P  dieses  Raumes, 
durch  dessen  periodische  Wiederholung  der  ganze  Raum  einfach  und 
lückenlos  ausgefüllt  wird.  Solche  Punkte  des  Raumes,  welche  dabei 
dem  nämlichen  Punkte  in  P  entsprechen,  heißen  äquivalent  oder  kon- 
gruent nach  den  Periodensystemen,  ihre  Gesamtheit  ein  System  von 
Gitterpunkten.  Es  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Unabhängigkeit  der 
Periodensysteme  Pi„,  •  •  •  Pp„  (a  =  1,2,  .  .  .2p),  daß  die  aus  ihren 
reellen  und  imaginären  Teilen  gebildete  Determinante  nicht  ver- 
schwindet; ihr  Wert  ist  gleich  dem  Inhalte  des  Parallelotops  P. 

318)  Daß  eine  Funktion  von  p  Veränderlichen  nicht  mehr  als  2p  unab- 
hängige Perioden  haben  kann,  ohne  unendlich  kleme  zu  besitzen,  hat  für  p  =  i- 
Jacobi  (Nr.  3)  und  für  beliebiges  p  Hermite  [J.  f.  Math.  40  (1850),  p.  310=  (Euv. 
1  (1905),  p.  158]  gezeigt;  daß  weiter  eine  einwertige  oder  endlich  vielwertige 
analytische  Funktion  von  p  Veränderlichen  ein  System  unendlich  kleiner  Peri- 
oden nur  in  dem  Falle  besitzen  kann,  in  welchen  sie  sich  als  Funktion  von  weniger 
denn  p  linearen  Verbindungen  ihrer  Argumente  darstellen  läßt,  haben  Bieinann 
[J.  f  Math.  71  (1870),  p.  197  =  Ges.  math.  W.  1876,  p.  276,  2.  Aufl.  1892, 
p.  294]  und  Weierstraß  [ßerl.  Ber.  1876,  p.  680  =  Abh.  a.  d.  Functionenlehre 
1886,  p.  165  =  Math.  W.  2  (1895),  p.  56]  bewiesen.  Daß  bei  einer  unendlich  viel- 
wertigen  Funktion  einer  Variable  Casorati  die  Möglichkeit  von  mehr  als  2  un- 
abhängigen Perioden  nachgewiesen  hat,  ist  schon  in  Nr.  i  erwähnt  worden. 

319)  Für  reelle  Funktionen  reeller  Veränderlichen  gelten  die  nämlichen 
Sätze  mit  der  Abänderung,  daß  hier  r^p  ist,  vgl.  Kronecker,  Berl.  Ber.  1884, 
p.  1071  =  Werke  3  (1899),  p.  31. 
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113.  Die  Riemann-Weierstraßschen  Sätze.  Im  folgenden  soll 
die  Untersuchung  auf  einwertige  22)-fach  periodische  ^^^)  Punktionen 
von  p  Veränderlichen  u^,  .  .  .  u  beschränkt  werden,  welche  sich  nicht 
als  Funktionen  von  weniger  denn  p  linearen  Verbindungen  der  u  dar- 
stellen lassen  und  welche  im  Endlichen  keine  wesentlich  singulare 
Stelle  besitzen.  Die  wichtigsten  Sätze  für  diese  Funktionen  waren, 
wie  wir  aus  einer  Mitteilung  Hermites^^^)  wissen,  bereits  1860  Fde- 
mann  bekannt.  Auch  Weierstraß^^^)  hat  sich  wiederholt  mit  ihnen 
beschäftigt  und  ist  nach  einem  Briefe  an  Kowaleivshi  1878  im  Be- 
sitze eines  Beweises  des  abschließenden  Satzes,  daß  jede  solche  Funk- 
tion sich  durch  Thetafunktionen  von  p  Veränderlichen  ausdrücken 
läßt,  gewesen.  ^^^) 

Man  kann  zu  den  Rietnann-  Weierstraßschen  Sätzen  auf  folgendem 
Wege  gelangen.  ^**) 

Aus  der  Existenz  einer  Funktion  des  ebengenannten  Charakters 
folgt  zunächst  die  Existenz  von  p  —  1  solcher  Funktionen  /)  (i  =  1, 
2, .  .  .  p  —  1)  und  p —  1  Konstanten  c-  von  der  Beschaffenheit,  daß  für 
sie  das  Gleichuugensystem  f^  =  Cj, .  .  ■  fp_i  -=c  i  neben  Gebilden  von 
mehreren  Dimensionen  mindestens  ein  eindimensionales  analytisches  Ge- 

320)  Von  den  einem  Werte  r<C^p  entsprechenden  Funktionen,  welche  übri- 
gens in  den  zu  r=2p  gehörigen  als  Grenzfälle  enthalten  sind,  sind  nur  die 
beim  erweiterten  Umkehrproblem  auftretenden,  so  von  Bosenhain  die  dreifach 
periodiscben  Funktionen  von  zwei  Veränderlichen  untersucht  worden  (Nr.  105), 
später  bei  Cousin,  Acta  math.  33  (1910),  p.  105. 

321)  Note  sur  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  im  2.  Bande  von  Lacroix, 
Traite  elem.  de  calcul  diffdrentiel  etc.,  auch  übersetzt  von  Natani  u.  d.  T. 
Übersicht  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen,  1863,  p.  24. 

322)  Berl.  Her.  1869,  p.  853  =  Math.  W.  2  (1895),  p.  46  u.  J.  f.  Math.  89 
(1880),  p.  1  =  Math.  W.  2  (1895),  p.  125,  vgl.  auch  Huruüz,  J.  f.  Math.  94  (1883),  p.  1 
und  Blumenthal,  Math.  Ann.  56  (1903),  p.  509  u.  58  (1904),  p.  497. 

323)  Vgl.  Mittag -Leffler,  2""  Congr.  intern.  Math.  1900,  Paris  1902,  p.  143. 
Veröffentlicht  wurde  der  Weierstraßsche  Beweis  erst  aus  seinem  Nachlaß  im 
3.  Bande  der  Math.  W.  (1903),  p.  53. 

324)  Wirtinger,  Monatsh,  f.  Math.  6  (1895)  p.  69  und  7  (1896),  p.  1;  auch 
Acta  math.  26  (1902),  p.  133.  Einen  Beweis  des  obengenannten  abschließenden 
Satzes  haben  erstmals  Poincarc  u.  Picard  [Paris  C.  R.  97  (1883),  p.  1284,  vgl.  dazu 
eine  Bemerkung  von  Poincare,  Paris  C.  R.  92  (1881),  p.  958]  veröffentlicht ;  ein 
anderer  ergibt  sich  aus  den  zwar  nur  für  p  =  2  angestellten,  aber  auf  beliebig  viele 
Variablen  übertragbaren  Arbeiten  von  Appell  in  Verbindung  mit  Untersuchungen 
von  Frobenius  (vgl.  Anm.  341).  Spätere  Beweise  bei  Poincare,  Paris  C.  R.  124 
(1897),  p.  1407;  Acta  math.  22  (1899),  p.  89  u.  26  (1902),  p.  43;  Picard,  Paris 
C.  R.  124  (1897),  p.  1490  und  Painleve,  Paris  C.  R.  122  (1896),  p.  769;  134  (1902), 
p.  808.  Man  siehe  auch  bei  Castelnuovo,  Acc.  Line.  Rend.  14g  (1905),  I,  p.  545, 
593  u.  655  und  bei  Severi,  Pal.  Rend.  21  (1906),  p.  257.  Eine  zusammenfassende  Dar- 
stellung der  folgenden  Sät/.e  hat  Laurent  [Traitö  d'Analyse  4  (1889),  p.  434]  gegeben. 
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bilde  definiert.  Betrachtet  man  nun  die  Gesamtheit  F  derjenigen 
Punkte  im  Parallelotop  P,*  welche  entweder  diesem  Gebilde  angehören 
oder  Stallen  desselben  äquivalent  sind,  und  faßt  das  Parallelotop  P  als 
eine  geschlossene  Mannigfaltigkeit  auf,  indem  man  je  zwei  äquivalente 
Punkte  seiner  Begrenzung  als  identisch  annimmt,  so  bildet  F  eine  ge- 
schlossene Fläche,  für  welche  die  jR/emawwschen  Existenzsätze  durch  die 
Methoden  von  Schwarz  und  Neumann  (II  Bl,  Nr.  22,  IIA  7  b,  Nr.  28)  zu 
erweisen  sind  und  welche  daher  ein  algebraisches  Gebilde  G  definiert. 
Auf  diesem   sind  die  u^  Integrale  1.  Gattung,  deren  Perioden  Si  sich 

linear  und  ganzzahlig  aus  den  Größen  P,,«  C^H /.,'  f  )  zusammen- 
setzen. Das  Geschlecht  q  von  G  ist  dabei  im  allgemeinen  größer  als 
p  und  das  Gebilde  G  ein  spezielles  (Nr.  119).    Indem  man  nun  in  den 

zwischen  den  ü„  .(/„'"    „   )   bestehenden  Bilinearrelationen  (vgl. 
f  \s  =  1,2, . . .  2q/  ^  o 

IIB 2,  Nr.  17)  diese  durch  ihre  linearen  Ausdrücke  in  den  P 

V         /  fit  ^      ,a     fia  \s  =  1,2,.  ..2g/ 

ersetzt,  erhält  man  solche  Relationen  zwischen  den  P  selbst,  welche 
man  noch  durch  den  größten  gemeinsamen  Teiler  t^^^)  ihrer  Koeffi- 
zienten dividieren  kann;  und  indem  man  weiter  die  Summen  von  p 
Integralen  1.  Gattung  gebildet  für  p  Stellen  x^,  x^,  .  .  .  x  auf  G  für 
die  Variablen  u  in  die  Funktionen  f  einsetzt,  erweisen  sich  diese  als 
algebraisch  und  symmetrisch  von  den  x  abhängig.  Man  gelangt  so  zu 
dem  grundlegenden  Satze: 

I.  Gibt  es  zu  den  Perioden  P^,„  C*!!  .'g'  f  )  ^i^^e  einwertige  2^- 
fach  periodische  analytische  Funktion,  welche  im  Endlichen  keine 
wesentlich  singulare  Stelle  besitzt  und  welche  nicht  als  Funktion  von 
weniger  denn  p  linearen  Verbindungen  der  Variablen  darstellbar  ist, 
so  gibt  es  auch  mindestens  ein  eindimensionales  algebraisches  Gebilde 
von  einem  Geschlecht  q^p,  auf  welchem  p  linear  unabhängige  Inte- 
grale erster  Gattung  existieren,  deren  Perioden  lineare  Funktionen  der 
P^^„  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  sind.  Die  sämtlichen  Funktionen 
des  genannten  Charakters  lassen  sich  als  von  p  Stellen  dieses  Gebildes 
ohne  wesentliche  Singularität  eindeutig  abhängig  darstellen  und  sind 
daher  algebraische  Funktionen  von  p  unabhängigen  Variablen. 

Damit  ist  die  Basis  für  den  Beweis  der  Riemann-WeierstraßHchQn 
Sätze  gewonnen;  diese  Sätze  selbst  lassen  sich  folgendermaßen  for- 
mulieren: 


324)  Über  die  Rolle,  welche  dieser  gemeinsame  Faktor  t  spielt,  siehe  Nr.  117. 
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IL  Sind  Pi„, .  .  .  Pj,^  (a  =  1,2, .  .  .2  p)  die  2p  Periodensysteme 
einer  2p  fach  periodischen  Funktion  von  der  in  I  bezeichneten  Art,  so 
genügen  diese  2p^  Größen  P^,„  stets  l  p  —  1)  2>  Bedingungen 

(627)  ^l^a^P,aPv^  =  0, 
a=l p=l 

in  denen  die  h^^  4jo*  ganze  Zahlen  ohne  einen  allen  gemeinsamen 
Teiler  bezeichnen,  so  beschaffen,  daß  Ti^^  =  0,  h^^  -f-  hß^  =  0  und  die 
Determinante  |  Ä^«*  j  =|=  0  ist. 

Sind  ferner  P«  =  i?„  +  ipj  («=1,2,...  2j|))  die  korrespondie- 
renden Änderungen  irgendeiner  linearen  Verbindung  der  m,  so  ist  die 
Bilinearform  ^^k^^  p^  pJ  stets  von  dem  gleichen  Vorzeichen  und 

man  kann  daher,  wenn  man  gegebenenfalls  alle  Jc^^  durch  —  Jc^^  er- 
setzt, immer  voraussetzen,  daß  die  Ungleichung^^*) 

(628)  ^J'^«^2^aV>ö  erfüllt  ißt. 

Aus  dem  Bestehen  der  Gleichungen  (627)  sollte  man  schließen, 
daß  im  Gebiete  der  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  (anders  als 
im  Falle  p  =  1,  wo  jedes  Parallelogramm  der  Ebene  als  Perioden- 
parallelogramm einer  doppelt  periodischen  Funktion  auftreten  kann) 
ein  Parallelotop  des  Raumes  von  2p  Dimensionen  gewissen  Bedingungen 
genügen  müsse,  um  Periodenparallelotop  eines  Systems  2p  fach  peri- 
odischer Funktionen  sein  zu  können;  aber  Wirtinger^^^)  hat  bewiesen, 
daß  dies  nicht  der  Fall  ist,  daß  man  vielmehr  ein  beliebig  gegebenes 
Parallelotop  als  Periodenparallelotop  2^  fach  periodischer  Funktionen 
auffassen  kann,  wenn  man  nur  die  komplexen  Variablen  darin  ent- 
sprechend orientiert,  und  zwar  ohne  an  der  Maßbestimmung  des  Ge- 
bietes etwas  zu  ändern. 

III.  Sind/ifw)),  fiiuji, . .  .  fpiu)) p  2p- fach  periodische  Funktionen 
der  in  I  bezeichneten  Art,  mit  den  nämlichen  Perioden  und  von  der 
Beschaffenheit,  daß  ihre  Funktionaldeterminante  nicht  identisch  ver- 
schwindet, so  hat  das  Gleichungensystem 

(629)  /; H)  =  c„  Mu}  =  c„...  /;((«))  =  c^, 

wenn  mau  von  singulären  Werten  der  c  absieht,  nur  eine  endliche 
Anzahl  m  nach  den  Periodensystemen  inkongruenter  Lösungen  u^,... w^. 


326)  In  welcher  Weise  man  diese  Bedingung,  ähnlich  wie  es  Krazer  und 
Prym  („N.  G.",  \i.  4)  für  die  Konvergenzbedingung  der  Thetareihe  getan 
haben,  durch  eine  Reihe  von  Ungleichungen  für  die  reellen  und  lateralen  Teile 
der  P^„  ersetzen  kann,  zeigt  Scorza,  Pal.  Rend.  36  (1913),  p.  386. 

327)  Actamath.  26  (1902).  p.  1.S5. 
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Für  diese  ist  die  Funktionaldeterminante  der  ^9  Funktionen  im  allge- 
meinen von  Null  verschieden  und  es  ist  die  Anzahl  m  die  gleiche 
für  alle  nichtsingulären  Wertesysteme  c^, .  .  .  c^. 

IV.  Ist  fp^iiu}  eine  p-^1*^  2jp-fach  periodische  Funktion  der  in 
I  bezeichneten  Art,  unter  deren  Periodensystemen  sich  alle  Perioden- 
systeme der  Funktionen  /ifw)), .  .  .  j^((m))  finden,  so  besteht  zwischen 
/ij+iW)  ^^^  /iW)>  •  •  •  /p((^))  ®^°®  irreduzible  algebraische  Gleichung, 
deren  Grad  in  bezug  auf /"^  + 1 ((m))  m  oder  ein  Teiler  von  »»  ist. 

V.  Hat  die  P'unktion  /^^.ifw))  speziell  die  Eigenschaft,  daß  sie 
mit  /",  ((wj),  .  .  '  fpiu])  durch  eine  irreduzible  Gleichung  m**""  (und  nicht 
niedrigeren)  Grades  zusammenhängt  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, daß  sie  für  die  nichtäquivalenten  Lösungen  wenigstens  eines 
mit  nichtsingulären  Werten  ^i, .  .  .  Cp  gebildeten  Gleichungensystems 
(629)  lauter  verschiedene  Werte  annimmt,  so  läßt  sich  jede  mit  den 
Perioden  P^„  2pfsLch.  periodische  Funktion  /"((w))  der  in  I  bezeich- 
neten Art  rational  durch  die  Funktionen  /i((w)),  .  .  • /^((«)),  /p+i((w))  aus- 
drücken. 

Besitzt  insbesondere  fp+iiu}  die  Perioden  P,^„  als  primitive 
Perioden,  so  kann  die  Darstellung  einer  beliebigen  Funktion  /"((«)) 
auch  durch  /"„^.ifw))  und  ihre  p  ersten  partiellen  Derivierten  geschehen. 

VI.  Das  System  der  Funktionen  /i((w)),  .  .  .  /),((«))  besitzt  ein  al- 
gebraisches Additionstheorem  ^^^) 

Da  die  in  Nr.  2  definierten  ^6e?schen  Funktionen  2p-fach.  peri- 
odische Funktionen  der  in  I  bezeichneten  Art  sind,  so  gelten  für  sie 
die  vorstehenden  Sätze. 

114.  Riemannsclie  Matrizen ^^^).  Sind  P^^,  Pg^,  .  .  .  P^^  («  =  1, 
2,  ...2p)  die  2  p  Periodensysteme  einer  2^- fach  periodischen  Funk- 
tion von  der  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  Art,  so  wird  das 
System  der  22?*  Größen  ii  p     ii  /fi  =  i,2, ...^j  \ 

eine  Riemannsche  Matrix  der  p**°  Ordnung  genannt. 
Zwei  Riemannsche  Matrizen 

jjp      II      /fi  =  l,2,...p  \  ,  p,    ,,      /»  =  i,  2,...^' \ 

ll-^''«!!       [a^l,2,...2p)  "^^  ^^/*il      1^=1,2,. ..2/; 

heißen  miteinander  verbunden,  wenn  zwischen  ihren  Elementen  ein 
System  von  pp   bilinearen  Relationen 

(630)  22»'fP^'P'«=^       C:;;';:::/) 

328)  Weierstraß  hat  den  Satz  VI  zum  Ausgangspunkt  gewählt,  siehe  Anm.  130. 
82y)  Scorza,  Acc.  Line.  Rend.  25^  (1916),  I,  p.  289;  Pal.  Rend.  41  (1916),  p.  262; 
Bchon  vorher  Acc.  Line.  Rend.  24^  (1916),  II,  p.  446  u.  603. 
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mit  ganzzahligen  Koeffizienten  a^o  besteht,  Bestehen  A  verschiedene, 
linear  unabhängige  solche  Systeme  von  Bilinearrelationen,  so  heißt  A 
der  Simultancharakter  der  beiden  Matrizen. 

Dieser  Begriff  wird  auch  für  den  Fall  beibehalten,  daß  die  bei- 
den Matrizen  miteinander  identisch  sind.  Infolge  der  zwischen  den 
Perioden  einer  2^-fach  periodischen  Funktion  stets  existierenden  bi- 
linearen Relationen  (627)  ist  dann  l  ^  1  *'*•);  man  nennt  h  =  X  —  1 
den  Index  der  Multiplikabilität  (s.  Nr.  125). 

Bei  den  Relationen  (627)  ist  a^^  ==  0  und  a„^^  +  <*^a  =  0  ^ür 
a,  ß  ==  1,2, .  .  .  2p,  die  zugehörige  bilineare  Form  also  eine  alternie- 
rende. Trifft  dies  bei  Je  -\-  l  von  den  l  verschiedenen  Systemen  bi- 
linearer Relationen  zu,  so  heißt  k  der  Index  der  Singularität  (s.  Nr.  126); 
es  ist  jedenfalls  k  ^  h. 

Für  die  Zahlen  A,  h  und  h  gelten  die  oberen  Grenzen 

(63J)  X^2pp,      }i^2p^-l,       k^p'-l. 

Man  kann  aus  einer  Biemannschen  Matrix  durch  zwei  verschie- 
dene Prozesse  neue  ableiten,  einmal,  indem  man  an  Stelle  der  Variablen 
u  andere  einführt  durch  eine  beliebige  lineare  Substitution  mit  nicht 
verschwindender  Determinante,  sodann  aber  auch,  indem  man  an  Stelle 
der  2p  Periodensysteme  andere  einführt  durch  eine  unimodulare,  ganz- 
zahlige lineare  Substitution.  Die  auf  diese  Weise  aus  einer  Riemann- 
schen  Matrix  abgeleiteten  heißen  zu  ihr  äquivalent.  Läßt  man  bei 
der  Einführung  neuer  Periodensysteme  rationale  lineare  Substitu- 
tionen mit  nicht  verschwindender  Determinante  zu,  so  .entsteht  gleich- 
falls aus  einer  Riemannschen  Matrix  wieder  eine  solche;  diese  soll  zu 
ihr  isomorph  genannt  werden.  Beim  Übergange  von  einer  Riemann- 
schen Matrix  zu  einer  isomorphen  ändern  die  Zahlen  h,  Tc  und  A  ihre 
Werte  nicht. 

Sind  in  einer  JRiemawwschen  Matrix  P,  indem  q  eine  positive 
ganze  Zahl  <p  bezeichnet,  diejenigen  q{ja  —  q)  Elemente  P^„,  für 
welche  ^^^q  und  a'>2q  ist,  sämtlich  Null,  so  bilden  die  2q^  Größen 
p      /fi  =  1, 2, . . .  g  \  £„       .  j^  g.j^g  Riemannsche  Matrix  B>-^  von  der 

Ordnung  q  und  es  gibt  unter  den  zu  P  isomorphen  Matrizen  stets 
eine  solche,  in  der  auch  die  q{p  —  q)  Elemente  P^,„,  für  welche 
ii>  q  und  a^2q  ist,  alle  Null  sind.   Dann  bilden  auch  die  2{p  —  qf 

Größen  P««  i^^l'^^''"^^  \  eine  Ä'emawwsche  Matrix  P(»)  von  der 

f"    V  =  22  -f  1,  .  ..2^/ 

330)  Um  den  Fall  p=\  einzuschließen,  gibt  man  X  auch  in  diesem  Falle 
bei  allgemeinen  Perioden  Pj ,  P,  den  Wert  1,  ohne  daß  diese  Annahme  irgend- 
welche Relation  zwischen  Pj  und  P,  bedeutet. 
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Ordnung  2?  —  Q.  und  man  nennt  P  aus  P^^^  und  1^^'>  zusammengesetzt, 
P<'^  und  P(*)  in  P  enthalten  und  zueinander  komplementär. 

Ist  der  Simultancharakter  von  P^^^  und  P(*)  oder,  was  dasselbe, 
der  von  P^^)  und  P,  den  man  auch  den  Immersionskoeffizienten  von 
P(^^  in  P  heißt,  Null,  so  nennt  man  P^^)  in  P  isoliert  und  es  ist 
P^''  durch  P(*^  eindeutig  bestimmt.  Ist  dagegen  der  Immersionskoeffi- 
zient  X  >  0,  so  gibt  es  zu  P^^^  unendlich  viele  komplementäre  Ma- 
trizen, die  aber  in  P  alle  zueinander  isomorph  sind. 

Auf  die  gleiche  Weise  kann  eine  P/emawwsche  Matrix  P  von  der 
Ordnung  p  aus  einer  größeren  Anzahl  von  Matrizen  F^^\  P<*\  .  .  .  P(") 
zusammengesetzt  sein;  man  sagt  dann  von  diesen,  daß  sie  ein  Funda- 
mentalsystem von  P  bilden.  Ist  p,^  die  Ordnung  von  P^"),  Ä„  der 
Index  ihrer  Multiplikabilität,  Tc^  der  ihrer  Singularität  und  A^v  der 
Simultancharakter  von  P(")  und  P^*),  so  ist  für  P 

P  =  Pi  -\-Pt-\ \-Pn, 

(632)  }i  =  \  +  h,-\ h  /«n  +  n  —  1  +  2^A,,., 

fc  =  Ä-,  +  Ä;^  4-  •  •  •  +  Ä^„  +  «  -  1  -\-2hr, 
wo  über  alle  verschiedenen  Wertepaare  ft,  v  zu  summieren  ist. 

Jede  Matrix,  welche  zu  einer  zusammengesetzten  isomorph  ist, 
heißt  eine  unreine.  Für  jede  unreine  Matrix  sind  h  und  it  >  0,  aber 
nicht  umgekehrt;  erst  wenn  h  ^  2p  oder  k^2p  —  1  ist,  ist  die  Ma- 
trix sicher  eine  unreine,  da  für  eine  reine  Matrix  stets 

(633)  7i^2p— 1,     k^2p  —  2     ist. 

Sind  P^^\  I^^\  .  .  .  P^"^  alle  in  P  isoliert,  so  ist  das  Fundamental- 
system eindeutig  bestimmt,  und  wenn  aUe  seine  Matrizen  reine  sind, 
so  enthält  P  keine  Matrizen  niedrigeren  Grades  in  sich  als  P^^\  P^^\ 
.  .  .  PW  und  ihre  Kombinationen,  also  im  ganzen  2"  —  2.  Es  ist  in 
diesem  Falle,  da  A^  ^  2pf,  —  1  und  ku  ^  2pu  —  2  ist, 

(634)  h^2p  —  l,     k^2p  —  n—\, 

also  in  jedem  FaUe,  da  n  mindestens  2  ist,  k^2p  —  3. 

Ist  umgekehrt  keine  der  Matrizen  P^^\  P^^\  .  .  .  P^"^  isoliert,  so 
sind  sie  alle  von  derselben  Ordnung  und  zueinander  isomorph.  Es 
ist  dann  n  ein  Teiler  von  j)  und 

Pi  =Pi=-=^Pn=  l  =^> 

(^^^^)      ,  2  ,      I     ix         1         7  7      I    »(«-1)1.      r    («  —  !)(»  + 2) 

wo  h^  und  k^  die  allen  Matrizen  P^^\  F^^\  .  .  .  P^"^  gemeinsamen  In- 
dizes  der   Multiplikabilität   und   Singularität   sind.     Ist   daher   2=1 
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(was  bei  einem  Primzahlgrad  p  immer  eintreten  muß),  so  ist  ky  ==  0 
und,  wenn  auch  h^  =  0  ist, 

(636)  h=p^-l,    Jc^^-'^^^±^, 

wenn  dagegen  h^  =  1  ist,  die  zu  den  Matrizen  P^^"^  gehörigen  ellip- 
tischen Funktionen  also  komplexe  Multiplikation  zulassen,  erreichen 
h  und  k  ihre  Höchstwerte  ^^^) 

(637)  h  =  2p^—l,       ]c==p^—l. 
Hat  die  Gleichung  2p*««  Grades  »^2) 

(638)  a.x'P  +  a.x'P-'  +  •  •  •  +  a,^_,x  +  a,^  ==  0 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  lauter  einfache  und  keine  reellen  Wur- 
zeln und  besitzen  ihre  imaginären  Wurzeln  alle  als  Modul  die  Quadrat- 
wurzel aus  der  nämlichen  rationalen  Zahl,  so  ist,  wenn  man  mit 
«1,  «2,  .  .  .  «  j9  ihrer  Wurzeln  bezeichnet,  von  denen  keine  zwei  zu- 
einander konjugiert  komplex  sind, 

(639)  i!«;;i  (pö;';;:.tp-i) 

eine  Riemannsche  Matrix,  für  welche  stets  h^2p  —  1,  k'^p  —  1 
ist.  Ist  die  Gleichung  (638)  reduzibel,  so  ist  die  Matrix  (639)  eine 
unreine  und  enthält  isolierte  Matrizen;  es  ist  dann  h^  2p  —  1  und 
k^p  —  1.  Ist  dagegen  die  Gleichung  (638)  irreduktibel,  so  ist  die 
Matrix  (639)  entweder  eine  reine  und  dann  haben  h  und  k  ihre 
Minimalwerte  h  =  2p  —  1  und  k'=  p  —  1;  oder  die  Matrix  ist  eine 
unreine,  welche  keine  isolierten  Matrizen  enthält.  Welcher  von  den 
beiden  Fällen  eintritt,  hängt  von  der  Auswahl  der  Wurzeln  a^,  «g» 
. . .  a^  ab;  so  ist  z.  B.,  wenn  für  (^638)  die  Kreisteilungsgleichung 
6.  Grades  genommen  und  mit  a  eine  primitive  7.  Einheitswurzel  be- 
zeichnet wird,  die  Matrix  (639)  für  «^  =  «,  «2  =  ^^  ^s  =  "^  ®^^® 
reine  Matrix ^^^),  für  welche  die  Indizes  h  und  k  die  Werte  h  ==  b 
und  /.:  =  2  haben,  während  für  «j  =  a,  a^  =  «*,  a^  =  cc^  jene  unreine 
Matrix  mit  den  Maximalwerten  h  =  11  und  7c  =  8  entsteht,  auf 
welche  die  von  HaskelP'^)  untersuchte  Kleinschct  Kurve  4.  Ordnung 
^y^-y^  +  x  =  0  führt. 

381)  Scorza,  Acc.  Line.  Rend.  24^  (1915^,  II,  p.  279  u.  333. 

332)  Scorza,  Torino  Atti  53  (1918),  p.  1008. 

333)  Nach  der  Angabe  Scorzas  [Torino  Atti  58  (I'^IS),  p.  1017]  von  Eaciti 
in  einer  Dissertation  der  Universität  Catania  untersucht. 

834)  HasJcell,  Diss.  Göttingen  1890;  vgl.  dazu  Klein- Fr  icke ,  Ellipt.  Modnl- 
funktionen  1  (1890),  p.  702,  auch  Baker,  Mult  period.  funct.  1907,  §  75.  Auf 
eine  Matrix  derselben  Art  führt  die  von  Dyck  [Math  Ann.  17  (1880),  p.  510; 
dazu  Baker,  a.  a.  0.  §  74]  untersuchte  Kurve  x* -f  y* -f- 1  =  0,  während  für  die 
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Eine  Biemann sehe  Matrix  mit  den  Maximalwerten  von  h  und  Je 
ist  auch  jede  Matrix 

(640)  K.+ix,4,         {:zl:l:::l) 

in  der  die  jc,  X  beliebige  rationale  Zahlen  sind,  für  welche  nur  die 
aus  ihnen  gebildete  Determinante  2p^^'^  Grades  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  besitzen  muß.^^^) 

Während  also,  wie  die  vorstehenden  Beispiele  zeigen,  h  und  k 
ihre  Höchstwerte  (und  zwar  immer  gleichzeitig)  wirklich  erreichen 
können,  nehmen  sie  nicht  auch  alle  kleineren  Werte  an.'^®)  Nur  die 
Werte  0,  1,  2, ...  2/? —  1  treten  sowohl  für  h  wie  für  k  alle  auf;  da- 
gegen nimmt  z.  B.  im  Falle  p  =  2  h  außer  den  Werten  0,  1,  2,  3 
nur  noch  den  Wert  h  =  1  an  und  für  ^  =  3  werden  außer  den 
Werten  0,  1,  2,  3,  4,  5  von  h  nur  noch  die  Werte  h  =  S,  9  und  17, 
von  k  nur  noch  der  Wert  Jt  =  8  angenommen.  Auch  k  nimmt  nicht 
alle  Werte  von  0  bis  2pp  an ,  z.  B.  für  p  =  1  und  p  ==  2  niemals 
den  Wert  3.  Für  eine  reine  Matrix  von  der  Primzahlordnung  p  sind 
nur  die  vier  Fälle 

^       >      Ji=p  —  1^  k^p~l'^    h  =  2p—l,k=p—l 
möglich.^^'^) 

115.  Darstellung  der  allgemeinen  2  p  fach  periodischen  Funk- 
tionen durch  Thetafunktionen.  Der  Satz  11  (Nr.  113)  führt  notwendige 
Bedingungen  für  die  Existenz  einer  2p-fach  periodischen  Funktion  der 
in  I  bezeichneten  Art  mit  gegebenen  Perioden  P^„  an;  daß  diese  Be- 
dingungen auch  hinreichende  sind,  wird  gezeigt,  indem  man  aus  dem 
Satze  II  die  analytische  Darstellung  der  2p-fach  periodischen  P'unk- 
tionen  ableitet. 

Um  zu  dieser  Darstellung  zu  gelangen,  führe  man  an  Stelle  der 
2p  Periodensysteme  P^^„  durch  eine  unimodulare  ganzzahlige  lineare 
Substitution  2p  neue  Periodensysteme  o^^^  ein,  für  welche  die  in  (627) 

Snyderäche  Kurve  5.  Ordnung  vom  Geachlecht  6  x*y  -j-  y*  +  a;  -f-  0  [vgl.  Snyder, 
Amer.  J.  30  (1908),  p.  1;  Ciani,  Pal.  Kend.  36  (1913),  p.  58]  Ä  =  17  und  *  ==  8 
ist;  dazu  Scorza,  Catania  Acc.  Gioen.  1'»^  (1917),  Mem.  XVI. 

335)  Scorza,  Acc.  Line.  Rend.  24^  (1915\  11,  p.  337.  Es  ergibt  sich  daraus  der 
gchon  von  Poincare  [Paris  C.  R.  99  (1884),  p.  855,  Amer.  J.  8  (1886),  p.  308  und 
Acta  math.  26  (1902),  p.  92]  bemerkte  Satz,  daß  jede  Matrix  einer  solchen,  deren 
Integrale  auf  elliptische  reduzierbar  sind,  unendlich  benachbart  ist. 

336)  Näheres  bei  Scorza,  Acc.  Line.  Rend.  25  (1916),  p.  295  und  Pal.  Rend. 
41  (1916),  p.  313  f. 

337)  Scorza,  Paris  C.  R.  167  (1918),  p.  464;  man  vgL  damit  Humbert  u. 
Levy,  Paris  C.  R.  158  (1914),  p,  1609. 
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und  (628)  auftretende  bilineare  Form  in  die  Normalform  übergeht, 
welche  also  den  |(p  —  1)^  Bedingungen 

p 

(642)  ^e;Kp«v,p  +  ;.— «<,,p  +  .i «./.)-=  0,  {ii,v=l,2,...p-^<:v) 

wobei  die  e  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  von  denen  für  jedes 
l  e^_^_^  durch  c^  teilbar  und  e^  =  1  ist,  genügen,  während  für  die  kor-~ 
respondierenden  Änderungen  C5„  =  o^,  +  f*ah  irgendeiner  linearen 
Verbindung  der  w 

(643)  :^e,io,o;^,-o^^,o,')>0 


ist.  Führt  man  hierauf  unter  Beachtung,  daß  die  Determinante  1  C3  J 
{[i,  V  =  1,  2y .  .  .  p),  wie  aus  den  letzten  Ungleichungen  folgt,  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  hat,  an  Stelle  der  bisherigen  Variablen 
M  neue  v  ein  durch  die  Gleichungen 

(644)  Ttiu^  =  J'e^w^.^i)^  (/i  ==  1, 2, . .  .p) 
und  definiert  gleichzeitig  ein  Größensystem  a^,^  durch  die  Gleichungen 

(645)  =^»c«,p+i  =  ^^^^^('^x,  (^,  ^=h^,--P) 
so  sind  die  Perioden  in  bezug  auf  die  Variablen  v 

(646)  P^^^  =  d,^^i,     P,,,^,  =  a^,,    {^^v=l,2,...p) 

wo  d     —    '  M  — *  jg|.    ^j^^   jj^g  Bilinearrelationen  (642)  liefern 

f^  ^        0,  wenn  /^^  v         '  ^        ■' 

für  die  Größen  a  die  \{p  —  1) p  Bedingungen 

(647)  «^v  =  «.^  {^,v=l,2,...p',^<v) 
während  die  Ungleichheiten  (643)  die  Eigenschaft  nach  sich  ziehen, 
daß  die  aus  den  reellen  Teilen  a'f.y  der  Größen  a^»  =  a^v  +  «)!»*  ge- 
bildete quadratische  Form 

p    p 

eine  negative  ist.  Funktionen  mit  solchen  Perioden  können  aber  mit 
Hilfe  von  Thetafunktionen  auf  folgende  Weise  gebildet  werden. 

Auf  Grund  der  Formeln  (83),  (84)  sind  die  Quotienten  zweier  zu  der 

nämlichen  Charakeristik  f^J  gehörigen   Thetafunktionen   w*"'  Ordnung 

(und  ebenso  die  zweiten  logarithmischen  Derivierten  dieser  Funktionen) 
2p-idL(ih.  periodische  Funktionen  mit  den  Perioden 

(648)  p^^=^8^^^i,     P^^^^^^a,,        {i,,v  =  \,2,...p) 
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und  es  finden  sieh  unter  ihnen  stets  solche,  welche  diese  Perioden  als 
primitive  besitzen.^^^) 

Nun  wurde  aber  soeben  gezeigt,  daß  jede  229-fach  periodische 
Funktion  der  in  I  bezeichneten  Art  durch  Einführung  passend  ge- 
wählter Variablen  in  eine  mit  den  Perioden  (646)  periodische  Funk- 
tion verwandelt  werden  kann,  und  sie  läßt  sich  also,  da  sie  gleichfalls 
die  Perioden  (647)  besitzt,  unter  Benutzung  des  Satzes  V  rational  durch 
p  -\-  1  passend  gewählte  Quotienten  von  Thetafunktionen  w*®'  Ordnung 
darstellen.    Man  hat  so  den  Satz: 

VII.  Alle  einwertigen  2p-fa,ch  periodischen  analytischen  Funk- 
tionen, welche  im  Endlichen  keine  wesentlich  singulare  Stelle  besitzen 
und  welche  nicht  als  Funktionen  von  weniger  denn  p  linearen  Verbin- 
dungen der  Variablen  darstellbar  sind,  lassen  sich  rational  durch  pas- 
send gewählte  Thetafunktionen  ausdrücken. 

Man  kann  aber  auch  Funktionen  mit  den  Perioden  (646)  direkt 
mit  Hilfe  von  Thetafunktionen  herstellen;  dazu  wird  man,  was  am 
einfachsten  mit  Hilfe  der  Formel  (86)  geschieht,  solche  Thetafunktionen 
«*•'  Ordnung  O^v])  bilden,  welche  den  Gleichungen 

(649)  Oiv,\---\v^-{-f\---\v^)==^(v,\--^\v:r--\v,)e''^-% 
^{v,  +  «1,  I  •  •  •  I  «^,  +  öpv)  =  ^K  !  •  •  •  |t;^)e-»'"'v-««M.-2/'.«' 

(v=l,2,...p) 

oder,  was  dasselbe,  bei  beliebigen  ganzzahligen  Werten  der  x,  k  der 
Gleichung 

(650)  ^(^(^t;+  A  jJ=<p((^,)^e-"??VvV''v-2n|]vv-^2(VV-VA«)« 

genügen.  Man  erkennt  dabei,  daß  man  n  durch  jede  der  Zahlen  gj, . . .  e^ 
(oder  was  dasselbe  durch  e^  teilbar  annehmen  muß,  gelangt  aber  unter 
dieser  Annahme  sofort  zur  Darstellung  der  allgemeinsten  derartigen 
Funktion  durch  Thetafunktionen,  sowie  zu  der  Erkenntnis,  daß   aUe 

diese  Funktionen   durch unter   ihnen  linear   und  homogen 

darstellbar  sind.^'^)    Damit  ist  zugleich  bewiesen,  daß  die  in  Satz  II 

338)  Diesen  Satz  hat  für  allgemeinere  Funktionen  Frobenius  [J.  f.  Math  97 
(1896),  p.  42]  bewiesen. 

339)  Wirtivger,  Mouatsh.  f.  Math.  7  (1896),  p.  1 ;  Krazer,  „Thetaf.",  p.  126. 
Die  Existenz  einer  algebraischen  Gleichung  zwischen  f»  -f-  1  22)-fach  periodi- 
schen Funktionen  ergibt  sich  aus  dieser  Darstellung  unmittelbar  auf  Grund  des 
in  Nr.  34  angegebenen  Satzes ,  nach  welchem  eine  solche  stets  zwischen  p  -\-'i 
Thetafunktionen  gleicher  Ordnung  und  gleicher  Charakteristik  besteht. 
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für  die  Perioden  einer  2p-fach  periodischen  Funktion  der  dort 
bezeichneten  Art  angegebenen  notwendigen  Bedingungen  auch  hin- 
reichende sind,  indem  die  Bildung  solcher  Funktionen  mit  vorge- 
schriebenen, diesen  Bedingungen  genügenden  Perioden  nunmehr  mit 
Hilfe  von  Thetafunktionen  durchgeführt  ist. 

Nachdem  durch  die  letzten  Ausführungen  die  Existenz  2p- f&ch 
periodischer  Funktionen  der  in  I  bezeichneten  Art  erwiesen  ist,  deren 
Perioden  P^,^  die  Werte  (648)  haben,  in  denen  die  a^^  allgemeine, 
nur  der  Konvergenzbedingung  unterworfene  Thetamodulen  sind,  folgt 
aus  dem  Satze  I  wiederum  das  in  Nr.  34  erhaltene  Resultat,  daß  es  zu 
der  allgemeinen  Thetafunktion  von  p  Veränderlichen  mindestens  ein 
algebraisches  Gebilde  von  einem  Geschlecht  q'^p  gibt,  auf  welchem 
p  linearunabhängige  Integrale  1,  Gattung  existieren,  deren  Perioden 
sich  aus  den  2p  Thetaperioden  ganzzahlig  zusammensetzen. 

116,  Jacobische  Punktionen.  Man  kann  den  Begriff  der  Theta- 
funktionen erweitern,  indem  man  nach  solchen  einwertigen  und  für 
alle  endlichen  Werte  der  Argumente  stetigen  Funktionen  der  p  Vari- 
ablen Wj,  .  .  .  u^  fragt,  welche  bei  Änderung  dieser  um  ein  Perioden- 
system einen  Faktor  annehmen,  dessen  Logarithmus  irgendeine  line- 
are Funktion  der  Argumente  ist.'*°)  Verzichtet  man  dabei  gleichzeitig 
auf  die  im  vorigen  Paragraphen  durchgeführte  Normierung  der  Peri- 
oden, so  erhält  man  jene  Funktionen,  welche  Frobenius  Jacobische  ge- 
nannt hat.^^) 


340)  Solche  Funktionen  werden  nach  Poincare  [Amer,  J.  8  (1886),  p.  316] 
Zwischenfunktionen  (fonctions  intermediaires)  genannt,  ein  Name,  der  auf  Briot 
und  Bouquet  [Th.  d.  fonct.  elliptiqued.  2"  6d  (1875),  p.  236]  zurückgeht,  und 
Poincare  zeigt  bereits,  daß  sieb  diese  Zwischftnfunktionen  durch  Thetafunktion<'n 
ausdrücken  lassen.  Genauer  ist  dicaes  Verhältnis  für  den  Fall  p-=2  untersucht 
worden.  Hier  ergibt  sich  [Humbert,  J.  de  Math,  ö^  (1899),  p.  233,  auch  Bagneia 
und  de  Franclns,  Pal.  Rend.  30  (1910),  p.  185],  daß  sich  jede  solche  Zwiscben- 
funktion,  solange  die  Modulen  a  allgemeine  sind,  nur  um  einen  Faktor  e<p(i")), 
wo  ?)(("))  eine  ganze  rationale  Funktion  zweiten  Grades  der  u  ist,  von  einer 
Thetafunktion  höherer  Ordnung  <9„((u  —  e))  unterscheidet,  daß  es  dagegen,  wenn 
die  Modulen  singulare  (Nr.  12G)  sind,  noch  andere  Zwischenfunktionen  gibt;  diese 
lassen  sich  aber  auch  durch  Thetafunktionen  ausdrücken,  allerdings  mit  Argu- 
menten und  Modulen,  welche  sich  aus  den  ursprünglichen  Argumenten  bzw. 
Modulen  linear  zusammensetzen. 

841)  J.  f.  Math.  97  (1884),  p.  16  u.  188.  In  Anlehnung  daran  sollen  im 
folgenden  auch  die  obigen  Funktionen  $  Jaco&tsche  Funktionen  genannt  wer- 
den (vgl.  übrigens  auch  Anm.  272).  Für  den  Fall  p  =  2  hat  Appell  [J.  de  Math. 
■^4  (l-^^O.  P-  ^57,  vorher  Paris  C.  R.  108  (1889),  p.  607,  110  (1890),  p.  32  u.  181, 
111  (1890),  p.  636;  vgl.  dazu  Poincare,  Acta  math.  2  (1883),  p.  97]  gezeigt,  daß 
die  vierfach  periodischen  Funktionen  zweier  Veränderlichen   zunächst  als  Quo- 


116.  Jacobische  Funktionen.  835 

Eine  Jacohische  Funktion  vom  Range  p  ist  also  eine  einwertige, 
im  Endlichen  überall  stetige  Funktion  (p{u^,...Up)  der  p  Veränder- 
lichen Mj,  .  .  .  Up,  welche  2p  Gleichungen  von  der  Form 

(651)  «JpK  +  «1«,  •  •  •  «^  +  %a) 

=  (p  (Ui, .  .  .  Up)  e  ^  ^-'  (a  =  1, 2, .  .  .  2p) 

genügt.  Jedes  der  2p  Systeme  a,  „, .  .  .  a^^  heißt  eine  Periode  1.  Gat- 
tung, jedes  System  &i„, .  .  •  ftp«  eine  Periode  2.  Gattung,  die  2p  Größen 
c^  die  Parameter  der  Funktion.  Die  Größen  a,  h  genügen  stets 
p  {2p  —  1)  Bedingungen 

(652)  ^ia,,,h^-a,^b,„)==h,,,     (a,ß  =  1,2, .  .  .2p',  a  <,  ß) 

bei  denen  die  Jc^^  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Erfüllen  weiter  2p  Größen 
x^  die  p  linearen  Gleichungen  ^a^^x^  ==  0,  so  ist  der  Ausdruck 

a 

in  welchem  a;^  die  zu  x„  konjugierte  komplexe  Zahl  bezeichnet,  be- 
ständig positiv.  Es  besitzt  ferner  die  Determinante  der  4jp^  Größen 
^laj  ^la  ^^^^^  einen  von  NuU  verschiedenen  Wert  Z,  der  gleich  der 
Quadratwurzel  aus  der  Determinante  der  Ap'^  Zahlen  Tz^^  ist  und  die 
Ordnung  der  Jaco&ischen  Funktion  genannt  wird. 

Bezüglich  dieser  «7aco&«schen  Funktionen  gelten  analog  den  Theta- 
funktionen  die  folgenden  Sätze: 

Es  gibt,  abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor,  nur  eine  Ja- 
co&ische  Funktion  1.  Ordnung,  welche  die  Größen  a^^,  b^^  als  Perioden 
hat  und  beliebig  vorgeschriebene  Parameter  besitzt. 

Aus  solchen  Jaco6»schen  Funktionen  1.  Ordnung  lassen  sich  die- 
jenigen höherer  Ordnung  zusammensetzen. 

Nennt  man  zwei  Jaco&ische  Funktionen,  welche  die  nämlichen 
Perioden  und  Parameter  haben,  gleichändrig,  so  ist  die  Anzahl  der 
linearunabhängigen  gleichändrigen  e/aco&ischen  Funktionen  Z*®'  Ord- 
nung ihrer  Ordnung  gleich.  Zwischen  l  -^  1  gleichändrigen  Jacohi- 
schen  Funktionen  Z*®'  Ordnung  besteht  eine  homogene  lineare  Relation 
mit  konstanten  Koeffizienten.  Zwischen  ^q  p  -\-  2  gleichändrigen  Jor 
co6ischen  Funktionen  vom  Range  p  besteht  eine  homogene  algebra- 
ische Gleichung. 

tienten  zweiter  Potenzreihen  dargestellt  und  hierauf  diese  letzteren  durch  Multi- 
plikation mit  einem  passend  gewählten  geraeinsamen  Faktor  in  Jaco&jsche  Funk- 
tionen im  Frohenius&chen  Sinne  verwandelt  werden  können. 

Baoyklop.  d.  math.  Wissenich.    II  3.     •  54 
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In  die  Darstellung  einer  Jacobischen  Funktion  vom  Range  p  durch 
eine  ^-fach  unendliche  Reihe  gehen  die  2p  Perioden  in  unsymmetri- 
scher Weise  ein,  indem  die  Vermehrung  der  Variablen  um  p  der 
Perioden  1.  Gattung  jedes  Glied  der  Reihe  ungeändert  läßt,  während 
die  Vermehrung  um  eine  der  p  anderen  verschiedene  Glieder  der 
Reihe  ineinander  überführt.  Frohenius  gibt  in  seiner  zweiten  Abhand- 
lung eine  Darstellung  durch  eine  2p-{ach  unendliche  Reihe,  welche 
in  bezug  auf  alle  2p  Perioden  symmetrisch  ist. 

117.  Die  Weierstraßschen  mehrdeutigen  Umkehrprobleme. 
Weierstraß^^^)  hat  bemerkt,  daß  mit  Hilfe  der  allgemeinen  2^-fach 
periodischen  Funktionen  gewisse  mehrdeutige  Umkehrprobleme  lös- 
bar sind.  Bezeichnet  nämlich  G  eines  der  in  Nr.  113  eingeführten 
algebraischen  Gebilde,  so  kann  man  nach  den  Stelleu  x^,  .  .  .  x  auf 
ihm  fragen,  welche  die  nach  den  Perioden  als  Modul  verstandenen 
Kongruenzen 

(653)  J/^^  -^  ^^  C«  =  1,  2, .  . .  V) 

erfüllen,  wenn  die  u^^  die  dort  erwähnten  Integrale  1.  Gattung,  die 
w^  gegebene  Größen  bedeuten.^*^)  Da  die  mit  den  gegebenen  Perioden 
2|)-fach  periodischen  Funktionen  auf  dem  algebraischen  Gebilde  G  ein- 
wertige symmetrische  Funktionen  der  Stellen  x^^ . .  .  x^  sind,  so  ist 
klar,  daß  mit  ihrer  Hilfe  ein  System  von  Gleichungen  gebildet  wer- 
den kann,  welches  die  x  algebraisch  und  mehrdeutig  bestimmt.  Die 
Anzahl  der  Lösungen  der  Kongruenzen  (653)  hat  Wirtinger^'^^  da- 
durch ermittelt,  daß  er  berechnete,  wie  oft  das  ParaUelotop  P  von 
den  w  überdeckt  wird,  wenn  die  x  unabhängig  voneinander  das  Ge- 
bilde G  einmal  durchlaufen;  er  fand  so  für  diese  Anzahl 

(654)  z_^p,^e^...e^_^P|^^^|>A, 

wo  t  den  in  Nr.  113  erwähnten,  von  der  Auswahl  des  Gebildes  G  ab- 
hängigen größten  gemeinsamen  Teiler  bedeutet. 

SoU  das  Umkehrproblem  eindeutig  sein,  so  ist  es  notwendig  ein 
e/acofttsches  oder  einer  seiner  Grenzfälle. 

118.  Die  'Wirtingersch.en  Lösungssätze.  Andere  Sätze  beziehen 
sich  auf  die  Lösungen  eines  Gleichungensystems,  welches  entsteht,  wenn 


842)  Berl.  Her.  1869,  p.  863  =  Math.  W.  2  (1895),  p.  45. 

343)  Hier  wird  im  allgemeinen  nur  ein  Teil  der  Integrale  1.  Gattung  sin- 
gulärer  Gebilde  zur  Bildung  des  Umkehrproblems  verwendet;  werden  alle  Inte- 
grale 1.  Gattung  verwendet,  so  kann  auch  ein  allgemeines  Gebilde  zugrunde  ge- 
legt werden  und  es  entsteht  das  Jacobtsche  Umkehrproblem. 

844)  Monatsb.  f.  Math.  7  (1896),  p.  11;  Acta  math.  26  (1902),  p.  140. 
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man  eine  Reihe  Jacohischer  Funktionen  der  Null  gleich  setzt.  Der 
allgemeinste  Satz  ist  der  folgende.^^*) 

Werden  bei  einem  System  von  s  Jacobkchen  Funktionen 
0i^(;Wi,  .  .  .w)  {k  =  1,2,  .  .  .  s)  in  die  ersten  r  derselben  für  die  w^^ 
die  Ausdrücke 

"-J    %^  /fi  =  1,2,  ...p\ 

(655)  w^=2i  \  diif,  —  e„i,  U  =  i,  2, . . .  r  j 
in  die  letzten  s  —  r  dagegen  die  Ausdrücke 

*^    /'^'  C  />"•  =  1,2,  •.•!)    \ 

(656)  w^^  ^^x\  ^"■"  +  /  ^^^'  ~"  ^«*        U  =  r  +  1, . . . «/ 

substituiert,  so  hat  das  Gleichungensystem 

(657)  (P,  {w,,  w„  .  . .  iv^)  =  0  {k=l,2,...s) 
am  algebraischen  Gebilde  G  der  «„  nach  x^  im  allgemeinen 

(658)  l  =  t'n,n,...n,  (p-f  +  i)!  ^'  - '-)  (P  -  '  +  '  +  ^) 

Lösungen,  wenn  n^,  n^,  •  •  •  w,  die  Ordnungen  der  Jacoftischen  Funk- 
tionen, t  aber  den  in  Nr.  113  erwähnten  größten  gemeinsamen 
Teiler  bezeichnet.  Femer  ist,  wenn  xf^  (A  =  1,  2,  .  .  .  Z)  die  verschie- 
denen Lösungen  bedeuten,  bis  auf  einen  von  allen  e  ^.  unabhängigen 
Summanden 


(659)  ^  I  du^  =  —  ^  «j  n^ 


s(p-i)\ 


r-  r  '  1 

•    (s  —  r)2e  ,—  {p  —  -s  -f  r  +  1)^^,    (/i  =  1,  2, ,  .  ,  pj 

Für  r  =  0  ergibt  sich  hieraus  im  Zusammenhang  mit  der  durch 
(654)  bestimmten  Anzahl  für  die  Lösungen  des  oben  besprochenen 
mehrdeutigen  Umkehrproblems  der  weitere  Satz: 

Betrachtet  man  in  den  Gleichungen 
(660)  0,(u,  -  e,„  ...u^-  e^,)  =  0,         {k  ==  1,2, .  .  .  p) 

wo  ^1,  0^,  .  .  .  0p  p  Jacohische  Funktionen  von  beliebigen  Ordnungen 
n^,  Mj,  .  . .  Wp  bezeichnen  und  die  e  gegebene  Konstanten  sind,  die  p 
Größen  u^,  Mj,  .  .  .  u^  als  Unbekannte,  so   erhält  man  für  die  Anzahl 

345)  Wirtinger,  "Wien.  Anz.  32  (1895),  p.  58;  Monatsh.  f.  Math.  7  (1896), 
p.  20  und  Acta  math.  26  (1902),  p.  142;  vgl.  auch  Poincare,  Paris  C.  R.  120  (1895), 
p.  239;  J.  de  Math,  lg  (1895),  p.  219  und  Baker,  Lond.  M.  S.  Proc,  10,  (1912),  p.  353. 
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der  in  einem  Periodenparallelotop  gelegenen  Lösungen  ^^^) 

und  wenn  man  diese  Lösungen  mit  u^^\  .  .  .  u^^  (A  =  1,  2.  , .  .  ?)  be- 
zeichnet, für  deren  Summe**'') 

(662)       2<'  =  "tt^-^^  -  ^y-^^k  +  T^„    (^  =  1,  2, . .  .p) 

1  =  1  Citf  .  .  .Cp  k  =  l 

wo  T„  von  den  e„,.  nicht  abhängt. 

XV.  Reduzierbare  Abelsche  Integrale. 

119.  Allgemeine  Sätze  über  reduzierbare  Integrale.  In  Nr.  113 
wurden  wir,  wie  schon  früher  in  Nr.  34,  auf  spezielle  algebraische  Ge- 
bilde geführt,  welche  durch  die  Eigenschaft  charakterisiert  sind,  daß, 
wenn  q  das  Geschlecht  eines  solchen  Gebildes  ist,  sich  unter  seinen 
Integralen    1.  Gattung  p  <.  q  linearunabhängige  Wj,  u^,  .  .  .  u^   finden, 

deren  2pq  Periodizitätsmodulen  ß^,  ('^"j'g'"  ^  )  linear  und  ganz- 
zahlig in  der  Form  (626)  aus  2p^  Größen  P^«  (^~  j'^" '  2«)  zusam- 
mencresetzt  werden   können.     Diese  letzteren  erfüllen  dann  stets  Be- 

o 

dingungen  von  der  Form  (627)  und  bilden  daher  eine  JR/emawwsche 
Matrix  p**'  Ordnung;  jene  Matrix  von  der  Ordnung  q  aber,  welche 
aus  den  2  g'  Periodizitätsmodulen  eines  vollen  Systems  von  q  linear- 
unabhängigen Integralen  des  Gebildes  besteht,  ist  eine  unreine  und 
es  finden  auf  sie  die  in  Nr.  114  über  solche  Matrizen  angegebenen 
Resultate  Anwendung. 

Sagt  man  von  den  aus  u^,  u^,  '.  .  .  u^  sich  linear  zusammensetzen- 
den Integralen,  daß  sie  ein  reguläres  System  A  von  cx)P~^  reduzier- 
baren Integralen  bilden,  so  gelten  die  folgenden  Sätze  *'^): 

346)  Für  «1  =  6j  ==  .  . .  =  e^  =  1  bei  Poincare,  Paris  C.  R.  92  (1881),  p.  958 
und  S.  M.  F.  Bull.  11  (1883),  p.  129. 

347)  Für  Cj  =  e,  =  ...==  cp  ==  1  und  m,  ==«,  =  ..  =  «p  =  1  bei  Poiticare, 
Amer.  J.  8  (1886),  p.  342. 

348)  Die  Reduktion  AhelBchei  Integrale  auf  solche  niedrigeren  Geschlechts 
haben  zuerst  Picard  [S.  M.  F.  Bull.  11  (1883),  p.  25]  und  Poincare  [S.  M.  F. 
Bull  12  (1884),  p.  124;  Paris  C.  R.  102  (1886),  p.  915;  Amer.  J.  8  (1886),  p.  289; 
8.  auch  Pal.  Rend.  27  (1909),  p.  281)  und  später  Severi  [Acc.  Line.  Rend.  23j 
(1914),  I,  p.  581  u.  641]  und  Scorza  [Acc.  Line.  Rend.  23^  (1914),  II,  p.  656;  24^ 
(1915),  I,  p.  412,  645  u.  II,  p.  393]  behandelt.  Von  den  hier  folgenden  Sätzen 
wurde  zuerst  der  Satz  III  und  zwar  von  Poincare  [Amer.  J.  8  (1886'),  p.  289; 
siehe  auch  Posati,  Torino  Atti  50  (1914/5),  p.  457]  aufgestellt  und  bewiesen. 
Genaueres  über  diesen  Satz  sagen  die  in  Nr.  114  über  zupammengesetze  Matrizen 
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I.  Existieren  unter  den  Integralen  1.  Gattung  einer  Klasse  zwei 
(oder  mehr)  voneinander  verschiedene  reguläre  Systeme  A,  B  von 
00"»-^  bzw.  oo"-^  reduzierbaren  Integralen,  so  bildet  ihr  größter  ge- 
meinsamer Teiler  (sistema  intersezione)  ein  gleichfalls  reguläres  System 
H  von  oo'"-^  und  ihr  kleinstes  gemeinsame  Vielfache  (sist.  congiun- 
gente)  ein  reguläres  System  K  von  oo*-^  reduzierbaren  Integralen  und 
es  ist  stets  r  -\-  s  =  m -\- n,  außer  wenn  r  =  0,  in  welchem  Falle 
s=  m  -{-  n  —  1  ist;  die  Systeme  A  und  B  heißen  in  letzterem  Falle 
voneinander  unabhängig. 

IL  Existieren  unter  den  Integralen  1.  Gattung  einer  Klasse 
zwei  (oder  mehr)  voneinander  unabhängige  reguläre  Systeme  A  bzw. 
B  von  oo"'~^  bzw.  oo""*  reduzierbaren  Integralen  und  ein  weiteres  C 
von  oo'-^  Integralen,  das  von  jedem  von  ihnen  unabhängig,  aber  in 
ihrem  gemeinsamen  Vielfachen  K  enthalten  ist,  so  existieren  unter  den 
Integralen  dieser  Klasse  unendlich  viele  reguläre  Systeme  von  oo'— ^ 
reduzierbaren  Integralen. 

IIL  Enthält  eine  Klasse  Ahehaher  Integrale  1.  Gattung  vom 
Geschlecht  q> p  ein  reguläres  System  A  von  oo^-^  reduzierbaren 
Integralen,  so  enthält  sie  immer  auch  ein  dazu  komplementäres  regu- 
läres System  B  von  cso'^'P-^  reduzierbaren  Integralen,  so  daß  die 
Systeme  A  und  B  voneinander  unabhängig  sind  (r  =  0)  und  ihr 
kleinstes  gemeinsame  Vielfache  aUe  Integrale  der  Klasse  überhaupt 
enthält  (s  =  q)  oder,  was  dasselbe,  p  Basisintegrale  von  A  mit  q  —  p 
Basisintegralen  von  B  zusammen  q  linearunabhängige  Integrale  bilden. 
IV.  Enthält  eine  Klasse  Ahehcher  Integrale  vom  Geschlecht  q  ein 
recruläres  System  A  von  cx)P~^  reduzierbaren  Integralen  und  damit 
nach  dem  vorigen  Satze  auch  ein  dazu  komplementäres  B  von  oo'"^"*, 
so  zerfäUt  die  zur  Klasse  gehörige  J2iew<ZMWSche  Thetafunktion  nach 
einer  Transformation  höheren  Grades  in  der  Weise,  daß  die  transfor- 
mierten Thetafunktionen   sich   linear  durch  Produkte  je  einer  Theta- 

aufgestellten  Sätze.  Von  Satz  II  findet  sich  der  spezielle  Fall:  ».Ist  unter  den 
Integralen  1.  Gattung  einer  Klasse  außer  den  Integralen  /,,  J,,  . . .  J^  auch  ein 
davon  abhängiges  Integral  J'  =  a  Jj  -|-  ^  J,  -|-  •  •  •  -f  x  J"^,  wo  die  a,  /?,...  x  Kon- 
stanten bezeichnen,  auf  ein  elliptisches  Integral  reduzierbar,  so  enthält  die 
Klasse  unendlich  viele  solche"  gleichfalls  schon  bei  Poincare  [Amer.  J.  8  (1886), 
p.  306],  s.  auch  Anm.  .355;  der  allgemeine  Satz  II  rührt  von  Seviri  [Acc.  Line. 
Rend.  23^  (1914),  I,  p.  641]  her;  man  vgl.  auch  dazu  Nr.  114,  wo  dem  Satze  II  der 
Fall  entspricht,  daß  die  zum  Systeme  C  gehörige  Riemannsche  Matrix  nicht 
isoliert,  also  ihr  Immersionskoeffizient  >l>0  ist  [s.  Scorza,  Acc.  Line.  Rend.  24g 
(1915),  II,  p.  449  u.  Pal.  Rend.  41  (1916),  p.  304].  Satz  I  ist  zuerst  von  Severi 
[Lez.  di  Geom.  algebr.  1908,  p.  336,  auch  Acc.  Line.  Rend.  285  (1914),  I,  p.  684] 
ausgesprochen  worden. 
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funktioii  von  p  und  einer  solchen  von  q^  —  p  Veränderlichen  darstellen 
lassen. 

Hält  man  dieses  Resultat  mit  dem  in  Nr.  34  erhaltenen  und  am 
Ende  von  Nr.  115  wiederholten  zusammen,  so  ergibt  sich  der  Wir- 
fingersche  Satz: 

V.  Es  gibt  spezielle  Klassen  algebraischer  Funktionen  von  einem 
Geschlecht  q> p,  deren  JRiemawwsche  Thetafunktionen  nach  einer 
Transformation  höheren  Grades  in  dem  in  Satz  IV  genannten  Sinne 
in  Produkte  von  Thetafunktionen  von  p  und  solchen  von  q  — p  Varia- 
blen zerfallen,  derart  daß  die  ersteren  allgemeine  Thetafunktionen  sind. 

Ist  das  hierbei  zugrunde  gelegte  algebraische  Gebilde  von  der  Ord- 
nung 2nip  (vgl.  Nr.  34),  so  ist  diese  Transformation  vom  Grade  m.  Be- 
nutzt man  z.  B.  als  Gebilde  G  einen  im  allgemeinen  zusammenhängend 
doppelt  überdeckten  Linearschnitt  von  M^,  so  ist  w  ==  (jp  —  1)!  2^~^; 
dies  ist  daher  als  obere  Grenze  für  den  Transformationsgrad  anzu- 
sehen, mit  welchem  man  immer  ausreicht;  im  einzelnen  FaUe  wird 
man  sich  auf  Transformationen  weit  niedrigeren  Grades  beschränken 
können. 

Bevor  auf  die  Verwertung  des  Satzes  V  für  die  Theorie  der  Theta- 
funktionen eingegangen  wird,  soll  zuerst  der  Fall  p  =  1  näher  be- 
sprochen werden;  dabei  kann  das  Geschlecht  des  gegebenen  alge- 
braischen Gebildes,  da  jetzt  für  2^  der  spezielle  Wert  1  gesetzt  ist, 
statt  wie  bisher  mit  q  in  gewohnter  Weise  mit  p  bezeichnet  werden. 

120.  Reduktion  Abelscher  Integrale  auf  elliptische.'*^)  Setzen 
sich  die  2p  Periodizitätsmodulen  i^„  (a  =  1,  2,  .  .  .  2p)  eines  Äbelachen 
Integrals  vom  Geschlecht  p  aus  zwei  Größen  «1,  Oj  zusammen  in 
der  Form 

(663)  Sl„  =  w?„i  oji  -f  w„2  oj,  (a  -=  1,  2, . .  .  2p) 
so  ist  es  stets  durch  eine  rationale  Substitution  auf  ein  elliptische» 
Integral  reduzierbar  und  umgekehrt. 

Ist  dann 

p 

(664)  ^(pi^a  %+^,s.  —  w»p  +  «,i  »",.2)  =  +  ^'^ 

80  kann  man,  unter  Hinzunahme  eines  passend  gewählten  konstanten 
Faktors,  stets  erreichen,  daß  die  Periodizitätsmodulen  Sl^ 

1.  im  Falle  k  =  1  nach  einer  linearen,  im  Falle  Ä;  >  1  nach  einer 
Transformation  k^^  Grades  die  Werte 

(665)  ''^  =  "^'        ^^  =  ''         •••      ^^  =  '' 

349)  Vgl.  dazu  Krazer,  „Thetaf.",  p.  469  u.  f.,  auch  Straßburg  FestBchr.  1901. 


121.  Der  spezielle  Fall  p  =  2.  g41 

2.  im  Falle  7i;  >  1  nach  einer  linearen  Transformation  die  Werte 


(666) 


ßi  =  7ti,       ßj  =  0,  ^3  =  0,         ...     ß„  =  0, 


7t» 


"^^^  +  1==«;      '^P  +  2  =  V'        -^P  +  s^O,      ...       ß8p  =  0 


besitzen,  wo  a  eine  komplexe  Zahl  mit  negativem  reellen  Teile  be- 
zeichnet. Nach  einer  Transformation  ä;*®'*  Grades  zerfallen  also  die  zur 
Klasse  gehörigen  Thetafunktionen  in  Produkte  einer  Thetafunktion  von 
einer  und  einer  solchen  von  p  —  1  Veränderlichen,  während  es  unter 
den  unendlich  vielen'  durch  lineare  Transformation  ineinander  über- 
führbaren Systemen  von  Thetamodulen  stets  eines  von  der  Form 


a 

T 

0       . 

..       0 

ni 

«22 

«25        • 

■•       «2p 

0 

«32 

«33        •  • 

•       «3p 

0 

%i 

«p8       . 

•       %P 

jribt.8öO) 

121.  Der  spezielle  Fall  jp  =  2.^^^)  Damit  eine  Klasse  Ahehcher 
Integrale  vom  Geschlecht  2  ein  reduzierbares  Integral  enthalte,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  zwischen  den  Modulen  a^,  «u,  Ogg  der 
zugehörigen  Thetafunktionen  eine  Gleichung  von  der  Form 

(667)  <?i ni^  -f  c[^ a,i  ni -^  q^ «12  sr»  -f  q^a^^  ni -\- q^,  (a„ a^^  —  a\^)  =  0 
bestehe,  wo  die  q  ganze  Zahlen  bezeichnen,  für  welche  der  Ausdruck 

(668)  9l  +  4(g,^5-g,^J 
das  Quadrat  einer  ganzen  Zahl  ist.'^*) 

Sind  die  Modulen  a^,  a^,  a^^  einer  Thetafunktion  zweier  Ver- 
änderlichen durch  eine  Relation  von  der  Form  (667)  miteinander  ver- 
knüpft, für  welche  der  Ausdruck  (668)  den  Wert  Ic^  besitzt,  so  können 


360)  Diese  Sätze  rühren  von  Weierstraß  her;  die  erste  kurze  Mitteilung 
darüber  findet  sich  bei  Königsherger  [J.  f.  Math.  67  (1867),  p.  72],  eine  ausführ- 
lichere bei  Kowalewski  [Acta  math.  4  (1884),  p.  394];  vgl.  noch  Biermann,  Wie- 
ner Sitzb.  106  (1896),  IIa,  p.  924;  Picard,  Paris  C.  R,  92  (1881),  p  398  u.  506; 
93  (1881),  p.  696  u,  1126;  94  (1882),  p.  1704;  S.  M.  F.  Bull.  12  (1884),  p.  153; 
Poincare,  Paria  C.  R.  99  (1884),  p.  863. 

361)  Vgl.  dazu  Krazer,  „Thetaf.",  p.  483  u.  f. 

352)  Dazu  Biermann,  "Wiener  Sitzb.  87  (1883),  II,  p.  982  u.  Humbert,  Paris  CR. 
126  (1898),  p.  394  u.  508;  J.  de  Math.  5^  (1899),  p  247.  Über  jene  allgemeineren 
Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen,  deren  Modulen  einer  Relation  (667)  mit 
beliebigen  ganzzahligen  Koeffizienten  genügen,  siehe  Nr.  126. 
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m 


dieselben  stets  durch  eine  lineare  Transformation  in  a[^,  y,  a^g,  durch 

eine  Transformation  Ä**''  Grades  in  a[^,  0,  a'^^  übergeführt  werden.'^^) 
Hieraus  erkennt  man,  daß  eine  Klasse  ^4&eZscher  Integrale  vom 
Geschlecht  2,  welche  ein  reduzierbares  Integral  enthält,  immer  auch 
noch  ein  zweites  besitzt^^),  und  weiter,  daß  in  ihr,  wenn  sie  mehr 
als  zwei  reduzierbare  Integrale  enthält,  deren  unendlich  viele  vor- 
kommen.^^^)  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß 
in  einer  Klasse,  die  zwei  reduzierbare  Integrale  enthält,  noch  ein 
drittes  und  damit  unendlich  viele  vorkommen,  ist  die,  daß  die  beiden 
elliptischen  Integrale,  auf  welche  J^  und  J^  reduzierbar  sind,  selbst 
ineinander  transformiert  werden  können.^"^) 

Aus  der  zwischen  den  Modulen  der  Thetafunktion  gefundenen 
Bedingung  für  das  Auftreten  eines  reduzierbaren  Integrals  kann  man 
auch  die  in  diesem  FaUe  zwischen  den  Rosenhainschen  Modulen  x,  X, 
[i  oder  auch  den  6  Verzweigungspunkten  der  zugehörigen  Riemann- 
Bchen  Fläche  bestehenden  Beziehungen  ableiten.^^^) 


353)  Daß  es  im  ersten  Falle  nicht  nur  eine  solche  lineare  Transformation 
gibt,  sondern  unendlich  viele,  zeigt  Boha  (DisR.  Göttingen  1886),  während  einen 
Beweis  für  die  Existenz  der  zuletzt  genannten  Transformation  Ä*'="  Grades  Hanel 
(DisB.  Breslau  1882)  gibt.  Von  der  vorliegenden  Art  sind  auch  die  von  Appell  [Paris 
C.  R.  94  (1882),  p.  421]  untersuchten  Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen,  bei 
welchen  die  Modulen  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  rj  ai,  =  r,aj, -}- gjtt 
miteinander  verknüpft  sind;  andere  Beispiele  bei  Königsberger  (Allg.  Unters,  a, 
d.  Th.  d.  Differentialgl.  1882)  und  Doerr  (Diss.  Straßburg  1883): '  Appell  [S.  M.  F. 
Bull.  10  (1882),  p.  69]  hat  später  seine  Untersuchungen  auf  Thetafunktionen  be- 
liebig vieler  Variablen  ausgedehnt,  bei  denen  zwischen  den  Modulen  p  —  1  Re- 

p 
lationen  von  der  Form  ^r^^a^x  =  2a ^i  {X  =  l,2,...p  —  1)  bestehen. 

354)  Picard  [S.  M.  F.  Bull.  11  (1882),  p.  47];  dazu  Appell  et  Goursat,  Fonct. 
alg^br.  1895,  p.  370  u.  Humbert,  J.  d.  Math,  ög  (1899),  p.  249. 

355)  Dieses  ist  der  besondere  Fall  des  in  Anm.  348  genannten  Satzes  von 
Poincare,  aus  dem  sich  ergibt,  daß  eine  Klasse  Abehchei  Integrale  vom  Ge- 
schlecht p  stets  unendlich  viele  reduzierbare  Integrale  enthält,  sobald  es  deren 
p  +  1  besitzt  [Poincare,  Paris  C.  R.  99  (1884),  p.  853]. 

356)  Daß  in  speziellen  Fällen  nicht  nur  2,  sondern  unendlich  viele  redu- 
zierbare Integrale  in  einer  Klasse  vorhanden  sind,  gibt  schon  Picard  [S.  M.  F. 
Bull.  11  (1882),  p.  47]  an;  der  hier  angegebene  Satz  rührt  von  Bolza  (Diss. 
Göttingen  1886)  her,  auch  de  Franchis,  Pal.  Rend.  38  (1914),  p.  192. 

357)  Für  fc  =  2  bei  Königsberger  [J.  f.  Math.  67  (1867),  p.  77]  und  Pringa- 
heim  [Math.  Ann.  9  (1876),  p.  466],  Den  vorliegenden  Fall  behandelt  auch  Roch 
[Z.  f.  Math.  11  (1866),  p.  463];  ferner  hat  Schering  [J.  f.  Math.  85  (1878),  p.  135; 
dazu  auch  Doerr,  Diss.  Straßburg  1883]  die  diesem  besonderen  Falle  entspre- 
chende   i?ie»ian«sche    Fläche  durch   Aufeinanderlegen    zweier   elliptischen   JBte- 
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122.  Begnläre  Riemannsclie  Flächen.  Aus  der  Eigenschaft  eines 
algebraischen  Gebildes  vom  Geschlecht  qy  daß  sich  die  2pc[  Periodi- 
zitätsmodulen  Sl  von  p  linearunabhängigen  seiner  Integrale  1.  Gat- 
tung aus  2p^  Größen  P^„  linear  zusammensetzen  lassen,  darf  man,  wie 
Wirtinger^^)  bemerkt  hat,  sobald  ^  >  1  ist,  nicht  schließen,  daß  diese 
p  Integrale  simultan  durch  eine  Substitution  in  einzelne  Integrale  vom 
Geschlecht  p  übergeführt  werden  können.  Nicht  nur,  daß  im  Falle 
p  >  3  die  Größen  P  „  im  aügemeinen  überhaupt  nicht  zu  einer 
Klasse  algebraischer  Funktionen  vom  Geschlecht  p  gehören  werden, 
sondern  auch  im  Falle  p  <  3  kann  man  nur  schließen,  daß  jedes  der 
p  Integrale  durch  eine  Substitution  in  eine  Summe  von  p  Integralen 
vom  Geschlecht  p  übergeführt  werden  kann. 

Wohl  aber  gilt  der  Satz  (II B  2,  Nr.  48),  daß,  wenn  sich  unter  den 
Integralen  1.  Gattung  einer  Klasse  algebraischer  Funktionen  vom  Ge- 
schlecht q  eines  befindet,  welches  durch  eine  rationale  Substitution 
auf  ein  einzelnes  Integral  vom  Geschlecht  p  <.q  reduziert  wird,  diese 
Klasse  stets  p  linearunabhängige  Integrale  enthält,  welche  alle  durch 
die  nämliche  Substitution  auf  einzelne  Integrale  der  nämlichen  Klasse 
reduziert  werden,  und  es  haben  ihre  Periodizitätsmodulen  dann  stets 
die  eingangs  angegebene  Eigenschaft. 

Diese  Klassen  algebraischer  Funktionen  werden  durch  die  „regu- 
lären" P/emannschen  Flächen  definiert.^^^) 

Eine  reguläre  Riemannsche  Fläche  wird  erhalten,  wenn  man  eine 
beliebig  gewählte  Eiemannsche  Fläche  in  n  Exemplaren  nimmt,  diese 
aufeinander  legt  und  durch  Verzweigungspunkte  und  Verschmelzung 
längs  Querschnitten  zu  einer  einzigen  Fläche  verbindet.  Beträgt  da- 
bei die  Anzahl  der  eingeführten  Verzweigungspunkte  2k  und  ist  p  das 


mannBchen  Flächen  erhalten  (vgl.  Nr.  122);  Hutchinson,  (Diss.  Chicago  1897)  hat 
die  16  zugehörigen  c- Funktionen  zweier  Veränderlichen  durch  elliptische  ff-Funk- 
tionen  ausgedrückt  und  die  eintretende  Entartung  der  KunimerBchen  Fläche 
untersucht;  endlich  hat  Cayley  [Paris  C.  R.  85  (1878),  p.  265  u.  f.  =  Coli.  math. 
pap  10  (1896),  p  214]  für  den  vorliegenden  Fall  alle  Wurzelfunktionen  durch 
elliptische  Funktionen  ausgedrückt.  Für  fc  =  4  bei  Bolza  [Freib.  Ber.  8  (1885), 
p.  .330,  Diss.  Göttingen  1886  u.  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  447]  und  Igel  [Monatsh. 
f.  Math.  2  (1891),  p.  167];  ferner  Mc  Donald,  Amer.  M.  S.  Trans.  2  (1901), 
p.  437  und  Kluyver,  Versl.  Afd.  Natuurk.  26  (1917),  III,  p.  463. 

368)  Acta  math.  26  (1902),  p.  165,  auch  Severi,  Acc.  Line.  Rend.  285  (1914), 
I,  p.  581. 

859)  Klein,  Math.  Ann.  14(1879),  p.  459;  auch  „Riem.  Fl."  I,  p.  208.  Dyck, 
Diss.  München  1879;  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  473,  dazu  Math.  Ann.  20  (1882), 
p.  30;  ferner  Hurwiiz,  Gott.  N.  1887,  p.  85  =  Math.  Ann.  32  (1888),  p.  290  und 
Math.  Ann.  41  (1893),  p.  403. 
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Geschlecht  der  einzelnen  Fläche,  so  ist  das  Geschlecht  q  der  neuen 
Fläche  durch  die  Gleichung 

(669)  2q  —  2  =  2h  +  n  (2p  —  2)       bestimmt.»««) 
Analytisch  können  die  regulären  Biemannschen  Flächen  mit  Hilfe 

zweier  Parameter  x,  y  durch  algebraische  Gleichungen  von  der  P'orm 

(670)  F{8;  x,y)^0 

dargestellt  werden,  wobei  zwischen  x  und  y  selbst  eine  algebraische 
Gleichung 

(671)  G{x,y)  =  0 

vom  Geschlecht  p  besteht,  welche  die  einzelne  iJiewmwwsche  Fläche 
definiert. 

Da  man  in  ein  System  von  q  linearunabhängigen  Integralen  1.  Gat- 
tung von  (670)  stets  p  linearunabhängige  Integrale  1.  Gattung 

(672)  fR,{x,y)dx,  {a  ==  1,2,  .  .  .p) 

die  zu  (671)  gehören,  aufnehmen  kann,  so  ist  dadurch  das  algebra- 
ische Gebilde  (670)  bereits  als  ein  reduzierbares  im  speziellen  Sinne 
dieses  Paragraphen  charakterisiert.    Damit  ferner  ein  Integral 

(673)  fs(2;  X,  y)  dx 

dem  in  Nr.  11*)  genannten  komplementären  Systeme  von  p  —  q  linear- 
unabhängigen Integralen  angehöre,  ist  notwendig  und  hinreichend»'^), 
daß  die  Relativspur  des  Integranden  S,  d.  h.  die  über  alle  n  auf  Grund 
der  Gleichung  (670)  zu  einem  Wertepaare  x,  y  gehörigen  Werte  z^, 
z^,  . .  .  z^  erstreckte  Summe 

n 

(674)  ^'Sf(;8r,;a:,^)  =  0     sei.      . 

v  =  l 

Die  einer  regulären  i2?emanwschen  Fläche  vom  Geschlecht  q  zu- 
gehörigen Thetafunktionen  von  q  Veränderlichen  zerfallen  nach  einer 
Transformation  w*®'  Ordnung  in  solche  von  p  und  solche  von  p  —  q 
Veränderlichen  und  die  zuerst  genannten  entstammen  dabei  der  ein- 
zelnen Fläche  vom  Geschlecht  ^J  (671),  in  dem  Sinne,  daß  ihre  Mo- 
dulen das  w-fache  der  Modulen  der  dieser  Fläche  zugehörigen  Riemann- 
schen  Thetafunktionen  sind.  Die  als  zweite  Faktoren  auftretenden 
Thetafunktionen  von  q  —  p  Veränderlichen  sind  im  allgemeinen  keine 
i^jcmannschen  Thetafunktionen  und  dieser  Umstand  ist  es,  welcher 
Schottky  und  Wirtinger  in  den  Stand  gesetzt  hat,  durch  die  Heran- 


360)  Wirtinger,  Thetaf.,  p.  73. 

361)  Schottky,  Berl.  Ber.  1904,  p.  622;  Jung,  ebd.  p.  1381. 
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Ziehung  solcher  spezieller  algebraischer  Gebilde,  wie  sie  durch  regu- 
läre Bicmannsche  Flächen  definiert  werden,  die  Theorie  der  Theta- 
ftinktionen  über  den  Kreis  der  Biemannschen  hinaus  weiter  zu  ent- 
wickeln.'*'^') 

133.  Schottkys  Symmetralfunktionen.   Tritt  an  Stelle  von  (670) 
die  spezielle  Gleichung 

(675)  s'  =  H{x,  y), 

so  nennt  Schottky^^^)  die  Gleichungen  (675)  und  (671)  die  charakte- 
ristischen Gleichungen  eines  Symmetrals,  indem  er  unter  diesem 
Namen  ein  ebenes  von  mehreren  Randlinien  begrenztes  Gebiet  ver- 
steht, das  in  bezug  auf  eine  Gerade  symmetrisch  ist;  p  stimmt  dabei 
mit  der  Anzahl  der  Paare  wechselseitig  symmetrischer  Randlinien 
überein  und  soll  in  der  Folge  wie  bei  SchottJcy  mit  t  bezeichnet  wer- 
den. Ersetzt  man  dann  noch  q  durch  q  und  setzt  g  —  P  =  ^,  so 
kommen  zu  den  t  Paaren  von  Randlinien  n  =  0  -\-  1  —  t  unpaarige 
liinzu.  Man  kann  den  hier  vorliegenden  FaU  auch  als  den  der  ver- 
zweigten Doppelüberdeckung  einer  algebraischen  Kurve  vom  Geschlecht 
T  bezeichnen.  Bei  jeder  der  beiden  Auffassungen  erscheint  er  als 
eine  Verallgemeinerung  des  hyperelliptischen,  der  in  ihm,  dem  Werte 
r  =  0  entsprechend,  enthalten  ist,  und  es  ist  von  diesem  Standpunkte 
aus  als  der  nächst  einfache  Fall  der  Fall  t  =  1  anzusehen,  den  man 
als  den  elliptisch- hyperelliptischen  bezeichnet. 

Noch  bemerkt  man,   daß   die  Integrale   (673)  in  unserem   Falle 
die  Form 


(676)  f-^ 


y^-dx 


haben,  wo  B,{x,  y)  eine  rationale  Funktion  von  x  und  y  ist. 

Ein  Symmetral  hängt  von  Sa  —  n  =  26  -{-  t  —  1  wesentlichen 
Konstanten  ab.^**)  Ist  daher  3(?  —  n  <  {-a  {&  -\-  1),  so  können  die  am 
Schlüsse  des  letzten  Artikels  erwähnten  nicht  Riemannschen  Theta- 
funktionen  von  6  Veränderlichen,  welche  Symmetralfunktionen  genannt 
werden,  niemals  allgemeine  Thetafunktionen  sein;  ist  andererseits 
Stf  —  w  >  ^tf  (tf  -j-  1),  so  ist  die  Pararaeteranzahl  des  Symmetrals  zu 
groß  und  es  werden   sich  aus  diesem  Grunde  die  auftretenden  Sym- 

362)  Daß  Eiemann  selbst  schon  ähnliche  UnterBuchungen  angestellt  hat, 
zeigen  einige  in  seinem  Nachlaß  befindliche  Papiere  aus  dem  Jahre  1862;  vgl. 
Ges.  math.  W.  Nachtr.  (1902),  p.  105. 

363)  J.  f.  Math.  106  (1890),  p.  199;  Berl.  Ber.  1908,  p.  838  u.  1084  und  ge- 
meinsam mit  Jung,  Berl.  Ber.  1909,  p.  282  u.  732;  1912,  p.  1002;  schon  früher  Diss. 
Berlin  1875  u.  Z.  f.  Math.  83  (1877),  p.  300. 

364)  Schottky,  Berl.  Ber.  1908,  p.  840. 
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metralfunktionen  wenig  zur  Durchführung  einer  Theorie  der  allgemei- 
nen Thetafunktionen  von  <J  Veränderlichen  eignen.     Für  die  Behand- 
lung einer  solchen  Theorie  würde  also  vornehmlich  der  Fall 
(677)  ^      S6  —  n  =  26-\-t  —  l=^a{6-\-l) 

in  Betracht  kommen,  der  außer  für  <?  =  1,  n  =  2,  t  =  0  und  ö  ==  2, 
w  =  3,  t  =  0,  d.  i,  für  den  gewöhnlichen  elliptischen  und  ultraellip- 
tischen FaU,  nur  für     ^  _  3^     ^  _  3^     ^  _  1^ 

ö  =  4,     n  =  2,    T  ==  3, 

eintritt,  welche  drei  Fälle  von  Schottky^^^),  Jung^^)  und  Wirtinger^^*) 
behandelt  worden  sind. 

Wir  betrachten  jetzt  zuerst  den  Fall,  daß  unpaarige  Randkurven 
vorhanden  sind,  d.  h.  daß  w  ^  1  ist;  dann  ist  6  =  t  -\-  n  —  ^^t- 

Zu  dem  algebraischen  Gebilde  (675)  gehören  2^^  Thetafunktionen, 
die  mit  •&[£]((m))jj  bezeichnet  seien,  und  es  bestehen  für  deren  ^p  (()-{- 1) 
Modulen  außer  den  stets  gültigen  noch  besondere  Symmetrieverhält- 
nisse, so  daß 

^aa'  ^"^  ^a'cc  "^^  ^a  +  a,  a  +  a'  ^^  ^a  +  a',  a  +  aJ 
/ß7Q\  /       a,  «'  =  1,2,  . .  .t        \ 

(b/«)  a,^  =  a^„=a,^„^^      =a^„^„,    l^  =  T-f  1,  r-f  2, ....  J 

^a,  a  +  a'  ^^  ^a',  a  +  a  ^^  ^a  +  a,  «'  ^a  +  a',  a 

ist.  Auf  Grund  dieser  Gleichungen  läßt  sich  eine  Thetafunktion 
■^WlWa  homogen  und  linear  durch  2*  Produkte  je  einer  Thetafunktion 
von  0  Veränderlichen  -O-  [«]  ((y))^  und  einer  von  t  Veränderlichen 
"^[^IWL  darstellen.  Die  ersteren  sind  die  in  Rede  stehenden,  von 
Schottky  mit  (p  bezeichneten  Symmetralfunktionen;  ihre  Modulen  h 
haben  die  Werte: 

(679)  &„a.  =  2(a„„, -j-a„,,^„,),    ^«^  =  2a„^,    6^^,  =  a^^, 

(a,  «'=  1,  2,  .  .  .  r;  A  /3'=  r  -f  1,  r  +  2,  .  .  .  ö).      ^ 
Die  Thetafunktionen  ^[«JfM'lc  haben  die  Modulen 

(680)  c„„,  =  2(a,,,  -  a„,  „^„,)         («,  «'=  1,  2, ...  r) 

und  entstammen  dem  algebraischen  Gebilde  (671),  dessen  Biemann- 
sehe  Thetafunktionen  die  Hälften  dieser  Größen  als  Modulen  besitzen. 
Durch  Umkehrung  dieser  Darstellungen  erhält  man  ein  einzelnes 
Produkt  einer  Symmetralfunktion  g)((v))  mit  einer  Funktion  ■O"  [«] fw^Dc 
homogen  und  linear  durch  Funktionen  ^[«JW«  ausgedrückt. 

865)  Berl.  Ber.  1905,  p.  484. 
366)  „Thetaf.",  II.  Teil. 
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Will  man  statt  der  Funktionen  ^[i\itv]]^  die  jB/em«nwsclien  Tlieta- 
funktionen  des  Gebildes  (G71)  selbst,  also   die  Funktionen  'O'CcJf««^]),; 

einführen,  so  wird  man  in  den  soeben  benutzten  Gleichungen  alle  Mo- 
dulen  durch   ihre  Hälften  ersetzen  und   die   auftretenden  Funktionen 

[*]((**))«   linear  durch  die    Quadrate    der  Funktionen   0-[e]([u}^  aus- 
T 
drücken;   die  dann  auftretenden  Symmetralfunktionen  '»?((v))^®^)   haben 

dann  auch  die  Hälften  der  Größen  h  als  Modulen. 

Richtet  man  es  nun  so  ein,  daß  die  Charakteristiken  in  allen 
auftretenden  Thetafunktionen  aus  halben  Zahlen  bestehen,  so  werden 
die  JR/emanwschen  Thetafunktionen  ■O- [£]((«<;))  bzw.  ^[£]((w))  Wurzel- 
funktionen der  Gebilde  (671)  bzw.  (675)  proportional  und  man  er- 
hält, nachdem  man  diese  bestimmt  hat,  auf  Grund  der  obigen  Formeln 
die  Werte  der  Symmetralfunktionen  (p{{v]j  bzw.  ?^((v))  durch  sie  bis  auf 
einen  gemeinsamen  transzendenten  Faktor  ausgedrückt.  Dabei  sind 
die  Argumente  aus  Integralen  1.  Gattung  gebildet;  soweit  damit  eine 
Beschränkung  ihrer  Werte  verbunden  ist,  kann  man  sich  von  dieser 
mit  Hilfe  des  Additionstheorems  frei  machen. 

Der  Fall  r  =  1  der  elliptisch -hyperelliptischen  Funktionen  ist 
durch  das  Vorhandensein  von  einem  Paare  wechselseitig  zueinander 
symmetrischer  und  ö  unpaarigen  Randkurven  charakterisiert;  er  wird 
auch  erhalten  durch  die  in  2ö  Punkten  verzweigte  Doppelüberdeckung 
einer  zum  Geschlecht  1  gehörigen  RiemannBchen  Fläche.  Zu  der  da- 
durch entstehenden  Riemannschen  Fläche  vom  Geschlecht  (f  -\-  i  ge- 
hören Thetafunktionen,  die  nach  einer  quadratischen  Transformation 
in  elliptische  Thetafunktionen  und  Symmetralfunktionen  von  tf  Ver- 
änderlichen zerfallen,  welche  von  20  Parametern  abhängen,  also  nur 
im  Falle  6  =  S  allgemeine  Thetafunktionen  sind,  für  tf  =  4  aber  be- 
reits spezieller  sind  als  die  von  9  Parametern  abhängigen  Ttiemanvir 
sehen  Thetafunktionen  von  4  Veränderlichen  (allerdings  allgemeiner 
als  die  von  7  abhängigen  hyperelliptischen  Thetafunktionen  des  Ge- 
schlechts 4). 

Roth^^^)  hat  die  zum  Falle  t  =  1  gehörigen  Symmetralfunktionen 
von  6  Veränderlichen  dadurch  der  in  Nr.  124  geschilderten  Wirtinger- 
schen  Untersuchungsmethode  zugänglich  gemacht,  daß  er  durch  noch- 
malige, aber  unverzweigte  Doppelüberdeckung  der  vorher  erhaltenen 
Riemannschen  Fläche  vom  Geschlecht  6  -{-  1  eine  solche  vom  Ge- 
schlecht 26  -\-  1  geschaffen  hat,  deren  RiemannBche  Thetafunktionen 


367)  Schottky  und  Jung,  Berl.  Ber.  1909,  p.  283. 

368)  Monatsh.  f.  Math.  23  (1912),  p.  106. 
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neben  solchen  von  <?  +  1  Veränderlichen  neue  Symmetralfunktionen 
^((v'))  von  a  Veränderlichen  liefern.  Er  kann  nun  zur  Untersuchung 
dieser  und  ebenso  der  früheren  Symmetralfunktionen  (p([v},  da  wir 
uns  jetzt  im  Falle  t  =  0  befinden,  in  der  Weise  Wirtingers  die  Rie- 
wanwschen  Methoden  anwenden,  um  insbesondere  die  Lage  der  Null- 
stellen der  genannten  Funktionen  und  ihr  identisches  Verschwinden 
zu  untersuchen. 

Die  vorher  genannten,  von  8  Parametern  abhängigen  Symmetral- 
funktionen von  4  Veränderlichen  hat  SchoWcy^^^),  dem  sie  den  ersten 
Anlaß  zu  seinen  Untersuchungen  über  Symmetralfunktionen  gegeben 
haben,  auf  Grund  der  Eigenschaft,  daß  zwei  gerade  unter  ihnen  gleich- 
zeitig mit  den  Argumenten  verschwinden,  untersucht  und  unter  Be- 
schränkung auf  solche  Argumente,  für  welche  diese  beiden  Funktionen 
Null  sind,  durch  elliptische  Funktionen  zweier  Parameter  ausgedrückt. 
In  der  Einleitung  dieser  Arbeit  erwähnt  Schotthy  den  Satz,  daß 
im  Falle  jp  =  3,  wenn  man  die  Argumente  der  Thetafunktionen  auf 
solche  Werte  beschränkt,  für  welche  zwei  der  64  Funktionen  ver- 
schwinden, die  62  übrigen  ebensovielen  gleichändrigen  elliptischen 
Thetafunktionen  6.  Ordnung  proportional  werden;  den  Zusammenhang 
dieses  Satzes  mit  der  verzweigten  Doppelüberdeckung  eines  ellip- 
tischen Gebildes  hat  Jung  a.  a.  0.  nachgewiesen. 

Den  Fall  t  =  2  hat  Jung^""^)  zunächst  bei  beliebigem  ö  behan- 
delt. Er  ist  durch  das  Vorhandensein  von  2  Paaren  einander  wechsel- 
seitig symmetrischer  und  6  —  1  unpaarigen  Randlinien  des  Symme- 
trals  charakterisiert  und  wird  erhalten,  wenn  man  zu  den  Funktionen 
einer  Klasse  vom  Geschlecht  2  die  Quadratwurzel  aus  einer  ihrer 
Funktionen  adjungiert,  die  in  2ö  — 2  Punkten  0^  wird;  mit  anderen 
Worten  durch  die  an  26  —  2  Stellen  verzweigte  Doppelüberdeckung 
eines  algebraischen  Gebildes  vom  Geschlecht  2.  Die  lUemannschen 
Thetafunktionen  des  entstehenden  algebraischen  Gebildes  vom  Ge- 
schlecht Q  =  0  -^  2  zerfallen  nach  einer  Transformation  zweiten 
Grades  in  solche  von  2  Veränderlichen,  welche  der  zugrunde  ge- 
legten Klasse  vom  Geschlecht  2  entstammen  und  Symmetralfunk- 
tionen von  0  Veränderlichen,  die  von  2^ -f  1  Parametern  abhängen 
und  deren  Darstellung  durch  Wurzelfunktionen  von  Jung  a.  a.  0. 
durchgeführt  wird. 

Später  hat  Jung'"")  den  Fall  ^  =  4  genauer  untersucht  und  ins- 
besondere  die  bei  der  Darstellung  der  Symmetralfunktionen  auftreten- 

369)  J.  f.  Math.  108  (1891),  p.  147  u    193. 

370)  J.  f.  Math.  126  (1903),  p.  i,  schon  vorher  Hab.-Schr.  Marburg  1902. 
871)  J.  f.  Math.  130  (1905),  p.  1. 
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den  Konstanten  bestimmt.  Die  Symmetralfunktionen  hängen  hier  von 
9  Parametern  ab,  sind  also  von  der  gleichen  Allgemeinheit  wie  die 
üiewiawwschen  Thetafunktionen  des  Geschlechts  4,  aber  anders  spe- 
zialisiert; die  zwischen  ihren  Modulen  bestehende  Beziehung  wird 
von  Jung  gleichfalls  in  der  Form  einer  Gleichung  zwischen  den  Null- 
werten der  geraden  Funktionen  angegeben.  Schon  im  Falle  ö  ==  5 
sind  die  nur  von  11  Parametern  abhängigen  Symmetralfunktionen  spe- 
zieller als  die  von  12  abhängigen  HiemannBchen  Thetafunktionen  von 
5  Veränderlichen.  Die  4  Bedingungen,  welche  im  Falle  der  Symme- 
tralfunktionen zwischen  den  15  Thetamodulen  bestehen,  sind  nach 
Jung  die,  daß  4  gerade  Thetafunktionen  mit  den  Argumenten  ver- 
schwinden. 

Jung  hat  endlich ^^^)  noch  den  Fall  r==3,  ö  =  4,  n  =  2,  'da  — 
w  =  ^ (?((?-{"  1)  =  10  untersucht.  Zugrunde  gelegt  ist  eine  Klasse  K 
algebraischer  Funktionen  vom  Geschlecht  3,  welcher  die  Quadrat- 
wurzel z  aus  einer  zur  Klasse  gehörigen,  in  4  willkürlichen  Punkten 
0^  werdenden  Funktion  adjungiert  wird;  dadurch  entsteht  ein  zum  Ge- 
schlecht 7  gehöriger  Körper  K{z).  Gewisse  Summen  von  je  8  zu  ihm 
gehörigen  i??6wawwschen  Thetafunktionen  zerfallen  in  Produkte  je  einer 
der  Klasse  K  zugehörigen  22«emanwschen  Thetafunktion  von  3  Ver- 
änderlichen und  einer  Symmetralfunktion  von  4  Variablen,  welche,  da 
die  Anzahl  der  darin  auftretenden  Parameter  6  -f-  4  =  10  beträgt,  eine 
allgemeine  Thetafunktion  von  4  Veränderlichen  ist.  So  gelangt  Jung 
zu  einer  algebraischen  Darstellung  dieser  letzteren. 

124.  "Wirtingers  Thetafunktionen  von  p  Veränderlichen  mit  3p 
Parametern.  Besitzt  ein  Symmetral  keine  unpaarigen  Randkurven,  ist 
also  w  =  0,  so  ist  6  =  t  —  1  und  man  erhält  als  SymmetraKunk- 
tionen  jene  Thetafunktionen,  welche  Wirtinger^'^^)  eingehend  unter- 
sucht hat. 

Wirtinger  geht  von  einer  2^-blättrigen  Riemannschen  Fläche  mit 
6p  Verzweigungspunkten,  also  mit  dem  Geschlecht  p  -\-  1  aus,  die 
durch  2p  -\-  2  Querschnitte  in  bekannter  Weise  in  eine  einfach  zu- 
sammenhängende verwandelt  ist.  Denkt  man  sich  zwei  Exemplare  F' 
und  F"  dieser  Fläche  längs  eines  Querschnittes  miteinander  ver- 
schmolzen, etwa  so,  daß  man  das  linke  Ufer  von  h[  mit  dem  rechten 
Ufer  von  b'l  verbindet,  so  sind  von  den  2.  2p  -\-  2  ursprünglichen 
Querschnitten  nur  noch  4p  -j-  2  vorhanden;  die  entstehende  neue 
Fläche  F  hat  also  das  Geschlecht  2p -\- 1  (vgl.  Nr.  123). 


372)  Berl.  Ber.  1905,  p.  484. 

373)  „Thetaf.",  II.  Teil. 
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Für  die  Fläche  F  können  als  Integrale  1.  Gattung  zunächst  p-\-\ 
Integrale  1.  Gattung  des  einzelnen  Exemplars  F'  genommen  werden. 
Weitere  p  sind  in  der  Form  /  j/c^^  rfct»^  enthalten,  wo  da^  die  funda- 
mentale Differentialform  von  F'  und  f/^^  eine  Wurzelform  zweiter 
Dimension  von  F'  bezeichnet,  welche  beim  Übersehreiten  von  b^  das 
Zeichen  wechselt;  solcher  gibt  es  gerade  p  linearunabhängige. 

Ersetzt  man  das  System  dieser  letzteren  p  Integrale  durch  ein 
System  von  Normalintegralen  v^{(i  =  1,  2,  . .  .p),  welche  an  den  Quer- 
schnitten a'^(v  =  2,  ^,  .  .  .  p  -{-  1)  die  Periodizitätsmodulen  8  ni  be- 
sitzen, so  kann  man  beweisen,  daß  ihre  Periodizitätsmodulen  an  den 
Querschnitten  &[,  die  Eigenschaften  von  Thetamodulen  haben  und  da- 
her Anlaß  zur  Bildung  von  Thetafunktionen  mit  p  Veränderlichen 
geben,  welche  die  gewünschten  Symmetralfunktionen  sind. 

Die  Hiemannsohen  Thetafunktionen  der  Fläche  F  mit  2p  -\-  \ 
Veränderlichen  zerfallen  nach  einer  Transformation  zweiten  Grades  in 
diese  Thetafunktionen  von  p  Veränderlichen  und  in  solche  von  p  -\-  1 
Variablen,  welche  die  doppelten  Modulen  der  iJi'emawwschen  Theta- 
funktionen von  F'  besitzen. 

Ohne  von  dieser  Zerfällung  Gebrauch  zu  machen,  hat  Wirtinger 
die  auftretenden  Symmetralfunktionen  ganz  in  der  Weise  und  mit  den 
Hilfsmitteln  Riemanns  untersucht  und  insbesondere  ihr  Verschwinden, 
ihre  algebraische  Darstellung  und  die  ihnen  zugehörigen  Umkehrpro- 
bleme behandelt. 

Die  erhaltenen  Symmetralfunktionen  hängen  von  dp  Parametern 
ab;  sie  sind  also  in  den  FäUen  p  ==  4  und  p  ==  b  die  allgemeinen 
Thetafunktionen  (im  ersteren  Falle  allerdings  mit  einer  Überzahl  von 
Parametern);  für  jp  >  5  sind  auch  sie  spezialisiert,  aber  weniger  als 
die  von  Sp  —  3  abhängigen  jR/emawwschen  Thetafunktionen  vom  Ge- 
schlecht p,  die  als  Grenzfall  von  ihnen  betrachtet  werden  können. 

Schotthy  und  Jung^"^^)  haben  den  Zusammenhang,  welcher  auf 
diese  Weise  zwischen  RiemannBchen  Thetafunktionen  von  p  -\~  l  Ver- 
änderlichen und  gewissen  nicht  i2/ema«wschen  Thetafunktionen  von 
p  Veränderlichen  hergestellt  wird,  dahin  ausgesprochen,  daß  den  2^p 
Produkten  zweier  gleichartiger  Funktionen  eines  Systems  Riemann- 
scher  Thetafunktionen  von  p  -\-  1  Veränderlichen  stets  die  2^p  Funk- 
tionen eines  im  allgemeinen  nicht  Riemannschen  Systems  von  Theta- 
funktionen von  p  Veränderlichen  zugeordnet  werden  können,  derart 
daß  die  Werte,  welche  die  geraden  Thetafunktionen  dieses  zweiten 
Systems  für  die  Nullwerte  ihrer  Argumente  annehmen,  bis  auf  einen 

374)  Berl.  Ber.  1909,  p.  285. 
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allen  gemeinsamen  Faktor  gleich  sind  den  Quadratwurzeln  aus  den 
Nullwerten  der  zugeordneten  Produkte  des  ersten.^''^) 

Für  die  ungeraden  Thetafunktionen  aber  gilt  der  Satz,  daß  zwi- 
schen den  Anfangsgliedern,  welche  die  ungeraden  Thetafunktionen  des 
zweiten  Systems  bei  ihrer  Entwicklung  nach  Potenzen  der  Variablen 
liefern,  die  gleichen  Relationen  bestehen  wie  zwischen  den  Quadrat- 
wurzeln aus  den  Produkten  jener  beiden  qp- Funktionen,  welche  den 
ungeraden  Thetafunktionen  des  ersten  Systems  als  einem  Riemann- 
schen  nach  Nr.  57  entsprechen,  wenn  man  gleichzeitig  die  in  den 
ersteren  Relationen  auftretenden  Thetanullwerte  in  der  vorher  an- 
gegebenen Weise  durch  Quadratwurzeln  aus  Produkten  von  Thetanull- 
werten  gerader  Thetafunktionen  von  p  Veränderlichen  ersetzt.  Es  treten 
so  den  für  die  Anfangsglieder  u^  der  ungeraden  Thetafunktionen  von 
2  Veränderlichen  geltenden  Relationen  ^^®) 

3 

(681)  ^  ±  C«45  C«46  Ca56  ««  =  ^ 

die  für  ^)  =  3  bestehenden  Relationen^''') 

(682)  i?  +  vK^K^'::6e:w: = o 

an  die  Seite,  in  denen  w^  ein  Produkt  von  zwei  gj-Funktionen  ist  und 
von  denen  eine  jede  nichts  anderes  ist  als  die  Gleichung  der  den  Ahd- 
schen  Funktionen  zugrunde  liegenden  Kurve  4.  Ordnung. 

So  lange  i?  <  3  ist,  sind  auch  die  auftretenden  Symmetralfunk- 
tionen  von  p  Veränderlichen  jR?mawnsche  Thetafunktionen  einer  be- 
stimmten Klasse  algebraischer  Funktionen.  Den  Zusammenhang,  wel- 
cher dann  zwischen  Äbehehen  Funktionen  der  Geschlechter  3  und  4 
mit  solchen  des  nächst  niedrigeren  Geschlechts  hergestellt  wird,  hat 
Wirtinger^''^)  näher  beleuchtet. 

.375)  Damit  ist  die  in  Nr.  92  vermißte  Quelle  für  die  Formel  (538)  gefunden. 

376)  Schottky,  Acta  math.  27  (1903),  p.  250. 

377)  Schottky,  Acta  math.  27  (1903),  p,  257. 

378)  „Thetaf."  p.  113;  Acta  math.  26  (1902),  p.  140;  s.  auch  Roth,  Monatsh.  f. 
Math.  18  (1907),  p.  161  u.  22  (1911),  p.  64.  Es  mag  an  dieser  Stelle  noch  an 
die  Bemerkung  Biemanna  (Ges.  math.  W.  Nachtr.  p.  97)  erinnert  werden,  daß 
sich  die  6-fach  periodischen  Thetareihen  auf  4-fach  periodische  reduzieren  lassen, 
wenn  für  die  Kurve  4.  Ordnung  drei  Doppeltangenten,  deren  Th.  Char.  einer 
Hauptreihe  entnommen  sind,  sich  in  einem  Punkte  schneiden;  vgl.  dazu  Anm.  218. 

Von  Thetafunktionen,  welche  im  Sinne  des  IV.  Satzes  von  Nr.  119  in  Pro- 
dukte von  solchen  mit  weniger  Variablen  zerfallen,  sind  Beispiele  mit  einem 
oder  auch  mehreren  elliptischen  Faktoren  im  Vorstehenden  verschiedentlich  er- 
wähnt worden  und  auch  sonst  bekannt  (vgl.  z.  B.  Schulz -Bannehr,  Dias.  Straß- 
burg   1904),    während    Fälle,    in  denen    beide    Faktoren    Thetafunktionen    von 
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Man  erhält  diejenigen  algebraischen  Gebilde  vom  Geschlecht  3, 
welche  in  obiger  Weise  vorgegebene  Thetafunktionen  von  2  Variablen 
liefern,  wenn  man  die  durch  diese  bestimmte  Kummer&QhQ  Fläche  mit 
einer  Ebene  schneidet.  Der  Schnitt  ist  eine  6^  und  die  16  singulären 
Ebenen  der  Zwwvwet'schen  Fläche  schneiden  die  Ebene  in  16  der  28 
Doppeltaugenten;  die  12  übrigen  gehören  einer  Steinerschen  Gruppe 
an,  welche  durch  die  ihr  zugeordnete  Charakteristik  diejenige  Schar 
von  Wurzelformen  bestimmt,  mittels  welcher  die  vorgegebenen  Theta- 
funktionen erhalten  werden. 

In  ähnlicher  Weise  können  Gebilde  vom  Geschlecht  4  erhalten 
werden,  welche  vorgegebene  Thetafunktionen  von  3  Veränderlichen 
liefern, 

XVI.  Multiplikabilität  und  Singularität. 

125.  Die  prinzipale  Transformation  (komplexe  Multiplikation)  der 
Thetafunktionen  mehrerer  Variablen.  Die  regulären  Biemannschen 
Flächen  besitzen  (II  B  2,  Nr.  53)  eindeutige  Transformationen  in  sich 
und  ihre  Thetafunktionen  lassen  daher  Transformationen  zu,  bei  wel- 
chen die  transformierten  Modulen  den  ursprünglichen  gleich  sind,  bei 
denen  also 

ist;  solche  Transformationen  werden  prinzipale,  auch  in  Übertragung 
der  im  Falle  p=l  üblichen  Ausdrucksweise  komplexe  Multiplika- 
tionen genannt. 

Die  regulären  Biemanmchen  Flächen  sind  nicht  die  einziaen, 
welche  Transformationen  in  sich  zulassen.  Es  gibt  nämlich  für  eine 
algebraische  Mannigfaltigkeit,  welche  nach  Satz  IV  von  Nr.  113  durch 
die  zu  einer  Biemannschen  Matrix  gehörigen  2p- fach  periodischen 
Funktionen  von  p  Veränderlichen  bestimmt  wird,  stets  h -{-  l  alge- 
braische Transformationen  in  sich,  wenn  h  der  zu  der  Matrix  gehörige 
Index  der  Multiplikabilität  ist»^^);  aUe  zu  Biemannschen  Matrizen,  bei 
denen  h>0  ist,  gehörigen  Thetafunktionen  besitzen  also  komplexe 
Multiplikationen. 

mehreren  Veränderlichen  sind,  nur  wenig  behandelt  wurden;  es  mag  daher  auf 
Schumacher  [Diss.  Straßburg  1907  =  Acta  math.  32  (1909),  p.  1]  hingewiesen 
werden,  wo  eine  Thetafunktion  vom  Geschlecht  jj  =  6  in  Produkte  von  Theta- 
funktionen von  den  Geschlechtern  p  =  2  und  p  =  4:  zerfällt  wird. 

379)  Scorza,  Pal.  Rend.  41  (19ic),  p.  279;  Catania  Äcc.  Gioen.  Atti  11^  (1917), 
Mem.  XX.  Man  vgl.  dazu  Hurwitz,  [Leipz.  Ber.  38  (1886),  p.  34  =  Math.  Ann. 
28  (1887),  p.  581],  wo  die  Anzahl  der  linearunabhängigen  Transformationen  in 
sich  mit  /t  bezeichnet  ist. 
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Daraus  ergibt  sich  insbesondere,  daß  nicht  nur  jede  zu  einer  un- 
reinen Matrix  gehörige  Thetafunktion  komplexe  Multiplikation  zu- 
läßt ^^),  sondern  auch  alle  singulären  Thetafunktionen,  d.  h.  jene,  für 
welche  bei  der  zugehörigen  Riemannschen  Matrix  der  Index  der  Sin- 
gularität Ä  >  0  ist.  Auch  der  letzte  Satz  gilt  im  allgemeinen  nicht 
umgekehrt.  Nur  im  Falle  p  =  2  sind  alle  Thetafunktionen  mit  kom^ 
plexer  Multiplikation  auch  singulär,  da  hier  h  ==  1  stets  auch  k  =  1 
nach  sich  zieht  (s.  Nr.  126),  während  z.  B.,  wie  die  Formeln  (641) 
zeigen,  wenn  ^  eine  ungerade  Primzahl  ist,  recht  wohl  h=l  sein 
kann,  auch  wenn  h  =  0,  die  Matrix  also  keine  singulare  und  eine 
reine  ist. 

Für  j)  >  1  finden  sich  die  prinzipalen  Transformationen  erstmals 
erwähnt  von  Königsberger^^^)  und  sodann  eingehend  bearbeitet  von  Kro- 
necker^^^)  und  Weher^^^).  Die  von  beiden  angestellten  Untersuchungen 
haben  aber  erst  durch  Frohenius^^)  einen  befriedigenden  Abschluß  ge- 
funden in  dem  Satze: 

Wenn  eine  Transformation  T  für  irgendeine  Thetafunktion  eine 
prinzipale  ist,  so  zerfällt  ihre  charakteristische  Determinante  IT — zJ\ 
in  lauter  lineare  Elementarteiler  und  verschwindet  nur  für  solche 
Werte  von  0,  deren  Modul  gleich  der  Quadratwurzel  aus  dem  Trans- 
formation.«grade  ist. 

Hat  also  die  Gleichung 
(684)  |T  — ^J-|  =  0 

reelle  Wurzeln,  so  können  diese  nur  Hhy»*  sein,  und  da  die  Gleichung 
(684)  in  zwei  Gleichungen  ^'®°  Grades  zerfällt,  deren  Koeffizienten  zu- 
einander konjugiert  komplex  sind^^^),  so  tritt  jede  reelle  Wurzel  bei 


380)  Dies  ist  zuerst  von  WiUheiß  [Math.  Ann.  26  (1886),  p.  127]  ausgespro- 
chen worden,  der  den  Satz  bewiesen  hat:  Sobald  eine  Thetafunktion  durch  eine 
Transformation  in  eine  andere  Thetafunktion  übergeführt  wird,  die  in  das  Pro- 
dukt von  Thetafunktionen  von  weniger  Variablen  zerfällt,  so  existiert  für  sie 
mindestens  eine  prinzipale  Transformation,  und  ebenso  stellte  De  Brun  [Stockh. 
öfv.  64  (1897),  p.  413]  den  Satz  auf:  Damit  ein  AbtUches  Integral  1.  Gattung 
weniger  als  2p  unabhängige  Perioden  haben  soll,  ist  durchaus  erforderlich,  daß 
das  algebraische  Gebilde  in  sich  übergeht,  wenn  man  eine  angemessene  bialge- 
braische (oder  birationale)  Substitution  macht. 

881)  J.  f.  Math.  65  (186(5),  p.  356. 

382)  Berl.  Ber.  1866,  p   597  =  J.  f.  Math.  68  (1868),  p.  273. 

383)  Ann.  di  Mat.  9,  (1878/9),  p.  140. 
884)  J.  f  Math.  06  (18H3),  p.  264. 

386)  Im  Fall,  daß  die  Matrix  keine  singulare  ist  (Ä  =  0),  hat  Sorza  [Paris 
C.  R.  165  (1917),  p.  497]  gefunden,  daß  die  Wurzeln  einer  jeden  dieser  beiden 
Gleichungen  zwei  und  nur  zwei,  zueinander  konjugierten  komplexen  Zahlen  gleich 
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(684)  in  gerader  Anzahl  auf.  Hat  also  die  Gleichung  (684)  lauter 
einfache  Wurzeln,  so  ist  sicher  keine  reell  ^^^). 

Im  Falle  «  =  1  haben  die  Wurzeln  alle  den  Modul  1  und,  da 
die  Gleichung  (684)  lauter  ganzzahlige  Koeffizienten  besitzt,  so  ist  in 
diesem  Falle  jede  Wurzel  von  (684)  eine  EinheitswurzeP^'^).  Eine 
solche  prinzipale  Transformation  ist  stets  periodisch  und  umgekehrt 
ist  auch  jede  periodische  Transformation  linear  und  prinzipal  "^^). 

Frobenius  hat  ferner  gezeigt,  daß  die  hier  angegebene  notwendige 
Bedingung  für  eine  prinzipale  Transformation  auch  hinreichend  ist, 
d.  h.  daß  zu  einer  Transformation  T,  sobald  sie  die  im  vorstehenden 
Satze  angegebene  Bedingung  erfüllt,  immer  auch  Thetafunktionen 
existieren,  für  welche  sie  eine  prinzipale  ist,  und  er  hat  zugleich  ge- 
zeigt, wie  die  Modulen  dieser  Thetafunktionen  berechnet  werden 
können. 

Über  den  Zusammenhang  des  Grades  der  prinzipalen  Transforma- 
tion der  Thetafunktionen  mit  den  Transformationen  des  zugehörigen 
algebraischen  Gebildes  in  sich  sagt  der  Hurwitz&(i)a.e^^^)  Satz: 

Existiert  auf  einer  Riemann^ohen  Fläche  eine  {a,  l)-deutige  Korre- 
spondenz, so  entspricht  dieser  stets  eine  prinzipale  Transformation 
von  der  a^^^  Ordnung  der  zur  Fläche  gehörigen  Thetafunktion.  Einer 
ein- eindeutigen  Transformation  eines  algebraischen  Gebildes  in  sich 
entspricht  also  stets  eine  lineare  prinzipale  Transformation  der  zum 
Gebilde  gehörigen  Thetafunktion. 

Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  haben  Wiltheiß^^)  und  Bolza^^^) 
die  komplexe  Multiplikation  der  Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen 
untersucht.  Besitzt  nämlich  eine  hyperelliptische  Eiemannsche  Fläche 
s^  =  lt{0)  außer  der  stets  vorhandenen  eindeutigen  Transformation  in 
sich  s'  ==  —  s,  z  =  z  noch  eine  weitere,  so  läßt  sie  sich  stets  durch 
eine  Gleichung  von  einer  der  beiden  Formen 

(685)  s^  =  Ji{f)     oder     s^  =  zlX{z") 

darstellen.  Daraus  ergeben  sich  für  ^  =  2  unmittelbar  die  sechs  von 

sind,  von  denen  die  eine  f-mal,  die  andere  ij)  —  <)-nial  als  Wurzel  auftritt,  wobei 
die  Zahl  f  für  alle  zu  derselben  Matrix  gehörigen  prinzipalen  Transformationen 
den  nämlichen  Wert  hat. 

386)  Über  die  diesem  Falle  entsprechenden  JJ^■ewlan»^8chen  Matrizen  siehe 
das  in  Nr.  114  zu  der  Gleichung  (638)  Bemerkte. 

387)  Kronecker,  J.  f.  Math.  53  (1857),  p.  173  =  Werke  1  (1895),  p.  103. 

388)  Scorza,  Pal.  Rend.  41  (1916),  p.  288. 

389)  Gott.  N.  1887,  p.  97  =  Math.  Ann.  32  (1888),  p.  301,  vgl.  auch  Math. 
Ann.  41  (1893),  p.  403. 

890)  Hab. -Sehr.  Halle  1881;  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  385. 
391)  Am.  J.  10  (188ö),  p.  47;  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  546. 
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BoUa  angegebenen  Fälle  von  Binärformen  6.  Ordnung  mit  linearen 
Substitutionen  in  sich. 

Diejenigen  Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen,  welche  eine 
prinzipale  Transformation  besitzen,  sind  identisch  mit  den  singulären 
Funktionen  Huniberts. 

126.  Humberts  singulare  Funktionen.  Singular  nannten  wir  in 
Nr  114  eine  Biemannsche  Matrix  dann,  wenn  zwischen  ihren  Elementen 
außer  dem  einen  stets  geltenden  Systeme  bilinearer  Relationen  (627)  noch 
weitere  von  derselben  speziellen,  alternierenden  Form  existieren.  Sind 
7c  -f-  1  voneinander  linearunabhängige  solche  Systeme  vorhanden,  so 
nennen  wir  die  Matrix  und  die  zu  ihr  gehörigen  Funktionen  /c-fach 
singulär. 

Bis  jetzt  sind  diese  Funktionen  nur  in  dem  Falle  p  =  2  näher 
untersucht  worden,  wo  Hunibert^^^)  zum  erstenmal  auf  sie  aufmerksam 
wurde.  Er  knüpfte  an  den  in  Nr,  9  (s.  insbes.  Anm.  35)  ausgespro- 
chenen Gedanken  an,  daß  die  für  die  Transformationszahlen  c^ß  an- 
gegebenen Bedingungen  (40)  nur  dann  notwendige  Bedingungen  für 
eine  Transformation  d.  h.  für  das  Auftreten  algebraischer  Beziehungen 
zwischen  yl&cZschen  Funktionen  mit  den  Perioden  a  und  solchen  mit 
den  Perioden  oj'  sind,  wenn  zwischen  diesen  Perioden  keine  anderen 
bilinearen  Relationen  bestehen  als  die  \{p  —  \)p  Gleichungen  (36): 
daß  dagegen,  wenn  außer  diesen  noch  andere  gelten,  auch  noch  andere 
Transformationen  möglich  sein  werden,  deren  Transformationszahlen 
Cg,  ^  den  Gleichungen  (40)  nicht  genügen. 

Indem  Humhert  die  Perioden  in  der  Normalform 

(686)  ^^'    ^     "-     ^'^ 

0       Xi      «21       «22 

voraussetzt,  ergibt  sich  ihm  als  notwendig  und  hinreichend  für  die  Exi- 
stenz weiterer  in  ihren  Koeffizienten  c  nicht  an  die  Gleichungen  (40)  ge- 
bundenen „singulären"  Transformationen  die  Bedingung,  daß  die  Modulen 
a  außer  der  den  Gleichungen  (36)  entsprechenden  Gleichung  a^  =  Oo, 
noch  einer  Relation  von  der  Form 

(687)  qi:ti^  -f  q^a^^ %i -f  q^a^^ni  -f  q^a^^ixi  +  qr^{a^^a^^  —  a\^)  =  0 
genügen,  bei  der  die  q  ganze  Zahlen  sind.     Solche  Modulen  wurden 

392)  Humhert,  J.  de  Math,  ö^  (1899),  p.  233;  6^  (1900),  p.  279;  7^  (1901), 
p.  97;  9^  (1903),  p.  43;  lOg  (1904),  p.  209;  schon  vorher  Paris  C.  R.  126  (1898), 
p.  608,  814  u.  882;  127  (1898),  p.  857;  129  (1899),  p.  640  u.  955;  130  (1900), 
p.  488;  132  (1901),  p.  72.  Die  von  Humbert  und  Levy  [Paris  C.  R.  158  (1914), 
p.  1609]  begonneneu  Untersuchungen  über  singulare  Funktionen  im  Falle  p  =  3 
sind  schon  in  Aniu.  337  erwähnt  worden. 
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von  ihm  singulare  Modulen  und  die  mit  ihnen  gebildeten  Funktionen 
singulare  Funktionen  genannt.  ^^^) 

Der  Wert  des  Ausdruckes 
(688)  ^  =  q,'-\-  Mq^qs  -  q,q,) 

bleibt  bei  jeder  linearen  Transformation  ungeändert  und  es  läßt  sich 
durch  eine  solche  die  Relation  (687)  stets  auf  die  Form 

—  T  %i  "f"  ^2ä  =  ^>     wenn  cl  gerade  ist, 

(689) 

j—  »11  +  «12  +  »22  ==  0,     wenn  ^3  ungerade  ist, 

bringen,  womit  gleichzeitig  bewiesen  ist,  daß  alle  Relationen  (687) 
mit  gleicher  Invariante  ^  durch  lineare  Transformation  ineinander 
übergeführt  werden  können. 

Ist  für  die  Relation  (687)  /l  ein  Quadrat,  so  sind  die  zugehörigen 
Thetafunktionen  auf  elliptische  reduzierbar,  siehe  Nr.  121. 

Das  Bestehen  einer  Relation  von  der  Form  (687)  erweist  sich 
bei  Humbert  aber  zugleich  als  die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  daß  zu  einer  Thetafunktion  mit  den  Modulen  a^^, 
«13,  Ojg  eine  prinzipale  Transformation  existiert.  Bringt  man  (687) 
durch  lineare  Transformation  auf  die  Form 
(690)  &a,i  —  2aa,2  —  ca^^  =  0, 

so  ist  für  alle  Thetafunktionen,  deren  Modulen  dieser  Bedingung  ge- 
nügen, die  Transformation,  bei  welcher 

(an\\  ^11  ""^  ^83  ^^  ^y      ^22  =  ^44"==         ^;        "-' 

C12  =  C43  =  0,      C21  ==  C34  =  c, 

ist,  während  alle  übrigen  Transformationszahlen  c  den  Wert  NuU 
haben,  eine  prinzipale  und  es  gibt,  solange  zwischen  den  Modulen  a 
keine  weiteren  Bedingungen  bestehen,  so  daß  dieselben  noch  zwei 
willkürliche  Parameter  enthalten,  für  die  zugehörigen  Thetafunktionen 
keine  andere  komplexe  Multiplikation  als  (691),  bei  welcher  sich  die 
3  Bedingungen  (683)  auf  die  einzige  (690)  reduzieren. 

Sollen  noch  andere  komplexe  Multiplikationen  bestehen,  so  müssen 
für  die  Modulen  a  noch  weitere  Beschränkungen  eintreten.  HosatP^^) 
und   nach    ihm    Scorza^'-''')    haben    die    folgenden   Fälle    als    möglich 

Ö93)  Über  die  im  Falle  singulärer  Modulen  zwischen  den  Verzweigungs- 
punkten der  zugehörigen  Biemannechen  Fläche  und  die  zwischen  den  Null- 
werten der  Thetafunktionen  bestehenden  Relationen  siehe  für  die  niedrigsten 
Werte  von  J  bei  Humbert,  Paris  C.  R.  126  (1898),  p.  508  und  J.  de  Math.  2^ 
(1906),  p   329. 

894)  Acc.  Line.  Rend.  24^  (1916),  II,  p.  182. 

895)  Pal.  Rend.  41  (1916),  p.  339. 
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angegeben.  Für  die  einfach  singulären  Fanktionen  (fc  =  1)  kann, 
wenn  die  Matrix  eine  reine  ist,  sie  also  nicht  auf  elliptische  Funk- 
tionen reduzierbar  sind,  h  ==  1  oder  /i  =  3  sein;  letzteres  findet  bei 
der  durch  die  Gleichung  s  =yz^  -\-  1  definierten  Klasse  hyperellip- 
tischer Funktionen  statt,  deren  eindeutige  Transformationen  in  sich 
schon  Boha  angegeben  hat.  Ist  die  Matrix  eine  unreine,  so  ist 
/i  =  1,  2  oder  3,  je  nachdem  von  den  elliptischen  Thetafunktionen, 
in  welche  die  vorliegende  Thetafunktion  zweier  Veränderlichen  zer- 
fällt, keine,  eine  oder  beide  komplexe  Multiplikation  zulassen.  Bei 
den  zweifach  singulären  Funktionen  (Je  ==  2)  ist  stets  Ä  =  3;  dabei 
kann  die  Matrix  eine  reine  oder  unreine  sein.  In  letzterem  Falle  ent- 
hält die  Klasse  unendlich  viele  elliptische  Integrale,  von  denen  aber 
keines  eine  komplexe  Multiplikation  besitzt.  Endlich  bleibt  noch  als 
letzter  Fall,  daß  h  und  Je  ihre  Höchstwerte  Ä  =  3  und  k  =  1  haben; 
die  Klasse  der  hyperelliptischen  F'unktioneu  ist  dann  durch  die  gleich- 
falls schon  von  Boha  behandelte  Gleichung  s=]/^(^+  1)  charak- 
terisiert; sie  enthält  unendlich  viele  elliptische  Integrale  und  es  be- 
sitzt ein  jedes  von  diesen  komplexe  Multiplikation. 

127.  Heckes  Untersuchungen  über  vierfach,  periodische  Funk- 
tionen. Einen  tieferen  Einblick  in  die  Natur  der  singulären  vierfach 
periodischen  Funktionen  haben  die  Untersuchungen  HecJces^^'^)  eröjShet. 
Diese  erfordern,  daß  man  die  Perioden  nicht  von  vornherein  in  der 
Normalform  (686)  voraussetzt.    Es  seien  daher  mit 

^1»     ^*>     ^3»     ^Al 

(692) 

Vu    ^2,    ^37    ^4 

die  Perioden  einer  vierfach  periodischen  Funktion  der  beiden  V^eränder- 
lichen  w,  v  bezeichnet;  zwischen  ihnen  besteht  nach  Nr.  113  stets 
eine  ganzzahlige  bilineare  Relation  von  der  Form 

(693)  ^«aK^*-w*^.)  =  0, 

i,k 

weil  für  jedes  i  und  k  von  1  bis  4  a,,.  =  0  und  a^^  -|-  a^,  =  0  ist. 
Faßt  man  daher  sowohl  die  m,.  wie  die  v,  als  homogene  Punktkoordi- 
naten des  Raumes,  die  6  Größen 

(694)  p,,  =  (uv\,  =  u;v^  —  Uj^Vi 

also  als  die  PlücJcerschen  Linienkoordinaten  der  Verbindungslinie  dieser 
beiden  Punkte,  Perioden  gerade  genannt,  auf,  so  sagt  die  Gleichung  (693) 
aus,  daß  alle  Periodengeraden  einem  und  demselben  ganzzahligen 
linearen   Komplexe    A    angehören,    in    welchem    sie,    weU    für  jede 


396)  Gott.  N.  1914,  p.  81. 
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lineare  Verbindung 

(695)  x^u^  -f  x^Vi  =  li  +  irii 
die  Ungleichung 

(696)  2aa{U)a>^ 

ik 

besteht,  dadurch  ausgezeichnet  sind,  daß  sie  von  keiner  reellen  Ge- 
raden des  Komplexes  getroffen  werden;  sie  sind  selbst  nie  reeU, 

Gegenüber  unimodularen  Transformationen  besitzt  der  Komplex 
A  die  Invariante 

(697)  a  =  aig«34  -j-  a^^a^^  +  a^^a^^ 

(die  Determinante  der  16  Größen  a,.j  ist  a^),  wozu  noch  bei  ganz- 
zahliger unimodularer  Transformation  als  Invariante  der  größte  ge- 
meinsame Teiler  der  a,.;^  tritt.  Nennt  man  zwei  Komplexe  äquivalent, 
wenn  sie  durch  eine  ganzzahlige  Transformation  von  der  Determi- 
nante -\-  1  ineinander  übergeführt  werden  können,  so  ist  die  Über- 
einstimmung in  den  beiden  genannten  Invarianten  auch  die  hin- 
reichende Bedingung  ihrer  Äquivalenz. 

„Singulare"  Perioden  im  IIuniberhohQn  Sinne  sind  solche,  welche 
außer  der  Relation  (693)  noch  einer  zweiten  ebensolchen  bilinearen 
Relation 

(698)  ^«'a(w4*  =  0 

tii- 

genügen.  Die  Periodengeraden  gehören  also  gleichzeitig  noch  einem 
zweiten  Komplexe  B  und  damit  einer  ganzen  Schar  Ax-^  +  Bx^  von 
Komplexen  an  und  sind  folglich  Linien  einer  Linienköngruenz.  Als 
Invarianten  der  Schar  treten  hier  auf:  1.  die  binäre  quadratische  Form 

(699)  Q{^i}  ^2)  =  ^^1^  +  «^-^i^g  +  ^-"^i^j 

bei  der  a,  h  die  Invarianten  von  A,  B  und  J  die  Simultaninvariante 

(700)  J=  ai2&34-}-  0346,2  -f  «136^  -f  «42613  -f  «146^3  +  «236,4 
bezeichnet,  2.  der  „Modul"  linearer  Funktionen  von  x^ ,  x^  bestehend  aus 

(701)  Ä*(«,i^i  -\-J>ik^%), 

i,k 

WO  die  «j.j  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  durchlaufen. 

Falls  Periodengerade  in  der  Kongruenz  überhaupt  vorkommen, 
ist  die  quadratische  Form  Q(x^,  x^  indefinit,  also^^^) 

(702)  D  =  J'— 4a6>0. 

Die  Invarianten  (699)  und  (701)  sind  die  einzigen  der  Schar, 
d.  h.  zwei  Paare   ganzzahliger  Komplexe  A,  B  und   C,  D   sind   dann 

897)  Im  Humbertechen  Falle  geht  D  in  die  durch  (688)  definierte  Zahl 
J  über. 
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und  nur  dann  simultan  äquivalent,  wenn  für  sie  diese  beiden  In- 
varianten übereinstimmen. 

Für  das  folgende  wird  vorausgesetzt,  daß  D  keine  Quadratzahl 
ist,  die  Funktionen  also  nicht  auf  elliptische  reduzierbar  sind. 

Der  entscheidende  Fortschritt  HecJcee  bestand  nun  in  der  Erkennt- 
nis, daß  sich  aUe  Periodenpaare  einer  singulären  vierfach  periodischen 
Funktion  aus  zwei  passend  gewählten  Größenpaaren  x,  y  und  x',  y'  in 
einfacher  Weise  zusammensetzen  lassen.  Da  nämlich  Z)  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  besteht  die  Kongruenz  A  =  0,  B  ==  0  aus  allen  Ge- 
raden, die  zwei  feste  Geraden,  ihre  Direktrizen,  schneiden.  Jede  Gerade 
der  Kongruenz  bestimmt  auf  diesen  eindeutig  ein  Punktepaar  und  um- 
gekehrt, kann  mithin  durch  zwei  Paare  homogener  Parameter  fest- 
gelegt werden.  Betrachtet  man  nun  alle  vierfach  periodischen  Funk- 
tionen, unter  deren  primitiven  Periodenpaaren  solche  vorkommen,  die 
einer  gegebenen  ganzzahligen  Kongruenz  A  =  0,  B  =  0  angehören, 
und  setzt  voraus  (was  durch  eine  lineare  Substitution  der  Argumente 
immer  erreicht  werden  kann),  daß  die  Punktepaare  (692)  auf  den 
Direktrizen  der  Kongruenz  liegen,  so  ergeben  sich  zu  jeder  solchen 
Funktion  zwei  Größenpaare  x,  y  und  x',  y  derart,  daß  alle  ihre  Pe- 
riodenpaare und  nur  diese  in  der  Form 

\XX  ■\-  VII, 

(703)  ',  ,,     ,\ 

'  a  X  -f-  V  y 

enthalten  sind,  worin  ^,  v  ganze  Zahlen  des  quadratischen  Zahlkör- 
körpers k[yD)  sind,  welche  noch  gewissen  arithmetischen,  von  A,  B 
abhängigen  Bedingungen  genügen,  und  a',  v'  die  zu  ihnen  konjugierten 
Zahlen  bedeuten. 

Die  zwei  Paare  x,  y  und  x,  y  sind  das  Analogon  des  einen 
Periodenpaares  der  elliptischen  Funktionen  und  ihre  Quotienten 

1704)  r  =  |,     r'  =  |- 

erweisen  sich  als  die  für  die  Untersuchung  der  singulären  vierfach 
periodischen  Funktionen  zweckmäßigsten  Modulen.  Indem  man  zu 
ihnen  noch  passende  Argumente  «,  u  auswählt,  erhält  man  (unter 
der  Annahme  a  =  —  1)  die  zugehörige  Thetafunktion  in  der  Gestalt 

'**"  ,  ,  ,.   ..      2äj,  ,    „ 

(705)  #(«(,  H  ;  T,  t)  ==^ey^  V^  , 

f 

bei  der  (i  alle  ganzen  Zahlen  des  Körpers  Jc{YJD)  durchläuft. 

Als  Funktionen  der  Argumente  m,  u    und  der  Modulen  t,  t'  oder 

der   Perioden   x,  y;  x  y    betrachtet,    genügt  jede   zu   ihnen   gehörige 
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vierfach    periodische    Funktion    (p(u,ii',  x,y',  x',y')   auf   Grund   ihrer 
Periodizität  der  Gleichung 

(706)     (p(u-{-iix-\-vy,n'-{-  }i'x'-{-  v'y',x,y;  x',y')  =  (p{u,u;x,y]x\y) 
für  beliebige  ganze  Körperzahlen  fi,  v  und  ihre  konjugierten  ft',  v. 

Wenn  (p  nur  von  der  Gesamtheit  der  Perioden  abhängt,  nicht 
aber  von  der  Auswahl  der  sie  erzeugenden  Paare  x,  y  und  x',  y,  so  ist, 
da  die  gleiche  Gesamtheit  erhalten  wird,  wenn  man  a:,  t/;  x',y'  durch 
x^=-ciX-\- ßy,    x;==ax  +  ß'y\ 

^     ^  yi  =  y^  +  ^y,   Vi  =r^'  +  ^'i/' 

ersetzt,  worin  a,  ß,  y,  d  beliebige  ganze  Körperzahlen  mit  der  Determi- 
nante +  1,  a',  ß',  y\  ö'  die  dazu  konjugierten  bezeichnen, 
(708)  (p{u,  m';  Xi,  !/i;  Xj',  y^)  =  (p{ii,  m';  x,  y;  x,  y). 

Die  Transformationen  (707)  bilden  die  homogene  Modulgruppe 
des  Körpers  Tci^D).  Nachdem  bereits  Humbert  in  dem  von  ihm  be- 
trachteten Falle,  in  welchem  die  Relation  J.  =  0  in  der  Normal- 
form vorliegt  und  a  den  Wert  —  1  hat,  zu  dieser  Gruppe  ge- 
langt war,  wurde  die  allgemeinste  Bestimmung  derselben  von  HecJce 
und  Cotty^^^)  gegeben,  indem  diese  jene  linearen  ganzzahligen  Trans- 
formationen suchten,  welche  die  Kongruenz  ,4  =  0,  13=0  invariant 
lassen.  Die  dabei  von  Hecke  benutzten  Begriffe  der  Idealtheorie  des 
Körpers  bieten  für  diese  Untersuchungen  die  geeignetsten  Hilfsmittel. 

Um  das  Verhalten  der  Thetafunktionen  bei  den  Transformationen 
der  Gruppe  zu  untersuchen,  geht  man  zweckmäßig,  wie  'es  auch  Hum- 
hert  getan,  von  allgemeineren  Jacohischen  Funktionen  (s.  Nr.  116, 
insbes.  Anm.  340)  aus,  bei  deren  Klassifikation  neben  der  Ordnung 
und  der  Charakteristik  hier  noch  ein  drittes  Element,  der  Index,  auf- 
tritt^^°).  Mit  ihrer  Hilfe  gewinnt  man  insbesondere  einen  Überblick 
über  die  Anzahl  der  in  jedem  Falle  vorhandenen  linearunabhäugigen 
Funktionen.  Für  die  Thetafunktion  (705)  erhält  man,  falls  Ty  der 
Identität  mod.  2  kongruent  ist,  die  Gleichung 

(709)  *  (-,--^^,  ^^,  ^-±1,  ^:;:+^;) =5i/(,-r+l)W+ Äö  e'^H«,u;r,r'), 

WO 

^      ^  ^         yi)\Yt  +  S        y'r'  +  dV 

398)  Toulouse  Ann.  8,  (1911),  p.  209. 

399)  Inhaltlich  findet  sich  der  größte  Teil  dieser  Theorie  schon  bei  ffum- 
hart.  Die  Heranziehung  der  Idealtheorie  hat  sie  formal  vereinfacht  und  auch  zu 
weiteren  bei  Humbert  nicht  auftretenden  Problemen  geführt.  Einen  systema- 
tischen Aufbau  von  dieser  Seite  hat  Buchner  (Diss.  Basel  1919)  begonnen. 
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gesetzt  ist,  |  aber  eine  achte  Eiuheitswurzel  bezeichnet,  welche  ebenso 
wie  im  Falle  gewöhnlicher  Thetafunktionen  durch  G^aw^sehe  Suramen 
ausgedrückt  werden  kann.  Dabei  definiert  Heclce^^^)  die  zu  einem 
Körper  /r(V7))  gehörige  6ra?//Jsche  Summe  durch  die  Gleichung 

(711)  G(jc)=^e       \y^'}, 

(,' 

in  der  x  eine  Körperzahl  mit  dem  Idealnenner  a  ist,  S((o)  die  Spur 
C3  -{-  co'  einer  Zahl  co  bezeichnet  und  q  ein  vollständiges  Restsystem 
ganzer  Zahlen  mod.  a  in  1c{yD)  durchläuft. 

Die  Gaußschen  Summen  (711)  haben  ähnliche  Eigenschaften  wie 
■die  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  bekannten.  Zunächst 
ist  für  jede  ganze  Körperzahl  l,  welche  zu  2  a  teilerfremd  ist, 

(712)  G{X^)=={\}G{^\ 

wo  |— I  das  quadratische  Restsymbol  in  li\yD)  ist,  und  ferner  be- 
steht für  jedes  ^  =  ßf  ^^ei  dem  die  ganzen  Zahlen  a  und  ß  teiler- 
fremd sind,  die  Beziehung 

(713)  G{yt)  •  !|/xx  I  =  g  e  *  ^(-47)  ' 

woraus  sich  unter  Benutzung  von  (712)  das  quadratische  Reziprozi- 
tätsgesetz für  den  Körper  liiyD)  in  der  Gestalt 


<'!*)      {y!-{^H(-i) 


Bgn. a—\    ggn. ß  —  \      sgn.  or'  —  1     sgn.  ß'  — ,1 
_         .  _         4.         2  •  j 


«rgibt,  wenn  a,  ß,  y,  d  zueinander  und  zu  2  teilerfremde  ganze  Zahlen 
sind,  von  denen  mindestens  eine  dem  Quadrat  einer  Zahl  mod,  4  kon- 
gruent ist. 

Wenn  man  die  6raMy3schen  Summen  auf  Grund  der  Gleichungen 
(712),  (713)  auswertet,  erhält  man  auch  |  als  zahlentheoretische  Funk- 
tion von  K,  ß,  y,  d  dargestellt. 

Für  die  Multiplikation  und  die  Transformation  höherer  Ordnung 
liegen  bis  jetzt  nur  die  prinzipiellen  Ansätze  vor.  Neben  das  „ordi- 
näre" Problem  der  Multiplikation,  d.h.  die  Frage,  wie  sich  d'{nu,nu']t,r') 
durch  die  Funktionen  ^(u,ii;  T,r')  ausdrückt,  wenn  n  eine  ganze  ratio- 
nale Zahl  ist,  tritt  noch  das  „singulare"  Problem  ■0-(vm,  v'?(';  r,  t')  dar- 


400)  Gott.  N.  1919,  p.  266,  vgl.  dazu  Krazer,  „Thetaf."  p.  190;  ebenso  wie 
dort  kann  man  auch  hier  zu  den  G^awySschen  Summen  von  den  ThetanuUwerten 
durch  einen  Grenzübergang  gelangen,  wenn  man  die  Modulen  r,  r  gegen  einen 
reellen  Randpunkt  x,  v!  konvergieren  läßt. 
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zusteUen,  wenn  v  eine  ganze  Zahl  des  Körpers  Z:(]/5)  ist.  Endlich 
scheint  für  das  eingehende  Studium  dieser  Theorie  eine  dritte  Klasse 
von  Problemen  eine  Rolle  zu  spielen,  die  man  algebraisch  als  Partial- 
resolvente  jener  beiden  Probleme  bezeichnen  kann,  nämlich  die  Frage 
wie  sich  durch  ^(m,m';t,t')  diejenigen  Thetafunktionen  ausdrücken] 
deren  Periodeupaare  von  der  Form  ^i  -{-  vx,  /t'-f  v't  sind  avo  a  v 
alle  Körperzahlen  mit  einem  bestimmten  Idealnenner  durchlaufen.  Das 
zweite  und  das  dritte  Problem  sind  bei  allgemeinen  Thetafunktionen 
nicht  formulierbar;  sie  hängen  mit  den  singulären  Transformationen 
Humherts  (vgl.  Anm.  35)  zusammen. 

Der  komplexen  Multiplikation  (Nr.  125)  der  Funktion  (705)  entspricht 
in  den  Modulen  r,  t    die  Transformation  mit  rationaler  Determinante 

(715)  {^'^  ')  bzw.  M^  r\ 

die  offenbar  r,  x  ungeändert  läßt.  Im  Falle  des  Bestehens  weiterer  kom- 
plexen Multiplikationen  ergeben  sich  Bedingungen  für  die  Modulen 
T,  t',  die  zunächst  in  der  Form  einer  Gleichung 

(716)  -=-^^ 
auftreten  können,  die  mit  der  Gleichung 

(717)  -'  =  "^£ 
^        -^  y  t-\-  6 

gleichbedeutend  ist  und  bei  der  «,  ß,  y,  d  Körperzahlen  bezeichnen, 
für  welche  ad  —  ßy  total  negativ  ist.  Die  Funktionen  sind  in  diesem 
Falle  zweifach  singulär  (Ic  =  2).  Aus  ihren  Thetanullwerten  entstehen 
Funktionen  der  einen  Variable  r,  welche  bei  aUen  jenen  Transforma- 
tionen der  Modulgruppe  invariant  bleiben,  welche  die  Gleichung  (716) 
in  sich  transformieren.  Diese  Gruppe,  deren  Substitutionskoeffizienten 
sich  durch  zahlentheoretische  Eigenschaften  definieren  lassen,  ist  un- 
abhängig von  der  obigen  Entstehung  zuerst  von  FricJce^^^)  aufgestellt 
worden;  für  die  zugehörigen  automorphen  Funktionen  einer  Variable 
ergibt  sich  aus  dem  obigen  eine  Darstellung  durch  die  Nullwerte  von 
zweifach  singulären  Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen. 

Zwischen  den  Modulen  x,  x   können  aber  auch  zwei  Gleichungen 

(718)  r  =  -~+ ^       x'  =  ^-^±1 

bestehen,  wie  es  im  FaUe  einfach  singulärer  Funktionen  der  Fall  ist, 
sobald  ihr  Index   der  Multiplikabilität  li  =  3  ist.    Die  Modulen  t,  x 

401)  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  50  u.  461;  39  (1891\  p.  C2;  41  (1893),  p.  443; 
42  (1898),  p.  564. 
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sind  dann  Wurzeln  konjugierter  quadratischer  Gleichungen  im  Körper 
Ji{\^I))  und  bestimmen  je  einen  zu  /.;  relativ-quadratischen  imaginären 
Zahlkörper.  Die  Werte  der  Modulfunktionen  (s.  Nr.  128)  sind  eben- 
falls algebraische  Zahlen  und  definieren  ihrerseits  einea  algebraischen 
Zahlkörper  £.  Die  so  entstehenden  Körper  ^  sind  das  Analogon  der 
Klassenkörper  der  komplexen  Multiplikation  der  elliptischen  Modul- 
funktionen. Unter  gewissen  vereinfachenden  Voraussetzungen  über  die 
Beschaffenheit  von  /^'(]/5)  sind  diese  Körper  ^  von  HecJce^^^)  genauer 
untersucht  worden.  Dabei  stellte  sich  heraus,  daß  Ä  ein  ^fteZ scher 
Körper  ist  bezüglich  des  Körpers  der  symmetrischen  Funktionen  der 
beiden  Zahlen  t,  t'  und  eine  enge  Beziehung  zu  den  Idealklassen  dieses 
Körpers  aufweist,  wodurch  es  gelingt,  iini  durch  rein  arithmetische 
Eigenschaften  eindeutig  zu  charakterisieren. 

128.  Modulfunktionen  von  mehreren  Veränderliclien.  Wir  sind 
im  Vorigen  bereits  darauf  geführt  worden,  die  Funktionen  lediglich 
in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  Modulen  r,  t  zu  betrachten.  Indem 
man  dabei  die  Argumente  u,  u'  festhält  (gewöhnlich  werden  sie  gleich 
NuU  gesetzt),  entstehen  die  zum  Körper  k{yjj)  gehörigen  Modul- 
funktionen, d.  h.  diejenigen  Funktionen  F(t,  r')  der  beiden,  an  die 
Konvergenzbedingung  geknüpften  Veränderlichen  r,  r',  welche  bei 
allen  Substitutionen  der  Modulgruppe  oder  einer  ihrer  Untergruppe 
invariant  bleiben. 

Die  allgemeine  Theorie  dieser  Funktionen  und  zwar  sogleich  für 
beliebiges  p  ist  von  Blumenthal^^^)  entwickelt  worden,  der  insbeson- 
dere die  Gestalt  des  Fundamentalbereiches  der  Funktionen  unter- 
suchte, ihre  Existenzsätze  aufstellte  und  bewies,  daß  die  Gesamtheit 
aller  Funktionen  einer  Gruppe  (bei  geeigneter  Festsetzung  der  Sin- 
gularitäten) ein  algebraisches  Gebilde  von  p  Variablen  darstellt. 

In  einer  zweiten  Arbeit****)  hat  Blumenthal  dann   einen  sehr  all- 

402)  Math.  Ann.  71  (1912),  p.  1  u.  74  (1916),  p.  465. 

403)  Math.  Ann.  Ü6  (1903),  p.  509  u.  58  (1904),  p.  497.  Für  ^J  =  2  hatte 
bereits  Picard  diese  Modulgruppen  als  die  einfachsten  Fälle  seiner  groupes 
hyperab^liens  untersucht,  den  Zusammenhang  dieser  Gruppe  mit  der  Gruppe  der 
Transformationen  einer  gewissen  quaternären  quadratischen  Form  in  sich  aus- 
einandergesetzt und  zugehörige  Funktionen  durch  ThetanuUwerte  dargestellt 
[Acta  math.  1  (1882),  p.  297;  2  (1883),  p.  114;  5  (1884),  p.  121;  J.  de  Math.  1^ 
(1885),  p.  87;  Ann.  Kc.  Norm.  2,  (1885),  p.  357;  Bull.  sc.  math.  9  (1885),  I,  p.  202; 
S.  M.  F.  Bull.  15  (1887),  p.  148;  dazu  Paris  C.  R.  94  (1882),  p.  579  u.  837;  98 
(1884),  p.  289,  563,  665  u,  904;  99  (1884),  p.  882;  101  (1885),  p.  1127;  108  (1889), 
p.  557  u.  659j;  Bourget  hat  eine  genaue  Untersuchung  dieser  Funktionen  und  ihrer 
Gruppe  unternommen  [Paris  C.  R.  124  (1897),  p.  1428;  Toulouse  Ann.  12  (1898),  D]. 

404)  D.  M.  V.  Jahresb.  13  (1904),  p.  120. 
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gemeinen  Ansatz  von  Hubert  durchgeführt  und  gezeigt,  daß  es,  wenn 
man  für  die  \p{p  +  1)  Modulen  einer  Thetafunktion  gewisse  lineare 
Funktionen  von  p  Variablen  nimmt,  rationale  Funktionen  der  Theta- 
iiullwerte  gibt,  welche  Funktionen  der  Modulgruppe  in  jenen  p  Va- 
riablen sind.  Für  p  =  2  trifft  dies  für  die  Null  werte  der  in  Nr.  127 
betrachteten  Thetafunktionen  zu  und  Hecke^^^)  zeigte  mit  Hilfe  der 
Theorie  der  Invarianten  der  Binärform  6.  Grades,  daß  auch  die  all- 
gemeinste Modulfunktion  von  zwei  Variablen  durch  jene  singulären 
Thetanullwerte  rational  darstellbar  ist. 

Mit  Hilfe  der  allgemeinen  Sätze  von  Blumenthal  gelingt  Hecice 
dann  der  Beweis  für  die  Existenz  von  Transformationsgleichungen, 
d.  h.  algebraischen  Gleichungen  zwischen  den  Grundfunktionen  F{T,t) 

einerseits   und  einer  Funktion  F(^-^^-^,  "7^7-^')  andererseits,  wo 

« d  —  ßy  eine  beliebige  (total  positive)  Körperzahl  sein  darf.  Eigen- 
tümliche Schwierigkeiten  entstehen  hier  bei  dem  Nachweis,  daß  die 
transformierten  Funktionen  ebenfalls  Reihenentwicklungen  nach  e"^' 
und  e^'"^  zulassen;  er  läßt  sich  erst  durch  Benutzung  des  ümstandes 
führen,  daß  die  Modulfunktionen  von  zwei  Variablen  durch  Spezialie- 
sierung  aus  Funktionen  von  drei  Variablen,  nämlich  den  Thetanull- 
werten  des  Falles  ^  =  2  in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  drei  Theta- 
modulen  entstehen. 

Auch  die  Multiplikatorgleichungen  haben  bei  diesen  Modulfunk- 
tionen ihr  Analogon  als  Gleichungen  für  transformierte  Modul- 
formen. 

Für  beide  Klassen  von  Gleichungen  ist  die  Theorie  soweit  ge- 
fördert, daß  sich  tiefliegende  arithmetische  Eigenschaften  der  Koeffi- 
zienten ergeben,  insbesondere  Beziehungen  zwischen  Koeffizienten  von 
Transformationsgleichungen,  die  zu  verschiedenen  Transformationsdeter- 
minaten  gehören. 

1*2 9.  Anwendung  der  Thetafunktionen  auf  die  Zetafunktionen. 
Nachdem  schön  Riemann^^'")  die  einfach  unendliche  Thetareihe  zur  Dar- 
stellung der  ^-Funktion  verwendet  hatte,  um  insbesondere  mit  ihrer  Hilfe 
deren  Fortsetzbarkeit  zu  zeigen  und  ihre  Funktionalgleichung  abzuleiten, 
und  Kinlcelin^^^')  und  Lipschits^^"^)  das  gleiche  Verfahren  auf  allgemeinere 
Reihen  im  Körper  der  rationalen  Zahlen  ausgedehnt  hatten,  wurde  von 


406)  Berl.  Ber.  1859,  p.  671  =  Ges.  matb.  W.  1876,  p.  136;    2.  Aufl.  1892, 
146. 

406)  Progr.  Basel  1862. 

407)  J.  f.  Math.  105  (1889),  p.  127. 
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Lerch^°^)  die  Zetafunktion  eines  imaginären  quadratischen  Zahlkörpers 

(719)  Z(s)  =  y" r -. i-rr— T  - -iN, , 

U^  0 

wo  u,  V  alle  Paare  ganzer  Zahlen,  das  Paar  0,  0  ausgenommen,  durch- 
läuft, A  =  ac  —  &*>0  und  der  reelle  Teil  von  5  >  1  ist,  mit  Hilfe 
der  Thetareihe 

(720)  ^     e  y^ 

dargestellt  und  ebenfalls  deren  Funktionalgleicbung  abgeleitet. 

Epstein^^^)  hat  diese  Resultate  auf  beliebige  definite  quadratische 

Formen  ausgedehnt.     Ist 

p      p 

(721)  9pW=2'2'^,-^.^v 

eine  quadratische  Form  von  p  Veränderlichen,  deren  reeller  Teil  eine 
positive  definite  Form  und  deren  Determinante  von  NuU  verschieden 
ist,  so  definiert  Epstein  die  Zetafunktion  p*"  Ordnung  mit  der  Cha- 

und  den  Modulen  c^^,,  durch  die  Gleichung 


rakteristik   |  ^ 
fi 


_"V  l__'i 


wo  der  reelle  Teil  von  s  größer  als  p  ist  und  nicht  alle  g  oder  nicht 
alle  h  gleichzeitig  ganze  Zahlen  sind.  Indem  er  sie  durch  die  p-fach 
unendliche  Thetareihe 

—  00,  •••+00 

(723)  » 


««j, . . .  mp 

darstellt  in  der  Form 


(724)  ;r-  '^  r{{)  z\  { \{s\  =f^  "  V  |  f  |  {0,z\dB, 

0 

erhält  er  eine  Definition  der  allgemeinen  Zetafunktion  bei  unbeschränkt 
veränderlichem  s  und  zugleich  für  sie  die  Funktionalgleichung 

in  der  ^  die  zu  cp  reziproke  Form  bezeichnet  und  welche  auch  noch 


408)  Rozpravy  Akad.  2  (1893)  u.  4  (1896). 

409)  Math.  Ann.  56  (1903),  p.  615. 
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gilt,  wenn  die  obengenannte  Beschränkung  für  die  g,  h  aufgehoben 
wird.  Epstein  beweist  mit  Hilfe  dieser  Relation  insbesondere  für  bi- 
näre quadratische  Formen  die  ÄVowec/ierschen  Grenzfornieln.^^") 

Für  die  Dedehindsche  Zetafunktion  eines  beliebigen  Zahlkörpers 
wurde  die  Fortsetzbarkeit  und  die  Funktionalgleichung  von  Ilecke^^^) 
entdeckt,  nachdem  sie  vorher  nur  für  die  Kreiskörper  und  die  rein 
kubischen  Zablkörper  bekannt  war.*^^)  In  einer  späteren  Arbeit  be- 
handelt HecJie^^^)  die  Birichletschen  i-Funktionen  für  Zahlkörper. 

Für  einen  Zahlkörper  k  vom  Grade  n,  dessen  Klassenzahl  gleich 
1  ist,  gestalten  sich  diese  Beziehungen  wie  folgt. 

Es  sei  U'^\  .  .  .  /o^'i)  das  System  der  reellen  unter  den  zu  h  kon- 
jugierten Körpern,  U''i  +  ^\  .  . .  A;('-i  +  2'-i)^  ,-^  _|_  2r2  =  n,  das  der  imagi- 
nären und  dabei  die  Bezeichnung  so  gewählt,  daß  für  ^  =  r^  -|-  1,  .  .  . 
*i  ~f"  *'2  ^^^^  ^^^  /»;(?  + '■■^)  konjugiert  imaginär  sind.  In  der  gleichen 
Weise  sollen  auch  die  konjugierten  Zahlen  bezeichnet  werden.  Ist 
dann  d  die  Differente  des  Körpers,  deren  Norm  der  Körperdiskrimi- 
nante  d  gleich  ist,  und  sind  t^  (q  =  1,2  .  .  .n)  reelle  positive  Varia- 
blen, für  welche  ^^4.,.^==  t^  für  q  =  i\  -\-  1,  .  .  .  r^  -}-  r^  ist,  so  be- 
trachte man  die  w-fach  unendliche  Reihe 


(726)  ^(0=^c  ''^' 


in  welcher  /u,  sämtliche  ganzen  Zahlen  des  Körpers  Jv  durchläuft.  Sie 
kann  als  eine  Thetareihe,  in  welcher  die  Argumente  gleich  Null  gesetzt 
sind,  aufgefaßt  werden  und  es  gilt  für  sie  die  Transformationsformel 

(727)  ^(0  =  -.-^i=--^(-i-)- 

Für  den  reellen  quadratischen  Körper  stimmt  diese  Thetareihe  mit 
der  früher  eingeführten  singulären  Funktion  (705)  überein. 

Eine  ähnliche  Reihe  erhält  man,  wenn  man  zuerst  die  Thetareihe 
gliedweise  nach  den  Argumenten  differenziert  und  diese  nachher  gleich 
NuU  setzt.  Bedeuten  a^, .  .  .  a^.  0  oder  1 ,  femer  ffy  ^ , , .  .  .  a„  irgend- 
welche nicht  negative  ganze  rationale  Zahlen,  bei  denen  aber  von 
den  beiden  Zahlen  a„  und  a„_^^  immer  nur  eine  von  Null  verschieden 
ist,  so  setze  man  ,  ,.,, 

(728)  &(t,  a)  ==2 üil^^^^Y'^'  e""^  "'^  , 

410)  Weber-Festschr.  1912,  p.  57. 

411)  Gott.  N.  1917,  p.  77. 

412)  Bedekind,  J,  f.  Math.  121  (1900),  p.  40;  Landau,  Schwarz-Festschr. 
1914,  p.  244. 

413)  Gott.  N.  1917,  p.  299;  s.  auch  Landau,  Math.  Z.  2  (1918),  p.  52. 
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wo  Q  überall  die  Zahlen  1,  2, ...  w  durchläuft;  dann  ist  wieder 

C729)        *aa)  =  (-  i)  ^^"'IJQ"'-  ■j^.ViHj'  «■)' 

wobei  a[j  =  a^  für  (>  =  1,  2, .  .  .  r^,  dagegen  a'^+r^  =  a^  und  a[,  =  a^  +  ^^ 
für  Q  =  t\  -\-  1, .  .  .  r^  -}-  r^  ist. 

Mit  Hilfe  der  Thetareihe  (726)  läßt  sich  die  zu  7i;  gehörige  Zeta- 
funktion  folgendermaßen  darstellen.  Es  sei  r  =  r^  -{-  r^  —  1  und 
r]i,  .  .  .  ijr  ^i^  System  von  Grundeinheiten,  durch  welche  also  jede  Ein- 
heit s  in  der  Form 

(730)  £  =  i  »?',"^^2'* .  •  .  rjr'' 

ausgedrückt  werden  kann,  wo  |  eine  Einheitswurzel  und  m^,  m^, . .  .m^ 
ganze  rationale  Zahlen  sind.    Die  Zetafunktion  ist  durch  die  Gleichung 

(731)  5,W=2'n^^l. 

definiert,  in  der  ^  alle  von  NuU  verschiedenen  ganzen,  nicht  asso- 
ziierten, d.  h.  nicht  nur  um  einen  Faktor  £  verschiedenen  Zahlen  von 
Je  durchläuft.  Der  Summand  der  auf  der  rechten  Seite  stehenden 
Summe  läßt  sich  nun  zunächst  durch  ein  (r  -f-  l)-faches  Integral  dar- 
stellen in  der  Form 


r+l 


f-      /*...r"'^^W./T(j^-...!'i_ 


^'^'^  ^'^^^r.J-F^'^-Un 


wo  zur  Abkürzung 

(733)  2-''-n~'''\yd\=A 

gesetzt  ist  und  wo  man  nun  das  Integral  statt  über  aUe  positiven  t 
auch  nur  über  jenen  Teilraum  der  t  erstrecken  kann,  der  keine  zwei 
durch  Gleichungen  von  der  Form 

(734)  V  =  I^^'^I'^^' 

miteinander  verknüpften  Punkte  t,  t'  enthält,  wenn  man  nur  gleich- 
zeitig über  alle  zu  ^  assoziierten  Zahlen  syi  summiert.  Führt  man 
dann  noch  an  Stelle  der  t  neue  Variablen  m,  iTj,  .  .  .  a?,.  ein  vermöge 
der  Gleichungen  r 

(735)  t  =ue    x=i  , 
so  erhält  man  schließlich 


(736)    Ä'r[^yr(s)H,{s)  =  cJ'duJdx,...Jdx^u^    \»{{)-l),^ 


1  _1 

2  8 


WO  C  eine  Konstante  des  Körpers  ist. 

Enoyklop.  d.  math.  Wiiseusch.    II  3.  56 
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Aus  dieser  Darstellung  der  ^-Funktion  ergibt  sich  nun  für  jeden 
Körper  k  wie  bei  Eiemann  vermöge  der  Transformationsformel  (727) 
die  Fortsetzbarkeit  von  ^^(s)  und  ihre  Funktionalgleichung 

(737)  1(5)  =  1(1 -s), 

wenn 

(738)  Ä'r({yris)H,(s)  =  m 

gesetzt  wird. 

M;in  kann  aus  d-{t)  durch  eine  ähnliche  Integralformel  noch  an- 
dere Funktionen  von  s  ableiten,  die  als  verallgemeinerte  Zefcafunktionen 
zu  bezeiclmen  und  gleichfalls  für  die  Theorie  von  Je  von  Bedeutung  sind. 


Zu  dem  Ende  bezeichne  man  die  zu 

r         i_  1 

n  n 


(739) 


log\yf^^     log  1 1^(2)  i 


L  log|^(i)i     log|,?(2)| 
reziproke  Matrix  mit 


(740) 


logj^('-  +  i)j 

ioghr^)| 


4'-)   1 


eW 


6;-  +  1      J 


L    Cr  +  l       C/+1 

und  bilde,  indem  man  unter  mi,  .  .  .  m^  beliebige  ganze  rationale  Zahlen 
versteht,  für  eine  Körperzahl  (i  die  Funktion 

(741)  ^{^=11^        ,0  =  1  , 

x  =  1 

dann  ist  für  jede  Einheit  s 

(742)  X{€a)  =  X(a) 
und  ferner  für  jedes  Zahlenpaar  a,  ß 

(743)  X{aß)  =  X(a)X{ß). 
Für  die  allgemeinere  Zetafunktion 

(744,  E.^M)=2'lW 

erhält  man  dann  der  Gleichung  (736)  entsprechend  die  Darstellung 

(J45)     |(s,  X)  =  A'  r(s,  X)  ^,(s,  X) 

~  3  ■*"  2 

=  Cj  du  I  dx^...  I  (IxyU^  ~\  ^   '""[^'""''{^{t)  —  1), 

0  _  l  _  1 

ü  2 
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worin  r+i  r 

(746)  r{s,  X)  =  /  /  r(f  ~  ^ i 2^A'') 

Q=l  X=l 

ist  und  aus  der  wieder  die  Funktionalgleichung 
(747)  ^{s,X)  =  ^(l-s,l-') 

folgt. 

Führt  man   die  Integration  nach  u  aus,   so  folgt  eine  einfache 
Beziehung  zwischen  |(s,  A)  und  den  Funktionen  (722)  von  Epstein. 

Man  lasse  endlich  in  (744)  an  Stelle  von  X(ft)   die  allgemeinste 
den  Bedingungen  (742),  (743)  genügende  Funktion 


x  =  l  g  =  r  +  l 


(748)  m=W"'""'''n{i 
treten,  bei  der 

r+l 

(749)  c,(ft)=^<'log|ft(?)i 

and 

0        ,     wenn  q  =  1,2, .  . .  r^, 

(750)  *W  =  arc.#  =  _^,^,,,^    wenn  j  =  r,  +  1,  ■  ■  •  r,  +  r. 

ist,  die  m^  beliebige  ganze  rationale  Zahlen,  die  a^  aber  denselben 
Bedingungen  unterworfen  sind  wie  bei  der  Thetafunktion  (728)  und 
gegebenfalls  noch  einer  aus  (742;  folgenden  Kongruenz.  Die  dann  ent- 
stehende Zetafunktion  (744)  ist  mit  der  Funktion  d-[t,  a)  verknüpft 
durch  die  Gleichung 

(751)  |(s,  X)  ==^  y{X) Ä'r{s,  X)  ^s,  X) 


1  .  1 


==X{\VS'1)-C-Ilie^7ty'jdujdx,..jdx,u         '         e'         ^{t,a), 
c=i     '  0       _i  _i 

2  2 

WO  zur  Abkürzung 

n 

(752)  2%im,  -^a^(log  \ri^f\  +  i%-f)  =  M, 

x  =  l        ^  »-=1        ' 


e=i 
gesetzt  ist  und  weiter 


r +1 

(753)  y(A)=]7ll/er^)i 

(1=1 
und 

(754)  r(.,x)=J7rL'|(.+«-4^^)-^e<«.(«-»..- i^"«'*;.'')] 

p-1         •-        ^  ^         x=l  v  =  l 

ist,  und  es  gilt  für  sie  gleichfalls  die  Funktionalgleichung  (747). 

56* 
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Weitere  aritlimetiscbe  Verfeinerungen,  welche  man  erhält,  indem 
man  die  Zahlen  und  Ideale  des  Körpers  nach  einem  beliebigen  Modul 
in  Klassen  einteilt  und  die  entsprechenden  Gruppencharaktere  ein- 
führt, lassen  sich  leicht  anbringen  und  führen  zu  ähnlichen  Formeln.*^*) 

Für  reelle  quadratische  Körper  nehmen  die  Funktionen  A(ft)  und 
jr(s,  X)  folgende  einfache  Gestalt  an: 

rnrti    .      I  «  I 


(755)  A(i.)  =  e^°«'"'     '''', 

(756)         rfe  A)  =  r  (-^-  +  ^i;;^)  r  (^  -  ^^^^^  ■ 

Dagegen  ist  für  imaginäre  quadratische  Körper 

(757)  .w  =  (A)  =  (^,)-; 

(758)  r(s,i)  =  r(s  +  |). 

Die  so  für  den  Körper  Ä;(]/ —  l)  resultierenden  Reihen  sind  in  an- 
derem Zusammenhange  bereits  von  Hcrglote^^^)  aufgestellt  und  darauf- 
hin von  Epstein'^^^)  auf  die  anderen  imaginär- quadratischen  Körper 
übertragen  worden. 

Vermöge  der  Produktentwicklung 

(759)  ^k{s^^)-Tli-irü^Vü^^.^ 

7t 

die  über  die  verschiedenen  nicht  assoziierten  Primzahlen  %  zu  er- 
strecken ist,  stehen  diese  allgemeinen  i;-Funktionen  mit  der  Vertei- 
lung der  Primzahlen  in  Zusammenhang  und  liefern  z.  B.  Sätze  über 
die  Gitterpunkte  in  beliebigen  Winkelräumen,  wofür  eine  quadratische 
Form  x^ -\- y^  oder  x^ — 2y^  eine  Primzahl  ist. 

130.  Hyperelliptische  Flächen.**'^)  Die  JSTMmmersche  (ebenso  wie 
die  Weddlesohe)  Fläche  ist  ein  spezieller  Fall  jener  algebraischen 
Flächen  F  {x,  y,  g)  =  0,  welche  eine  Parameterdarstellung  von  der 
Form  zulassen,  daß  x,  y,  z  einwertige,  vierfach  periodische  Funktionen 
zweier  Parameter  m,  v  sind.  Diese  Flächen  hat  zuerst  Picard*^^^)  be- 
trachtet und  sodann  Humbert^^^)  eingehend  untersucht,  der  ihnen  auch 
den  obigen  Namen  gegeben  hat. 


414)  Math.  Z.  1  (1918),  p.  357  u.  6  (1920),  p.  11. 

415)  Math.  Ann.  61   (1905),  p.  551. 

416)  Math.  Ann.  63  (1907),  p.  205. 

417)  nie  6b,  Nr.  40. 

418)  J.  de   Math.    1^   (1886),  p.  312;   5^   (1889),  p.  223;    vgl.  Pal.  Rend.  9 
1895),  p.  244. 

419)  J.  de  Math.  9^  (1893),  p.  29  u.  361. 
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Bringt  man  die  Perioden  auf  die  Normalform 

(760)  „i 

SO  heißt  ö^  der  Divisor  der  Fläche;  entsprechen  ferner  einem  Punkte 
der  Fläche  r  verschiedene  Wertepaare  u,  v  (im  Periodenparallelotop), 
so  heißt  r  der  Rang  der  Fläche.  Die  KummerBche  Fläche  ist  also  eine 
hyperelliptische  Fläche  von  Divisor  1  und  dem  Range  2,  da  bei  ihr 
u,  V  und  —  u,  —  V  den  nämlichen  Punkt  liefern. 

Die  homogenen  Punktkoordinaten  x^  (i  =  1,  2,  3,  4)  einer  hyper^ 
elliptischen  Fläche  lassen  sich  in  der  Form 

(761)  x,  =  @,{u,v)  (i=l,2,3,4) 

darstellen,  wo  (9^  Thetafunktionen  von  der  nämlichen  Ordnung  und 
der  nämlichen  Charakteristik  sind.  Verschwinden  die  4  Funktionen  0^ 
für  ein  Wertepaar  u,  v  alle  4  gleichzeitig *^°),  so  entspricht  diesem 
eine  ausgezeichnete  Kurve  auf  der  Fläche  und  zwar  eine  Kurve  m*" 
Ordnung,  wenn  außer  den  x^  auch  alle  ihre  partiellen  Derivierten  nach 
nach  u  und  v  der  V^^,  2^^^, .  .  .  m  —  1'®**,  aber  nicht  der  m^^  Ordnung 
verschwinden.*^^)  Jede  algebraische  Kurve  auf  der  Fläche  wird  durch 
Nullsetzen  einer  mit  denselben  Modulen  gebildeten  Thetafunktion 
irgendwelcher  Ordnung  erlialten  und  umgekehrt. 

Eine  hyperelliptische  Fläche  vom  Divisor  1  und  dem  Range  1 
nennt  man  eine  Jaco6«sche  Fläche  2^,  eine  solche  vom  Divisor  8  und 
dem  Range  1  eine  P/car<?sche  F^  *^')  Schon  Picard^^'^)  hat  angegeben, 
daß  eine  Jaco&^sche  Fläche  von  niedrigerem  als  dem  6.  Grade  jeden- 
falls nicht  existieren  könne,  und  Humbert^^^)  hat  eine  solche  Fläche 
niedrigsten  Grades  in  der  Form 

(762)  x,:x^:x,:x^  =  &,^^ &\  :  &,,,d-\  :  ^,,,&,' :  »,&,», 

gefunden,  wo  d-^,  •O-g,  ■O'g  irgend  3  der  6  ungeraden  Thetafunktionen 
sind,  ^123  aber  jene  gerade  Thetafunktion  bezeichnet,  deren  Charak- 
teristik die  Summe  derer  von  O-j,  d'^  und  ■9^3  ist.  Da  O-^,  d-^,  d-^, 
^123  ein  Bosenhainsches  System  bilden,  so  erhält  man  die  Gleichung 

420)  Picard,  Ann.  ^c.  Norm.  I83  (1901),  p.  409. 

421)  Daß  diese  ausgezeichneten  Kurven  nicht  der  Fläche  selbst  eigentümlich 
sind,  sondern  von  der  gewählten  Darstellung  abhängen,  hat  sich  bei  der  Weddle- 
schen  Fläche,  (Nr.  (>9)  deutlich  gezeigt. 

422)  Enriques  und  Severi,  Acc.  Line.  Rend.  16^  (1907)  I,  p.  443,  11-  (1908) 
I,  p.  4;  Acta  math.  32  (ly09),  p   283  und  33  (1910),  p.  321. 

423)  J.  de  Math.  1^  (1886),  p.  336. 

424)  J.  de  Math.  9^  (1893),  p.  436, 
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der  Fläche  unmittelbar  aus  der  zwischen  den  Quadraten  dieser  Funk- 
tionen bestehenden  Gleichung  4.  Grades.*^^) 

Bezüglich  der  hyperelliptischen  Flächen  zweiten  Ranges  hat 
Humhert  gezeigt,  daß  alle  derartigen  Flächen  vom  Divisor  1  Punkt 
für  Punkt  auf  eine  Kummer&c\iQ  Fläche  bezogen  werden  können,  die 
zu  einem  beliebigen  Divisor  ^  >  1  gehörigen  Flächen  2.  Ranges  aber 
ihre  Analogie  mit  der  KummerBchen  Fläche  zeigen,  wenn  man  sie  in 
einen  Raum  von  2d  -|-  1  Dimensionen  projiziert;  in  diesem  erweisen 
sie  sich  als  Flächen  von  der  Ordnung  4(5  mit  16  konischen  Doppel- 
punkten und  16  längs  einer  rationalen  Normalkurve  2(J*"  Ordnung 
berührenden  Tangentialebenen,  welche  die  gleiche  Konfiguration  auf- 
weisen wie  die  16  Knotenpunkte  und  16  singulären  Ebenen  einer 
Kummemchen  Fläche. 

Bei  den  Darstellungen  der  Koordinaten  x^  der  zu  einem  Werte 
^  >  1  gehörigen  Fläche  in  der  Form  (761)  wird  man  bemerken,  daß 
die  Ordnung  der  benutzten  Thetafunktionen  stets  ein  Vielfaches  von  d, 
^also  =  nö  sein  muß  (vgl.  p.  833).  Die  zahlreichen  von  Traynard"^), 
Remy^^'')  und  Chillemi^^^)  durchgeführten  Beispiele  entsprechen  den 
Werten  n=  1  und  n=2,  auch  sind  die  vier  Funktionen  0,.  stets  entweder 
alle  4  gleichzeitig  gerade  oder  gleichzeitig  ungerade  Funktionen,  die 
Flächen  also  vom  Range  2,  d.  h.  verallgemeinerte  Kummersche  Flächen. 

Bezieht  man  eine  Picardsche  Fläche  F^  auf  das  mit  den  näm- 
lichen Modulen  a,  aber  dem  Werte  ^  =  1  gebildete  Periodenschema 
(760),  so  ist  sie  nunmehr  vom  Range  d.  Die  so  defii^ierten  hyper- 
elliptischen Flächen  sind  für  ^  >  2  die  einzigen  bei  beliebigen  Mo- 
dulen a  existierenden.  Außer  ihnen  gibt  es  andere  nur  noch  für  spe- 
zielle Modulwerte;  bei  ihnen  sind  die  zu  einem  Punkte  gehörigen  r 
Wertepaare  u,  v  durch  Gleichungen  von  der  Form**^) 

(763)  "••  =  ^^^^  +  ^''^'  {i  ==  2,  3, . . .  r) 

«^<  =  CjMi  +  d^v^ 

426)  Krazer,  „p  =  2",  p.  44;  Beichardt,  Nova  Acta  Leop.  60  (1887),  p.  429; 
Weher,  J.  f.  Math.  84  (1878),  p.  341;  vgl.  Anm.  168. 

426)  Paris  C.  R.  138  (1904),  p  339;  139  (1904),  p.  718;  140  (1906),  p.  218 
u.  931;  143  (1906),  p.  637;  Thfese,  Paris  1907;  Ann.  Ec.  Norm.  24,  (1907),  p.  77; 
Paris  C.  R.  146  (1908),  p.  621;  S.  M.  F   Bull.  38  (1910),  p.  280. 

427)  Paria  C.  R.  142  (1906),  p.  386  u.  768;  143  (1906),  p.  767;  S.  M.  F.  Bull. 
85  (1907),  p.  63. 

428)  Paris  C.  R.  148  (1909),  p.  1091;  Pal.  Rend.  29  (1910),  p.  164. 

429)  Enriques  und  Severi,  Acc.  Line.  Rend.  lOg  (1907)  I,  p.  443;  Bagnera 
und  de  Franchis,  Paris  C.  R.  145  (1907),  p.  747;  Acc.  Line.  Rend.  16j  (1907)  I, 
p.  492  u.  696;  Soc.  Ital.  Mem.  15,  (1908),  p.  2öl;  Atti  IV  Congr.  internaz.  Rom 
1909,  p,  249;  Coniessati,  Soc.  Ital.  Mem.  21,  (1919),  p.  45. 


Nachwort.  873 

verknüpft,  die  eine  Gruppe  von  der  Ordnung  r  bilden.  Es  sind  dem- 
nach Fläclieii  mit  birationalen  Transformationen  in  sich.  Für  die  zu- 
gehörigen Funktionen  ist  folglich  der  Index  der  Multiplikabilität 
/^  >  1  und  daher  auch  Ä;  >  1,  d.  h.  die  Funktionen  sind  singulare  von 
■der  in  Nr.  126  und  127  betrachteten  Art. 


Nachwort. 


Vor  mehr  als  20  Jahren  Latten  die  beiden  Verfasser  von  der  Redaktion 
den  Auftrag  übernommen,  die  Theorie  der  22)-fach  periodischen  Funktionen  von 
p  Veränderlichen  und  der  allgemeinen  Thetafunktionen  für  die  Encjklopädie 
darzustellen.  Sie  haben  damals  die  übernommene  Arbeit  in  Jahresfrist  voll- 
endet und  ein  Manuskript  eingeliefert,  das  sich  inhaltlich  mit  den  jetzigen 
Nr.  9—45  und  112 — 118  (mit  Ausnahme  der  erst  neulich  eingefügten  Nr.  114) 
deckt.  Der  Druck  konnte  aber  damals  nicht  geschehen,  da  der  Artikel  über 
^beische  Funktionen  noch  fehlte.  Nachdem  mehrere  Versuche  der  Redaktion, 
diesen  zu  erhalten,  keinen  Erfolg  gehabt  hatten,  übernahmen  die  Verfasser  vor 
etwa  12  Jahren  auch  ihn  und  einigten  sich  in  den  nun  folgenden  Jahren  in 
schriftlichem  und  mündlichem  Verkehr  über  den  Umfang  und  die  Anordnung 
des  Stoffes.  Als  der  Krieg  ausbrach,  war  das  Manuskript  bis  Nr.  46  hergestellt, 
aus  begreiflichen  Gründen  erwies  sich  aber  jetzt  eine  Fortsetzung  der  gemein- 
samen Arbeit  als  unmöglich  und  bei  der  Andauer  des  Krieges  mußte,  wenn  die 
Vollendung  nicht  ins  unbestimmte  verschoben  werden  sollte,  einer  von  uns  allein 
die  weitere  Arbeit  übernehmen.  So  ging  ich  im  Sommer  1916  an  die  Fort- 
setzung des  Manuskriptes,  das  ich  nach  zwei  Jahren  der  Redaktion  einreichen 
konnte.  Von  Nr.  47  an  bin  ich  also  allein  für  die  Darstellung  verantwortlich. 
Bei  den  Nr.  127 — 129  hatte  ich  mich  der  Mitarbeit  des  Herrn  Kollegen  Hecke 
zu  erfreuen. 

Die  Theorie  der  J-^^eZschen  Funktionen  ist  das  Werk  einer  größeren  Anzahl 
von  Mathematikern,  die  von  recht  verschiedenen  Gesichtspunkten  ausgingen  und 
mit  recht  verschiedenen  Hilfsmitteln  arbeiteten.  Ich  war  bestrebt,  die  einzelnen 
Teile  möglichst  in  der  Form  darzustellen,  in  der  sie  uns  von  ihren  Urhebern 
übermittelt  worden  sind.  Damit  war  natürlich  der  Verzicht  auf  die  Einheitlich- 
keit der  Darstellung  verbunden;  hätte  ich  aber  diese  erreichen  wollen,  so  hätte 
ich  mich  von  der  Aufgabe  der  Encyklopädie,  den  Leser  möglichst  leicht  über 
einen  Gegenstand  zu  orientieren  und  auf  die  Quellen  zurückzuführen,  weiter 
entfernt. 

Karlsruhe,  den  5.  Dezember  1920.  Krazer. 


(Abgeschlossen  im  Dezember  1920.) 


Register  zu  Band  II,  2.  Teil. 

Die  Stichworte  des  Registers  sind  durch  gesperrten  Druck  hervorgehoben;  die 
Wiederholung  des  Stichwortes  ist  durch  einen  Bindestrich  angedeutet.  Die  Zahlen 
beziehen  sich  auf  die  Seiten  des  Bandes,  die  größeren  auf  den  Text,  die  kleineren 
auf  die  Fußnoten.  Unter  dem  einzelnen  Stichworte  sind  die  Nachweise  nach 
steigender  Seitenzahl  angeordnet,  so  daß  gelegentlich  dem  einzelnen  Gegenstände 
mehrei'e  getrennt  stehende  Nachweise  zukommen. 


Abbildung,  konforme  (winkel treue)  — 
im  Kleinen  19,  im  Großen  52;  kon- 
forme —  einfach  zusammenhängender 
Bereiche  auf  die  Kreisfläche  55,  56; 
konforme  —  der  Kreisfläche  auf  sich 
selbst  56;  konforme  —  analytisch  be- 
grenzter Bereiche  auf  den  Kreis  59; 
konforme  —  mehrfach  zusammenhän- 
gender Bereiche  nach  Riemann  und 
Schottky  64;  —  der  Oberfläche  des 
Tetraeders  auf  die  Kugelfläche  335; 

—  der  zweiblättrigen  Riemannschen 
Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten 
auf  das  Periodenparallelogramm  254  ff. ; 
ümkehrung  dieser  —  268 ;  —  der  Ober- 
fläche des  Ellipsoids  auf  die  Ebene  334; 

—  einer  Vollkugel  auf  ein  Quadrat 
334,  Benutzung  dieser  —  in  der  Astro- 
nomie 334;  —  eines  Quadrats  oder 
Rechtecks  auf  den  Kreis  334;  — en  durch 
einzelne  Abelsche  Integrale  1.  Gattung 
616  ff.,  durch  die  Integrale  2.  u.  3.  Gat- 
tung 618. 

Abelsche  Funktionen,  allgemeiner 
Begriff  der  — n  —  611;  Riemanns 
Theorie  der  — n  —  686  ff.,  spätere  Aus- 
führungen  in   niederen    Fällen    692; 

im  Sinne  Riemanns  691;  Theorie 

der  — n  —  bei  Clebsch-Gordan  092 ff.; 
Theorie  der —n  —  beiWeierstraß  698  ff.; 
Theorie  der  — n  —  bei  Klein  733  ff.,  spe- 
ziell für  jp  =  3  801. 

Abelsche  Integrale,  Existenz  — r  — 
auf  gegebener  Riemannschen  Fläche 
62;  Allgemeines  über  —  —  127;  die 
drei  Gattungen  der  — n  —  132;  alge- 


braische Darstellung  der  Integranden 
— r  —  137,  nach  Clebsch-Gordan  138, 
nach  arithmet.  Methoden  iS8,  nach 
Weierstraß  151  ff. ,  nach  Klein  in  in- 
varianter Gestalt  154;  Umkehrung  der 
— n  —  162  (s.  auch  „Umkehrung"  und 
„Umkehrproblem") ;  Transformation 
der  — n  —  165;  Multiplikation  u.  Tei- 
lung der  — n  —   165;  Reduktion  — r 

—  auf  solche  niederen  Geschlechtes, 
insbesondere   auf  elliptische   166;   — 

—  2.  u.  3.  Gattung,  Zusammenhang 
mit  log'ö'Oi;))  690,  ausführlicher  712; 
Reduzierbarkeit  — r  —  838,  zugehö- 
riger Satz  von  Wirtinger  840;  Redu- 
zierbarkeit — r  —  auf  elliptische  840 ; 
Reduzierbarkeit  — r  —  heip  =  2  841. 

AbelscheReduktionstheoreme  164. 

Abelsche  Relationen  207,  3i5. 

Abelsches  Theorem,  ursprüngliche 
Gestalt  159,  für  die  drei  Gattungen  der 
Integrale  160;  Differentialgleichungen 
des  — n  —8  161;  ümkehrung  des  — n 
—8  162;  Anwendung  des  — n  — s  auf 
die  Theorie  der  Kurven  162,  164,  son- 
stige Anwendungen  163,  164;  Erwei- 
terungen des  — n  — s  164;  —  —  als 
Grundlage  bei  Untersuchung  der  Kur- 
ven 3.  u.  4.  Grades  330. 

Abelsche  Transzendente  612,  im 
Sinne  von  Clebsch-Gordan  693;  Ad- 
jungierte 695; 2.  u.  3.  Gat- 
tung 707,  ihre  Darstellung  durch 
Thetafunktionen  709. 

Ableitung  einer  Funktion  f{z)  11. 

Achte  Einheitswurzel  bei  linearer 
Transformation    der   Thetafunktionen 


Additionßtheoreme  —  Analytisch 
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239,  bei  linearer  Transformation  von 
i/k,  yii  239,  bei  linearer  Transfor- 
mation der  Heckeschen  Thetafunk- 
tionen  861. 
Additionstheoreme,  —  der  ellipt. 
Integrale,  erster  Keim  u.  spätere  Ent- 
wicklung bei  Fagnano  182;  Entdek- 
kung  der  —  von  Euler  183;  —  der 
ellipt.  Integrale  als  Lösungen  von  Dif- 
ferentialgleichungen bei  Euler  183,  bei 
Lagrange  186,  bei  Eisenstein  244;  — der 
ellipt.  Integrale  2.  u.  3.  Gattung  bei 
Euler  185 ;  Gestalt  der  —  bei  Legendre 
190,  bei  Abel  11)8;  —  der  elliptischen 
Thetafunktionen  220;  —  als  Ausgangs- 
punkt bei  Weierstraß  294;  allgemeine 
Behandlung  der  —  der  ellipt.  Funk- 
tionen 2it6;  Existenz  eines  — s  für  die 
ellipt.  Funktionen  charakteristisch  296 ; 

—  für  j3(m)  u.  J(«)  297;  invariante  Ge- 
stalt der  —  nach  Klein  297;  sonstige 
algebraische  Gestalten  der  —  der  ellipt. 
Funktionen  298,  208,  300;  —  für  mehr- 
gliedrige  Argumentsummen  299;  — 
der  (?-Funktion  u.  der  Thetafunktionen 
300  flf.;  die  256  —  der  Thetafunktionen 
301,  301;  —  der  Integrale  2.  u.  3.  Gat- 
tung 301 ;  —  der  Thetaquotienten  bei 
beliebigem  p  671;  —  der  allgemeinen 
Thetafunktionen  bei  ^^3  674;  — 
zwischen  Thetafunktionen  verschie- 
dener Moduln  685;  —  als  Ausgangs- 
punkt bei  Weierstraß  699,  827;  —  der 
hyperelliptischen  Thetafunktionen  771 ; 

—  der  allgemeinen  2jp-fach  periodi- 
schen Funktionen  827. 

Adjungierte  Differentialgleichungen 
515;  —  Kurven  zu  einer  Grundkurve 
(bei  Clebsch  u.  Gordan)  694 ;  —  Tran- 
szendente (bei  Clebsch  u.  Gordan)  695. 

Ähnlichkeitsverhältnis  der  konfor- 
men Abbildung  20. 

Aquianharmonischer  Fall  der  ellip- 
tischen Funktionen  bei  Eisenstein  243  ; 

—  Fall  der  elliptischen  Gebilde  289. 
Äquivalent,  —e  Punktsysteme  auf  einer 

Riemannschen  Fläche  (eiuem  alge- 
braischen Gebilde,  einer  Kurve)  142; 
— e  Punkte  (Figuren)  in  der  Ebene  des 
elliptischen  Integrals  1.  Gattung  263; 
— e  Punkte  (Figuren)  bezüglich  der 
Gruppe  aller  Substitutionen  u'  =  u-\- 
Wj(Bi  ■\- m^a^  263,  bezüglich  der  Mo- 
dulgruppe 266,  bezüglich  einer  Gruppe 
von  Substitutionen  einer  Variablen  360; 


— e  (nichtlineare)  Periodentransforma- 
tionen 635. 
Akzessorische    Parameter    in    Dif- 
ferentialgleichungen der  polymorphen 
Funktionen  435  ff.,  466;  —        in  einer 
linearen     Differentialgleichung     497; 
Festlegung  der  — n  —  durch  den  Fun- 
damentalbereich 533,  speziell  bei  Kreis- 
bogenvierecken 534. 
AI-Funktionen  von  Weierstraß  626. 
Algebraisch,— e  Gebilde  33;  —e  Funk- 
tionen 34;  Erklärung  und  ältere  Ge- 
schichte der  — en  Funktionen  117;  —es 
Gebilde    nach    Weierstraß    119;    Rie- 
manns    Theorie   der  — en  Funktionen 
120  ff. ;  Funktionen  an  einem  — en  Ge- 
bilile  124;  Weierstraß'  Theorie  der  — en 
Funktionen  139  ff.;  — e  Integrale,  ihre 
Darstellung  durch  die  Integrale  3.  Gat- 
;      tung  nach  Weierstraß   151  ff. ;    durch 
i      — e  Funktionen  und  Logarithmen  aus- 
I      führbare  — e  Integrale  152;  — e  Funk- 
I      tionen    mehrerer    Variablen    173;    — e 
1      Grundlagen    der    Theorie    der    ellipt. 
!      Funktionen  251  ff.,   257;    -e   Gebilde 
I      des  Geschlechtes  1  und  elliptische  Ge- 
I      bilde,    Gegenüberstellung    286 ff. ;   — e 
I      multiplikative  Formen   auf  Riemann- 
i      sehen  Flächen  400;  — e  Probleme  bei 
regulär     verzweigten     Riemannschen 
1      Flächen  429;  —  integrierbare  lineare 
j      Differentialgleichungen  524,  einfachste 
I      Fälle  525,  bei  Differentialgleichungen 
3.  Ordnung  526,  bei  solchen  des  Fuchs- 
schen  Typus  527 ;  —  integrierbare  Dif- 
ferentialgleichungen 2.  Ordnung  528  ff. ; 
— e  Lösungen  der  hypergeometrischen 
I      Differentialgleichungen   646;    — e  Ge- 
j      bilde,   durch  Thetafunktionen   darge- 
I      stellt  670  ff.;  —e  Funktionen  einer  Rie- 
mannschen Fläche  690,   ihre  Darstel- 
lung durch  Thetafunktionen  714. 
Algebroider  Charakter  der  Lösungen 

von  Differentialgleichunger  566  ff. 
Allgemeine  Teilungsgleichung  der 
elliptischen  Funktionen  bei  Abel  199, 

307; der  elliptischen  Funktionen 

als  Abelüche  Gleichung  308;  Lösungs- 
prozeß  der der  elliptischen  Funk- 
tionen 309  ff. ;  —  —  der  Abelschen 
Funktionen  816. 
Analytisch,  —er  Charakter  einer  al- 
gebraischen Funktion  11;  —es  Ver- 
halten in  einem  Punkte  12;  —es  Ver- 
halten „im  Kleinen"  und  „im  Großen"^ 
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12;  -e  Funktion  12,  35 ff.;  -e  Fort- 
setzung 35;  Prinzip  der  — en  Fort- 
setzung nach  Klein  38;  — e  Gebilde  40; 
notwendige  und  hinreichende  Bedin- 
gungen für  eine  — e  Funktion  42;  Deu- 
tung —er  Funktionen  durch  Kurven 
43;  Erklärung  —er  Funktionen  durch 
bestimmte  Integrale  50;  reelle  — e 
Funktion  (Begriffserklärung)  57;  — e 
Kurve  (Begriffserklärung)  58;  — e  Funk- 
tion von  n  unabhängigen  Variablen 
98;  — e  Fortsetzung  bei  Funktionen 
mehrerer  Variablen  108;  —es  Funk- 
tionssystem 110;  —es  Gebilde  «**"■ 
Stufe  bei  («-fr)  Variablen  110;  — e 
Funktion  F^z^  ,s^,...,z^)  mit  nur 
außerwesentlich  singulären  Punkten 
1 1 1 ;  —  e  Form  mehrerer  Argumente  112; 
— e  Darstellung  von  Modulfunktionen 
und  Modultormen  416  ff. ;  — e  Dai  Stel- 
lung von  g^  und  g^  416;  — e  Darstel- 
lungen der  Klein  sehen  Funktionen 
<*;//»  Xa,  Zc,  ...  41 8 ff.;  —e  Darstel- 
lungen für  polyinorphe  Formen  438  ff. ; 
^e  Integrale  bei  linearen  Differential- 
gleichungen an  singulären  Stellen  (An- 
zahl solcher  Integrale)  483. 

Anormale  Reihen  bei  linearen  Dif- 
ferentialgleichungen 488. 

Arithmetisch,  — e  Behandlung  der  al- 
gebraischen Funktionen  (bei  Dedekind 
und  Weber)  125,  126;  — e  Repräsen- 
tanten für  Transformation  «*  "  Grades 
der  elliptischen  Funktionen  320;  — e 
Erklärung  von  Gruppen  linearer  Sub- 
stitutionen einer  Variablen  (Haupt- 
kreisgruppen) 385, 

Arithmetisch-geometrisches  Mit- 
tel von  Gauß  222,  224,  Geschichtliches 
darüber  222,  Zusammenhang  mit  dem 
elliptischen   Integral  1.  Gattung  223; 

Differentialgleichung  des n  — s  224 ; 

Beziehung  des n  — s  zu  den  Theta- 

nuUwerten    225; —    von    vier 

Elementen  bei  Borchardt  758. 

Artbegriff  bei  linearen  Differential- 
gleichungen mit  rationalen  Koeffizien- 
ten 511. 

Assoziierte  Differentialgleichgn. 
514. 

Asymptotisch,  — e  Formeln  für  die 
Ableitungen  der  Thetareihen  nach  m 
283;  — e  Bewegung  des  einfachen  Pen- 
dels 338;  — e  Darstellung  von  Inte- 
gralen linearer  Differentialgleich.  489. 


Ausartungen  der  elliptischen  Gebilde 

289  ff. 
Ausgezeichnete  Untergruppen  der 

Modulgruppe  und  regulär  verzweigte 

Riemannsche  Flächen  387. 
Außerwesentlich  singulare  Stelle 

einer  analytischen  Funktion  18; 

—  einer  analytischen  Funktion  von  n 

Argumenten  102; bei  linearen 

Differentialgleichungen  483. 

Automorph,  — e  Funktion,  allgemeiner 
Begriff  351;  periodische  Funktionen 
als  — e  Funktionen  353 ;  Funktionen  der 
regulären  Köi-per  als  — e  Funktionen 
353;  Geschichtliches  über  die  Theorie 
der  — en  Funktionen  357ff.;  — e  Gebilde, 
Begriff  und  Hauptsätze  394  ff. ;  Klassi- 
fikation der  — en  Funktionen  395  ff. ; 
— e  Formen,  allgemeine  Begründung 
402;  eindeutige  — e  Formen  402,  deren 
Reihendarstellung  402 ff.;  — e  Formen 
des  Geschlechtes  Null  403;  polfreie 
oder  ganze  — e  Formen  407 ;  — e  Formen 
bei  Gebilden  mit  beliebigem  p  407; 
—6  Primform  408,  414  ff  ;  — e  Elemen- 
tarform 413;  Produktdarstellung  der 
— en  Primform  416;  — e  Modulgruppen 
450;  mehrdeutige  — e  Funktionen  464; 
— e  Funktionen  von  mehreren  Varia- 
blen 466  ff. 

Azygeti8ch,al8  Bezeichnung  von  Theta- 
charakteristiken  654  j  — e  Charakte- 
ristiken bei  p  =  2  743. 

B 

Begrenzung,  Arten  der  —  bei  Be- 
reichen 10 

Benachbarte  Funktionen  (bei  hy- 
pergeometrischen Funktionen)  541. 

Bereiche  T,  B,  T  in  der  ^-Ebene  9ff.; 

—  B^  mit  Randkurven  10;  —  bei  n 
unabhängigen  Variablen  97. 

Bertinische  Kurve  788. 
Berührungsformen  718;  reine  —  718, 

723. 
Berührungsfunktionen  718. 
Bestimmte  Integrale  zur  Darstellung 

polymorpher  Formen  439;  —  —  zur 

Darstellung    der    hypergeometrischen 

Funktionen  545  ff. 
Bestimmtheit,   singulare  Stellen  der 

—  bei  linearen  Differentialgleichungen 
478,  zugehörige  Gestalt  der  Differen- 
tialgleichungen 479,  486,  speziell  für 


Bewegliche  Ecken  —  Differentialgleichungen 
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Systeme  von  Differentialgleichungen 
1.  Ordnung  484. 

Bewegliche  Ecken  eines  Diskonti- 
nuitätsbereiches  368. 

Biegsamer  Faden,  Gleichgewichts- 
figur desselben  338. 

Biharmonische  Funktion  101. 

Bilinearrelationen  zwischen  den  Pe- 
rioden Abelscher  Integrale  134;  — 
zwischen  den  Perioden  hyperellipt. 
Integrale  1.  Gattung  bei  Rosenhain 
622;  —  zwischen  den  Perioden  der 
Integrale  1.  u.  2.  Gattung  bei  Weier- 
straß  G26;  —  zwischen  den  Perioden 
einer  allgemeinen  2  p  -  fach  periodi- 
schen Funktion  826,  832;  —  zwischen 
den  Elementen  einer  Riemannschen 
Matrix  827. 

Binäre  Formen  mit  linearen  Trans- 
formationen in  sich  358,  855,  857. 

Binomische  Integrale  167. 

Biq II adratisches  Reziprozitätsge- 
setz, mit  elliptischen  Funktionen  be- 
wiesen von  Eisenstein  243. 

Birationale  Transformationen  der 
Invarianten  derHauptkreisgrnppen  373; 

als  Darstellungen  der  Lösungen 

von  Differentialgleichungen  571,  585  ff. 

Bizirkulare  Kurve  4.  Grades,  gelie- 
fert vom  reellen  und  imaginären  Be- 
standteile von  snu  335. 

Bogenelement,  Methode  des— es  beim 
Beweise  des  Grenzkreistheorems  452. 

Borchardtsche  Moduln  nach  Klein 
799. 

Briot-Bouquetsche  Differentialglei- 
chung 572. 


Calcul  des  residus  als  Quelle  der 
Sätze  über  doppeltperiodische  Funk- 
tionen 233. 

Cauchy-Riemannsche  Differential- 
gleichungen 13,  55,  ihr  hydrodyna- 
mischer Ursprung  i3;  —  —sehe  Dif- 
ferentialgleichungen bei  Funktionen 
mehrerer  Variablen  100  ff. 

Cauchysche  Integralsätze  14;  —sehe In- 
tegralformel 17;  —scher  Integralsatz 
bei  Funktionen  mehrerer  Variablen  99 ; 
—sehe  Integralformel  bei  Funktionen 
mehrerer  Variablen  100. 

Cauchy-Taylorsche  Reihe  22,  bei 
Funktionen  mehrerer  Variablen  102. 

Cayleysche   Maßbestimmung,    Be- 


ziehung zu  den  linearen  Substitutionen 
365. 

Charakter  eineg  kanonischen  Diskon- 
tinuitätsbereiches 369,  373. 

Charakteristik,  Thetafunktionen  mit 
gebrochener —  (beip=l)  278;  —  einer 
Thetafunktion  n*®'  Ordnung  (beip  =  1) 
324,  324;  —  einer  allgemeinen  Theta- 
funktion 639;  Thetafunktionen  mit 
halben  — en  649  ff.,  mit  r*«'  — en  676; 
—  einer  Prymschen  Funktion  737, 
ausgezeichnete  738;  Theorie  der  — en 
hei  p  =  2  743,  bei  p  =  3  775,  bei 
p  =  i  (nach  Noether)  784. 

Charakteristische  Gleichung  bei 
Umläufen  von  Lösungen  linearer  Dif- 
ferentialgleichungen 476. 

Charakteristischer  Index  bei  sin- 
gulären  Stellen  von  linearen  Differen- 
tialgleichungen 486. 

Contour  elementaire,  Bezeichnung 
von  Puiseux  30. 

Coupures  im  Sinne  von  Hermite  so. 

Curva  elastica  von  Gauß  (Lemniskate) 
345. 

Cyklen  von  Zweigen  einer  algebraischen 
Funktion  118. 

D 

Dachziegel  artigeÜberdeckungvon 
Bereichen  bei  Abbildungsaufgaben  60, 
62. 

Definitionsbereich  einer  analyti- 
schen Funktion  39,  bei  mehreren  Va- 
riablen 108. 

Determinante  von  Brioschi  u,  Kiepert 
(bei  Multiplikation  der  elliptischen 
Funktion)  303;  unendliche  — n  bei  Lö- 
sungen von  Differentialgleichungen  495. 

Determinierende  Fundamental- 
gleichung oder  Gleichung  einer  Dif- 
ferentialgleichung 480,  Beziehung  zur 
Fundamentalgleichung  482. 

Diasymmetrische  Riemannsche  Flä- 
che 172,  732, 

Differentialgleichungen  von  Cau- 
chy-Riemann  13;  —  des  Abelschen 
Theorems  161;  —  für  Zähler  u.  Nen- 
ner der  Jacobiachen  Transformations- 
formeln bei  Jacobi  selbst  241.  bei 
Eisenstein  244;  —  der  Thetafunktionen 
(p  ==  1)  241,  324  und  der  Sigmafunk- 
tion  275;  —  der  Perioden  tOj ,  ca,  und 
Tji ,  7]j  in  bezug  auf  die  Invarianten 
275 ff.;  lineare  —  2.  Ordnung  u.  auto- 
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Differential  —  Eigentlich 


morphe  Funktionen  356 ff.;  —  der  po- 
lymorphen Funktionen  u.  Formen435  ff.; 
lineare  homogene  —  2.  Ordnung  für 
polymorphe  Formen  436;  hypergeo- 
metrische —  für  polymorphe  Formen 
436;  invariante  Gestalten  der  —  für 
polymorphe  Formen  437;  lineare  ho- 
mogene — ,  durch  Poincaresche  Zeta- 
fuuktionen  gelöst  444;  partielle  —  von 
Liouville  453;  lineare  —  474  ft'.;  li- 
neare —  mit  rationalen  Koeffizienten 
496 ff.;  algebraisch  integrierbare  line- 
are —  525;  —  für  Integralperioden 
653;  lineare  —  von  unendlich  hoher 
Ordnung  (Beziehung  zu  den  Integral- 
gleichungen) 558;  —  des  Fuchsschen 
Typus  auf  Flächen  mit  p  =  1  560; 
nicht  lineare    —    1.  Ordnung    566  ff. ; 

—  ohne  verschiebbare  Verzweigungs- 
punkte 568;  —  1.  Ordnung  mit  end- 
lich-wertigen  allgemeinen  Lösungen 
574  ff. ;  — ,  deren  allgemeine  Lösungen 
algebraisch  von  den  Inte,i>rationskon- 
stanten  abhängen  576;  —  höherer 
Ordnung,  insbes.  bei  algebraischer 
Abhängigkeit  der  Lösungen  von  den 
Integrationskonstanten  585  ff". ;  —  für 
die  allgemeinen  Thetafunktionen  638; 

—  für  die  Sigmafunktionen  nach  Wilt- 
heiß  805;  —  für  Thetafunktionen  mit 
zwei  Variablen  807. 

Differential,  überall  endliches  ~  einer 
Riemannschen  Fläche  399  ff. 

Differentiationsprozesse  J)(„  u.  D, 
bei  Müdulformen  273  ff.;  —  zur  Her- 
stellung von  automorphen  Formen  403. 

Dimension  einer  analytischen  Funk- 
tion mehrerer  Argumente  112. 

Dirichletsches  Prinzip  55,  129. 

Diskontinuitätsbereich  der  Gruppe 
der  Substitutionen  «'  =  m  -f  Wj  tOj  + 
m,(öj  265;  —  der  Modulgruppe  266, 
363;  —  einer  Gruppe  von  Substitu- 
tionen 361;  Existenz  des  — s  bei  einer 
Gruppe  ohne  infinitesimale  Substitu- 
tionen 362;  kanonischer  —  369;  — e 
bei  Hauptkreisgruppen  371. 

Diskriminante  der  Modulargleichung 
bei  Hermite  240;  —  ^(co,,«^)  250, 
ihre  Produktdarstellung  273,  281. 

Diskriminantengleichuiig  einer  al- 
gebraischen Differentialgleichung  1. 
Ordnung  570. 

Divergente  Reihen  als  Lösungen  li- 
nearer Differentialgleichungen  489. 


Division  der  elliptischen  Funktionen 
bei  Abel  190,  spezielle  200;  —  der 
ellipt.  Funktionen  bei  Gauß  230;  — s- 
gleichungen    s.    Teilungsgleichungen; 

—  der  ellipt.  Funktionen,  systematisch 
entwickelt  306 ff.;  —  der  Perioden 
Abelscher  Funktionen  633;  —  der 
Thetafunktionen  für  p  =  2  818. 

Divisor  einer  hyperelliptischen  Fläche 
871. 

Doppelintegral  einer  analytischen 
Funktion  f{z^,z^)  98. 

Doppelkern  eines  Fundamentalbe- 
reiches 507. 

Doppelprodukte  u.  —reihen  für  die 
elliptischen  Funktionen  bei  Abel  202, 
bei  Weierstraß  259. 

Doppelschleifenintegrale  als  Lö- 
sungen der  hypergeometrischen  Dif- 
ferentialgleichungen 538. 

Doppelte  Periodizität  der  ellipt. 
Fimktionen  bei  Abel  und  Jacobi  196, 
198,  2U0,  bei  Gauß  196  ff.,  226. 

Doppeltperiodische    Punktionen, 

erste  Untersuchungen  über 232  ff. ; 

Liouvillesche  Sätze  über  —  —  233; 
Puiseux'  Behandlung  der  — n  —  234; 
Behandlung  der  — n  —  bei  Hermite, 
als  Vorläufer  von  Weierstraß  236;  — < 

—  2.  u.  3.  Art  238,  deren  Reihenent- 
wicklungen 238;  independente  Erklä- 
rung der  — n  —  264. 

Doppelumlauf,  Integrale  mit  —  um 
zwei  Verzweigungspunkte  51. 

Doppelverhältnis  X  der  vier  Verzwei- 
gungspunkte in  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Funktionen  249,  Zusammen- 
hang mit  dem  Modul  /c*  282;  die  sechs 
Gestalten  des  —es  X  284;  Gleichung 
6.  Grades  zwischen  dem  —  X  und  der 
absoluten  Invariante  J  288. 

Dreiecksfunktionen  356;  Beziehung 
der  —  zu  den  Minimalflächen  356; 
Transformation  der  —  428. 

Dreiecksnetz  der  Modulgruppe  363 ff.; 
in  projektiver  Gestalt  367. 

E 

Eigentlich  zur  «-Stufe  gehörende  Mo- 
dulformen 313;  — e  Transformation 
n**°  Grades  der  elliptischen  Funktionen 
318;  —  diskontinuierliche  Gruppen 
362;  —  au  omorphe  Formen  408;  — e 
Transformation  w*""  Grades  der  Mo- 
dulfunktionen 421. 


Eindeutige  —  Erzeugung 
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Eindeutige  Bestimmtheit  der  Potenz- 
reihe einer  analytischen  Funktion  23; 

—  Funktionen  einer  Riemannschen 
Fläche  125;  — Transformationen  eines 
algebraischen    Gebildes    in   sich   171; 

—  Transformationen  einer  Riemann- 
schen Fläche  in  sich  387;  —  Funk- 
tionen mit  linearen  Transformationen 
in  sich  447. 

Einfaches  Pendel,  mit  elliptischen 
Funktionen  behandelt  338  flf. 

Einheits  Wurzel,  achte  —  bei  der  line- 
aren Transformation  der  Thetafunk- 
tionen  286,  deren  Bestimmung  durch 
Gaußsche  Summen  285;  24.  —  bei  der 
linearen  Transformation  der  Wurzel 
^|/A  der  Diskriminante  286;  — n  bei 
linearer  Transformation  der  Hecke- 
schen Thetafunktionen  861, 

Einpolige  Poincare  sehe  Reihen  412. 

Elastische  Kurve,  Beziehung  zu  den 
elliptischen  Integralen  34  5. 

Elektromagnetische  Anwendung 
der  ellipt.  Integrale  3.  Gattung  347. 

Elementarcharakteristik  bei  Abel- 
schen  Funktionen  nach  Klein  657,  727. 

Elementardreieck  der  Modulgruppe 
363. 

Elementare  Kurven  zur  Darstellung 
der  algebraischen  Funktionen  144. 

Elementarformen,  automorphe  413. 

Element  eines  algebraischen  Gebildes 
120. 

Element  simple,  s,  Elementarformen- 
Elliptische  Differentiale,  erstes 
Auttreten  bei  Wallis,  Wreen,  Pascal 
usw.  182. 

Elliptische  Funktionen,  Begriff  der 
— u  —  bei  Legendre  187,  bei  Abel  und 

Jacobi  197  ff.,  210;   allgemeine 

bei  Gauß  228;  Spaltung  der  — n  —  in 
Quotient  en  ganzer  transzendenter  Funk- 
tionen bei  Gauß  228; bei  Eisen- 
stein   als    Vorläufer   von    Weierstraß 

244  ff. ; bei  Cayley  245,  bei  Rie- 

mann  246 ff.,  bei  Weierstraß  246 ff.; 
als  Funktionen  von  drei  Argu- 
menten 272;  —  —  w*'^''  Stufe  nach 
Klein  278; 2.  Stufe  279  ff. 

Elliptische  Gebilde,  Gegenüberstel- 
lung mit  den  algebraischen  Gebilden 
des  Geschlechtes  eins  286  ff. 

Elliptische  Integrale,  allgemeine 
Erklärung  182; als  selbständige 


Gebilde  bei  Euler  184,  bei  Legendre 
188;  Normalformen  der  — n  —  bei 
Euler  184,  bei  Legendre  189,  bei  Rie- 
mann  und  Weierstraß  253;  Zusammen- 
stellung der  Normalformen  der  — n  — 
253;  — s  —  1.  Gattung  als  uniformi- 
sierende  Variable  257;  Normalformen 
der  — n  —  2.  u.  3.  Gattung  bei  Weier- 
straß 258;  —  —  3.  Gattung,  durch 
die  «7- Funktion  dargestellt  271;  Re- 
duktion Abelscher  Integrale  auf 

166,  840. 

Elliptische  Modulformen,  s.  „Mo- 
dulformen". 

Elliptische  Modulfunktionen,  s. 
„Modulfunktionen". 

Elliptische  Normalkurven  2ii,  oJ9; 
Herstellung  von  Modulformen  mittelst 
der  — n  —  nach  Klein  418  ff. 

Elliptische  Substitutionen  einer 
Variablen  361. 

Ellipt  isch-hy  per  ellipt  isclie  Funk- 
tionen nach  Schottky  787,  845ff". 

Endliche  Gruppen  linearer  Substitu- 
tionen 353,  358,  366,  bei  den  Klein- 
schen  Funktionen  X„,  z„  ,  ...  419. 

Entwicklung  einer  Funktion    f{z) 

in  eine  Potenzreihe  22  ff. ; in 

der  Nähe  einer  isolierten  singulären 
Stelle  28; ganzen  —  in  ein  un- 
endliches Produkt  77  ff.; nach 

Polynomen  89  ff.;  —  —  —  in  einen 
Kettenbruch  91. 

Ergänzungsrelationen  bei  Kreis- 
bogenpolygonen 508. 

Erlaubte  Abänderungen  bei  Diskonti- 
nuitätsbereichen 369;  —  Wertepaare 
bei  homogenen  binären  Variablen  401. 

Erniedrigung  der  Modularglei- 
chung  240; bei  den  Trans- 
formationsgraden 5,  7,  11  der  ellipt. 
Funktionen  430. 

Erweiterter  Riemann-Rochscher 
Satz  400,  414. 

"Erweitertes  Umkehrproblem  nach 
■  Clebsch- Gordan  808,  frühere  Ansätze 
im     hyperelliptischen     Gebiete     811, 
Weiterführungen  812. 

Erweiterte  Umkehrung  des  Abel- 
schen  Theorems  bei  Heranziehung 
von  Integralen  2.  u.  3   Gattung  163. 

Erzeugung  der  Modulgruppe  364;  — 
beliebiger  Gruppen  linearer  Substitu- 
tionen einer  Variablen  369;  —  der 
Gruppe     der    linearen     ganzzahligen 
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Eulersche  —  Funktionen 


Transformationen  bei  Abelsclien  Funk- 
tionen 633  fF. 

Eulersche  Differentialgleichung  und 
ihre  Lösung  bei  Euler  selbst  183  ff., 
bei  Legendre  189 ff.;  —  Substitution 
bei  Herstellung  der  elliptischen  Nor- 
malintegrale 188;  —  Differentialglei- 
chungen der  Bewegung  eines  starren 
Körpers  340;  —  Winkel  bei  den  Dre- 
hungen eines  stari-en  Körpers  340; 
—  Transformierte  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung (nach  Schlesinger)  559. 

Existenzbeweia  der  Greenschen  Funk- 
tion eines  Bereiches  59;  —  der  Punk- 
tionen einer  Riemannschen  Fläche 
62  ff. ;  —  der  doppeltperiodischen  Funk- 
tionen 267;  —  der  automorphen  Funk- 
tionen 393  ff. ;  mittelst  funktionentheo- 
retischer Methoden  nach  Klein  394, 
nach  Poincare  395;  — e  der  Lösungen 
linearer  Differentialgleichungen  47 3 ff., 
für  singulare  Stellen  der  Bestimmt- 
heit 479  ff.;  — e  polymorpher  Funk- 
tionen auf  Riemannschen  Flächen  s. 
„Fundamentaltheorem". 


Fadenkonstruktionen  des  EUipsoids, 
durch  hyperelliptische  Funktionen  ab- 
geleitet 756. 

Familie  von  Hauptkreisgruppen  374; 
—  von  linearen  Differentialgleichungen 
mit  rationalen  Koeffizienten  512 ;  — 
von  Formenscharen  513  ff. 

Fermats  Satz  über  die  Darstellung 
jeder  Zahl  als  Summe  von  vier  Qua- 
draten 331. 

Feste  Ecken  (elliptische  oder  parabo- 
lische) eines  Diskontinuitätsbereiches 
368. 

Fixpunkt  einer  linearen  Substitution 
einer  Variablen  360. 

F 1  ä  c  h  e  n  g  e  s  c  h  1  e  c  h  t  bei  algebraischen 
Funktionen  zweier  Variablen  174. 

Fonctions  intermediaires  bei  Her- 
mite   235,  238,  bei  Briot  u.   Bouquet 

834. 

Formen,  die  p  —  qp  in  homogenen  ter- 
nären  Variablen  133;  —  qp  nach  arith. 
Methoden  aufgestellt  i39;  —  qp  zur 
invarianten  Darstellung  der  Wurzel- 
formen verwandt  725;  s.  auch  „auto- 
morph" u.  „Modulformen". 

Formenscharen,  linear -polymorphe 
auf  Riemannschen  Flächen  400  ff. 


Fouriersche  Reihen   für   die  ellipt. 

Funktionen  bei  Jacobi  216; der 

Weierstraßschen  Funktionen  p,  p',  f 
261. 

Fuchssche  Funktionen  359. 

Fuchs  scher  Typus  linearer  Differen- 
tialgleichungen 497. 

Functiones  contiguae  (hypergeome- 
trische Funktionen)  541. 

Fundamontalbereich  als  Verallge- 
meinerung einer  Riemannschen  Fläche 
69,  zugehörige  Gruppen  70,  zugehörige 
Funktionen  71ff. ;  symmetrische  — e 
74;  —  als  Mittel  zur  Erklärung  zu- 
gehöriger Funktionen  355,  393;  Be- 
griff des  „funktionentheoretischen  — s" 
393;  —  bei  linearen  Differentialglei- 
chungen 2.  Ordnung  506. 

Fundamentalflächen  und  — kom- 
plexe bei  der  Kummerschen  Fläche 
749, 

Fundamentalgleichung  bei  Umläu- 
fen von  Lösungen  linearer  Differential- 
gleichungen 476;  determinierende  — 
480. 

Fundamentalinvarianten  derGrup- 
pe  einer  Differentialgleichung  499;  die 

—  als  Funktionen  der  Parameter  der 
Differentialgleichungen  601  ff. 

Fundamentalsatzder  Algebra,  Be- 
ziehung zum  Cauchyschen  Integral- 
satze 14.  , ' 

Fundamentalsubstitutionen  beim 
Riemannschen  Problem  519. 

Fundamentalsystem  von  Lösungen 
linearer   Differentialgleichungen    474; 

—  von  Periodencharakteristiken  657; 

—  von  Thetacharakterißtiken  6i"9. 
Fundamcntaltetraederbeider  Kum- 
merschen Fläche  751. 

Fundamentaltheorem,  — e  über  Exi- 
stenz polymorpher  Funktionen  auf 
Riemannschen  Flächen  360,  445 ff.; 
allgemeinstes  —  448. 

Funktionalgleichungen  zur  Erklä- 
ning  u.  Fortsetzung  analytischer  Funk- 
tionen 48  ff. 

Funktionen  eines  komplexen  Argu- 
mentes 10;  analytische  —  12ff. ;  ho- 
lomorphe —  12;  ganze  —  23;  ratio- 
nale —  28;  mehrdeutige  —  29;  alge- 
braische —  34;  —  mit  Transforma- 
tionen in  sich  65;  periodische  —  66; 

—  einer  Riemannschen  Fläche,  durch 
Integrale  dargestellt  135 ;  s.  auch  „Abel- 
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sehe  Funktionen", „Automorph",  „Dop- 
peltperiodische  Funktionen",  „Drei- 
ecksfunktionen", „elliptische  Funk- 
tionen", „Modul  Funktionen"  usw. 
Funktionentheoretische  Reprä- 
sentanten für  Transformation  n**" 
Grades  der  elliptischen  Funktionen  320 

Galoissche  Theorie,  Bedeutung  Pui- 
seux'  für  dieselbe  5i;  — r  Satz  über 
Erniedrigung  derModulargleichung  bei 
den  Transformationsgraden  6,  7  und 
11  der  elliptischen  Funktionen  240, 
391,  430,  Geschichtliches  darüber 
391;  —  Gruppe  der  allgemeinen 
Teilungsgleichung  der  elliptischen 
Funktionen  307  ff.,  der  speziellen  Tei- 
lungsgleichung der  p-  u.  p'-Funktionen 
314;  —  Gruppe  der  Modularglei- 
cbung,  Zerlegung  im  Falle  eines  Prim- 
zahlgrades 390  ff. ;  —  Hauptmoduln 
429;  —  Probleme  bei  ausgezeich- 
neten Untergruppen  im  Gebiete  der 
elliptischen  Funktionen  429;  —  Pro- 
bleme vom  Grade  168  bei  Transfor- 
mation 7.  Grades  429,  vom  Grade  660 
bei  Transformation  11.  Grades  430; 
—  Resolvente  der  Modulargleichung 
429. 

Gamma funktion,  mit  Schleifeninte- 
gralen behandelt  5i. 

Ganze  automorphe  Formen  407. 

Ganze  Funktion  23;  Existenzsatz  — r 
— en  von  Weierstraß  78,  ihre  Darstel- 
lung durch  Produkte  von  Primfunk- 
tionen 78. 

Ganzzahligkeit  der  Entwicklungs- 
koeffizienten der  Integrale  1.  Gattung 
eines  automorphen  Gebildes  417. 

Gattungen  der  Abelschen  Integrale 
133,  der  elliptischen  Integrale  bei  Le- 
gendre  usw.  18'Jff. ;  —  der  Haupt- 
kreisgruppen 374. 

Gaußsche  Summen  bei  der  linearen 
Transformation  der  Thetafunktionen 
285,  286;  j3-fache  —  —  bei  Transfor- 
mation der  Thetafunktionen  mit  ^-Ar- 
gumenten 048;  —  —  eines  Zahlkör- 
pers 861. 

Gaußsche  Transformation  der  ellip- 
tischen Funktionen   193,  224,  322. 

Gelenk mechanismen  u.  — viereck, 
mit  elliptischen  Funktionen  behandelt 
346  ff. 


Geodätische  Linien  auf  dem  Ellip- 
soid  346,  Darstellung  durch  Theta- 
funktionen 755. 

Geometrische  Deutung  analytischer 
Funktionen  durch  Kurven  43 ff.,  der 
algebraischen  Gebilde  durch  Kurven 
usw.  143  ff. 

Geschlecht  einer  Riemannschen  Fläche 
122;  Erhaltung  des  —es  p  bei  ein- 
deutiger Transformation  126;  —  eines 
algebraischen  Gebildes,  auf  Grund  der 
Formen  qp  erklärt  138;  —er  0  und  1 
der  algebraischen  Funktionen  141;  — 
eines  Diskontinuitätsbereiches  369. 

Geschlechtszahlen  einer  algebraisch. 
Fläche  174. 

Geschlossene  Flächen,  die  einem 
Diskontinuitätsbereiche  entsprechen 
368. 

Gitterpunkte  in  einem  Parallelo- 
grammnetze 257;  —  bei  2p -fach  pe- 
riodischen Funktionen  823. 

Gleichgewicht  der  Elektrizität 
auf  Kreiszylindern  mit  parallelen 
Achsen  356. 

Gleichmäßige  Konvergenz  gegen 
einen  Grenzwert  20;  Weierstraß'  Er- 
klärung der  — n  —  20,  77; einer 

Reihe  analytischer  Funktionen  21, 
einer  Potenzreihe  21;  —  —  unend- 
licher Produkte  78;  —  —  bei  Funk- 
tionen und  Reihen  mit  n  unabhängigen 
Argumenten  102. 

Gleichmäßiges  Verhalten  einer 
Funktion  im  Großen  12. 

Gleichungen  >.  Grades,  Hermite's  Un- 
tersuchungen  über  deren  Lösung  durch 
ellipt.  Funktionen  240;  —  6.  Gradcfr 
im  Zusammenhang  mit  dem  Formen- 
probleme der  Borchardtschen  Moduln 
800;  Zurückführung  der  Lösung  alge- 
braischer —  auf  Zweiteilung  der  hy- 
perelliptischen Funktionen  801,  zu- 
gehörige Sätze  von  Lindemann  801. 

Göpelsche  Relationen  bei  Thetareihen 
mit  zwei  Argumenten  619,  744;  — 
Gruppen  von  Periodencharakteristikeu 
661,680,  im  Falle  p  =  2  744;  —  Sy- 
steme von  Thet aCharakteristiken  661, 
681;  —  Tetraeder  748. 

Gour satscher  Beweis  des  Gauch yschen, 
Integralsatzes  15. 

Grenze,  natürliche  einer  Funktion  36. 

Grenzfälle  der  elliptischen  Modulfunk- 
tionen (nach  Dedekind)  28i,  286. 
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Grenzformel  —  Himmelsmechanik 


Grenzformel    von    Kronecker    332 ff., 
Beweis  durch  Zetafunktionen  bei  Ep- 
stein 866. 
Grenzkreisgruppen  379. 
Grenzkreistheorem  445. 
Gi-enzkurven  bei  Polygonnetzen  380 ff. 
Grenzlösungen    bei    Differentialglei- 
chungen 1.  Ordnung  684. 
Grenz  punkte    einer    Gruppe    linearer 

Substitutionen  361. 
Grenzstellen  bei  analytischen  Gebil- 
den von  mehreren  unabhängigen  Va- 
riablen 110. 
Groupe  abelien  bei  Jordan  665. 
Grundformen  bei  automorphen  Gebil- 
den des  Geschlechtes  0  405;    —    für 
die  Gruppen  der  regulären  Körper  und 
die  Modulgruppe   405;    —  bei   auto- 
morphen Gebilden  mit  beliebigem  Ge- 
schlechte 408. 
Grundtheorem    bei     Kreisbogenvier- 
ecken und  zugehörigen  Differentialglei- 
chungen 634. 
Gruppe,  zu  einem  Fundamentalbereich 
gehörig    70;    —    aller    Substitutionen 
S'=  M  -f-  w,  ©1  +  wij  »2  265,  deren  Er- 
zeugende 265,  deren  Diskontinuitäts- 
bereich   als    Normal  Sechseck  2H6;   — 
der    linearen    ganzzahligen    Substitu- 
tionen   der    Determinante    1    (Modul- 
griippe)  266;  —   der    256    Additions- 
theoremo  301;  —  einer  automorphen 
Funktion  361;   -n  linearer  Substitu- 
tionen einer  Variablen  351,  deren  Klas- 
sifikation   374;    —    der  doppeltperio- 
dischen Funktionen  377,  ihre  symme- 
trischen Spezialfälle  :-i78;  endliche  — n 
linearer  Substitutionen  bei  elliptischen 
Modulfornjen  nach  Klein  und  Hurwitz 
419;  —  6^,08    ternärer  Substitutionen 
429;   —    G^seo  ternärer  Substitutionen 
431,  ihre  Resolventen  4Hlff.;  —  G^^^ 
aU   Kongruenzgruppe  2.  Stufe  der  Si- 
gnatur (0,  3 ;  2,  3,  7)  432 ;  —   einer  li- 
nearen Differentialgleichung  499;  — n 
vonPeriodencharakteristiken  bei  Theta- 
funktionen  660,  680,  adjungierte  und 
konjugierte  — n  dieser  Art  661;  680. 
Gruppencharakteristiken  bei  Abel- 

schen  Funktionen  657. 
Gützlaffsche      Modulargleichung 
242,  424. 

U 

Hadamardsche  Sätze  über  ganze  Funk- 
tionen 86  ff. 


Halbe  Urakehrung  der  Riemannschen 
Thetaformel  673,  ihre  Verallgemeine- 
rung 683. 

Halbmetazyklische  Gruppen  390, 
421. 

Halb  räum,  Äquivalenzen  und  Diskon- 
tinuitälsbereiche  im  — e  nach  Poincar^ 
362. 

•Harmonischer  Fall  der  elliptischen 
Gebilde  243,  288. 

Harnacksche  Sätze beikonformenAb- 

bildungen  56. 

Hauptforraen  bei  automorphen  Gebil- 
den des  Geschlechtes  0  404. 

Hauptfunktion  (einwertige  Funktion) 
einer  Fläche  oder  eines  Bereiches  vom 
Geschlechte  0  302. 

Hauptkongruenzgruppe  w*  •'  Stufe 
272,  795. 

Hauptkreis,    automorphe   Funktionen 

mit  oder  ohne  —  359. 
Hauptkreisgruppen  366 ff.,  ihre  sy- 
stematische Betrachtung  370 ff.;  Gat- 
tungen der  —  374;  Familien  u.  Kon- 
tinua  der  —  374. 
Hauptkreispolygone,  ihre  verschie- 
denen Arten  371;  Transformations-  u. 

I      Invariantentheorie  der  —  372  ff. 
Hauptkreistheorem  446. 

!  Hauptmoduln    16.  Stufe   (p{{o)  =  \/k 

!      und  af)(a})=  y^k'  bei'Hermite  363. 

j  Hauptreihe  von  Thetacharakteristiken 

I      658. 

j  Haupttangentenkurven      bei      der 

j      Kummerschen  Fläche  749. 
Hauptteil  einer  Funktion  in  der  Nähe 
einer  isolierten  singulären  Stelle  28. 
I  Haupttransformation  «»^"Grades  der 
1      elliptischen  Funktionen  320,  820. 
Heinesche  Reihe  (Verallgemeinerung 

der  hypergeometrischen  Reihe)  549. 
Henkelfläche  als  Riemannsche  Fläche 

im  Räume  63. 
Hermitesches  Prinzip  bei  Gauß  229, 
bei  Hermite  selbst  235,  Beziehung  zum 
Riemann-Hochschen    Satze   236,    328; 
für  Thetafunktionen  «*"  Ord- 
nung 324,  642.  ^ 
Hermitesche  q)-Funktion  (V*:),  "Ver- 
halten bei  linearer  Transformation 239; 
—  Formen  als  Quelle  zur  Erklärung 
von  Polyedergruppen  384. 
Himmelsmechanik,  Verwendung  der 
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elliptischen  Funktionen  durch  Gylden 
342  ff.,  Kritik  Burkhardts  343. 

Höhe  einer  ganzen  Funktion  79,  zuge- 
hörige Hadamardsche  Sätze  87. 

Holomorphe  Funktion  12. 

Homogene  binäre  lineare  Substi- 
tutionen 401,  ihre  Gruppen  401. 

Homogene  Variable,  Gebrauch  der- 
selben bei  analytischen  Funktionen 
112 ff.;  —  —  und  Formen  auf  Rie- 
mannschen  Flächen  397. 

Homomorphe  Formen  442,  ihre  Dar- 
stellung durch  Poincaresche  Zetareihen 
445. 

Homomorphe  Funktionen  397,  442. 

Humberts  singulare  Funktionen 
(Thetafunktionen  für  p  =  2  mit  kom- 
plexer Multiplikation)  855. 

Hur  witz  sehe  Korrespondenztheorie  169; 

—  Sätze  über  eindeutige  Transforma- 
tionen algebraischer  Gebilde  in  sich  171. 

Hyperbolische    Substitutionen 

einer  Variablen  361. 
Hyperelliptische  Flächen  123,870; 

—  Integrale,  algebraische  Darstellung 
der  Integranden  136;  — Integrale  167, 
168,  ihre  Reihenentwicklungen  und 
ihre  Berechnung  168,  ihre  Kettenbruch- 
entwicklung  168;  —  Funktionen  mit 
p  =  2  743 ff.;  —  Funktionen  mit  be- 
liebigem p  7G0  ff. ;  —  Thetafunktionen, 
deren  Verschwinden  bei  beliebigem  p 
760;  —  Sigmafunktionen  von  Klein 
790;  —  Funktionen  1.  Stufe  bei  jp  =  2 
794,  2.  Stufe  797. 

Hyperfuchssche  Funktionen  466. 

Hypergeometrische  Differentialglei- 
chungen für  die  normierten  Perioden 
der  elliptischen  Integrale  277;  die  Pe- 
rioden der   elliptischen  Integrale    als 

—  Funktionen  der  absoluten  Invari- 
ante 277;  algebraische  Spezialfälle  der 
— n  Reihe  356;  Transformation  der 
— n  Funktionen  428;  —  Differential- 
gleichung bei  polymorphen  Formen 
436;  —  Funktionen  durch  Integrale 
dargestellt  439;  —  Integralen.  Reihen 
zur  Darstellung  polymorpher  Formen 
439 ;  —  Funktionen  als  eindeutige  Mo- 
dulfunktionen nach  Wirtinger  440  ff. ; 

—  Differentialgleichung  537,  deren  Ge- 
schichte 538ff  ;  —  Reihe  537;  — -  Funk- 
tion 537;  Transformation  der  — n  Dif- 
ferentialgleichung in  sich  542,  Null- 
steilen  der  — n  Funktion  648 ;  —  Reihen 

Eucyklop.  d.  math.  WiBsengch.    II  2. 


höherer  Ordnung  549,  deren  Differen- 
tialgleichung 550,  deren  Darstellung 
durch  mehrfache  Integrale  550;  — 
Funktionen  mehrerer  Variablen  551; 
—  Reihen  zweier  Argumente  552,  wei- 
tere Theorie  dieser  Funktionen  552  ff. 


Immersionskoeffizent  bei  Riemann- 
schen  Matrizen  829. 

Implizite  Funktionen,  Erklärung 
solcher  Funktionen  durch  analytische 
Gleichungen  103. 

Index  der  Multiplikabilität  und  —  der 
Singularität  bei  Riemannschen  Ma- 
trizen 828. 

Ineinanderschiebung,  Methode  der 

—  bei   Diskontinuitätsbereichen   von 
Gruppen  381,  448. 

Infinitesimale  Substitutionen  362. 

Integral,  Begründung  des  bestimmten 
— s  nach  Cauchy  11;  eigentliche  be- 
stimmte — e  als  analytische  Funktionen 
22 ;  — e  algebraischer  Funktionen  127, 
Gattungen  derselben  132;  transzendent 
normierte  —  134;  —  2.  Gattung  149; 
— e  bei  algebraischen  Funktionen  meh- 
rerer Variablen  175;  bestimmte  — e 
zur  Darstellung  polymorpher  Formen 
439;  — e  linearer  Differentialgleichun- 
gen 474  ft.,  ihre  Abhängigkeit  von  den 
Parametern  der  Differentialgl  eichungen 
499  ff.,  von  den  singulären  Stellen  504 ; 
s.  auch  „Abelßche  Integrale",  ,, ellip- 
tische Integrale"  u.  „Hyperelliptisch". 

Integraldarstellungen  bei  analyti- 
schen Funktionen,  dem  Fourierschen 
Integral  entsprechend  26. 

Integralformel  von  Cauchy  17. 

Integralgleichungen  zur  Lösung  des 
Riemannschen  Problems  522 

Integralsätze  von  Cauchy  14 

Integre  -  Differentialgleichungen 
nach  Schlesinger  559 

Invariante  Darstellung  der  alge- 
braischen Funktionen  126;  —  —  des 
Integrals  3.  Gattung,  speziell  im  hyper- 
elliptischen Falle  154; der  hyper- 
elliptischen Theta-  u.  Sigmafunktionen 

155; des  Additionstheorems  der 

elliptischen  Funktionen  297; des 

elliptischen  Integrals  3.  Gattung  298; 

—  —    der  Differentialgleichung   der 
polymorphen  Formen  437  ff. ; li- 

57 
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Invarianten  —  Kiepert 


nearer    Differentialgleichungen    498; 

von  Wurzelformen  7-25. 

Invarianten  von  Cayley-Boole  in  der 
Hermiteschen  Normaltbrm  des  ellip- 
tischen Integrals  1.  Gattung  237;  - 
der  biquadi-atischen  binären  Verzwei- 
gungsform, irrationale  249,  rationale 
25U;  Darstellung  der  rationalen  — 
g^,  g^  durch  Reihen  260;  —  der 
Hauptkreispolygone  373. 

Inversion  des  elliptischen  Integrals 
1.  Gattung  bei  Abel  u.  Jacobi  196, 
bei  Gauß  196 ff.;  —  des  lemniskati- 
schen  Integrals  bei  Gauß  226;  —  an 
einem  Kreise  361. 

Irrationale  Modulargleichungen, 
siehe  „Modularkorrespondenzen"  und 
„Thetarelationen". 

Irreguläre  Integrale  bei  linearen 
Differentialgleichungen  492. 

Isolierter  nicht-analytischer 
Punkt  einer  Funktion,  Charakter  u. 
Arten  18,  zugehörige  Beweise  18. 

Isolierte  Riemannsche  Matrizen 
829. 

Isomorphe  Riemannsche  Matrizen 

828. 

Isothermische  Koordinaten  14. 

Iterierendes  Verfahren  von  Koebe 
beim  Beweise  des  Rückkehrschnitt- 
theorems 469  ff. 


Jacobische    Determinante    19,  103 ff., 
Fall  ihres  Verschwindens  104;  —  Be- 
zeichnungen   der    elliptischen    Funk- 
tionen sin  am  M  usw.   208  ff. ;  —   Mo- 
dulargleichungen 209;  —  Funktionen 
«**'Ord.  bei  Uermite  235;  Zusammen 
hang  der  — n  elliptischen  Funktionen 
mit    den    Weierstraßschen  282 ff.;   — s 
ümkehrproblem  vor  Riemann  609  ff. ; 
—   Funktion  im  Sinne  von  Weierstraß 
bei  der  Umkehrung  hyperelliptischer 
Integrale    626;    Lösung  des  — n  Um- 
kehrproblems    im     hyperelliptischen 
Falle  770;    —   Funktionen   im   Sinne 
Kleins  in  der  Theorie  der  Abelschen 
Funktionen    804;    —    B^unktionen    im 
Sinne  von  Frobenius   834;    —  Funk- 
tionen von  p  Variablen  83.ö;  —  Fläche 
(Speziallfall  hyperelliptischer  Flächen) 
871. 
Jordanscher  Satz  über  die  Zerlegung 
einet  Ebene  durch  eine  geschlossene 


Kurve  lO;  —  Beweis  des  Cauchyschen 
Integralsatzes  u;  —  Kurve  52. 
Joubertsche  Modulargleichungen 

242. 

K 

Kanonisch,    —es  Schnitt'ystem    einer 
Riemannschen  Fläche  123;  — e  Diffe- 
rentialform nach  Klein  153 ff.;  -e  Kur- 
ven nach  Klein  154,  734;  -e  Diskon- 
tinuitätsbereiche 369,  für  Hauptkreis- 
gruppen 372;  — e  Fundamentalsysteme 
bei  linearen  Differentialgleich.  476. 
Kartesische    Ovale,     geliefert    vom 
reellen  und  imaginären  Bestandteile 
der  Funktion  p{u^  335. 
Keplersches  Problem  45. 
Kern  eines  Fundamentalbereiches  506. 
Kettenbruchentwicklungen  analy- 
tischer Funktionen   90ff.;    —  für  die 
Exponentialfunktion,  gewisse  Quotien- 
ten bypergeometrischer  Reihen   usw. 
93;  —  bei  hyperelliptischen  Integralen 
168;  —  zur  Aufstellung  der  Multipli- 
kationsf  rmeln  der  elliptischen  Funk- 
tionen 304  ff.,  S06;  —  bei  pseudoellipt. 
Integralen    343;    —    für    Quotienten 
hypergeometrischer  Reihen  541. 
Kiepertsche  Determinante  bei  Multi- 
plikation  der  ellipt.  Funktionen  303. 
Kinematische    Mechanismen     zur 
Berechnung    der    elliptischen    Funk- 
tionen 347.  f 
Klasse,  Begriff  einer  —  algebraischer 
Funktionen  im  Sinne  Riemanns  126; 
Begriff  einer  —  von  Differentialglei- 
chungen mit  rationalen  Koeffizienten 
512, "bei    Riemann  613;    -n  äquiva- 
lenter (nichtlinearer)  Periodentransfor- 
mationen 635. 
Klassenmoduln,   Zusammenhang  der 
(lip  —  3)  —  mit  log^((0])  690;  Bezie- 
hung der  —  zu  den  ThetanuUwerten 
im  allgemeinen  Falle  773;  speziell  im 
hyperelliptischen    Falle    774;    —  bei 
p  =  3  nach  Weber  778. 
Klassenzahlrelationen,  allgemeiner 
Ansatz   331  ff,  426;    -  1.  Stufe   426; 

—  höherer  Stufen  427. 
Kleinsche  kanonische  Differentialform 

153 ff.;    —    kanonische    Kurven    154; 

—  Primform  156,  398;  —  Mittelform 
157;  —  Stufentheorie  zur  Ordnung  der 
verschiedenen  Gestalten  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  247,  277; 

—  Funktionen  6^^^m/(o,  ,  Wj)  278;   — 
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Funktionen  359;  —  Funktionen  6^^, 
Xa,  Za  nsw.  417  fif.;  —  Sigmafunktion 
im  hyperelliptischen  Falle  788  fF. 
Koinzidenzen     einer    Korrespondenz 
169.  1 

Kombinatorische  Methoden  von 
Schwarz  u.  a.  bei  Abbildungen  59,  62. 
Komplementäre  Riemannsche  Ma- 
trizen 829. 
Komplementärer  Modul  des  ellip- 
tischen Integrals  I.Gattung  189;  Funk- 
tionen   des    — n  — s    bei   Jacobi    210; 

als  Thetanullwert  22 1. 

Komplexe  Multiplikation  der  ellip- 
tischen Funktionen,  von  Abel  entdeckt 

205,  bei  Gauß  231; bei  Theta- 

funk'ionen  von  höherem  p  852  ff.,  spe- 
ziell für  Thetafunktionen  zweier  Va- 
riablen 855  ff. 
Komposition    der  Hauptkreisgruppen 

372. 
KonfigurationenbeiderKummerschen 
Fläche  749,  bei  ihren  Verallgemeine- 
rungen 872. 
Konforme  Abbildung  im  kleinen  19, 
im  großen  52;  —  —  einfach  zusam- 
menhängender Bereiche  auf  die  Kreis- 
fläche 55,  56,  der  Kreisfläche  auf  sich 

selbst  66; analytisch  begrenzter 

Bereiche  auf  die  Kreisfläche  59; 

mehrfach     zusammenhängender     Be- 
reiche nach  Riemann  u.  Öchottky  64. 
Kongruenzgruppen  «*"  Stufe  277 
Kongruenzmoduln    in    der    Theorie 

der  Modulfunktionen  392. 
Kongruenzuntergruppen    der    %*«» 
Stufe  277,  389,  deren  Diskontinuitäts- 
bereiche    278;    —    der    Modulgruppe 
886  ff.,  389  ff". 
Kontinua  der  Hauptkreisgruppen  374. 
Kontinuierliche  Gruppe  eindeutiger 
Transformationen     u  =  u-\-v     einer 
Fläche  des  Geschlechtes  1  in  sich  296. 
Kontinuitätsmethode  beim  Beweise 
der   Fundamentaltheoreme  449ff. ;   — 
bei    der   Lösung    des    Riemannschen 
Problems  521. 
Kontinuum,    Erklärung   eines   — s    in 

der  2-Ebene  9. 
Konvergenz  der  Thetareihe  637. 
Konvergenzerzeugende    Faktoren 

in  unendlichen  Produkten  78. 
Konvergenzexponent    bei    Produkt- 
entwickelungen ganzer  Funktionen  79. 
Konvergenzkreis  einer  Potenzreihe28. 


Konv  ergenzradius  einer  Potenzreihe, 

aus  den  Koeffizienten  abgeleitet  83. 
Körper  der  rationalen  Funktionen  125; 
—    der    eindeutigen    Funktionen    auf 
einer  Riemannschen  Fläche  125. 
Korresiduale     Punktsysteme     auf 
einer    Riemannschen    Fläche    (einem 
algebraischen    Gebilde,    einer   Kurve) 
142. 
Korrespondenzen  auf  algebraischen 
Gebilden  168;  Wertigkeits—  170;  sin- 
gulare —  170. 
Korrespondenzformel  170,  von  Cay- 

ley-Brill  17«i. 
Korrespondenzprinzip    von    Chalea 
169;  Verallgemeinerung  von  Cayley  u. 
Brill  169. 
Korrospondenztheorie  von  Hurwitz 

169. 
Krazer-Prymsche     Fundamental- 
formel bei  Thetafunktionen  mit  ra- 
tionalen Charakteristiken  684  ff. 
Kr  eis  bogen  polygen  e,  allgemeine  An- 
sätze bei  mehrdeutigen  automorphen 
Funktionen  465;  —  als  Fundamental- 
bereiche  bei  linearen  Differentialglei- 
chungen 508. 
Kreiticlbewegung  339ff ;  —  als  Re- 
lativbewegnng    zweier    Poinsotbewe- 
gungen    340;     —    mit    polymorphen 
Funktionen  vom  Grenzkieistypus  be- 
handelt 464. 
Kreisring  als  Bereich  einer  eindeutigen 

analytischen  Funktion  27. 
Kreisscheibentheorem  von  Klein  536. 
Kreisverwandtschaft   250,    360;    in- 
direkte —  361. 
Kroneckersche  Grenzformel  332ff., 

Beweis  bei  Epstein  866. 
Kubisches       Reziprozitätsgesetz, 
mit  elliptischen  Funktionen  bewiesen 
von  Eidcnstein  243. 
Kugelfunktionen    X„,    aus   der   La- 
grangeschen Reihe  gewonnen  45;  Auf- 
treten der  —  bei  der  Kettenbruchent- 
wicklung  analytischer  Funktionen  94  ff. 
Kummersche  Fläche,   durch  Theta- 
funktionen mit  jP  =  2  dargpstellt  747; 
als   Spezialfall  der  hyperellip- 
tischen  Flächen   747,  870;    Ausartung 
der    — n    —    bei   Reduzierbarkeit  des 
hyperelliptischen  Gebildes  75i,  843. 
Kurve  als  Deutung  ^ines  analytischen 
Gebildes    43 ff.;    algebraische   — n   in 
mehrdimensionalen  Räumen  alsGrund- 
57* 
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Kurvengeschlecht  —  Logarithmenfreie  Integrale 


läge  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  143fiF ;  — n  des  Geschlech- 
tes 1  und  elliptische  Funktionen  328, 
speziell  — n  '6.  Grades  328,  330;  — 
4.  Grades  vom  Geschlechte  1,  durch 
sn,  cn,  dn  dargestellt  329,  330;  — 
4.  Grades  in  der  Ebene  mit  168  Kol- 
lineationen  in  sich  429;  ebene  — 
6.  Grades  mit  360  Kollin eationen  in 
sich  431;  ebene  — n  4.  Grades  ohne 
Doppelpunkt  auf  Grund  der  Abelachen 
Funktionen  jp  =  3  behandelt  777,  Be- 
ziehung zur  Kummerschen  Fläche  779, 
852. 
Kurvengeschlecht  bei  algebraischen 
Funktionen  zweier  Variablen  174. 


L  a  c  e  t ,  Bezeichnungbei  Briot-Bouquetso. 

Lagrangesche  Reihe  4ö,  46,  ihre  Ver- 
allgemeinerung bei  Laplace  u.  Dar- 
boux  47;  —  Substitution  bei  Herstel- 
lung der  elliptischen  Normalintegrale 
188. 

Lamesche  Differentialgleichung,  Be- 
handlung bei  Hermite  durch  elliptische 
Funktionen  237,  338,  341  ff.,  gruppen- 
theoretinch-geometrische  Behandlung 
durch  Klein  842;  verallgemeinerte  — 
DiSerentialgleichung  661,  807;  Kleins 
Theorie  der  — n  Polynome  562. 

Landensche  Transformation  190,  322, 
bei  Landen  u.  Legendre  191;  bei  Gauß 
223,  bei  Richelot  241,  Geschichtliches 
darüber  igoff.;  — r  Satz  über  den  Bo- 
gen einer  gleichseitigen  Hyperbel  191. 

Laplacesche  Differentialglei- 
chung, ihre  Invarianz  bei  Transfor- 
mation 14;  —  —  bei  analytischen 
Funktionen  17,  54;  Auftreten  der  -n 

—  bei  d'Alembert  17; bei  Funk- 
tionen mehrerer  Variablen  101; n 

(lineare  Differentialgleichungen  «*«•' 
Ordnung  mit  linearen  Koeffizienten) 
665,  später  betrachtete  Spezialfälle 
555  ff. 

Laplacesche  Transformierte  einer 
linearen  Differentialgleichung  491,  557. 

Laurentscher  Satz  27. 

Legendresche  Normalintegrale  der 
drei  Gattungen  189,  254;  -r  Integral- 
modul   189,    als  Modulfunktion   353; 

—  Relation  293,  270;  —  Modular-  u. 
Multiplikatorgleichungen  für  Trans- 
formation 3.  Grades  195,  424;  —  An- 


wendungen der  elliptischen  Funktio- 
nen 195. 

Lemniskate,  Teilung  ihres  Bogens  in 
n  gleiche  Teile  226,  speziell  in  5,  7 
u.  17  gleiche  Teile  sie. 

Lemniskatische  Funktionen  226,  288; 
—3  Integral  226;  Spaltung  der  — n 
Funktionen  in  Quotienten  ganzer  tran- 
szendenter Funktionen  226. 

Ligne  d'arret  nach  Cauchy  so. 

Linear-automorphe  Funktion,  s. 
„automorph". 

Lineare  Differentialgleichungen, 
s.  ,, Differentialgleichungen". 

Lineare  Substitutionen  des  Perio- 
denquotienten der  elliptischen  Funk- 
tionen, erstes  Auftreten  bei  Jacobi 
213;  Einteilung  der  — n  —  in  ellip- 
tische, parabolische,  hyperbolische  u. 

loxodromische  361; 2.  Art  361; 

und  Raumbewegungen  und  -um- 
legungen 365; beim  Fundamen- 
talsystem von  Lösungen  einer  linea- 
ren Differentialgleichung  475. 

Lineare  Transformation  der  Theta- 
funkiionen  bei  Hermite  238,  Bestim- 
mung der  zugehörigen  8.  Einheits- 
wurzel bei  Jacobi  u.  Hermite  238; 
—  —  der  Perioden  ca^,  co^,  von  der 
Riemannschen  Fläche  abgeleitet  2(')2  ff. ; 
Verhalten  der  Weierstraßschen  Funk-  0 
tionen  und  der  tJj  ,  rjj'bei  — r  —  von 
(»1,  cöj   264;    —    —    der   Jacobischen 

Funktionen   284 ff".; der  Theta- 

funk tionen  285,  der  ßlliptischen  Funk- 
tionen S)7; der  Perioden  bei  den 

Abelschen  Funktionen  648;  Gi'uppe  der 
mod.  2  inkongruenten  — n  — en  663; 
elementare  —  —  1.,  2.  u.  3.  Art  bei 
Thetafunktionen  von  n  Variablen  636, 
684. 

Linearitätssatz  beim  Beweise  eines 
Fundamentaltheorems  456. 

Linear-polymorphe  Formen,  s. 
„polymorph". 

Linear-polymorphe  Funktionen, 
s.  „polymorph'^ 

Linear-unabhängige  Lösungen  von 
Differentialgleichungen  474. 

Liouvillesche  Sätze  fiber  doppelt- 
periodiscbe  Funktionen  233;  —  Diffe- 
rentialgleichung 453. 

Logarithmenfreie  Integrale  bei 
linearen  Differentialgleichungen,  Auf- 
treten bei  singulären  Stellen  482. 


Logarithmische  Normalreihen  —  Monodromiegruppe 
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Logarithmische  Normalreihen  bei 
linearen  Differentialgleichungen  488. 

Logarithmus  der  DiskriminanteA, 
von  Dedekind  untersucht  392 

Loxodromische  Substitutionen 
einer  Variablen  361. 

M 

Majorantenmethode  beim  Beweise 
der  Unifonnisierungssätze  457;  —  bei 
Lösunglinearer  Differentialgleichungen 
474. 

Matrix,  Riemannsche  —  bei  229-fach 
periodischen  Funktionen  827. 

Mehrdeutige  automorphe  Funk- 
tionen 464. 

Mehrdeutige  Funktionen  29. 

Mehrfach  periodische  Funktio- 
nen, Auffassung  Jacobis  612,  spätere 
Begritfaentwicklung  614  ff.,  822  ff. 

Messung  eines  Nullpunktes  oder 
Poles  in  einem  Fundamentelbereiche 
403. 

Methode  d' exh  au  stion  bei  den  Grund- 
sätzen über  doppelt  periodische  Funk- 
tionen 233. 

Minimal  flächen  von  Schwarz  u.Weier- 
straß,  durch  hyperelliptische  Integrale 
dargestellt  773. 

Mittag-Lefflerscher  Satz  80,  Er- 
weiterungen 81  ff. 

Mittelform  von  Klein  734. 

Mittelwertsätze,  auf  komplexe  Funk- 
tionen übertragen  12. 

Modularfunktionen  und  -integrale 
(Bezeichnungen  Gudermanns  für  ellip- 
tische Funktionen  und  Integrale)  240. 

Modulargleichungen  für  Transfor- 
malion 3.  u.  5.  Grades  der  elliptischen 
Funktionen  2U9;  Differentialgleichung 
für  die  Jacobischen  —  212;  Lösungen 
der  —  für  primzahligen  Transforma- 
tionsgrad bei  Jacobi  214;  — .von  Sohnke 
242,  von  Joubert  242,  von  Schlaefli 
242 ff.,  von  Gützlaff"  242;  —  als  Re- 
solventen der  speziellen  Teilungsglei- 
chung 315;  —  1.  Stufe  326;  —  16.  Stufe 
326;  —  der  Galoisschen  Hauptmoduln 
326,  423;  —  witer  Stufe  für  Transfor- 
mation ntea  Grades  420,  speziell  für 
die  1.  Stufe  421;  Kleins  Theorie  der 
—  1.  Stufe  für  die  Fälle  mit  ^  =  0 
422,  Erweiterung  auf  i)>0  423; 
irrationale  —  424;  —  von  Schroeter 
424. 


Modulkorrespondenzen  242,  326; 
—  Mjter  Stufe  für  Transformation  wte» 
Grades  423;  —  8.  u.  16.  Stufe  424 ff.; 
invarianteutheoretische  Behandlung 
der  —  425. 

Modul  der  elliptischen  Integrale  189; 
komplementärer  —  189. 

M  o  d  u  1  n  einer  Klasse  algebraischer  Funk- 
tionen 127,  147 ff.;  Ausdruck  der  — 
in  den  Thetanullwerten  221;  —  der 
Hauptkreispolygone  373;  —  hyper- 
elliptischer Thetafunktionen,  Rela- 
tionen zwischen  ihnen  763,  763;  —  der 
Riemaunschen  Thetafunktionen,  Auf- 
stellung ihrer  Relation  für  jp  =  4  durch 
Schottky  786;  Borchardtsche  —  nach 
Klein  799. 

Modulformen  273. 

Modulfunktionen,  neuere  Theorie 
272 ff.,  287,  352,  362 ff.,  417 ff.;  Auf- 
treten der  —  bei  Gauß  353,  bei  Abel 
und  Jacobi  354,  bei  Hermite,  Eisen- 
stein u.  Weierstraß  354,  355,  bei  Dede- 
kind u.  St.  Smith  357;  —  von  meh- 
reren Variablen  und  deren  Anwendung 
auf  Zahlentheorie  467,  467,  863. 

Modul gruppe  266,  352,  ihre  Erzeu- 
gung 266,  364,  ihr  Diskontinuitäts- 
bereich 363;  —  in  projektiver  Gestalt 
366;  automorphe  — n  450 

Modulkettenbei  wiederholter Landen- 
Bcher  Transformation  192. 

Monodrome,  fonction  —  12. 

Monodromie  der  Verzweigungs- 
punkte, insbesondere  bei  ^  =  2  u.  3 
665  ff. 

Monodromiegruppe,  Bedeutung  Pui- 
seux'  für  die  —  30;  —  einer  alge- 
braischen Funktion  121;  —  der  all- 
gemeinen Teilangsgleichung  der  ellip- 
tischen Funktionen  307 ff.;  der  spe- 
ziellen Teilungsgleichung  der  p-  und 
p'- Funktionen  314;  —  einer  linearen 
Differentialgleichung  499,  in  projek- 
tiver und  in  unimodularer  Gestalt  500, 
Methode  zu  ihrer  numerischen  Auf- 
stellung 501;  Fälle  der  Unabhängig- 
keit der  —  von  den  singulären  Stellen 
504;  geometrische  Interpretation  der 
projektiven  —  bei  Differentialglei- 
chungen 2.  Ordnung  506;  Bestimmung 
der  Differentialgleichung  bei  gegebe- 
ner —  517;  —  der  speziellen  Teilungs- 
gleichung bei  den  Abelschen  Funk- 
tionen 818. 
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Monogene  analytische  Funktion  —  Numerische  Berechnung 


Monogene  analytische  Funktion 
40,  von  mehreren  Variablen  103. 

Monogene,  fouction  —  12. 

Monogeneität  eines  algebraischen  Ge- 
bildes  120. 

Monotrope,  fonction  —  12. 

Moyenne  isotropiquenach  Cauchyi?. 

Multiplikation  Abelscher  Integrale 
166;  —  der  elliptischen  Funktionen 
bei  Abel  199,  202;  komplexe  —  der 
elliptischen  Funktionen,  von  Abel  ent- 
deckt 205;  —  der  elliptischen  Funk- 
tionen bei  Jacobi  212,  305,  bei  Gauß 
23U;  komplexe  —  der  elliptischen 
Funktionen  bei  Gauß  231;  —  der 
elliptischen  Funktionen,  systematisch 
entwickelt  302 ff.;  —  der  Perioden 
Abelscher  Funktionen  632;  komplexe 

—  bei  höherem  p  852  ff.,  speziell  bei 
Thetafunktionen  von  zwei  Variablen 
862. 

Multiplikative  Formen  158; 

auf  Riemannschen  Flächen  399,  400; 

un verzweigte 400;  algebraische 

400. 

Multiplikator  einer  linearen  Substi- 
tution einer  Variablen  360;  erzeugende 
— en  bei  homogenen  Gruppen  406. 

Multiplikatorgleichungen  von  Ja- 
cobi   243,Ji27;    —  nach   Klein  327; 

—  für  ^i/A  327,  für  die  Sigmateil- 
werte  327;  allgemeiner  Begriff  der  — 
nach  Klein  425;  —  für  g^,  g^  und  die 
Wurzeln  aus  A  426.  für  die  6^^,  4-J6; 

—  bei  Modulfunktionen  mehrerer  Va- 
riablen 864. 

Multiplikator  Systeme,  theoretisch 
mögliche  —  bei  homogenen  Gruppen 
407 ff.,  Existenz  zugehöriger  Formen 
407  ff. 

N 

Nachbarschaft  eines  Punktes  10. 

Nähe  eines  Punktes  10. 

Näherungsdarstellungen  analyti- 
scher Funktionen,  allgemeine  Bemer- 
kungen 87  ff,  durch  Polynome  8«, 
durch  Kettenbrüche  88,  90  ff.,  nach 
Mittag-LefOer  88,  nach  Runge  8S>, 
nach  Hubert,  90,  mittels  gebrochener 
rationaler  Funktionen  92. 

Natürliche  Diskontinuitätsberei- 
che der  Hauptkreisgruppen  371. 

Natürliche  Grenze  einer  Funktion 
86,  ;;56. 


Nebenpunkte  bei  linearen  Differen- 
tialgleichungen 483. 

Nicht  analytische  Grenzkurven  bei 
Polygongruppen  380  ff. 

Nichtanalytische  Stelle  bei  einer 
analytischen  Funktion  18. 

Nichteuklidische  Maßbestimmung 
in  ihrer  Beziehung  zu  den  linearen 
Substitutionen  365. 

Nichtrotationsgruppen  374;  — ,  die 
Polygongruppen  sind  379  ff. 

Noetherscher  Satz  über  Relationen 
zwischen  Wurzelformen  bei  beliebigem 
p  728. 

Normalcharakteristik  einer  Theta- 
funktion  von  p  Argumenten  641. 

Normale  Diskontinuitätsbereiche 
der  Hauptkreisgruppen  371. 

Normalintegrale,  elliptische  —  bei 
Euler  184,  bei  Legendre  188,  bei  Abel 
197,  bei  Hermite  237,  253,  bei  Eisen- 
stein u.  Riemann  253,  bei  Weierstraß 
253;  —  linearer  Differentialgleichun- 
gen 486;  8.  auch  „Elliptische  Inte- 
grale" und  „Hyperelliptische  Inte- 
grale". 

Normalkombinationen  von  Integra- 
len 2.  Gattung  149. 

Normalkurve  der  Formen  9  144;  — n 
(Normalformen)  zur  Erklärung  alge- 
braischer Gebilde  146 ff.;  elliptische 
— n  247,  329. 

Nor  mal  reihen  bei  linearen  Differen- 
tialgleichungen 488. 

Normierung  der  Integrale  einer  Rie- 
mannschen Fläche  (transzendent  nor- 
mierte Integrale)  l.'<4;  —  der  Perioden 
der  elliptischen  Integrale  275 ff. 

Nullpunkte  m^"'  Ordnung  bei  Funk- 
tionen 24;  —  einer  analytischen,  ins- 
besondere einer  ganzen  Funktion  84  ff., 
obere    Grenze    für    ihre    Anzahl    85; 

—  der  hypergt^ometrischen  Funktion 
648 ;  —  der  Riemannschen  Thetalünk- 
tion  087. 

Numerische  Berechnung  der  ellip- 
tischen Integrale  durch  wiederholte 
Landensche  Transformation  bei  Le- 
gendre   192,    Literatur    darüber    192; 

—  —  des  Periodenquotienten  co  aus 
dem  Module*  durch  das  arithmetisch- 
geometrische  Mittel  223 ff.,  294; 

der  elliptischen  Funktionen  291  ft., 
des  Integrals  1.  Gattung  291  ff.,  der 
vollständigen  Integrale  Ä",  K'  293. 


Obertheoreme  —  Picard 
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Obertheoreme  von  Klein  636,  als  Er- 
weiterung der  Fundamentaltheoreme 
465. 

Ordinäre  Transformation  der  Pe- 
rioden Abelscher  Funktionen  629. 

Ordnung  einer  ganzen  Funktion  nach 
Hadamard  87;  —  der  Verzweigungs- 
stelle einer  Riemannschen  Fläche  118; 
—  des  Nullpunktes  oder  Poles  einer 
Funktion  auf  einer  Riemannschen 
Fläche  124;  —  einer  hyperelliptischen 
(Riemannschen)  Fläche  124;  —  einer 
Periodentransformation  630;  —  einer 
Thetafunktion  641;  —  einer  Riemann- 
schen Matrix  827. 

Orthogonales  System  zur  Aufstel- 
lung der  Grundformeln  der  elliptischen 
Funktionen  341. 

Orthogonalsysteme  bei  Thetarela- 
tionen  für  p  =  2  746. 

Orthosymmetrische  Riemannsche 
Flächen  172,  732. 

Oszillationstheoreme  von  Klein 
465  ff.,  535  ff. 


Painlevt^sche  Sätze  über  nichtlineare 
Differentialgleichungen  1.  Ordnung 
566 ff.;  —  Transzendente  599 ff.,  Be- 
ziehung zu  den  dopj)eltperiodischen 
Funktionen  601  ff. 

Parabolische  Substitutionen  einer 
Variablen  361. 

Parallelogrammatischer  Rahmen 
bei  Abbildung  einer  Riemannschen 
Fläche  durch  ein  Integral  617. 

Parallelogrammnetz  der  doppelt- 
periodischen Funktionen  257. 

Parallelotop  bei  22)-fach  periodischen 
Funktionen  823. 

Parameter,  — darstellung  im  kleinen 
bei  analytischen  Funktionen  mehrerer 
Variablen  106;  akzessorische  —  in 
einer  linearen  Differentialgleichung 
497. 

Partialbruchzerlegurg  der  doppelt- 
periodischen Funktionen  270;  —  der 
automorphen  Funktionen  413  ff. 

Pendel,  sphärisches  u.  einfaches,  mit 
elliptischen  Funktionen  behandelt  337, 
338  ff. 

Pentaeder  als  Diskontinuitätsbereich 
der  Picardschen  Gruppe  365,  in  eben- 
flächiger Gestalt  367. 


Periode,  Begriff  einer  primitiven  — 
66 ;  — n  (Periodizitätsmoduln)  der  Abel- 
Bchen  Integrale  127,  die  zwei  Arten 
der  — n  127;  zu  einem  kanonischen 
Schnittsystem  gehörende  — n  128;  Re- 
lationen zwischen  den  — n  Abelscher 
Integrale  133, 150;  — n  der  elliptischen 
Integrale,  nach  Riemann  eingeführt 
252 ;  — n  des  Weierstraßschen  Normal- 
integrals 2.  Gattung  258,  ihre  Reihen- 
entwicklung 261 ;  Differentialgleichun- 
gen der  — n  Oj ,  co^  und  tJj  ,  tjj  in  be- 
zug  auf  die  Invarianten  275  ff. 

Periodencharakteristiken  bei  ^- 
fach  unendlichen  Thetareihen  639, 
651  ff.,  ihre  Beziehung  zu  den  Theta- 
charakteristiken  654;  eigentliche  und 
uneigentlicho  —  652,  680;  —  («)^  678. 

Periodenparallelogramm,  Auftre- 
ten bei  Liouville  233. 

Periodenstreifen  66. 

Periodensysteme,  zusammengehörige 
oder  simultane  822,  unabhängige  822, 
primitive  823. 

Periodenwege  auf  einer  Riemannschen 
Fläche  128. 

Periodische  Funktionen,  Liouville- 
sche  Sätze  29,  66;  —  —  mehrerer 
Variablen,  allgemeines  822,  zugehö- 
rige Bezeichnungen  bei  Jacobi,  Her- 
mite  u.  Riemann  823,  zugehörige  Sätze 
von  Riemann  u.  Weierstraß  826;  Dar- 
stellung der  2j?-fach  — n  —  durch 
Thetafunktionen  831 ;  vierfach  —  — 
nach  Hecke  857  ff  ;  s.  auch  „Doppelt- 
periodische Funktionen". 

Periodizität,  doppelte  —  der  ellip- 
tischen Funktionen  bei  Abel  u.  Jacobi 
196,  198,  210,  bei  Gauß  196  ff.,  226. 

Periodizitätsmoduln,  Differential- 
gleichungen für  die  —  553,  bezügliche 
Sätze  von  Fuchs  654;  s.  auch  „Pe- 
riode". 

Permanenz,  Prinzip  der  —  bei  Funk- 
tionalgleichungen 57. 

Physikalische  Deutungen  analyti- 
scher Funktionen  65. 

Picardscher  Satz  76,  461,  Verallge- 
meinerungen durch  Landau,  Hurwitz, 
Caratheodory  u.  a.  462,  463;  —  Diffe- 
rentialgleichungen, Verallgemeinerung 
von  Hermites  Behandlung  der  Lamä- 
schen  Diffeientialgleichung  342;  — 
Gruppe  364;  —  Fläche  (Spezialfall 
hyperelliptischer  Flächen)  871. 
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Pochhammersche  Differential- 
gleichung 551. 

Poincaresche  Reihen  409 flf.,  Poincaräs 
eigene  Benennungen  409,  ihre  Konver- 
genzbedingung  410;  —  Reihen  der 
Dimensionen  —  2  u.  —  1  und  deren 
Kouvergenzbedingungen  411;  Verhal- 
ten der  — n  Reihen  in  parabolischen 
Zipfeln  412;  einpolige  —  Reihen  412; 
polfreie  —  Reihen  412;  —  Theta- 
reihen  409;  —  Zetareihen  443. 

Poinsotbewegung  339. 

Polarkern  eines  Fundamentalbereiches 
607. 

Pol  einer  Funktion  18;  —  m*"""  Ordnung 
einer  Funktion  24;  — e  einer  Funktion 
auf  der  Peripherie  des  Konvergenz- 
kreises 84. 

Pol  freie  automorphe  Form  407;  — 
Poincaresche  Reihen  412. 

Polyedergruppen  374. 

Polygonecken,  feste  und  bewegliche 
oder  zufällige  368;  Vermeidbarkeit 
loxodromischer  und  hyperbolischer  — 

368. 

Polygongruppen  374. 

Polymorphe  Funktionen  359;  —  For- 
men auf  Riemannschen  Flächen  mit 
beliebigem  p  407,  435,  im  Falle  p  =  0 
ausführlich  432  flP.;  —  Funktionen  auf 
Riemannschen  Flächen  432 ff.;  —  For- 
menscharen,   speziell  für  p  =  0   434, 
mit  unimodularen  Substitutionen  434; 
Differentialgleichungen  der  — n  Funk- 
tionen und  Formen  435  ff  ;  —  Formen 
als  eindeutige  Modulformen  dargestellt 
439  ff. ,  deren  Potenzreihen  nach  Wir- 
tinger 440  ff. 
Ponceletsche  Polygone  3.')5,  Bezie- 
hung zum  Pentagramma  mirificum  von 
Gauß  335;    Beziehung    der  — n   —   zu 
den  geodätischen  Linien  des  Ellipsoids 
336;  Verallgemeinerung  der  — n  —  336. 
Potential     auf    einer     Riemannschen 
Fläche  131  ff.;  mehrwertige  — funktio- 
nen  im  Räume  108. 
Potenz  reihen,    nach    linearen   Funk- 
tionen von  z  fortschreitend  25;  —  für 
die  Jacobischen  Funktionen  sn  m,  . . . 
240,   für  die  Weierstraßschen   Funk- 
tionen yy(u),  .  .  .  259;  —  für  automor- 
phe Funktionen  393,  für  automorphe 
Formen402,fürModulfunktionen417ff., 
für  polymorphe  Formen  438  ff. 


Primäre    Relationen    zwischen    den 

Erzeugenden  einer  Gruppe  370. 
Primcharakteristiken  bei  Abelschen 

Funktionen  nach  Klein  657,  727. 
Primform  von  Klein  156,734;  —  einer 
Riemannschen  Fläche  398;  Schar  von 
— en   bei   automorphen   Gebilden   mit 
p  =  0  404;  automorphe  —  108;  Dar- 
stellung   der    Thetafunktionen    durch 
die  -—  735;  —  von  Ritter  741. 
Primfunktion  von  Weierstraß  78,155, 
700,  ihre  Darstellung  durch  Thetafunk- 
tionen 704. 
Primitive   Periode    66;    — s   Perioden- 
paar 66,  264;  —  Fundamental  Systeme 
bei    der    Lösung    des    Riemannschen 
Problems  522;  —  Periodensysteme  bei 
2p-fach  periodischen  Funktionen  823. 
Prinzipale     Transformation      der 
Thetafunktionen    mehrerer   Variablen 
852  ff. 
Prinzipaluntergruppe  n*^'  Stufe  bei 
den  hyperelliptischen  Funktionen  mit 
p  =  2  795. 
Prinzip  der  Symmetrie  38,  356. 
Produktdarstellung    ganzer    Funk- 
tionen 78,  der  F-Funktion  78;  einfach 
unendliche  — en  der  elliptischen  Funk- 
tionen bei  Abel  203,  bei  Jacobi  214; 
— en  für  Je,  k'  und  K  bei  Jacobi  214; 
—     automorpher     Primformen     nach 
Schottky  414 ff.;  —  von  automorphen 
Formen  und  Modulfunktionen  415,  der 
Diskriminante  ^  418. 
Projektiv-geometrische  Methoden  bei 
Behandlung  der  Gruppen  linearer  Sub- 
stitutionen 365;  — e  Maßbestimmuugen 
und  lineare  Substitutionen  365,  506 ff.; 
— e  Gestalt  der  Modulgruppe  und  ihres 
Dreiecksnetzes  367. 
Prymsche    Funktionen,    Beziehung 

zum  Riemannschen  Problem  523; 

1.  Ordnung  737,  höherer  Ordnung  737; 
Beziehung  der  — n  —  zu  den  Abel- 
schen Integralen  und  den  Thetafunk- 
tionen 738 ff.,  zur  Kleinschen  Prim- 
form 740. 
Pseudoelliptische  Integrale  343ff. 


Quadratische    Formen,    Sätze    über 

Darstellung  ganzer  Zahlen  durch 

831;    Äquivalenz  und  Reduktion   der 


333. 


Quaternäre  quadratische  Formen  —  Riemann 
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Quaternäre  quadratische  Formen 
als  Mittel  zur  Erklärung  von  Poly- 
edergruppen 38i5. 

Quaternioncntypus  bei  Substitutio- 
nen 385. 

Querschnitt  einer  Riemannschen  Flä- 
che 34,  122;  kanonisches  —System 
122,  369:  Änderung  des  —Systems  und 
lineare  Traj^sformation  der  Perioden 
662. 


Ramification,  point  de  —  118. 

Rang,  WeierstraÖ'  Bezeichnung  für  Ge- 
schlecht 139;  —  einer  Unbestimmt- 
heitsstelle bei  linearen  Differential- 
gleichungen 489 ;  —  einer  hyperellip- 
tischen Fläche  871. 

Rational,  — e  Funktion  28;  —  inte- 
grierbare lineare  Differentialgleichun- 
gen 510. 

Rationalitätsgruppe  einer  linearen 
Differentialgleichung  510. 

Raumkurve  4.  Ordnung  1.  Spezies 
und  elliptische  Funktionen  329. 

Räume  positiver  quadratischer 
Formen  bei  Gruppenuntersuchungen 
468  ff. 

Realitätsverhältnisse  der  Formen  qp 
733. 

Reduktion  hyperelliptischer  und  Abel- 
scher Integrale  auf  solche  niederen 
Geschlechtes,  speziell  auf  elliptische 
166,  (bei  Legendre)  195,  344 ff.,  838, 
bezüglicher  Satz  Wirtingers  840,  im 
Falle  2^  =  2  841;  —  der  Diskontinui- 
tätsbereiche von  Gruppen  linearer  Sub- 
stitutionen 450;  — nicht-linearer  gauz- 
zahliger  Transformationen  bei  Abel- 
Bchen  Funktionen  635. 

Reduktion ssatz  bei  Scharen  äquiva- 
lenter Stellen  auf  Riemannschen  Flä- 
chen 142. 

Reduktionstheoreme  von  Abel  164 

Reduzibilität  einer  linearen  Differen- 
tialgleichung 509. 

Reduziertes  Periodenparallelo- 
gramm  205. 

Reguläre  Kurve  9;  —  Funktion  12; 
—  Ecke  eines  Fundameutalbereiches 
71;  —  Riemanusche  Flächen  171,388, 
zugehörige  Galoissche  Resolventen  171, 
entsprechende  ausgezeichnete  Unter- 
gruppen der  Modulgruppe  387,  429, 
Spezialfälle    der   Gruppen    G,^^,    Gigg 


usw.  388;  Theorie  der  — n  Körper  368; 
Gruppen  der  — n  Körper  370;  Glei- 
chungen der  — n  Körper  bei  der  Trans- 
formation der  elliptischen  Funktionen 
429;  —  Riemannsche  Flächen  und 
Thetafunktionen  von  höherem  2>  843  ff. 

Reihe  von  Lagrange  45,  46;  — n  für  die 
Lösungen  linearer  Differentialglei- 
chungen bei  singulären  Punkten  477; 
s.  auch  „Potenzreihen". 

Rektifikationen  ebener  Kurven,  die 
zu  den  ersten  Ansätzen  über  ellip- 
tische Integrale  führten  182,  i87. 

Relationen  zwischen  den  Perioden  al- 
gebraischer Integrale  133,  150;  pri- 
märe und  sekundäre  —  zwischen  den 
Erzeugenden  einer  Gruppe  370;  s.  auch 
„Klassenzahlrelationen"  und  „Theta- 
relationen". 

Repräsentanten  für  Transformation 
«ten  Grades  der  elliptischen  Funk- 
tionen 318,  zweite  Auswahl  319  ü'., 
funktionentheoretische  und  arithme- 
tische —  320;  —  für  Transformation 
«ten  Grades  der  Modulfunktionen  421, 
—  m*i*r  Stufe  423;  —  nichtlinearer 
Periodeutransformationen  635,  649. 

Residuenkalkul  16. 

Residuensatz,  Weierstraßsche  Gestalt 
139;  —  über  doppeltperiodische  Funk- 
tionen 267. 

Residuum  einer  analytischen  Funktion 
in  einem  Punkte  16;  —  einer  analy- 
tischen Funktion  mehrerer  Variablen 
(Punkt-  und  Kurvenresiduen)  99  ff. 

Resolvente,  Galoissche  —  einer  regu- 
lären Riemannschen  Fläche  171;  Mo- 
dul argleichungen  als  — n  der  Teilungs- 
gleichungen 315;  besondere  — n  5,,  7. 
und  11.  Grades  der  Modulargleichun- 
gen  240,  430. 

Reziproke  multiplikative  Formen 
auf  Riemannschen  Flächen  400. 

Reziprozitätsgesetz,  kubisches  und 
biquadratisches,  aus  der  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  abgeleitet  von 
Eisenstein  243. 

Reziprozitätssatz  vonBrillu.Noether 
145. 

Riemannsche  Fläche  31;  — Erklärung 
einer  analytischen  Funktion  64;  — 
Fläche  als  Definition  zugehöriger 
Funktionen  62;  —  Fläche  als  ge- 
schlossene Fläche  im  Räume  63;  zwei- 
dimensionale —  Mannigfaltigkeit  69 ; 
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Riemaun- Rochscher  Satz  —  Singular 


— r  Raum  bei  mehrdeutigen  Funk- 
tionen mehrerer  Variablen  108;  — 
Fläche  einer  algebraischen  Funktion 
120;  —Kugelfläche  121;  Funktionen 
auf  einer  -n  Fläche  124;  —  Fläche 
als  Erklärung  einer  Klasse  algebrai- 
scher  Funktionen    129;    geschlossene 

—  Flächen  im  Räume  130;  allge- 
meinste    Gestalt    einer    — n    Fläche, 

—  Bereiche  und  Mannigfaltigkeiten 
130 ff.;  reguläre  —  Flächen  171,  388; 
zweiblättrige  —  Fläche  mit  vier  Ver- 
zweigungspunkten als  Grundlage  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
247 ;  —  Normalformen  der  elliptischen 
Integrale  253;  —  P-Fuuktion  (byper- 
geometrische     Funktion)     355,     543; 

—  Formenscharen  auf  beliebigen  al- 
gebraischen Gebilden  445 ;  —  Formen- 
systeme 514;  -8  Problem  bei  linear- 
polymorphen  Formenscbareu  bzw.  li- 
nearen Differentialgleichungen  619, 
Beweise  der  Lösbarkeit  519  ft'.,  Verall- 
gemeinerung durch  Birkhoff  524;  — 
Thetaformel  670 ff.,  Folgerungen  aus 
derselben  675,  Verallgemeinerungen 
682;  —  Thetafunktion  687;  —  Theta- 
funktionen  (,im  Gegensatz  zu  den  all- 
gemeinen) 690,  786;  reguläre  —  Flä- 
chen und  Thetafunktionen  mit  höhe- 
rem p  843  ff. 

Riemann-Rochscher  Satz  135,  i35ff., 
142,  Erweiterung  für  multiplikative 
Formen  158;  erweiterter 400. 

RiccatischeDifferentialgleichung568ff. 

Ringfläche  als  Riemannsche  Fläche 
des  Geschlechtes  1    63. 

Rittersche  Primform  399,  741. 

Rodrigues,  Koordinaten  von  —beiden 
Drehungen  eines  starren  Körpers  340. 

Rosenhainsche  Gruppen  von  Charak- 
teristiken bei  j3  =  2  744;  —  Tetraeder 
748;  —  Ditferentialformeln,  für  belie- 
bige hyperelliptische  Funktionen  ver- 
allgemeinert 772. 

Rotationsgruppen,  elliptische,  para- 
bolische und  hyperbolische  374 ff. 

Rück  kehr  schnitte  auf  einer  Riemann- 
Bchen  Fläche  122. 

Rückkehrschnittheorem  446. 

S 
Schar     äquivalenter     Stellen     auf 
einer     Riemannschen     Fläche     (einer 
Kurve)  142. 


Scheinbar    singulare    Punkte    bei 

linearen  Differentialgleichungen  483. 

Schlaeflische     Modulargleichun- 

gen  242. 
Schlechthin  kanonische  Differen- 
tialsysteme 499,  504 mit 

Monodromiegruppe,    die    unabhängig 
ist   von   einer   als   Parameter    aufge- 
faßten singulären  Stelle  597. 
Schleifenintegrale  um  zwei  Verzwei- 
gungspunkte 51. 
Schleifenwege     um     Verzweigungs- 
punkte 30. 
Schlichtheit  einer  Abbildung  456,  458. 
Schließungsproblem  335,   insbeson- 
dere im  Falle  zweier  Kegelschnitte  336. 
Schließungssätze  von  Staude  für  kon- 
fokale Flächen  2.  Grades  756. 
Schottkysche  Relation  zwischen  den 
10  Thetamoduln  bei  j)  ==  4  690,  786. 
Schraubungsgruppen  374,  375. 
Schwingungsdauer     des     einfachen 

Pendels  339. 
Schwarzscher  Differentialaus- 
ausdruck 61,  435,  506. 
Schwarzsehe  s-Funktionen  508. 
Sekundäre  Relationen  zwischen  den 

Erzeugenden  einer  Gruppe  370. 
Semitranszendent,     Differentialglei- 
chungen mit  Lösungen,  die  —  von  den 
Integrationskonstanten  abhängen  587ff, 
Sigmafunktion  von  Weierstraß  268, 
ihre  Reihen-  u.  Produktdarstellungen 
269,  ihre  Periodeneigenschaften  269, 
ihre    Invarianz     gegenüber     linearen 
Transformationen   der  Perioden   270; 
Schottkysche  —  bei  />  =  3  782 ;  —  von 
Klein,    allgemeine   Bedeutung   789  ff., 
im     hyperelliptischen     Falle      790  ff.; 
Differentialgleichungen    und    Reihen- 
entwicklungen der  Kleinschen  —  nach 
Wiltheiß  u.  a.  805;  —  von  Krause  807. 
Signatur  eines  kanonischen  Diskonti- 
nuitätsbereiches 369,  373. 
Simultancharakter  zweier  Riemann- 
schen Matrizen  828. 
Simultanperioden  6U,  822. 
Singulare  Stellen  einer  Funktion  (we- 
s^tliche    und    außerwesentliche)    18; 
—  Stellen    auf  der   Peripherie    einea 
Konvergenzkreises  83 ff.;  —  Stellen  bei 
analytischen  Funktionen  von  n  Argu- 
menten 102;  —  Korrespondenzen  auf 
algebraischen  Gebilden  170;  —Koordi- 
naten bei  elliptischen   Normalkurven 


Smithsche  Kurve  —  Teilung 
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331,.  418;  die  Modularkorresponden- 
zen     als     —     Korrespondenzen    424; 

—  Moduln  für  komplexe  Multiplika- 
tion der  elliptischen  Funktionen  427; 

—  Punkte  einer  linearen  Differential- 
gleichung 474,  falls  sich  nur  ein  Teil 
der  Integrale  beatimmt   verhält  486; 

—  Stellen  der  Bestimmtheit  bei  line- 
aren Differentialgleichungen  478,  zu- 
gehörige Gestalt  der  Differentialglei- 
chungen 479;  —  Stellen  von  Differen- 
tialgleichungen (feste  und  verschieb- 
bare) 565,  für  Differentialgleichungen 
1.  Ordnung  566;  —  Transformation 
der  Perioden  Abelscher  Integrale  629; 

—  Kiemannsche  Matrizen  828;  — 
Funktionen  nach  Humbert  (Theta- 
funktionen  für  p  =  2  mit  prinzipaler 
Transformation)  855, 

Smithsche  Kurve,  aus  der  Modular- 
gleicbung  1.  Stufe  hergeleitet  427. 

Sohnkesche  Modulargleichungen 
242. 

Spezialfälle  der  elliptischen  Ge- 
bilde (harmonischer  oder  lemniska- 
tischer  und  äquianharmonischer  Fall) 
288  ff. 

Spezialfunktionen  auf  einer  Rie- 
mannschea  Fläche  143,  145. 

Spezialschar  äquivalenter  Stellen  auf 
einer  Rieraannschen  Fläche  (einer 
Kurve)  143,  145,  689. 

Spezielle  Teilungsgleichung  der 
elliptischen  Funktionen  bei  Abel  201; 

—  —  der  Funktionen  p  und  p'  314, 
ihre  Nichtauflösbarkeit  durch  Wurzel- 
zeichen im  allgemeinen  Falle  316,  ihr 
Zusammenhang  mit  der  Modularglei- 
chung  315;  Lösbarkeit  der  — n  — 
durch  Radikale  in  den  Fällen  der 
komplexen  Multiplikation  316;  —  — 
der  Abelschen  Funktionen  817  ff. 

Sphärische  Trigonometrie,  Beziehung 
zu  den  Additionstheoremen  der  ellip- 
tischen Integrale,  von  Lagrange  be- 
merkt 186,  346,  bei  Study  301;  — s 
Pendel,  mit  elliptischen  Funktionen 
behandelt  337;  —  Kettenlinie  338. 

Spiegelung  an  einem  Kreise  361. 

Starrer  Körper,  Bewegung  eines  — n 
— s,  mit  elliptischen  Funktionen  be- 
handelt 3S9ff-,  insbes.  kräftefreie  Be- 
wegung 340,  ihre  Darstellung  durch 
lineare  Substitutionen  341. 

Steinersche     Polygone     bei     Kurven 


3.  Grades  330;  —  Gruppen  von  Doppel- 
tangenten bei  ebenen  Kurven  4.  Gra- 
des 779,  852. 

Stereographische  Projektion  der 
z-Ehene  auf  die  Kugelfläche  27,  zu- 
gehörige geschichtliche  Notizen  27. 

Stetigkeit  der  algebraischen  Funk- 
tionen bei  stetiger  Änderung  der  Rio- 
mannschen  Fläche  132. 

Stetigkeitsbereicheineranalytischen 
Funktion  39. 

Stiel  tjessche  Sätze  über  Ketten- 
brucheutwickhingen  analyt.  Funktio- 
nen, "Verallgemeinerung  von  van  Vleck 
95 ff.;  —  Grenze  bei  Parametern  line- 
arer Differentialgleichungen  533. 

Stufentheorie  von  Klein  bei  den  el- 
liptischen Funktionen  247,  277,  bei 
den  hyperelliptischen  Funktionen  794. 

Substitutionen,  lineare  einer  Varia- 
blen 360,  ihre  Einteilung  in  ellip- 
tische, parabolische  usw.  361. 

Supplementäre  Transformationen 
der  Perioden  Abelscher  Funktionen 
632. 

Symmetral  und  Symmetralfunk- 
tionen  von  Schottky  845. 

Symmetrie,  Prinzip  der  —  38,  57. 

Symmetrielinien  auf  Riemannschen 
Flächen  172,  732. 

Symmetrische  Riemannsche  Flächen 
172,732;  —  elliptische  Gebilde  289ff.; 

—  Riemannsche  Flächen  mit  p  =  1 
290. 

Synectique,  fonction  —  12. 

Systeme  von  Thetacharakteristi- 
ken  661,  adjungierte  661,  Göpelsche 
661. 

Syzygetisch,  als  Bezeichnung  von 
Periodenchaiakteristiken  653,  6»0,  von 
Thetacharakteristiken  654,  680;  —0 
Charakteristiken  bei  ^  =  2  743. 

T 

Taylorscher  Lehrsatz,  Geschichte  2a; 

—  Reihe  22,  bei  Punktionen  mit  «-Ar- 
gumenten 102. 

Teilbarkeitssätze  von  analytischen 
Funktionen  von  w-Argumenten  106. 

Teilscharä  qui  valenter  Stellen  auf  einer 
Riemannschen  Fläche  (Kurve)  143. 

Teilung  Abelscher  Integrale  165;  — 
der  elliptischen  Funktionen  bei  Abel 
199,  bei  Gauß  230;  spezielle  —  der 
elliptischen  Funktionen  bei  Abel  200; 
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Teilungsgleichunj^  —  Transformation 


—  der  Abelscheii  Funktionen  814,  i 
Bpezielle  816;  Zurückführung  der  all-  i 
gemeinen  Teilung  auf  die  —  817;  He-  , 
duktion   der  speziellen  —  818.  ' 

Teilungsgleichung,  allgemeine  der 
elliptischen  Funktionen  bei  Abel  199, 
spezielle  201;  algebraische  Lösung  der 
speziellen  —  für  komplexe  Multipli- 
plikation  bei  Abel  201 ;  — en  des  Lem- 
uiskatenbogens  230;  allgemeine  —  der 
elliptischen  Funktionen,  systematisch 
entwickelt  307  ff.,  spezielle  3 13  ff.; 
allgemeine  — en  der  Abelschen  Funk- 
tionen 814,  spezielle  817,  deren  Re- 
duktion und  Monodromiegruppe  818. 

Teilwerte  der  elliptischen  Funktionen 
bei  Abel  200,  der  Weierstraßschen 
Funktionen  p,  p  308 ;  die  —  p^  ^, ,  p^'^, 
als  ganze  Modulformen  3io,  416;  — 
der  6-Punktion  417,  ihre  Beziehung 
zur  Funktion  d-^  417. 

Ternäre  Variable  zur  Darstellung  der 
Abelschen  Integrale  138;  —  Grai^pe 
p(n,  t")  der  elliptischen  Funktionen  272 ; 
indefinite  —  Formen  als  Quelle  zur 
Erklärung  von  Gruppen  383  ff. ,  ihre 
Äquivalenz  und  Reduktion  384;  — 
Gruppen  G^^g  429,  9^^^  ^31,  deren 
Resolveuten  6.,  10.  u.  15.  Grades  431  ff.; 

—  Hermitesche  Formen,  zugehörige 
Gruppen  und  Funktionen  406. 

Theorema  generale  von  Jacobi,  Um- 
kehrtheorem bei  hyperelliptischen 
Integralen  612. 

Thetacharakteristik  bei  p-fach  un- 
endlichen Thetareihen  639,  653  ff. ; 
Beziehung  der  — en  zu  den  Perioden- 
charakteristiken 654;  — en  [s]^  680. 

Thetaformel  von  Riemann  G70ff.,  Fol- 
gerungen aus  ihr  675,  Verallgemeine- 
rung derselben  G82. 

Thetafunktionen,  Einführung  der  — 
bei  Jacobi  216,  ihre  Grundeigenschaf- 
ten 217,  ihre  Reihenentwicklungen 
218;  Ausdruck  der  elliptischen  Funk- 
tionen durch  die  —  217;  die  Reihen 
der  vier  —  219;  Additionsformeln  der 
—  220;  —  bei  Gauß  229;  —  w'"  Ord- 
nung bei  Hermite  235;  —  bei  Rosen- 
hain 241 ;  Potenzreihen  und  bestimmte 
Integrale  für  die  —  282 ff.;  — w'"  Ord- 
nung 323 ff.;  —  für  p  =  2  von  Göpel 
u. Rosenhain  619  ff. ;  —  mit^  Argumen- 
ten ü3Gff. ,    ihr   erstes   Auftreten  637, 


ihre  Differentialgleichungen  638;  — 
höherer  Ordnung  mit  p  Argumenten 
641  ff. ;  Transformation  der  —  643 ff.; 

—  höherer  Ordnung  mit  halben  Cha- 
rakteristiken, Anzahl  deT  linear-un- 
abhängigen 666 ff.;  —  höherer  Ord- 
nung mit  rtei  Charakteristiken  676 j 
Riemannsche  —  687 ;  Riemannsche  — 
und  allgemeine  —  690;  Einführung 
der  —  bei  Clebsch  und  Gordan  695, 
bei  Weierstraß   7U3;    Darstellung  der 

—  durch  die  Primform  nach  Klein 
735 ;  Beziehung  der  —  für  /j  =  2 
zum  algebraischen  Gebilde  754;  An- 
wendungen der  —  für  ^  =  2  755  ff. ; 
mechanisches  Problem  mit  —  zweier 
Variablen  behandelt  757;  Verschwin- 
den der  hyperelliptischen  —  760 j 
Wirtingersche  —  von  ^J-Variablen  vnd 
3  p-Parametern  849. 

Thetaprodukte,  vollständige  682,  bei 

Clebsch-Gordan  697. 
Thetaquotienten,  Darstellung  durch 

Wurzelfunktionen  im  hyperelliptischen 

Falle  766,  768. 
Thetareihen  von  Poincare  409. 
Thetarelationen  bei  Jacobi  220,  bei 

Gauß  231.   bei  Schröter  242;    —    bei 

Transformation  «*"  Ordnung  326,424; 

—  bei  beliebigem  p,  Mannigfaltigkeit 
Mp  als  Verallgemeinerung  der  Kum- 
merschen  Fläche  668 ff.;  —  bei  den 
&[s]^{v}  682;  Lösungen  von  —  bei 
beliebigem  p  728;  —  bei  jp  =  2  744, 
753,  bei  2J  =  3  776. 

Transformation  eines  algebraischen 
Gebildes  in  sich  147  ff.,  171;  —  Abel- 
scher Integrale  165;  erstes  Auftreten 
des  — sproblems  der  elliptischen  Funk- 
tionen bei  Euler  und  Lagrange  186 ff.; 

—  der  elliptischen  Funktionen  bei 
Abel  204,  206  ff.;   erste  Ansätze  über 

—  der  elliptischen  Funktionen  bei 
Jacobi  209,  allgemeine  Behandlung 
Jacobis  211;  supplementäre  —  bei  Ja- 
cobi 211;  —  der  elliptischen  Funk- 
tionen im  harmonischen  Falle  bei 
Eisenstein  243;  systematische  Behand- 
lung der  —  der  elliptischen  Funk- 
tionen 316 ff.;  algebraische  Gestalt  des 
—sproblems  316;  —  «*"°  Grades  der 
^j-Funktion  321  ff.;  —  einer  ellipt. 
Funktion  höherer  Stufe  322.;  —  w**" 
Grades  der  Thetafunktionen  323;  — 
durch  reziproke  Radien  361;    —   der 
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Hauptkreispolygone  372  ff. ;  — en  einer  , 
Riemannschen  Fläche  in  sich  387; 
— sproblem  bei  den  automorphen  Punk- 
tionen 420,  428;  —  w'»°  Grades  der 
Modulfunktionen,  speziell  einer  Haupt- 
funktion 420  ff. ;  —  der  hypergeome- 
trischen Funktionen  428;  —  der  hy- 
pergeometrischenDifferentialgleichung 
in  sich  542,  547;  —  der  Thetafunk- 
tionen  von  zwei  Variablen  bei  Her- 
mite  627  ff.;  —  der  Perioden  Abelscher 
Funktionen  629,  Zusammensetzung  die- 
ser — en  631,  633 ff.;  Reduktion  nicht- 
linearer ganzzahliger  — en  bei  Abel- 
schen  Funktionen  635;  Zusammen- 
setzung der  — en  Abelscher  Funktionen 
nach  Krazer  und  Prym  635;  —  der 
Thetafunktionen  mit  p  Argumenten 
643  ff. ,  ganzzahlige  —  dieser  Funk- 
tionen 645,  lineare  ganzzahlige  —  dieser 
Funktionen  648;  prinzipale  —  der 
Thetafunktionen  von  mehreren  Argu- 
gumenten  852. 

Transformationsgleichungen  der 
elliptischen  Funktionen,  allgemein  an- 
gesetzt 320;  —  der  Thetafunktionen 
325;  —  für  gr,  und  g^  327;  —  bei  Mo- 
dulfunktionen mehrerer  Variablen  864, 

Transformationsketten  von  Gauß 
und  Jacobi  454. 

Transzendent  normierte  Integrale 
eines  algebraischen  Gebildes  134. 

Trigonometrische  Funktionen  als 
ausgeartete  elliptiache  Funktionen  290. 

U 

Überall      endliches     Differential 

einer  Riemannschen  Fläche  399  ff. 
Überlagerungsfläche,  Methode  der 

—  beim  Beweise  der  Fundamental- 
theoreme 454  ff. ;  Herstellung  der  ein- 
fach zusammenhängenden  —  bei  be- 
liebiger Riemannschen  Fläche  455. 

Überschiebungsprozesse  bei  Dar- 
stellung linearer  Differentialgleichgn. 
498. 

Ultraelliptische  Funktionen  u.  In- 
tegrale 619. 

Umgebung  eines  Punktes  10,  bei  «un- 
abhängigen Variablen  97. 

ümkehrproblem  von  Fuchs  bei  Dif- 
ferentialgleichungen 2.  Ordnung  531; 
— ,  das  auf  eindeutige  automorphe 
Funktionen  führt  531  ff.;    Jacobisches 

—  vor  Riemann  609  ff. ;  —  der  hyper- 


elliptischen Integrale  bei  Weierstraß 
622 ;  Riemanns  Behandlung  des  — s  688 ; 
—  bei  Clebsch-Gordan  698,  bei  Weier- 
straß 698  ff.;  Lösung  des  — s  7ii; 
zweite  Form  der  Lösung  des  — s  715; 
Noethersche  Lösung  des  — s  730;  Lö- 
sung des  — s  im  hyperelliptischen  Falle 
770,  im  Falle  p  =  3  nach  Wirtin  ger 
803;  erweitertes  —  nach  Clebsch- 
Gordan  808;  erweiterte  — e  im  hyper- 
elliptischen Falle  811;  verallgemeiner- 
tes —  nach  Lindemann  813;  mehr- 
deutige — e  nach  Weierstraß  836. 

Umkehrung  einer  analytischen  Funk- 
tion 52;  —  des  Abelschen  Theorems 
162;  —  des  eil  ip  tischen  Integrals  I.Gat- 
tung bei  Abel  und  Jacobi  196  ff.,  bei 
Gauß  196  ff. ;  —  des  lemniskatischen 
Integrals  bei  Gauß  226;  —  eines  ein- 
zelnen Abelschen  Integrals  615  ff. 

Unbestimmtheitsstelle,  allgemein- 
ste bei  linearen  Differentialgleichungen 
495. 

Unendlich  fern,  Verhalten  einer  Funk- 
tion in  einem en  Punkte  26. 

Unendliche  Determinanten  bei  Lö- 
sung von  linearen  Differentialglei- 
chungen 495. 

Unendlich  werden  einer  ganzen  Funk- 
tion für  z  =  00  (Sätze  von  Hadamard 
u.  a.)  86  ff 

Uniformisierende  Variable  (Para- 
meter) bei  algebraischen  u.  analytischen 
Gebilden  74  ff.,  395,  445,  447. 

Uniformisierung  von  P^unktionen  einer 
Riemannschen  Fläche  durch  eine  po- 
lymorphe Funktion  396  ff.,  445;  allge- 
meiner — ssatz  397;  —  durch  X(a)  397, 
897;  — ssätze  396,  446;  allgemeinste 
— ssätze  455,  456. 

Unimodulare  ganzzahlige  Substitu- 
tionen 352,  401. 

Unimultiplikative  Formen  bei  auto- 
morphen Gebilden  mit  höherem  p  412, 
ihre  Darstellung  durch  Poincaresche 
Reiben  414. 

Unitätssatz  beim  Beweise  der  Fun- 
damentaltheoreme 449. 

Unreine  Riemannsche  Matrix  829. 

Unverzweigte  automorphe  For- 
men, Darstellung  durch  die  Prim- 
und  Grundformen  bei  p  =  0  406,  all- 
gemein 408. 

Unverzweigte  Funktionen  auf  einer 
Riemannschen  Fläche  125. 
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ünverzweigte  multiplikative  For- 
men auf  Kiemannschen  Flächen  400. 

ünverzweigtheit  der  automorphen 
Formen  402. 


Valenz,  Bezeichnung Dedekinds  für  die 
Modulfunktion  J{o)  357. 

Vereinfachte  Differentialglei- 
chung bei  Diiferentialgleichiingen 
ohne  verschiebbare  Verzweigungs- 
punkte oder  ünbestimmtheitsstellen 
692. 

Verschiebbare  Unbestimmtheits- 
stellen bei  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  588 ff.;  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  ohne 
—  —  und  Verzweigungspunkte  590  ff. 

Verschwinden  der  Thetafunktio- 
nen,  Riemanns  Satz  darüber  688. 

Vertauschung  von  Parameter  und 
Argument  bei  Integralen  3.  Gattung 
148,  151,  bei  elliptischen  Integralen 
3.  Gattung  194,  271. 

Verwandte  hypergeometrische 
Funktionen  641. 

Verzerrungssatz  von  Koebe  452,  460. 

Verzweigung,  — spunkt  einer  Kie- 
mannschen Fläche  31,  Verhalten  einer 
Funktion  daselbst  81;  — slinie  33, 
— SBchnitte  einer  Kiemannschen  Fläcüe 
33,  121;  — sstellen,  — swerte  einer  al- 
gebraischen Funktion  118;  — sform  der 
zweibli.ttrigen  Fläche  mit  vier  — s- 
punkten  248,  ihre  Normalgestalten 
249  ff. ;  Zusammenhang  der  Abelschen 
Normalgestalt  der  — st'orm  mit  der 
Oktaedergleichung  251 ;  — ssatz  zur  geo- 
metrischen Erklärung  von  Untergrup- 
pen der  Modulgruppe  387. 

Vierfach  periodische  Funktionen 
von  Hecke  857  ff. 

Vollschar  äquivalenterstellen  auf  einer 
RiemannschenFläche(eiDer  Kurve)  142. 
Vollständige  Integrale,   ellipt.  der 
1.  u.  2.  Gattung  bei  Legendre  l'JS,  zu- 
gehörige Differentialgleichungen  193, 

ihre  Reihenentwicklungen  194; 

K  und  A"  bei  Jacobi  209,  210,  ihre 
Darstellung  durch  Thetanullwerte  221. 
Vollständig  reduzible  Differen- 
tialausdrücke 610. 
Vorgeschichte  der  Funktionen- 
theorie, Notizen  11. 


W 

Wahrer  Konvergenzkreis  einer  Po- 
tenzreihe 23. 

Web  ersehe  Bezeichnung  der  Modul- 
funktionen 281. 

Wechsel  der  unabhängigen  Va-. 
riablen  bei  analytischen  Gebilden 
mehrerer  Argumente  111. 

Wed  die  sehe  Fläche  (Spezialfall  hyper- 
ellipt.  Flächen)  747,  751,  Zusammen- 
hang mit  Her  Kummerschen  Fläche  752. 

Weierstraßscher  Satz  über  Produkt- 
darstellung einer  ganzen  Funktion  78, 
Erweiterung  durch  Picard  81 ;  —  Satz 
über  Existenz  von  Funktionen  mit  be- 
liebigem Definitionsbereiche  82;  — 
Satz  über  analytische  Funktionen  von 
n  Argumenten  105;  —  Theorie  der  al- 
gebraischen Funktionen  139  ff. ;  — 
LÜL-kensatz  141:  —  Stellen  auf  einem 
algebraischen  Gebilde  141,  14*?;  — 
Funktionen  H{x,y\x\y')  bei  algel'ra- 
ischen  Gebilden  140,  150;  —  Perioden- 
relationen 150;  —8  Normalintegral 
1.  Gattung  253,  2.  Gattung  258,  260  ff..; 

—  Funktionen  k-'{u),  p'{u)  257,  258, 
deren  Potenzreihen  und  Teilbruch- 
reihen 259;  —  Bezeichnung  der  Pe- 
rioden 268;  —  Sigmafunktion  268,  deren 
Reihenentwicklung  u.  Prodnktdarstel- 
lungen  269;  —  Funktionen  6^ (w/tOi ,  <o,) 
279,  deren  partielle  Differentialglei- 
chung 270,  deren  Produktdarstellungen 
280;  Zusammenhang  der  —  ellipt. 
Funktionen  mit  den  Jacobischen  282  ff.; 

—  Behandlung  des  Umkehrprobleme 
im  hyperelliptischen  Falle  622;  -— 
Theorie  der  Abelschen  Funktionen 
698 ff.;  Übertragung  der  — n  ^-Funk- 
tion auf  Gebilde  mit  jp  >  1  durch 
Bolza  794. 

Wertigkeit  einer  doppeltperiodischen 
Funktion  266. 

Wertigkeitskorrespondenzen  auf 
algebraischen  Gebilden  170. 

Wesentlich  singulare  Stelle  einer 
Funktion  18,  einer  Funktion  von  n 
Argumenten  102. 

Wiltheißsche  Funktion  Th  in  der 
Theorie  der  hyperelliptischen  Funk- 
tionen 794,  der  Abelschen  Funktionen 
mit  p  =  3  802. 

Windungspunkt  31. 

Winkeltreue  Abbildung,  s.  „Abbil- 
dung" und  „Konforme  Abbildung". 
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Wirkliche    Ordnung    einer    ganzen' 
Funktion  79. 

Wirtingersche  Lösungssätze   beim] 
Nullsetzen   eines  Systems  Jacobischer 
Funktionen  8:^7;   —  Thetafunktionen 
von  p  Veränderlichen  und  Sp  Para- 
metern 849. 

Wurzelformen  158,  721,  ihre  Bezie- 
hung zu  den  Thetacharakteristiken 
722,  im  hyperelliptisclien  Falle  764; 

—  2.  u.  3.  Dimension  bei  p  ==  3  779. 
Wurzelfunktionen   157;  die  drei  — 

■|/jP(m)  —  €^  279;  — als  multiplikative 
Formen  auf  Riemannschen  Flächen  400; 

—  bei  Riemann  6".t0;  —  u.  Thetaquo- 
tienten  717;  Beziehung  der  —  zu  den 
Periodenchar.ikteristiken  717  ff.,  im 
hyperelliptischen  Falle  763. 

Wurzeln  der  Diskriminante  A,  die  ein- 
deutige ModuUormen  sind  286,  spe- 
ziell ^|/Ä  286,  302;  —  des  Integral- 
moduls k*  und  der  Diskriminante  A, 
die  Kongruenzmoduln  sind  392. 

Z 

Zahlejitheoretische  Funktionen 
als  Entwicklungskoeffizienten  bei  Mo- 
dulformen 417. 

Zetafunktionen    359;    —   und  Zeta- 


reihen  von  Poincare  443,  Lösung  des 
Riemannschen  Problems  durch  solche 
519;  —  eines  imaginären  quadrati- 
schen Zahlkörpers  865;  —  eines  be- 
liebigen Zahlkörpers  867  ff. 

Zufällige  Ecken  von  Diskontinuitäts- 
bereichen 368. 

Zusammen  fall  mehrerer  Werte  einer 
Funktion,  Puiseux'  Behandlung  bei 
algebraischen  Funktionen  30. 

Zusammenhang  einer  Riemannschen 
Fläche  122. 

Zusammensetzung  der  Transfor- 
mationen der  Perioden  Abelscher  In- 
tegrale nach  Krazer  und  Prym  635. 

Zweig  einer  analytischen  Funktion  41» 
einer  algebraischen  Funktion  118. 

Zweiteihing  der  Abelschen  Funktionen 
820. 

Zwischenfunktionen  (fonctions  in- 
term^diaires)  im  Sinne  von  Poincarö 

834. 

Zyklen  von  Ecken  eines  Diskontinui- 
tätsbereiches 368. 

Zykliden  und  Zyklidensysteme, 
durch  hyperelliptische  Funktionen  mit 
p  =  2  dargestellt  756,  Beziehung  zur 
Kummerschen  Fläche  757. 

Zyklische  Gruppen  linearer  Substi- 
tutionen 374. 


Ergänzung  zum  Referat  II  B,  3: 

Wegen  der  Beziehung  zwischen  den  rationalen  und  irrationalen  Kovarianten 
der  biquadratischen  binären  Form  einerseits  und  den  zwischen  den  vier  Theta- 
funktionen bestehenden  Gleichungen  andererseits  ist  noch  zu  nennen:  E.  Study, 
On  the  connection  between  binary  quartics  and  elliptic  functions,  Amer.  J.  17 
(1896),  p.  216. 
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